Poznamky ke cvicenim

Nékteré poznamky k probéhlym cvicenim:

e Oznafme I = R\ Q mnoZinu vSech iracionélnich ¢isel, tj. redlnych &isel, které
nelze vyjadfit jako podil dvou celych &isel. Studujme strukturu (I,+), kde + je
klasické s¢itani redlnych cisel.

1. Nejprve je tfeba ovérit, zda je mnozina I prazdné. Pokud by totiz byla prazdna,
dvojice (I, +) by formalné byla grupoid. Uk4zeme, 7e v/2 nenf racionalni. Pted-
pokladejme, 7e ano a e lze psat v/2 = % pro né&jaka a,b € N a bez thony na
obecnosti, ze (a,b) = 1, tj. a a b jsou nesoudélné. Potom 2 = Z—j atedy a® = 2b2.
Odtud plyne, Ze 2 | a® a protoze 2 je prvoéislo, plati 2 | a. Potom ale 4 | a® a
z rovnice a? = 2b? plyne, Ze 2 | b* a tedy 2 | b. Potom ale (a,b) > 2 a ¢isla a a
b nejsou nesoudélna, coz je spor s predpokladem. Plati tedy /2 € I.

2. Je-li 2 €I, musi také —v/2 € I, nebot pokud by nastalo —v/2 = % pro né&jaka
a,b € 7, potom /2 = = a V2 by bylo racionalni, coz je spor s predchozim
argumentem. Potom u7 stacf jen uvést, ze V2 + (—v/2) = 0 ¢ I, jestlikoz 0 je
zfejmé raciondlni ¢islo. Proto (I, +) nemuZe byt grupoid.

e Uvazme mnozinu GL? (n, R) véech realnych singularnich ¢tvercovych matic fadu
n a - klasické nasobeni matic. Matice se nazyva singularni, ma-li nulovy determinant.
Studujme strukturu (GL? (n,R), - ):

1. Je grupoid. Plyne 7z Cauchyho véty:
|A- Bl = |A]-|B]
Pokud totiz A, B € GL" (n,R), potom |A- B| = |A|-|B| = 0-0 = 0 a tedy
A-B e GLY (n,R).
2. Je pologrupa, nasobeni matic je asociativni (pfedpokladejme, Ze je obecné
zZnadmeé).
3. Pro n > 1 neni monoid, jelikoz |I,| = 1 a tedy I,, ¢ GL° (n,R).

4. Nemusim nyni uvadét, Ze tato struktura pro n > 1 neni grupa, jelikoZz neni
monoid.

5. Anihilujicim prvkem je nulova matice 0,,, plati totiz zfejmé 0, € GL? (n,R) a
0, -A=0,=A-0, pro libovolnou matici A € GL (n,R).

6. Pro n > 1 neni komutativni. Protipiiklad pro n = 2:

() (10)-(30)
() (-1 )

Pritom obé& matice na levé strané maji nulovy determinant. Protipiiklady pro
n > 2 jsou analogické.

7. Pro n = 1 mnozina GL° (n,R) splyva s mnozinou {0} a dvojice ({0},-) tvoii
dokonce komutativni grupu s jednotkovym prvkem O.



Ukoly

Charakterizujte nésledujici struktury. O kazdé rozhodnéte, zda jde o grupoid, po-
logrupu, monoid, grupu, a zda je dana struktura komutativni, v pfipadé negativni
odpovédi uved'te prislusné protipiiklady. Popiste, pokud existuji, neutralni, anihi-
lujici a (v pfipadé, Ze je dana struktura monoid) v8echny invertibilni prvky téchto
struktur.

e (nZ,+) pro dané n € N, kde nZ = {nu|u € Z}, Z je mnoZzina vSech celych ¢isel
a + je klasické s¢itani. Mizete predpokladat, Ze asociativita a komutativita s¢itani
celych cisel je obecné znamy fakt a nemusite jej dokazovat.

e (R(A),0), kde A je libovolna mnoZina, R (A4) je mnozina v8ech binarnich relaci
na mnoziné A:
R (A) — 2A><A

ao:R(A) xR(A) — R(A) je operace skladani relaci definovana pfedpisem pro
R,SCAXA:

RoS={(a,c)e AxA|Fbe A:(a,b) € RA(b,c)e S}

e (582, %), S? CR3 je mnoZina viech vektort s jednotkovou normou:
(z,y,2) €S? & ?+y* +22=1
a X je operace vektorového soucinu, tj:

(x1,y1721) X (372,21272’2) = (y122 — Y221,21T2 — T122,T1Y2 — $2y1)

Oznaceni S? znamena, 7e jde o tzv. dojrozmérnou sféru, ¢fim? mame na mysli plast
koule.

e (N,(,)), N je mnozina kladnych pfirozenych ¢isel a (a,b) je nejmensi spole¢ny
nasobek Cisel a a b. Muzete vychéazet z nasledujici definice nejmensiho spole¢ného
nasobku (muzete si v8ak zvolit kteroukoli jinou definici):

a-b
(a,b)
kde - je klasické nésobeni pfirozenych ¢isel a (, ) je operace nejvétsiho spole¢ného

délitele. U obou téchto operaci muzete pifedpokladat asociativitu a komutativitu
jako jiz znamou véc, tj. nemusite ji dokazovat.

(a,b) =

e Specidlné pro Petra (ostatni nefeste). (Set, x), Set je tfida vSech mnoZin, X
operace kartézského sou¢inu dvou mnozin definovany svou univerzalni vlastnosti.
Piedpokladej, ze pojem univerzalni algebry relaxujeme vzhledem k libovolné t¥idé
a axiomy zadanych struktur ovéfujeme pouze az na izomorfizmus.



