
Poznámky ke cvi£ením

N¥které poznámky k prob¥hlým cvi£ením:

• M¥jme podmnoºinu H∗ = {a + b
√
2 | a, b ∈ Q} \ {0} ⊆ R∗ = R \ {0}. Ukaºme,

ºe (H∗, · ) je podgrupa (R∗, · ):

1. Uzav°enost na násobení. Pro x, y ∈ H∗ musíme ukázat x · y ∈ H∗. Z de�nice
mnoºiny H∗ mají x a y tvar:

x = a+ b
√
2 a y = c+ d

√
2

pro n¥jaké a, b, c, d ∈ Q. Potom:

x · y = (a+ b
√
2) · (c+ d

√
2) = (ac+ 2bd) + (bc+ ad)

√
2

Protoºe ac+ 2bd ∈ Q a bc+ ad ∈ Q, platí (ac+ 2bd) + (bc+ ad)
√
2 ∈ H∗.

2. Inverze. Pro x ∈ H∗, x = a+ b
√
2, a, b ∈ Q, platí:

x−1 =
1

a+ b
√
2
=

(a− b
√
2)

(a+ b
√
2)(a− b

√
2)

=
a

a2 − 2b2
− b

a2 − 2b2

√
2

Nejprve je t°eba si uv¥domit, ºe a−b
√
2 6= 0 pro ºádná dv¥ racionální £ísla a, b ∈

Q, která nejsou sou£asn¥ rovna nule. Jinak bychom nemohli p°edchozí úpravu
(roz²í°ení zlomku) korektn¥ provést. P°edpokládejme pro spor, ºe a−b

√
2 = 0.

Potom máme dva p°ípady:

(a) Pokud b 6= 0, potom a− b
√
2 = 0 implikuje a

b =
√
2, coº je spor, nebo´ a

b

je racionální a
√
2 není.

(b) Pokud a 6= 0, potom a − b
√
2 = 0 implikuje 2b

a =
√
2, coº je op¥t spor,

nebo´ 2a
b je racionální, kdeºto

√
2 není.

Potom jasn¥ platí:
a

a2 − 2b2
,− b

a2 − 2b2
∈ Q

a tedy x−1 ∈ H∗.

Proto je (H∗, · ) podgrupa (R∗, · ).
• Model domácí úlohy: Uvaºme podgrupu ({1,−1, i,−i}, · ) grupy (C∗, · ), C∗ =
C \ {0}. Její tabulka:

· 1 −1 i −i
1 1 −1 i −i
−1 −1 1 −i i
i i −i −1 1
−i −i i 1 −1

Protoºe násobení neutrálním prvkem je z°ejmé, m·ºete první °ádek a první sloupec
vynechat a uvést pouze tabulku:
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· −1 i −i
−1 1 −i i
i −i −1 1
−i i 1 −1

�ády prvk·:

x 1 −1 i −i
o(x) 1 2 4 4

nebo´:

(−1)2 = 1⇒ o(−1) = 2

i2 = −1 i3 = −i i4 = 1⇒ o(i) = 4

(−i)2 = −1 (−i)3 = i (−i)4 = 1⇒ o(−i) = 4

Tato grupa je tedy cyklická, nebo´ obsahuje prvek °ádu 4, dokonce má takové prvky
dva, a sice i a −i. Systém podgrup:

{1,−1, i,−i}

{1,−1}

{1}

To, ºe jde o podgrupy, je z°ejmé (v úloze nemusí být argumentováno). Musíme v²ak
argumentovat, pro£ neexistují ºádné dal²í podgrupy. V tomto p°ípad¥ v²e plyne z
faktu, ºe tato grupa je cyklická. Podgrupy cyklických grup jsou v bijekci s d¥liteli
velikosti této grupy, coº jsou v tomto p°ípad¥ práv¥ 1, 2 a 4.

Úkoly

Pro následující grupy ur£ete:

1. Cayleyho tabulku této grupy.

2. �ád kaºdého prvku.

3. Rozhodn¥te, zda je grupa cyklická. V p°ípad¥ kladné odpov¥di uve¤te alespo¬
jeden prvek, kterým je generována.

4. Systém v²ech podgrup.

Své °e²ení vºdy doprovo¤te výpo£tem, který podporuje va²e tvrzení.
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• (Z2 × Z2,+). Grupa Z2 × Z2 obsahuje:

Z2 × Z2 = {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)}

a s£ítání je de�nováno po sloºkách, tj. (a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d).

• (Z∗
14, · )

• Grupa (A4, ◦) ≤ (S4, ◦) v²ech sudých permutací:

A4 = {1, (1, 2, 3), (1, 3, 2), (1, 2, 4), (1, 4, 2), (2, 3, 4), (2, 4, 3),
(1, 3, 4), (1, 4, 3), (1, 2) ◦ (3, 4), (1, 3) ◦ (2, 4), (1, 4) ◦ (2, 3)}

P°i£emº 1 ozna£uje identickou permutaci.

• Grupa (D4, ◦) symetrií £tverce:

D4 = {1, Rπ
2
, Rπ, R 3π

2
, O1, O2, O3, O4}

kde 1 reprezentuje identickou transformaci, Rα rotace o úhel α a Oi osovou symetrii
postupn¥ podle první a druhé diagonály, horizontální a vertikální symetrii.
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