Poznamky ke cvicenim

V nékterych mych skupindch jsme stihli a v jinych ne fesit kombinatorickou tlohu
nasledujiciho typu:

e Popiste vSechny homomorfizmy Z, — Zg. Homomorfizmus je plné urcen tim,
kam poSleme generatory Z,. Protoze je grupa Z, cyklickd, sta¢i popsat, co se dé&je
s prvkem 1. Rad prvku [1]4 v grupé Zy je 4 a fad prvku [¢(1)]e v Ze musi délit 4.
To nam znac¢né omezuje moznosti, jak homomorfizmus zadat. Prvky, jejichz fad v
Ze déli 4, jsou [0]g a [3]e. Jediné moznosti mame [1]g — [0]g a [1]g — [3]¢. Proto
dostavame pravé dva homomorfizmy:
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Pii¢em? homomorfizmus ¢; je urfen pfifazenim [1]4 — [0]s, nebot defini¢ni vlast-
nost homomorfizmu nam urcuje:

o([uls) = @(u-[1]4) =u-@([1]s) =u-0=0

proto ¢ piifazuje kazdému [u]y € Z4 prvek [0]g. Homomorfizmus ¢y je urcen pii-
fazenim [1]4 — [3]s, nebot opét z vlastnosti homomorfizmu:
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Jesté pro vysvétleni defini¢ni vlastnost homomorfizmus ¢ : G — H nam implikuje
pro kazdé g € G an € N:
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2.0 2-[3]6
@([8]1) = (3 [3]a) = 3 - ¢([1]a) = 3 [3]6s = [3]s

eg") =elg---9) = ¢(g) - (g) = [e(g)]"

tj. homomorfizmus zachovava mocniny prvki. Pak si staci jen uvédomit, Ze mocnina
v Z4 mé tvar:
([wla)" = [ula+ ... + [ula =n-[uls = [n-uls

e Popiste vSechny homomorfizmy Zs x Zs — Zg. V tomto piipadé je situaci o
néco komplikované&jsi, nebot Zy X Zs neni cyklickd. Staci ale porad uvaZovat jen
generétory, zvolme tfeba ([1]2,[0]2) a ([0]z2, [1]2). Stejné tak bychom ale mohli zadit
dvojicemi generatora {([L. [0]2), ([1]2, [1]2)} nebo {([0]2, [1]2), ([Llz. [1]2)}. Kazdy z
téchto prvka ma fad 2 a muzeme je tedy zobrazit pouze na prvek [0]g nebo [3]s.
Dostavame tedy nasledujici homomorfizmy:

z (0,00 (1,00 (0,1) (1,1)
v1(z) 0 0 0 0
pa(x) 0 3 0 3
p3(x) 0 0 3 3
wa(x) 0 3 3 0




Pri¢emz homomorfizmus ¢; je urcen piirazenim ([1]2,[0]2) — [0]s a ([0]2,[1]2) —
[0]6, coz dopocitame nasledujicim zptusobem. Z¥ejmé ¢1(([0]z2,[0]2)) = [0]s, nebot
kazdy homomorfizmus zobrazuje neutralni prvek na neutralni prvek a zbyva do-
pocitat, jak se 7 vyhodnoti na prvku ([1]2,[1]2). VyuZijeme defini¢ni vlastnosti
homomorfizmu:

e1(([2, [1]2)) = @1 (([1]2, [0]2) + ([0]2, [1]2))
= ¢1(([1]2,[0]2)) + ©1(([0]2, [1]2)) = [0]s + [0]6 = [0]6

Homomorfizmus @9 je urfen piifazenim ([1]2,[0]2) — [3]s a ([0]2,[1]2) — [0]s a
dopocitame:

pa(([1)2, [1]2)) = w2 (([H2, [0]2) + ([0]2, [1]2))
= ©2(([12,[0]2)) + ¢2(([0]2, [1]2)) = [3]6 + [0]6 = (3]s

Podobné homomorfizmus ¢3 je urCen piifazenim ([1]z, [0]2) — [0]¢ a ([0]2,[1]2) —
[3]¢ a homomorfizmus ¢4 pfifazenim ([1]2,[0]2) — [3]s a ([0]2, [1]2) — |



Ukoly

U nésledujicich pfedpist rozhodnéte, zda korektnim zpusobem zadava homomorfi-
zmus. V kladném piipadé rozhodnéte, zda je injektivni nebo surjektivni, a popiste
jeho jadro a obraz. V piipadé€ negativni odpovédi vzdy uvadéjte konkrétni protipii-
klad.

o ¢ :Zyx Ly — Tz, p(la]4, [b]3) = [a — b1z

® 0L — L, p(a) = [laf)2

Popiste vechny homomorfizmy typu:
° Z4 — Zg X ZQ
o g — Lg

Pricemz TeSeni nemusite rozepisovat do takovych podrobnosti jako v predchozich
poznamkach. Napiste tabulku v8ech homomorfizmu a ukazte, ¢im jsou jednotlivé
homomorfizmy zadény. Rovnéz muzete vyuZzivat konvence psat u misto [u]g, pokud
by nedoglo k néjakému nedorozuméni.



