
Poznámky ke cvi£ením

V n¥kterých mých skupinách jsme stihli a v jiných ne °e²it kombinatorickou úlohu
následujícího typu:

• Popi²te v²echny homomor�zmy Z4 → Z6. Homomor�zmus je pln¥ ur£en tím,
kam po²leme generátory Z4. Protoºe je grupa Z4 cyklická, sta£í popsat, co se d¥je
s prvkem 1. �ád prvku [1]4 v grup¥ Z4 je 4 a °ád prvku [ϕ(1)]6 v Z6 musí d¥lit 4.
To nám zna£n¥ omezuje moºnosti, jak homomor�zmus zadat. Prvky, jejichº °ád v
Z6 d¥lí 4, jsou [0]6 a [3]6. Jediné moºnosti máme [1]6 7→ [0]6 a [1]6 7→ [3]6. Proto
dostáváme práv¥ dva homomor�zmy:

x 0 1 2 3
ϕ1(x) 0 0 0 0
ϕ2(x) 0 3 0 3

P°i£emº homomor�zmus ϕ1 je ur£en p°i°azením [1]4 7→ [0]6, nebo´ de�ni£ní vlast-
nost homomor�zmu nám ur£uje:

ϕ([u]4) = ϕ(u · [1]4) = u · ϕ([1]4) = u · 0 = 0

proto ϕ1 p°i°azuje kaºdému [u]4 ∈ Z4 prvek [0]6. Homomor�zmus ϕ2 je ur£en p°i-
°azením [1]4 7→ [3]6, nebo´ op¥t z vlastnosti homomor�zmu:

ϕ([2]4) = ϕ(2 · [1]4) = 2 · ϕ([1]4) = 2 · [3]6 = [6]6 = [0]6

ϕ([3]4) = ϕ(3 · [3]4) = 3 · ϕ([1]4) = 3 · [3]6 = [3]6

Je²t¥ pro vysv¥tlení de�ni£ní vlastnost homomor�zmus ϕ : G → H nám implikuje
pro kaºdé g ∈ G a n ∈ N:

ϕ(gn) = ϕ(g · · · g) = ϕ(g) · · ·ϕ(g) = [ϕ(g)]n

tj. homomor�zmus zachovává mocniny prvk·. Pak si sta£í jen uv¥domit, ºe mocnina
v Z4 má tvar:

([u]4)
n = [u]4 + . . .+ [u]4 = n · [u]4 = [n · u]4

• Popi²te v²echny homomor�zmy Z2 × Z2 → Z6. V tomto p°ípad¥ je situaci o
n¥co komplikovan¥j²í, nebo´ Z2 × Z2 není cyklická. Sta£í ale po°ád uvaºovat jen
generátory, zvolme t°eba ([1]2, [0]2) a ([0]2, [1]2). Stejn¥ tak bychom ale mohli za£ít
dvojicemi generátor· {([1]2, [0]2), ([1]2, [1]2)} nebo {([0]2, [1]2), ([1]2, [1]2)}. Kaºdý z
t¥chto prvk· má °ád 2 a m·ºeme je tedy zobrazit pouze na prvek [0]6 nebo [3]6.
Dostáváme tedy následující homomor�zmy:

x (0, 0) (1, 0) (0, 1) (1, 1)
ϕ1(x) 0 0 0 0
ϕ2(x) 0 3 0 3
ϕ3(x) 0 0 3 3
ϕ4(x) 0 3 3 0
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P°i£emº homomor�zmus ϕ1 je ur£en p°i°azením ([1]2, [0]2) 7→ [0]6 a ([0]2, [1]2) 7→
[0]6, coº dopo£ítáme následujícím zp·sobem. Z°ejm¥ ϕ1(([0]2, [0]2)) = [0]6, nebo´
kaºdý homomor�zmus zobrazuje neutrální prvek na neutrální prvek a zbývá do-
po£ítat, jak se ϕ1 vyhodnotí na prvku ([1]2, [1]2). Vyuºijeme de�ni£ní vlastnosti
homomor�zmu:

ϕ1(([1]2, [1]2)) = ϕ1(([1]2, [0]2) + ([0]2, [1]2))

= ϕ1(([1]2, [0]2)) + ϕ1(([0]2, [1]2)) = [0]6 + [0]6 = [0]6

Homomor�zmus ϕ2 je ur£en p°i°azením ([1]2, [0]2) 7→ [3]6 a ([0]2, [1]2) 7→ [0]6 a
dopo£ítáme:

ϕ2(([1]2, [1]2)) = ϕ2(([1]2, [0]2) + ([0]2, [1]2))

= ϕ2(([1]2, [0]2)) + ϕ2(([0]2, [1]2)) = [3]6 + [0]6 = [3]6

Podobn¥ homomor�zmus ϕ3 je ur£en p°i°azením ([1]2, [0]2) 7→ [0]6 a ([0]2, [1]2) 7→
[3]6 a homomor�zmus ϕ4 p°i°azením ([1]2, [0]2) 7→ [3]6 a ([0]2, [1]2) 7→ [3]6.
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Úkoly

U následujících p°edpis· rozhodn¥te, zda korektním zp·sobem zadává homomor�-
zmus. V kladném p°ípad¥ rozhodn¥te, zda je injektivní nebo surjektivní, a popi²te
jeho jádro a obraz. V p°ípad¥ negativní odpov¥di vºdy uvád¥jte konkrétní protip°í-
klad.

• ϕ : Z4 × Z3 → Z12, ϕ([a]4, [b]3) = [a− b]12

• ϕ : Z→ Z2, ϕ(a) = [|a|]2

Popi²te v²echny homomor�zmy typu:

• Z4 → Z2 × Z2

• Z6 → Z6

P°i£emº °e²ení nemusíte rozepisovat do takových podrobností jako v p°edchozích
poznámkách. Napi²te tabulku v²ech homomor�zm· a ukaºte, £ím jsou jednotlivé
homomor�zmy zadány. Rovn¥º m·ºete vyuºívat konvence psát u místo [u]6, pokud
by nedo²lo k n¥jakému nedorozum¥ní.
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