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1 Cviceni 1: Teorie c¢isel

Teorie: V prvnim cviceni se budeme zabyvat teorii ¢isel. VSe, co se naucime, budeme
vyuzivat i v dalsich cvicenich, proto je dulezité porozumét zakladnim pojmum. Ze stiedni
skoly byste jiz méli znat pojmy jako délitelnost, nejvétsi spolecny délitel, nejmensi spolecny
nasobek. Pro osvéZeni si uvedme jejich definice.

Definice 1. Nechf a,b € Z. Rekneme, ze celé ¢islo a déli celé éislo b, piseme alb, jestlize
existuje k € Z tak, ze b=a - k.

S délitelnosti souvisi véta o déleni celych ¢isel se zbytkem. Tuto vétu povazujeme za
zcela ziejmou. V tomto predmeétu si vsak ukazeme, ze ne ve vSech okruzich plati.

Véta 1 (O délenf celych ¢isel se zbytkem). Necht a,b € Z. Potom existuji q,r € Z takovd,
Zea=0b-q+r, kde 0 <r < |b].

Definice 2. Nechf a,b € Z. Rekneme, ze celé ¢islo d je nejvétsim spoleénym délitelem
¢isel a, b, piseme d = (a,b), jestlize plati dvé podminky

1. dla, d|b
2. Pokud existuje celé ¢islo ¢ takové, ze c|a, c|b, potom c|d.

Nejveétsi spoleény délitel jste na stredni skole urcovali Euklidovym algoritmem. Toho
budeme vyuzivat i v nasem predmétu. S nejvétsim spolecnym délitelem tzce souvisi Be-
zoutova identita.

Véta 2 (Bezoutova). Necht a,b € Z. Potom existugi celd ¢isla m,n takovd, Ze am + bn =
(a,b).

Definice 3. Necht a,b € Z. Rekneme, ze celé &islo n je nejmensim spoleénym nésobkem
¢isel a, b, piseme n = [a, b], jestlize plati dvé podminky

1. aln, bjn
2. Pokud existuje celé ¢islo m takové, ze a|m, blm, potom n|m.

Nyni se jiz dostavame k pojmu kongruence. Tento pojem ziejmé neslySite poprvé.
Vyuzivali jste ho jisté uz v Uvodu do Informatiky ¢i Automatech a gramatikach.
Definujme tedy, kdy jsou spolu dvé cela ¢isla kongruentni modulo néjaké prirozené ¢islo.

Definice 4. Necht a,b € Z, m € N. Rekneme, ze a = b (mod m), jestlize a i b davaji
stejny zbytek po déleni m.



S definici kongruence se muzete setkat v nékolika ruznych podobach, jak nam fika
nasledujici véta.

Véta 3. Necht a,b € Z, m € N. Potom ndsledujici podminky jsou spolu ekvivalentni:
1. a=b (mod m)
2. m|(a —b)
3. Ezistuge celé ¢islo k takové, Ze a =k -m+0b
To, jak muzeme s kongruencemi pracovat, nam povi nasledujici véta.

Véta 4. Necht a,b,c,d € Z, m € N. Necht a =b (mod m), c=d (mod m). Potom
plati

I.a+c=b+d (mod m)
2.a-c=b-d (mod m)

Déle muzeme obé strany kongruence umocnit na stejné prirozené ¢islo, vynasobit stejnym
nenulovym celym ¢islem. OvSem pozor, nemuzeme obé strany kongruence délit.

Véta 5 (Mald Fermatova véta). Necht a € Z, p je prvoéislo takové, Ze (a,p) = 1. Potom

a?'=1 (mod m).

Relace kongruence modulo prirozené cislo m je relaci ekvivalence na mmnoziné celych
¢isel. Uvazme nyni rozklad piislusny této ekvivalenci. Jednotlivym tiidam tohoto rozkladu
fikameé zbytkové tiidy modulo m.

Obsahuje-li zbytkové tiida modulo m celé ¢islo a, potom ji znacéime [a],,. Zbytkové
tiidy mizeme séitat a ndsobit pomoci reprezentanti. Rekneme, ze zbytkova tifda [b],,
je inverzni ke zbytkové tiidé [al,, jestlize [a]m, - [b]m = [1]m- K vypoctu inverznich tiid
vyuzivame Euklidova algoritmu.

Nyni si fekneme, co je to eulerova funkce.

Definice 5. Funkci ¢ : N — N, ktera kazdému ptirozenému ¢islu n ptifadi pocet prirozenych
¢isel, které jsou mensi nebo rovny n a jsou s n nesoudélné, fikame Eulerova funkce.

To, jak se hodnota Eulerovy funkce pocita, nam fekne dalsi tvrzeni.

Véta 6. Necht a,b jsou dvé nesoudélnd prirozend ¢isla a necht n = p{'-----p* je rozklad
prirozeného c¢isla n na soucin prvocisel. Potom

1. p(a-b) = ¢(a) - (b)

2 p(n) = (pr—Dpi" - (e — g



Véta 7 (Eulerova véta). Necht a € Z, m € N takové, Ze (a,m) = 1. Potom

a?™ =1 (mod m).

Definice 6. Necht a € Z, m € N, (a,m) = 1. Rekneme, ze Fad celého ésla a modulo m je
n, jestlize n je nejmensi prirozené ¢islo takové, ze a” = (mod m).

Pro tad daného cisla a modulo m plati, ze déli kazdé takové cislo k, pro které je
a*=1 (mod m).

Priklad 1. Urcete podil g a zbytek r po déleni ¢isla a ¢islem b

1. a=—-47, b=11 3.a=47, b= —11

2. a=—47, b= —11 4. a=n*—1,b=n+1,neN
Vysledek.

l.a=-50=8 3.a=—-4,b=3

2.a=5b=8 4. a=n*>—nb=n—1

Priklad 2. Urcete nejvétsi spolecny délitel ¢isel a, b a urcete prislusné koeficienty v Be-
zoutoveé rovnosti

1. a=21, b=098 2. a= 10175, b= 2277
Vysledek.
1. 7=5-21+(—1)-98 2. 11 = (—32) - 10175 + 143 - 2277

Piiklad 3. Necht a € Z. Dokazte, 7e
1. a® d4vd po délenf étyimi zbytek 0 nebo 1.
2. a* dava po déleni osmi zbytek 0 nebo 1.
Resent.
1. Uvazujme a = 2k + 1 a a = 2k. Po umocnéni dostavame pozadované tvrzeni.

2. Pouzijeme vysledek piedchoziho pifkladu, tedy uvazujme a® = 4k + 1 a a? = 4k.
Opét po umocnéni dostaneme pozadované tvrzeni.

Priklad 4. Urcete vSechna cela ¢isla x tak, aby



1.4z =1 (mod 7) 2. T7x =3 (mod 11)
Vysledek.

1.z=2 (mod 7) 2. =2 (mod 11)

Priklad 5. Urcete inverzni zbytkové tiidy k zadanym zbytkovym tiidam

1. [67]517 2. [172]235 3. [116]153 4. [49]226
Vysledek.
1. [463]517 2. [138]a35 3. [62]153 4. [143]926

Priklad 6. Urcete

1. (2010) 2. o(1212)
Vysledek.
1. 528 2. 400

Piiklad 7. Urcete vSechna prirozend ¢isla n takova, ze

1. ¢(n) =6 2. ¢(n) =20 3. p(n) =11
Vysledek.
1. 7,9,14,18 2. 25,33,44, 50,66 3. zadné neexistuje

Piiklad 8. Urcete vsechna dvojciferna prirozend ¢isla n takova, ze 9|¢(n)

Viysledek. 19,27,37,38,54,57,63,73,74,76,81,91,95

Priklad 9. Urcete vSechna prirozend cisla n takova, ze

1 ¢(n) =3 2. p(n) =1

Ndpovéda: Napiste n jako soucin mocniny dvou (resp. tii) a c¢isla s dvojkou (resp.
trojkou) nesoudélného.

Vysledek.



k 2. n=2k.3

Priklad 10. Dokazte, ze
1. je &fslo 260 4+ 730 délitelné 13.

2. pro libovolné n € N je &slo 72272 — 4727 + 2827~1 d¢litelné &islem 25.

Piiklad 11. Reste soustavu kongruenc:

r = 3 (mod b)
r = 8 (mod 11)
Visledek. x =8 (mod 55)
Piiklad 12. Reste soustavu kongruenci:
4r = 3 (mod 7)
5t = 4 (mod 6)

Vysledek. Nema teSeni.

Piiklad 13. Urcete zbytek po déleni éisla 250 + 3°0 + 450 ¢islem 17.

Vysledek. 12

Priklad 14. Urcete posledni cifru ¢isla

1. 35" 9. 3737
Vysledek.
1.3 2.7

Priklad 15. Urcete posledni dvé cifry ¢isla



1. 7% 2. 141"

Vysledek.

1. 07 2. 36

Piiklad 16. Urcete zbytek po déleni éisla 533 + 733 ¢islem 17.

Vysledek. 12

Piiklad 17. Urcete zbytek po délenf &isla 218! + 3181 4 5181 &islem 37.
Vysledek. 10

Piiklad 18. Dokazte, Ze je pro kazdé piirozené ¢islo n &fslo 37772 + 16"+ 4 23" délitelné
sedmi.

Priiklad 19. Urcete fad ¢isla 5 modulo 13.

Vysledek. 4

Priiklad 20. Urcete vSechna prirozend ¢isla n, pro ktera je cislo 3™ 4+ 4™ — 5™ délitelné
jedenacti.

Visledek. n =2 (mod 5)



2 Cviceni 2: Zaklady teorie grup

Teorie: V tomto cviceni se budeme zabyvat zdkladnimi algebraickymi strukturami. Na
uvod nékolik zdkladnich pojmau:

Definice 7. Necht G je libovolnd neprdzdnd mnozina. Binarni operaci na mmnoziné G
rozumime libovolné zobrazeni ® : G x G — G.

Dohodnéme se, ze misto ®(a, b) budeme psat a ® b.

Definice 8. Rekneme, Ze je operace ® komutativni na mnoziné G, jestlize pro libovolné
a,beGplatia®b=0® a.

Nyni se dostavame k sérii definic zakladnich algebraickych struktur jako je grupoid,
pologrupa, monoid a grupa.

Definice 9. Libovolnou neprazdnou mnozinu s operaci na této mnoziné nazyvame grupoid.

Napfiklad tedy (N7 +)a (Z7 _)7 (Qa ')7 (Z57 +)a ((Ca ) jSOll grupOidY' Naopak (N’ _)7 (N7 :)
grupoidy nejsou.

Definice 10. Grupoid (G, ®) nazyvame pologrupa, jestlize pro libovolné a, b, ¢ € G plati,
zZea®(b®c)=(a®b)® c.

Napfﬂdad tedy (N7 +)7 (@7 ')7 (Z57 +)7 ((Cv ) jsou pologrupy, ale (Nu _)7 (Z7 _) POlOgmpy
nejsou.

Definice 11. Necht (G, ®) je pologrupa. Rekneme, Ze prvek e € G je neutralni prvek v
pologrupé G, jestlize pro libovolné a € G plati

a®e =
e®a =

Napiiklad 1 4 07 je neutrdlnim prvkem v pologrupé (C,-), 0 je neutrdlnim prvkem v
pologrupé (Z,+), [0]5 je neutralnim prvkem v pologrupé (Zs, +).

Pro pocet neutralnich prvkua v dané pologrupé plati nasledujici tvrzeni:

Véta 8. V libovolné pologrupé existuje nejvyse jeden neutralni prvek.

Definice 12. Pologrupu s neutralnim prvkem nazyvame monoid.



Definice 13. Necht je dédna pologrupa (G, ®) s neutrdlnim prvkem e. Rekneme, ze prvek
b € G je inverzni (opacny) k prvku a € G, jestlize plati:

a®b = e
b®a = e

Definice 14. Monoid, ve kterém ke kazdému prvku existuje prvek inverzni, nazyvame
grupa.

Napiiklad (Z, +), (R~{0},-), (Z7, +) jsou grupy. Oproti tomu (R, -), (Z, -) grupy nejsou.

Déle se muzeme podivat na podmnoziny grup. Pokud je sama podmnozina grupou,
fikdme, ze tvoii podgrupu dané grupy. Nékteré vlastnosti zdédi kazdd podmnozina (asoci-
ativitu, komutativitu), proto nemusime pro podgrupy dokazovat vsechny podminky grupy.

Véta 9. Necht (G, *) je grupa a necht ) # H C G. Potom H je podgrupa grupy G, jestlize
plati

1. pro vsechny a,b € H plati, Ze a +b € H

2. pro vsechny a € H plati, e a=' € H

Piiklad 21. Uved'te pifklad:

1. Koneéné komutativni grupy

2. Konecné nekomutativni grupy

3. Nekonecné komutativni grupy

4. Nekonecné nekomutativni grupy

5. Konecné komutativni pologrupy, ktera nebude monoidem.

6. Pétiprvkové komutativni grupy

7. Nekonecného monoidu, ktery nebude grupou
Resent.

1. (Zs,+)

2. (Ss,0)

3. (Z,+)



4. Mnozina vsech regularnich matic spolu s nasobenim

ot

. ({a,b},®), kdea®b=0a,a®a=a,b®b=a,b®a=a.
. (ZS7+)

=)

Piiklad 22. Rozhodnéte, zda dand mnozina Z tvoii spolu s operaci O (komutativni)
grupoid, (komutativni) pologrupu, (komutativni) monoid, (komutativni) grupu:

1. a©b = (a,b)
2. aQb = alb|
3. a¥Ob=2a+b
4. aQb = |a|
5. aQb=a+b+a-b
6. aOb=a+b—a-b
7. a0b=a+ (—1)%
Vysledek.
1. Dana mnozina s operaci tvori komutativni pologrupu, ktera neni monoidem.
2. Dana mnozina s operaci tvoii nekomutativni grupoid, ktery neni pologrupou.
3. Dana mnozina tvori nekomutativni grupoid, ktery neni pologrupou.
4. Dand mnozina tvoii nekomutativni pologrupu, ktera nema neutralni prvek.
5. Dand mnozina tvoii komutativni monoid, ktery neni grupou.
6. Dana mnozina tvoiri komutativni monoid, ktery neni grupou.

7. Dand mnozina tvori nekomutativni grupu.

Piiklad 23. Rozhodnéte, zda mnozina G = R ~ {0} x R s operaci A tvoii grupoid,
pologrupu, pologrupu s neutralnim prvkem (monoid), grupu a zda je zadand operace ko-
mutativni, jestlize je operace A definovana takto: (z,y)A(u,v) = (xu, zv+y), pro libovolna

(z,y), (u,v) € G.

Vysledek. Jedna se o nekomutativni grupu.



Priklad 24. Necht X je libovolnd mnozina. Necht P(X) znacf systém vsech podmnozin
mnoziny X. Urcete, zda mnozina P(X) tvoii s danou operaci grupoid, pologrupu, polo-
grupu s neutralnim prvkem (monoid), grupu a zda je zadanad operace komutativni.

1. prunik mnozin
2. sjednoceni mnozin
3. symetricky rozdil mnozin

Visledek. Je-li mnozina X prézdnd, potom tvoii P(X) se véemi operacemi komutativni
grupu. V ostatnich piipadech

1. S operaci prunik tvoii dand mnozina komutativni pologrupu s neutrdalnim prvkem.
2. S operaci sjednoceni tvoii dand mnozina komutativni pologrupu s neutralnim prvkem.

3. S operaci symetricky rozdil tvoii dand mnozina komutativni grupu.

Priklad 25. Rozhodnéte, zda podmnozina G komplexnich ¢isel tvotri spolu s operaci
nésobeni komplexnich ¢isel grupoid, pologrupu, pologrupu s neutralnim prvkem (monoid),
grupu a zda je zadana operace komutativni.

1. G={a+Vbi|abeZ}

2. G={a+bi|abeR a®*+b =1}

3. G={a+b-V5|a,becQ,a®+1* #£0}
Vysledek.

1. G tvofi monoid

2. G tvoii komutativni grupu

3. G tvori komutativni grupu

Priklad 26. Dokazte, ze v kazdé grupé o sudém poctu prvku existuje prvek, ktery je sam
sobé inverznim a presto to neni neutralni prvek.

Resent. Sefadme prvky dané grupy do dvojic, pficemz ve dvojici bude vzdy prvek a jeho
inverze. Sam potom zustane neutralni prvek. To je vSak celkem lichy pocet prvku.

Piiklad 27. Urcete, kolika zpusoby lze doplnit tabulka tak, aby ({a,b, c}, %) byl

10



1. grupoid 4. pologrupa s neutralnim prvkem

2. komutativni grupoid

3. grupoid s neutralnim prvkem 5. grupa

alcl|lb|a
b
Vysledek.
1. 3% 4. 1
2.9
3.9 5.0

Piiklad 28. Doplite tabulku tak, aby ({a,b,c}, %) byla pologrupa.

| *[la]b]c]

allblalc
b

C

Piiklad 29. Doplite tabulku tak, aby ({a,b, ¢}, %) byla grupa.

| *[la]b]c]

a

bl|lcla
c

Priklad 30. Necht (G, o) je grupa, necht a € G je libovolny pevny prvek. Definujme na
G operaci © nésledovné: xQy = x o a oy pro libovolné z,y € G. Dokazte, ze (G, Q) tvori
grupu.
Piiklad 31. Uved'te pifklad:

1. Dvou disjunktnich podgrup grupy Z.

2. Dvou ruznych podgrup grupy Z.

11



3. Grupy, kterd ma praveé jednu podgrupu.
4. Podgrupy C*, kterd ma 17 prvku.

5. Ctyf riznych podgrup grupy Z, které obsahujf éislo 45.

Priklad 32. Popiste vsechny podgrupy grupy Zs, a nakreslete, jak jsou v sobé vnofeny.
Vysledek. Je jich celkem 8.

Piiklad 33. Dokazte, ze H = {a + bv/2 | a,b € Z} tvoii podgrupu grupy (R, +).
Piiklad 34. Dokaite, ze H = {a + bv/2i | a,b € Z} tvoif podgrupu grupy (C, +).
Piiklad 35. Dokazte, ze H = {c € C | |¢| = 1} tvoii podgrupu grupy (C*,-).

Piiklad 36. Popiste vsechny koneéné podgrupy grupy (R*,-)

Vysledek. Dveé podgrupy: {1}, {—1,1}.

Priklad 37. Dokazte, ze prunikem dvou podgrup grupy G je opét podgrupa grupy G.

Piiklad 38. Oznacme Mat, (7) mnozinu vsech ¢tvercovych matic fadu n s koeficienty
z mnoziny T. Dokazte, ze G = (Maty(R), +) tvoii komutativni grupu a rozhodnéte, zda
mnozina H tvori podgrupu grupy G:

2. H= MGtg(No)

3.H:{(2 Z)|a,b€@}
4.H:{((1) Cll)!aeR}
5.H:{(2 Z)|a,bez}

Vysledek.

12



1. Ano 4. Ne
2. Ne
3. Ano 5. Ano

Piiklad 39. Oznacme GL,(R) mnozinu vsech reguldrnich ¢tvercovych matic s redlnymi
koeficienty. Dokazte, ze G = GLy(R) tvoii grupu a rozhodnéte, zda mnozina H tvori
podgrupu grupy G:

e ool
3.H={A§Q£2(Z)I|A|:1} 7‘H:{(2 Z)|a,b€]R{}

4.H:{(a z>|a,be<@}
5.H:{(i (1’)|aez} 8.H:{(l1) i)la,beR}

Vysledek.
1. Ano 5. Ano
2. Ne 6. Ano
3. Ano 7. Ne
4. Ne 8. Ano

Piiklad 40.
1. Rozhodnéte, zda mnozina H = {a € R* | a® € Q} tvoii podgrupu grupy (R*,-)
2. Rozhodnéte, zda mnozina H = {a € R | a* € Q} tvor{ podgrupu grupy (R, +)
Vysledek.
1. Ano
2. Ne

Priklad 41. Necht G je komutativni grupa. Ozna¢me H = {g € G | g*> = eg}. Dokaite,
ze H tvori podgrupu grupy G a zduvodnéte, pro¢ je dulezitd komutativita grupy G.

13



3 Cviceni 3: Grupa permutaci a podgrupy generované
mnozinou

Teorie: V tomto cviceni se budeme zabyvat permutacemi. Na zavér si jesté ukazeme
nékolik prikladi na podgrupy generované danou mnozinou.

Definice 15. Libovolné bijektivni zobrazeni na konec¢né neprazdné mnoziné nazyvame
permutace.

BUNO muizeme predpoklddat danou koneénou mnozinu ve tvaru {1,2,...,n}.

Diky tomu, Ze slozenim dvou bijekci je opét bijekce, muzeme dané permutace skladat.
Skladani zobrazeni je navic asociativni. Dale identické zobrazeni je zfejmé také permutace
a chova se jako neutralni prvek vzhledem ke sklddani permutaci. Navic ke kazdému bijek-
tivnimu zobrazeni existuje zobrazeni inverzni, které je také bijekci. Odvodili jsme tak, ze
mnozina vSech permutaci na konecné neprazdné mnoziné tvoii grupu.

Permutaci muzeme zadat nékolika zpusoby:

1. Obrazem kazdého prvku, tzv. dvouradkovym zapisem

2. Jako soucin nezavislych cykla (az na poradi jednoznaény zapis)
3. Jako souéin transpozic (nejednoznacny zapis)

Déle muzeme definovat tzv. grupu symetrii. Jedna se o mnozinu shodnych zobrazeni,
které nechaji dany tutvar na miste.

V minulém cviceni jsme si dokazali, ze prunikem podgrup je podgrupa. Muzeme tedy
pro libovolnou podmnozinu dané grupy definovat podgrupu generovanou danou mnozinou
jako prunik vSech podgrup obsahujicich danou mnozinu.

Priklad 42. Jsou dany permutace p, o
(1 2 3 45 7 8 (1 23 456 78
314265 78)°""\15423867)

1. Zapiste permutace p, o jako sou¢in nezavislych cykla.

6
5

2. Rozlozte permutace p, 0 na soucin transpozic a podle poctu transpozic urcete jejich
paritu.

3. Urcete pocet inverzi permutaci p, o a podle poctu inverzi urcete jejich paritu.

4. Urcete copapoo.

14



5. Urcete o~ 1.
6. Urcete p?lt a o201,
7. Uréete (p~%o003)™.

8. Urcete permutaci m tak, aby o o1 = p.
Priklad 43. Jsou dany permutace p, o
(1 2 3 45 7 8 (1 2 3 45 6 7 8
7 \48 257 1 3)°P \258 7164 3)

1. Zapiste permutace p, o jako sou¢in nezavislych cykla.

6
6

2. Rozlozte permutace p, o na soucin transpozic a podle poctu transpozic urcete jejich
paritu.

3. Urcete pocet inverzi permutaci p, o a podle poctu inverzi urcete jejich paritu.
4. Urcete copapoo.

5. Urcete o~ L.

6. Urcete p?010 a o201,

7. Urcete (p~7" o o81)72.

8. Uréete permutaci 7 tak, aby o2 o7 = p3.

Piiklad 44. Jsou dény permutace f,g € Sg, f = (5,8,7,6) o (1,4,2), g = (1,5,2,6) o
(2,4,7,9,5). Urcete f~1, g1, (f 0 g7)?". Rozlozte f na soucin transpozic a uréete pocet
transpozic této permutace.

Piiklad 45. Urcete vSechny permutace m € S; tak, aby
1. =(1,2,3,4,5,6,7)
2. 72 =(1,2,3)0(4,5,6)
3. = (1,2,3,4)
Vysledek.
1. (1,3,5,7,2,4,6)
2. (1,3,2)0(4,6,5),(1,4,2,5,3,6),(1,5,2,6,3,4),(1,6,2,4, 3,5)
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3. Neexistuje

Priklad 46. Urcete vSechny permutace p € Sy takové, ze
(po(1,2,3))* 0 (po(2,3,4))* = (1,2,3,4).

Reseni. Zadna takova neexistuje, na levé strané je totiz vzdy suda permutace, na pravé
strané je permutace licha.

Priklad 47. Urcete vSechny permutace p € Sy takova, ze
P2 ° (1a2) op2 = (172) op2 © (172)'

Resent. Zadna takova neexistuje, opét diky parité.

Priklad 48. Urcete znaménka danych permutaci

1 1 23456 ... 3n—2 3n—-1 3n
"\2 315 6 4 ... 3n—-1 3n 3n —2
9 1 2 3 n n+1 n+2 ... 2n
“\2 4 6 2n 1 3 . 2n—1
Vysledek.
1. 1
2. (—1)"%"

Piiklad 49. Napiste permutace f = (2,3,4,5)0(1,3,6,8)ag = (1,4,6)0(2,7,4,8,3)o(1,5)
jako soucin 10 transpozic.

Priklad 50. Popiste grupu symetrii ¢tverce a urcete vsechny jeji podgrupy.

Priiklad 51. Urcete podgrupu grupy Sg generovanou mnozinou M

1. M= {(1,2,4,5)} 4. M = (1,2)(3,4), (2,3)(4,5).
2. M ={(1,2),(5,6)} 5. M =1{(1,2,3), (4,5)}.
3. M = {(1,2) 0 (4,5), (1,2)} 6. M = {(1,2) 0 (3,4),0(5,6), (24)}
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Priklad 52. Popiste podgrupu grupy G generovanou mnozinou M

1. G =17, M = {36,42} 4. G=C" M = {2 1L}
2. G - {Zgo}, M — {[15]30, [21]30} 5 G - ZTQ’ M — {[5]12}
3. G=C* M ={—i} 6. G =2Zg, M ={[7]1s}

Piiklad 53. V grupé GLy(Zs) urcete podgrupu generovanou mnozinou M.

e () {0 )
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4 Cviceni 4: Homomorfismy a dalsi vlastnosti grup

Teorie: Nyni se budeme zabyvat zobrazenimi mezi grupami. Budeme navic pozadovat,
aby toto zobrazeni zachovavalo danou operaci. Je proto dulezité rozumét pojmum jako
injektivni zobrazeni, surjektivni zobrazeni a umét obé vlastnosti dokazovat.

Definice 16. Nechf (G,*), (H,®) jsou grupy. Rekneme, Ze zobrazeni ¢ : G — H je
homomorfismus, jestlize pro vSechna a,b € G plati, ze

plaxb) = p(a) © ¢(b).

Je-li navic toto zobrazeni injektivni, mluvime o injektivnim homomorfismu (neboli o
vnoreni). Je-li surjektivni, fikdme danému zobrazeni surjektivni homomorfismus. Jedné-li
se o bijektivni homomorfismus, potom mluvime o izomorfismu grup, nebo téz fikdme, ze
dané grupy jsou izomorfni.

Definice 17. Necht (G, ), (H, ®) jsou grupy, ¢ : G — H homomorfismus. Potom mnozinu
Keryp = {g € G| ¢(g9) = ey} nazyvame jadro homomorfismu ¢.
Jadro homomorfismu je podgrupa grupy G (ovéite si) a mé dulezitou vlastnost:

Véta 10. Necht (G,x), (H,®) jsou grupy, ¢ : G — H homomorfismus. Potom ¢ je
injektivnd (vnotent) pravé tehdy, kdyz Ker o = {eg}.

Definice 18. Necht (G, ), (H, ®) jsou grupy, ¢ : G — H homomorfismus. Potom mnozinu
Imp ={h € H|3dg €G:p(g) =h} nazggvame obraz homomorfismu .

Obraz homomorfismu je podgrupa grupy H (opét si prosim ovérte) a ma také dulezitou
vlastnost:
Véta 11. Necht (G,x), (H,®) jsou grupy, ¢ : G — H homomorfismus. Potom ¢ je
surjektivni prdve tehdy, kdyz Imp = H.

Na zdvér povidani o algebraickych strukturach s jednou operaci si uvedme jesté nékolik
dulezitych pojmu a vlastnosti.

Definice 19. Rekneme, 7Ze je grupa cyklickd, jestlize je generovand néjakym svym prvkem.

Definice 20. Pocet prvku konecné grupy budeme nazyvat fad dané grupy.
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Definice 21. Necht G je grupa, a € G. Potom nejmensi piirozené ¢éislo n takové, Ze
a” = eg, nazyvame fad prvku a v grupé G. Pokud takové prirozené c¢islo neexistuje,
fikame, ze dany prvek je radu nekonecno.

Pro iad prvku a grupy plati fada zajimavych tvrzeni. My si uvedme jen dvé:

Véta 12. Rdd libovolného prvku konecné grupy déli 7dd celé grupy.

Véta 13. Rdd libovolné podgrupy dané konecné grupy deli dd celé grupy.

Priklad 54. Rozhodnéte, zda predpis ¢ zadava zobrazeni. Pokud ano, rozhodnéte, zda
jde o homomorfismus a urcete jadro a obraz. Rozhodnéte o surjektivité a injektivité ¢:

L. @ Zy X L3 — Loz, p(([al4, [b]3)) = [a — bl12
2. © . Ly X Zg — Zlg, gp(([ah, [b]g)) = [6@ + 4()}12
3. ¢ Ly x Lz — Lz, p(([als, [b]3)) = [0]12
Vysledek.
1. Neni zobrazeni
2. Je homomorfismus, ktery neni ani injektivni ani surjektivni

3. Je homomorfismus, ktery neni ani injektivni ani surjektivni

Priklad 55. Rozhodnéte, zda predpis ¢ zadava zobrazeni. Pokud ano, rozhodnéte, zda
jde o homomorfismus a urcete jadro a obraz. Rozhodnéte o surjektivité a injektivité ¢:

1. gp:@*—)@*,gp(g):%

2. w:@*ﬁ@*,w(f;’):f,’—i

3. 0:Q* = Q" @ (159) _ p*4¢?
Vysledek.

1. Je izomorfismus

2. Je homomorfismus, ktery neni surjektivni ani injektivni.

3. Neni homomorfismus
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Priklad 56. Rozhodnéte, zda predpis ¢ zadava zobrazeni. Pokud ano, rozhodnéte, zda
jde o homomorfismus a urcete jadro a obraz. Rozhodnéte o surjektivité a injektivité ¢:

1. ¢ :Zsy — C* p([a]y) = 1°
2. ¢ :Zs— C*, ¢([a]y) ="
3. ¢ :Zy— C* ¢([aly) = (—0)*
4. ¢ : 7 — C*, p(a) =i"
Vysledek.
1. Je homomorfismus, ktery neni injektivni ani surjektivni.
2. Neni zobrazeni.
3. Je homomorfismus, ktery neni injektivni ani surjektivni.

4. Je homomorfismus, ktery neni ani injektivni ani surjektivni.

Priklad 57. Rozhodnéte, zda predpis ¢ zadava zobrazeni. Pokud ano, rozhodnéte, zda
jde o homomorfismus a urcete jadro a obraz. Rozhodnéte o surjektivité a injektivité ¢:

L ¢ : GL(R) = R*, p(A) = |A]

2. ¢ :GLy(R) — R*, gp((i Z)) =a® +1?.

3. ©:GLy(R) = R*, ((i Z)) — ac+ bd.

Vysledek.
1. Je surjektivni homomorfismus, ktery neni injektivni.
2. Neni homomorfismus.

3. Neni homomorfismus.

Priklad 58. Rozhodnéte, zda predpis ¢ zadava zobrazeni. Pokud ano, rozhodnéte, zda
jde o homomorfismus a urcete jadro a obraz. Rozhodnéte o surjektivité a injektivité ¢:

1. o Z — Zs, ¢(a)

[a]s
2. ¢ : L — Zs, p(a) = [|a]]3

3. ¢ : 7L — Lo, pla) = [a]
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4. ¢ : 7L — Ls, p(a) = [|a])2
Vysledek.
1. Je surjektivni homomorfismus, ktery neni injektivni.
2. Neni homomorfismus.
3. Je surjektivni homomorfismus, ktery neni injektivni.

4. Je surjektivni homomorfismus, ktery neni injektivni.

Priklad 59. Rozhodnéte, zda predpis ¢ zadava zobrazeni. Pokud ano, rozhodnéte, zda
jde o homomorfismus a urcete jadro a obraz. Rozhodnéte o surjektivité a injektivité ¢:

1. ¢ :Zs— Ay, p([a]z) = (1,2,4) 0 (1,3,2)% 0 (1,4, 2)
2. ¢ :Z3— Ay, p(lalz) = (1,2) 0 (1,3,2)°

Vysledek.
1. Je homomorfismus.

2. Neni homomorfismus.

Priklad 60. Rozhodnéte, zda predpis ¢ zadava zobrazeni. Pokud ano, rozhodnéte, zda
jde o homomorfismus a urcete jadro a obraz. Rozhodnéte o surjektivité a injektivité ¢:

1. p:C—o R, pla+bi)=a+b 4. ¢ :C* > R* p(c) = 2|

2. p:C—o R, pla+bi)=a 5. 0 : C* = R* p(c) = |¢|®

3. 0:C* > R*, pla+bi) =a*+1? 6. o :C* = R*, p(c) =1/||
Vysledek.

1. Neni homomorfismus. 4. Je surjektivni homomorfismus.

2. Je surjektivni homomorfismus. 5. Je surjektivni homomorfismus.

3. Je surjektivni homomorfismus. 6. Je surjektivni homomorfismus.

Priklad 61. Rozhodnéte, zda predpis ¢ zadava zobrazeni. Pokud ano, rozhodnéte, zda
jde o homomorfismus a urcete jadro a obraz. Rozhodnéte o surjektivité a injektivité ¢:
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1. 92 Z =7, p(a) =2a 3. ¢ : L — 7, p(a) = 3|al

2. 0 Z—Z,p(a)=a+1 4 ¢ Z—7Z, pla) =1
Vysledek.

1. Je injektivni homomorfismus.

2. Neni homomorfismus.

3. Neni homomorfismus.

4. Neni homomorfismus.

Priklad 62. Rozhodnéte, zda predpis ¢ zadava zobrazeni. Pokud ano, rozhodnéte, zda
jde o homomorfismus a urcete jadro a obraz. Rozhodnéte o surjektivité a injektivité ¢:

L p:ZxZxZ— Q* ¢((a,b,c)) =223"12¢
2. ¢ L5 X Ls — Zs, ©((a,b)) = b*
3. 0 : %o x 7T — 7, p((la]a, b)) = b
Vysledek.
1. Je homomorfismus.
2. Neni homomorfismus.

3. Je surjekivni homomorfismus.

Priklad 63. Popiste vsechny homomorfismy ¢
1. p: Z -7 3. 01 Z —Zs

2. p:ls— 7 4. ¢ L5 — L5

Priklad 64. Popiste vSsechny homomorfismy ¢
1.%02Z15—>Z6 3.QOIZQXZQ%Z4
2.@IZ6—>Z15 4.@224—)Z2XZ2

Priklad 65. Urcete dvé ruzna pfirozena ¢isla m, n tak, aby byly grupy Z a Z) izomorfni.
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Vysledek. 3,4

Priklad 66. Necht G je komutativni grupa. Necht ¢ : G — G, p(g) = ¢g*. Dokazte, Ze ¢ je
homomorfismus. Uvedte piiklad grup G, kdy se jedna o izomorfismus a kdy se izomorfismus
nejedna.

Priklad 67. Necht G je grupa. Necht ¢ : G — G, p(g) = g~*. Dokazte, Ze ¢ je homomor-
fismus praveé tehdy, kdyz je G komutativni.

Priklad 68. Dokazte, ze soucin cyklickych grup nemusi byt cyklickd grupa.
Resend. Napiiklad Zy x Zs
Piiklad 69. Urcete fady vSech prvku v grupé Zs, Zia, Z3 , Z75. vyberte generdtory téchto
grup.
Priklad 70. Spocitejte fad prvku
1. 60 v grupé Zg,.

2. 7 v grupé Z;,.

3. (i (1)) v grupé GLo(Zs).

Priklad 71. Necht G je grupa. Oznaé¢me Aut(G) mnozinu vsech izomorfismu ¢ : G — G.
Dokazte, ze Aut(G) tvoii grupu. Urcete, kolik prvka ma Aut(Zg ), Aut(Zsg).
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5 Cviceni 5: Okruhy a polynomy
Teorie: V tomto cviceni se podivame na algebraické struktury se dvéma operacemi.

Definice 22. Necht (R, ®) je komutativni grupa a (R, ®) pologrupa s neutralnim prvkem.
Necht pro libovolné a,b, c € R plati, ze

a®(bdc) = a®bdabdC
b@dc)®a = bOaBcOGa

Potom (R, ®, ®) nazyvame okruh. Je-li navic operace ® komutativni, potom dané struktufe
fikame komutativni okruh.

Napiiklad (R, +,-), (Zs, +, "), (Z,+,-) a (Maty(R),+,-) tvoif okruhy.

Definice 23. Necht (R, ®,®) je okruh, a,b € R. Potom prvkum a,b iikdme délitelé nuly,
pokud plati, ze a,b #0aa® b=0.

Definice 24. Netrividlni komutativni okruh bez déliteli nuly nazyvame obor integrity.

Napiiklad (R, +, ), (Z7,+, ), (Z, +, -) tvoif obory integrity, oproti tomu (Mats(R), +, -)
a (Zg,+,-) obory integrity nejsou.

Priklad 72. Obor integrity, kde ke kazdému nenulovému prvku existuje prvek inverzni, se
nazyva téleso.

Napiiklad (R, +, ), (Z7,+, ) tvoif téleso, oproti tomu (Zg, +, ), (Z,+, -) télesa nejsou.

Definice 25. Libovolnou kone¢nou posloupnost prvku daného okruhu nazyvame polynom.

My jsme zvykli psat polynom ve tvaru a,z" +- - - +a12+ag. Protoze muzeme polynomy
sCitat a nasobit, nabizi se otdzka, co za strukturu tvofi mnozina vSech polynomu s témito
operacemi. Plati nésledujici véta.

Véta 14.
1. MnozZina vsech polynomai tvori spolu se sc¢itdnim a ndsobenim okruh.
2. Okruh polynomu nad oborem integrity je obor integrity.

3. Okruh polynomi nad télesem je obor integrity.

Definice 26. Polynom f € R[z| nazyvame ireducibilni nad R, jestlize je nekonstantni a
nelze ho rozlozit na souc¢in dvou nekonstantnich polynomu.
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Véta 15 (Eisensteinovo lemma). Necht f(z) = apx™ + ap12" ' + -+ 4+ ayz + ag € Z[x].
Pokud existuje prvocislo p takové, Ze plag,...plan_1, Pt an, P* 1 ag, potom je polynom f
wreducibilni nad 7.

Nyni nas bude zajimat, jak urcit kofeny polynomi:

Véta 16. Necht f € Z[x|, f = a,2" + - -+ a1z + ag. Pokud je raciondlni ¢islo § korenem
polynomu f, potom plag, q|a,.

Piiklad 73. Uved'te pifklad
1. Koneéného okruhu, ktery nebude oborem integrity.
2. Nekonecného okruhu, ktery nebude oborem integrity.
3. Konec¢ného oboru integrity, ktery nebude télesem.
4. Nekonecného oboru integrity, ktery nebude télesem.
5. Koneceného télesa.

6. Nekonecéného télesa.

Piiklad 74. Rozhodnéte, zda mnozina R s operacemi @&, ® tvofi okruh, komutativni
okruh, obor integrity ¢i téleso.

1. R=Z,a®b=a+b+3,a0b=-3

22 R=Z,a®b=a+b—-3,a0b=a-D—-1

3. R=Z,a®b=a+b—1,a0b=a+b—a-b
4. R=Q,a®b=a+b,a®b=10

5. R=Q,a®b=a+b+1,a0b=a+b+a-b

6. R=Q,adb=a+b—1,a0b=a+b+a-b

Vysledek.
1. je okruh 4. neni okruh
2. neni okruh 5. je téleso
3. je obor integrity 6. neni okruh
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Priklad 75. Dokazte, ze podmnozina komplexnich ¢isel Z[i] = {a+ bila,b € Z} tvoii obor
integrity. Jedna se o téleso?

Vysledek. Ne

Pi#iklad 76. Na mnoziné R = Q x Q definujeme operace & a @ vztahem (a,b) & (¢, d) =
(a+c,b+d), (a,b) ® (¢,d) = (ac + 2bd, ad + bc). Dokazte, ze (R, ®,®) tvoii téleso.

Piiklad 77. Na mnoziné R = R x R definujeme operace & a ® vztahem (a,b) ® (¢, d) =
(a+c,b+d), (a,b) ®(c,d) = (ac+2bd, ad+bc). Dokazte, ze (R, @, ®) netvoii obor integrity.

Priklad 78. Necht X je neprdzdnd mnozina. Rozhodnéte, zda (P(X),+,N) tvoif okruh,
obor integrity, téleso, pricemz A + B = (AN B) U (B \ A).

Priklad 79. Oznacme symbolem R® mnoZzinu vSech redlnych funkci. Definujme (f &
g)(x) = f(x)+g(z), (f©g)(x) = f(x)-g(x). Rozhodnéte, zda (R¥, &, ®) tvoii okruh, obor
integrity, téleso.

Piiklad 80. Oznaéme R = {a+bv2+cV3+dvV6|a, b, c,d € Q}. Rozhodnéte, zda (R, +, )
tvori okruh, obor integrity, téleso.

Piiklad 81. Uved'te piiklad
1. Polynomu 2011-tého stupné s celociselnymi koeficienty, ktery je nad Z ireducibilni.

2. Polynomu s celociselnymi koeficienty, ktery je nad Z ireducibilni, presto ma celociselny
koten.

3. Polynomu s celociselnymi koeficienty, ktery je nad Z ireducibilni, nemé celociselny
koren, ale m& kofen raciondalni.

4. Polynomu s celo¢iselnymi koeficienty, ktery je ireducibilni nad Z, ptfesto nespliuje
podminky Eisensteinova lemmatu.

5. Polynomu patého stupné s celociselnymi koeficienty, ktery neni nad 7Z ireducibilni,
presto nema celociselny koten.

6. Polynomu tietiho stupné, ktery je nad Zs ireducibilni.
7. Polynomu patého stupné, ktery neni nad Z; ireducibilni, presto nema koten.

8. Nenulového polynomu, ktery ma vice kotent, nez je jeho stupen.
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Priklad 82. Urcete vsechny koteny polynomu
1. 2%+ 3z* + 1 € Zsx].

2. 2° + 323 + x — 3 € Zs|x].

Priklad 83. Urcete soucet, rozdil, soucin a podil polynomu f,g € Zs[z], f(x) = 323 +
202 +4x + 1, g(x) = 22 + 22 + 2.

Piiklad 84. Urcete, kolik je polynomu f(z) € Zs[z] takovych, ze f(3) = 2.
Vysledek. 100

Piiklad 85. Uved'te pifklad normovaného polynomu tietiho stupné s koeficienty ze Zs,
jehoz jediné koteny budou 1 a —1, oba jednonésobné.

Piiklad 86. Uved'te piiklad 2010 polynomu 2011-tého stupné s racionalnimi koeficienty,

jejichz jediné racionalni kofeny budou dvojnasobny koren 1, trojnasobny kofen —% a

pétindsobny koten 0.

Piiklad 87. Urcete vSechna a € Zs tak, aby byl polynom 2 + 32? + 42 + a ireducibiln{
nad Zs.

Piiklad 88. Urcete viechna a € Zjs tak, aby byl polynom x® + 42* + 423 + 422 + ax + 4
ireducibilni nad Zs.

Piiklad 89. Urcete vSechny polynomy f € Zs[x], které jsou nad Z, ireducibilni a jsou
1. druhého stupné.
2. tretiho stupné.
3. ¢tvrtého stupneé.

4. patého stupneé.

Priklad 90. Dokazte, ze jsou dané polynomy ireducibilni nad Z:
1. 32° 4 22* + 623 — 1422 + 82 — 10

2. 2" + 352° — 7023 + 1402 — 175
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3. 22 +5x —8
4. 3+ 4+ —1

5.zt 4+ 823 + 242® — 18x — 1 Ndpovéda: Uvazujte Tayloriv rozvoj se stiedem v 1.

Piiklad 91. Urcete vSechny raciondlni kofeny polynomu f € Z|x|:
1. f(z) = 625 — 112* — 1923 + 1822 + 282 + 8
=520 + 112° — 282 — 2623 + 6122 — 172 — 6

(x)
(z)
3. f(x) = 42® — 8% — 2723 + 2922 + 44z + 12
(z)
(x)

4. f(x) = 42® — 242" + 372 + 922 — 32x — 12
5. f(z) =228 — 72° — 62* + 262° + 142% — 272 — 18
Reseni
1. f(z) = (x4 1)(2z + 1)(3z + 2)(z — 2)(z — 2)
Cf@) =@ +3)6z+1)(z+2)(x—1)(z—1)(z—1)
3. f(x) = (z+2)(2z + 1)(2z + 1)(z — 3)(z — 2)
4. f(z) = (z—2)(2z+1)(2z + 1)(z — 3)(z — 2)
5. f(z) = (z+1)(z+ 1)(z+1)(z - 3)(z — 2)(2z - 3)

Priklad 92. Metodou neurcitych koeficientii rozlozte polynom z# — 32% + 522 — 42 + 2 na
ireducibilni faktory nad Z.

Visledek. f(z) = (22 — x4+ 1)(2? — 2z + 2)

Piiklad 93. Uvedte piiklad kubického polynomu f s celoéiselnymi koeficienty, ktery méa
jednicku za kofen a plati, ze f(2) = f(3) = f(4).
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6 Cviceni 6: Polynomy s realnymi a komplexnimi koe-
ficienty

Teorie: Zde pro nas bude teorie kratouckd. Pujde o sérii tvrzeni, kterd byla odvozena
na piednéasce. Nez se do nich pustime, uvedme jistou paralelu mezi polynomy a celymi
¢isly. Také se zde muzeme bavit o délitelnosti, stanovovat Euklidovym algoritmem nejvétsi
spolecny délitel a hledat koeficienty v Bezoutové rovnosti.

Veéta 17. Md-li polynom f € Rx] komplexni koten a + bi, potom md i koten a — bi.
Véta 18. Kazdy polynom s redlnymi koeficienty lichého stupné ma redlny koren.

Veéta 19. Ma-li polynom f s redlnymi koeficienty vicendsobny koten a, potom je a kotenem
polynomu f'(x) a tedy i polynomu ged(f, f').

Veéta 20. Polynom s redlnymi koeficienty je nad R ireducibilni pravé tehdy, kdyz je linedarni
nebo kvadraticky se zapornym diskriminantem.

Veéta 21. Polynom s komplexnimi koeficienty je nad C ireducibilni prdve tehdy, kdyz je
linedrni.

Piiklad 94. Dokazte, ze jsou dané polynomy f, g € R[x] nesoudélné a naleznéte piislusné
koeficienty v Bezoutové rovnosti.

L flx)=a*+203+4°+ 2, g(x) =2+ 22+ 2
2. flx)=2+z+1,g=2>+1

3. flx)=2"+1,9g=2°—-1

Piiklad 95. Urcete nejvetsi spolecny délitel polynomu f, g € R[z] a naleznéte piislusné
koeficienty v Bezoutové rovnosti.

L f(z) =2 + 423 +102° + 122 + 9, g(z) = 2® + 32? + 5z + 3.
2. f(z) = a8 + 92t + 2722 + 27, g(x) = 2* + 62° 4 9.

3. 2%+t — 223 — 22+ +lg=a—22° —x +2
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Piiklad 96. Naleznéte vsechny koteny polynomu f € R[], vite-li, Ze m& ndsobny koten.
Dany polynom rozlozte na ireducibilni faktory nad Z, R, C.

x* — 40x + 400

z)

L f(

2. f(x)
3. f(z) = 2% + 62° + 152" + 202° 4 1222 — 4
4. f(x)

xt — 423 — 2622 + 60z + 225
2

xt =23 — 2+ 20+ 1

X

Priklad 97. Urcete viechny koteny polynomu f = 27 —42%+82° — 72t +82%—8xr+4 € Clx],
vite-li, ze ma dvojnésobny koren 1+ 1. RozlozZte tento polynom na ireducibilni faktory nad

C R, Q.

Priklad 98. Urcete viechny kofeny polynomu f = x%+82° 42421 +2423 —272% —80x—50 €
Clx], vite-li, ze ma dvojnasobny kofen 2+i. Rozlozte tento polynom na ireducibilni faktory
nad C, R, Q.

Priklad 99. Urcete vSechny koieny polynomu f = z* — 223 + 2?2 + 22 — 2 € C|x], vite-li,
ze ma koren 1+ ¢. Rozlozte tento polynom na ireducibilni faktory nad C, R, Q.

Priklad 100. Mezi vSsemi normovanymi polynomy s realnymi koeficienty naleznéte ten

LY

1. dvojnésobny kofen 1 + ¢ a jednoduchy korfen 2.
2. dvojnasobny kofen 1 a jednoduchy koten 2 — 3.
3. trojnésobny kofen i a jednoduchy koren —1 — 7.
4. jednoduché koteny i + 1,2 — 1,7 — 3.

Rozlozte tyto polynomy na ireducibilni faktory nad C, R, Q.

Priklad 101. Zjistéte ndsobnost kotene —1 polynomu z° — ax? —az + 1 € Clx] v z4vislosti
na parametru a € C.

Piiklad 102. Uréete normované polynomy f, g € R[x] é¢tvrtého stupneé tak, aby f(1+1i) =
0 a aby g mél dva dvojndsobné kofeny, pricemz ged(f,g) = > +x + 1.
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Priklad 103. Rozlozte polynom x* — x? — 2 na sou¢in ireducibilnich prvki v oborech Clx],
Rla], Qla], Z[z), Zafa].

Piiklad 104. Urcete vechny kofeny polynomu f(x) = z* + 223 + 222 + 22 + 1, g(x) =
% — 222 + x — 2, vite-li, Ze maji spolecny koien. RozloZte tyto polynomy na ireducibilni

faktory nad C, R, Q.

Priklad 105. Urcete viechny kofeny polynomu f(z) = 2z* — 523 — 22 + 11z + 5, g(z) =
20% — 1123 + 2022 — 7z — 10, vite-li, Ze maji spoleény raciondlni kofen. Rozlozte tyto
polynomy na ireducibilni faktory nad C, R, Q.

Ptiklad 106. Urcete viechny koteny polynomi f(z) = 2°—4x°+924 —122°+ 1222 — 8z +4,
g(z) = 2° — 3a* + 423 — 4x + 4, vite-li, Ze maji spolecny ndsobny koien. Rozlozte tyto
polynomy na ireducibilni faktory nad C, R, Q.

Viysledek. f(z) = (z—(141))*(z—(1—14))*(x—1i)(z+1), g(x) = (x—(1414))*(z—(1—1))*(z+1)

Piiklad 107. Urcete vSechny koteny polynomu
1. f(x) =6x* — 52> — 3822 —H5xr +6

2. f(x) =5z* — 2623 + 102? — 262 + 5

Piiklad 108. Rozlozte na ireducibilni faktory nad C, R, Q polynom z° + 27.

Priklad 109. Polynom f(z) = 2 4+ ax?® + bx — 15 m4 kofen 2 + i. Urcete redlnd ¢isla a, b
a ostatni kofeny tohoto polynomu.

Piiklad 110. Aniz byste poéitali kofeny polynomu x® — 422 + 62 — 4, uréete polynom,
ktery bude mit dvojnasobné koteny.

Piiklad 111. Aniz byste poéitali kofeny polynomu 2z — 522 — x + 6, uréete polynom,
ktery bude mit kofeny, které budou prevracenymi hodnotami kotenu zadaného polynomu.

31



