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matematická statistika, Matfyzpress, 4. vydáńı, 2006, 230
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Sťredńı hodnota

Při statistickém zkoumáńı hodnot náhodných veličin (nap̌r.
zpracováńı výsledk̊u nějakého mě̌reńı) hledáme výpovědi o náhodné
veličině pomoćı r̊uzných z ńı odvozených č́ısel.
Jako nejjednoduš̌śı p̌ŕıklad může sloužit sťredńı hodnota1 E (X )
náhodné veličiny X , která je definována

E (X ) =

{∑
i xi · fX (xi ) pro diskrétńı veličinu∫∞
−∞ x · fX (x) dx pro spojitou veličinu.

Obecně sťredńı hodnota náhodných veličin nemuśı existovat,
protože p̌ŕıslušné sumy či integrály nemuśı konvergovat.

1Často se ḿısto E(X ) ṕı̌se EX .
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Sťredńı hodnota transformované náhodné veličiny

Sťredńı hodnotu můžeme p̌ŕımo vyjáďrit také pro funkce Y = ψ(X )
náhodné veličiny X . V diskrétńım p̌ŕıpadě můžeme p̌ŕımo spoč́ıst

E (Y ) =
∑
j

yjP(Y = yj)

=
∑
j

yj
∑

ψ(xi )=yj

P(X = xi )

=
∑
i

ψ(xi )P(X = xi ) =
∑
i

ψ(xi )fX (xi ).

Je tedy E (ψ(X )) p̌ŕımo spoč́ıtatelná pomoćı pravděpodobnostńı
funkce fX .
Podobně vyjaďrujeme sťredńı hodnotu funkce ze spojité náhodné
veličiny:

E (ψ(X )) =

∫ ∞
−∞

ψ(x)fX (x) dx ,

pokud tento integrál absolutně konverguje.
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Př́ıklad

Spočtěme sťredńı hodnotu binomického rozděleńı.

Řešeńı

Pro X ∼ Bi(n, p) je

E (X ) =
n∑

k=0

k ·
(

n

k

)
pk(1− p)n−k =

= np
n∑

k=1

(n − 1)!

(n − k)!(k − 1)!
pk−1(1− p)n−k =

= np
n−1∑
j=0

(n − 1)!

(n − 1− j)!j!
pj(1− p)n−1−j =

= np(p + (1− p))n−1 = np.
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Základńı vlastnosti sťredńı hodnoty

Věta

Necht’ a, b ∈ R a X ,Y jsou náhodné veličina s existuj́ıćı sťredńı
hodnotou. Pak

E (a) = a,

E (a + bX ) = a + bE (X ),

E (X + Y ) = E (X ) + E (Y ),

jsou-li X a Y nezávislé, pak E (XY ) = E (X ) · E (Y ).

Důkazy těchto tvrzeńı jsou p̌ŕımočaré, zkuste si je udělat!
Analogická tvrzeńı plat́ı i pro náhodné vektory.
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Př́ıklad

Spočtěme ještě jednou sťredńı hodnotu binomického rozděleńı,
tentokrát s využit́ım vlastnost́ı sťredńı hodnoty.

Řešeńı

Vyjáďŕıme počet zdar̊u v n pokusech jako počet zdar̊u v
jednotlivých pokusech

X =
n∑

k=1

Yi ,

p̌ričemž náhodné veličiny Yk maj́ı všechny alternativńı rozděleńı
A(p). Snadno spoč́ıtáme E (Yk) = 1 · p + 0 · (1− p) = p. Dále v́ıme,
že sťredńı hodnota součtu je součtem sťredńıch hodnot, proto

E (X ) =
n∑

k=1

E (Yk) = np.
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Kvantily

Daľśımi užitečnými charakteristikami jsou tzv. kvantily. Pro ryze
monotónńı distribučńı funkci FX (tj. spojitou náhodnou veličinu X
s všude nenulovou hustotou, jako je tomu nap̌r. u normálńıho
rozděleńı) jde prostě o inverzńı funkci F−1

X : (0, 1)→ R. To
znamená, že hodnota y = F−1(α) je taková, že P(X < y) = α.
Obecněji, je-li FX (x) distribučńı funkce náhodné veličiny X , pak
definujeme kvantilovou funkci2

F−1(α) = inf{x ∈ R; F (x) ≥ α}, α ∈ (0, 1).

Zřejmě jde o zobecněńı p̌redchoźı definice.
Nejčastěji jsou použ́ıvané kvantily s α = 0.5, tzv. medián,
s α = 0.25, tzv. prvńı kvartil, α = 0.75, tzv. ťret́ı kvartil, a
podobně pro decily a percentily (kdy je α rovno násobk̊um desetin
a setin). K těmto hodnotám se vrát́ıme v popisné statistice později.

2Uvědomte si, že jsme se již s kvantily setkali, jen jsme j́ım tak zat́ım něŕıkali.
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Rozptyl a směrodatná odchylka

Tyto č́ıselné charakteristiky rozděleńı náhodné veličiny nepopisuj́ı
nějakou sťredńı či typickou hodnotu (jako sťredńı hodnota či
medián), ale ḿıru

”
koĺısáńı“ náhodné veličiny kolem sťredńı

hodnoty.
Rozptylem (varianćı) náhodné veličiny X , která má konečnou
sťredńı hodnotu, nazýváme č́ıslo

D(X ) = var X = E ([X − E (X )]2),

odmocnina z rozptylu
√

D(x) se pak nazývá směrodatná
odchylka.
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Základńı vlastnosti rozptylu

Věta

Pro náhodnou veličinu X a reálná č́ısla a, b plat́ı:

1 D(X ) = E (X 2)− E (X )2,

2 D(a + bX ) = b2D(X ),

3

√
D(a + bX ) = |b|

√
D(X ).

Důkaz.

Důkaz je p̌ŕımočarý. Poznamenejme, že tvrzeńı 1 se často použ́ıvá
k výpočt̊um D(X ).
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Kovariance

O závislosti dvou náhodných veličin do jisté ḿıry vypov́ıdá tzv.
kovariance, definovaná p̌redpisem

C (X ,Y ) = cov(X ,Y ) = E ([X − E (X )][Y − E (Y )]).

Veličinám X ,Y , pro něž je C (X ,Y ) = 0, ř́ıkáme nekorelované .

Věta

Pro náhodné veličiny s existuj́ıćımi rozptyly plat́ı:

1 C (X ,Y ) = C (Y ,X ),

2 C (X ,X ) = D(X ),

3 C (X ,Y ) = E (XY )− E (X )E (Y ),

4 C (a + bX , c + dY ) = bd · C (X ,Y ),

5 D(X + Y ) = D(X ) + D(Y ) + 2C (X ,Y ), speciálně, jsou-li
X ,Y nezávislé, je D(X + Y ) = D(X ) + D(Y ), tj.
C (X ,Y ) = 0 a X ,Y jsou nekorelované.
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Koeficient korelace

Koeficient korelace3 je jen speciálńı název pro kovarianci dvou
normovaných náhodných veličin:

R(X ,Y ) = ρX ,Y = C

(
X − E (X )√

D(X )
,

Y − E (Y )√
D(Y )

)
.

Věta

1 R(X ,X ) = 1,

2 R(a + bX , c + dY ) = sgn(bd)R(X ,Y ),

3 jsou-li X ,Y nezávislé, je R(X ,Y ) = 0,

4 (Cauchyova nerovnost) |R(X ,Y )| ≤ 1.

3Viz nap̌r. http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/0/02/
Correlation_examples.png

http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/0/02/Correlation_examples.png
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/0/02/Correlation_examples.png
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Př́ıklad

Spočtěme rozptyl binomického rozděleńı.

Řešeńı

Stejně jako ďŕıve lze psát X =
∑n

k=1 Yk , kde Y1, . . . ,Yn jsou
nezávislé náhodné veličiny vyjaďruj́ıćı úspěch v k-tém pokusu.
Snadno vypočteme E (Y 2

k ) = 12 · p + 02 · (1− p) = p, proto
D(Yk) = E (Y 2

k )− E (Yk)2 = p − p2 = p(1− p). Protože pro
nezávislé Yk plat́ı D(

∑
Yk) =

∑
D(Yk), je D(X ) = np(1− p).
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Normovaná náhodná veličina a limitńı věty

Připomenut́ı:

Věta (de Moivre-Laplaceova)

Pro náhodné veličiny Xn s rozděleńım Bi(n, p) plat́ı

lim
n→∞

P

[
a <

Xn − np√
np(1− p)

< b

]
= Φ(b)− Φ(a),

kde Φ je distribučńı funkce normovaného normálńıho rozděleńı.

Všimněme si, že výraz Xn−np√
np(1−p)

vystupuj́ıćı v Moivre-Laplaceově

větě je totéž, co Xn−E(Xn)√
D(x)

a jde tedy o tzv. normovanou

náhodnou veličinu (tj. veličinu lineárně transformovanou tak, aby
měla sťredńı hodnotu 0 a rozptyl 1). Moivre-Laplaceova věta pak
ř́ıká, že pro n→∞ se rozložeńı této náhodné veličiny bĺıž́ı
normovanému normálńımu rozděleńı N(0, 1).
Jde o speciálńı p̌ŕıpad limitńıch vět, ukazuj́ıćıch, že za určitých
podḿınek plat́ı

”
zákony velkých č́ısel“, kdy se obdobným

způsobem transformované náhodné veličiny chovaj́ı jako normálńı
rozděleńı (podrobněji p̌ŕı̌stě).
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Daľśı momenty

Někdy je užitečné studovat řadu daľśıch charakteristik rozděleńı
náhodných veličin. Za rozumných p̌redpokladů jsou definovány
k-té obecné momenty

µ′k = E (X k)

a k-té centrálńı momenty

µk = E ([X − E (X )]k).

Pomoćı moment̊u pak definujeme nap̌r. šikmost (asymetrii)
náhodné veličiny X jako

µ3√
D(x)

3

nebo špičatost (exces) jako

µ4

D(x)2
− 3.
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Kladná šikmost distribuce (v́ıce vysokých kladných hodnot než
odpov́ıdá normálńımu rozděleńı s nulovou šikmost́ı).
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Momentová vytvǒruj́ıćı funkce

Definice

Reálnou funkci proměnné t ∈ R MX (t) = E (etX ) nazveme
momentovou vytvǒruj́ıćı funkćı náhodné veličiny X .

Poznámka

Je-li X nap̌r. spojitá, plat́ı

MX (t) =

∫ ∞
−∞

etx f (x) dx =

=

∫ ∞
−∞

(1 + tx +
t2x2

2!
+ · · · )f (x) dx =

= 1 + tµ′1 +
t2µ′2

2!
+ · · ·

a jde vlastně o exponenciálńı vytvǒruj́ıćı funkci posloupnosti k-tých
obecných moment̊u µ′k .
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Věta

Pro momentovou vytvǒruj́ıćı funkci plat́ı:

Pro nezávislé náhodné veličiny plat́ı
MX+Y (t) = MX (t)MY (t).

r -tý obecný moment µ′r náhodné veličiny X je koeficient u tr

r !
v rozvoji MX do exponenciálńı mocninné řady. Tedy nap̌r.
EX = µ′1,DX = µ′2 − (µ′1)2.

Je-li Y = a + bX , pak MY (t) = eat MX (bt).

Plat́ı-li MX (t) = MY (t) pro všechna t ∈ 〈−b, b〉, maj́ı
náhodné veličiny stejné rozděleńı, tj. FX (x) = FY (x) (b > 0
libovolné).
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Př́ıklad

Určete momentovou vytvǒruj́ıćı funkci binomického rozděleńı.

Řešeńı

M(t) = E (etX ) =
n∑

k=0

etk
(

n

k

)
pk(1− p)n−k =

=
n∑

k=0

(
n

k

)
(pet)k(1− p)n−k =

= (pet + (1− p))n = (p(et − 1) + 1)n.

Snáze jsme mohli funkci určit s využit́ım p̌redchoźıch vět a
momentové vytvǒruj́ıćı funkce alternativńıho rozděleńı, nebot’ pro
Y ∼ A(p) je E (etY ) = et·1 · p + et·0(1− p) = p(et − 1) + 1.
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Př́ıklad

Naposled spočtěme sťredńı hodnotu a rozptyl binomického
rozděleńı, tentokrát s využit́ım vytvǒruj́ıćı funkce.

Řešeńı

M(t) = (p(et − 1) + 1)n, proto je

d

dt
M(t) = n(p(et − 1) + 1)n−1etp,

což pro t = 0 dá E (X ) = µ′1 = np.
Podobně spoč́ıtáme i D(x) = µ′2 − (µ′1)2.
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Momenty normálńıho rozděleńı

Př́ımý výpočet sťredńı hodnoty a rozptylu normovaného normálńıho
rozděleńı neńı triviálńı. S využit́ım momentové vytvǒruj́ıćı funkce je
ale poměrně jednoduchý.

Necht’ Z ∼ N(0, 1). Pak

MZ (t) =

∫ ∞
−∞

etz
1√
2π

exp
(
−z2

2

)
dz =

=

∫ ∞
−∞

1√
2π

exp
(
−z2 − 2tz + t2 − t2

2

)
dz =

= exp
( t2

2

)∫ ∞
−∞

1√
2π

exp
(
−(z − t)2

2

)
dz = exp

( t2

2

)
.

Posledńı integrál je roven 1 d́ıky tomu, že na ḿıstě integrované
funkce je funkce s vlastnostmi hustoty.
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Sťredńı hodnota a rozptyl normálńıho rozděleńı

S využit́ım p̌redchoźıho výpočtu MZ (t) = exp
(
t2

2

)
snadno

spoč́ıtáme, že

M ′Z (t) = t exp
( t2

2

)
,

M ′′Z (t) = t2 exp
( t2

2

)
+ exp

( t2

2

)
.

Dosazeńım t = 0 pak dostaneme

E (Z ) = 0,D(Z ) = 1.

Pro transformovanou náhodnou veličinu Y = µ+ σZ ∼ N(µ, σ2)
pak snadno odvod́ıme z vlastnost́ı sťredńı hodnoty, resp. rozptylu,
že E (Y ) = µ,D(Y ) = σ2 (což zpětně zdůvodňuje zápis N(µ, σ2)).
Momentová vytvǒruj́ıćı funkce pro Y má tvar

MY (t) = exp
(
µt + σ2 t2

2

)
.
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Př́ıklad

Určete rozděleńı součtu nezávislých náhodných veličin
X ∼ N(µX , σ

2
X ), Y ∼ N(µY , σ

2
Y ).

Řešeńı

Z vlastnost́ı momentové vytvǒruj́ıćı funkce dostáváme

MX+Y (t) = exp
(
µX t + σ2

X

t2

2

)
exp
(
µY t + σ2

Y

t2

2

)
=

= exp
(
(µX + µY )t + (σ2

X + σ2
Y )

t2

2

)
.

Proto X + Y ∼ N(µX + µY , σ
2
X + σ2

Y ).
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Γ (gamma) rozděleńı

Γ rozděleńı se často použ́ıvá u model̊u čekáńı (nap̌r. v pojistné
matematice je čas dožit́ı často modelován pomoćı gamma
rozděleńı).

Př́ıklad

Určete konstantu c tak, aby funkce cxa−1e−bx pro x > 0 a nulová
jinde (a, b > 0 jsou parametry) byla hustotou náhodné veličiny.

Řešeńı

Hustota muśı splňovat

1 =

∫ ∞
0

cxa−1e−bx dx =

∫ ∞
0

c
( t

b

)a−1
e−t

1

b
dt =

=
c

ba

∫ ∞
0

ta−1e−t dt =
c

ba
Γ(a),

proto c = ba

Γ(a) .
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Poznámka

Funkce Γ je zobecněńı faktoriálu (Γ(n) = (n − 1)! pro n ∈ N),
definované p̌redpisem Γ(a) =

∫∞
0 xa−1e−x dx . Často poč́ıtáme

hodnoty této funkce s využit́ım vlastnost́ı
Γ(1/2) =

√
π, Γ(a + 1) = a · Γ(a).

Definice

Rozděleńı náhodné veličiny s hustotou

f (x) =
ba

Γ(a)
xa−1e−bx

spoč́ıtanou v p̌redchoźım p̌ŕıkladu nazýváme gamma rozděleńı
s parametry a, b a znač́ıme Γ(a, b). Momentová vytvǒruj́ıćı funkce
je pak M(t) = ( b

b−t )a, sťredńı hodnota E (X ) = a/b a rozptyl

D(X ) = a/b2.
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Př́ıklad (rozděleńı χ2 podruhé)

Necht’ Z má normované normálńı rozděleńı. Určete hustotu
transformované náhodné veličiny X = Z 2.

Řešeńı

Již ďŕıve jsme vypočetli p̌ŕımým výpočtem p̌res distribučńı funkci,
že hustota

fX (x) =
1√
2π

x−
1
2 e−

x
2

a řekli jsme si, že jde o (Pearsonovo) χ2 rozděleńı s jedńım
stupněm volnosti, které znač́ıme X ∼ χ2(1). Nyńı vid́ıme, že jde
o speciálńı p̌ŕıpad Γ-rozděleńı, totiž Γ(1/2, 1/2).

Obecně pro součet Y čtverc̊u n nezávislých náhodných veličin
s rozděleńım N(0, 1) obdobně odvod́ıme, že má rozděleńı
Γ(n/2, 1/2) a ř́ıkáme, že Y má rozděleńı χ2(n) (ch́ı kvadrát s n
stupni volnosti). Toto rozděleńı se ve statistice použ́ıvá velmi často.
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Daľśı důležitá rozděleńı

F-rozděleńı

Jsou-li X ,Y nezávislé náhodné veličiny s rozděleńımi
X ∼ χ2(k),Y ∼ χ2(m), pak má transformovaná náhodná veličina

U =
X/k

Y /m

takzvané Fisher-Snedecorovo F-rozděleńı F (k ,m) s k a m stupni
volnosti.

Studentovo t-rozděleńı

Jsou-li Z ∼ N(0, 1) a X ∼ χ2(n) nezávislé náhodné veličiny, pak
má veličina

T =
Z√
X/n

tzv. Studentovo t-rozděleńı t(n) s n stupni volnosti.
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Přehled rozděleńı odvozených od normálńıho

Z1, . . . ,Zk ∼ N(0, 1) . . . . . nezávislá normovaná normálńı

X 2
k =

∑k
i=1 Z 2

i ∼ χ2(k) . . . . ch́ı-kvadrát o k stupńıch volnosti

Fk,m =
X 2
k /k

X 2
m/m
∼ F (k,m) . . F-rozděleńı s k a m stupni volnosti

Tk = Z√
X 2
k /k
∼ t(k) . . . . . . t-rozděleńı s k stupni volnosti

Odtud zejména Z 2 ∼ χ2(1) a T 2
k ∼ F (1, k).

rozděleńı sťredńı hodnota rozptyl

N(µ, σ2) µ σ2

χ2(k) k 2k
t(k) 0 k/(k − 2)

F (k,m) m/(m − 2) 2m2(k + m − 2)/k(m − 2)2(m − 4)
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Motivace

S jedńım p̌ŕıpadem limitńı věty jsme se již setkali –
de Moivre-Laplaceova věta ř́ıká, že binomické rozděleńı Bi(n, p) lze
za určitých podḿınek aproximovat normovaným normálńım
rozděleńım. Obvykle se k aproximaci p̌ristupuje p̌ri splněńı
podḿınek np(1− p) > 9 a 1

n+1 < p < n
n+1 .

V této kapitole zformulujeme zobecněńı této věty a rovněž daľśı
tvrzeńı umožňuj́ıćı odhadovat chováńı náhodných veličin p̌ri velkém
počtu nezávislých opakováńı náhodného pokusu.
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Čebyševova nerovnost

Věta

Pro libovolné ε > 0 plat́ı

P(|X − EX | ≥ ε) ≤ DX

ε2
.

Důkaz.

Budeme odhadovat rozptyl DX ve spojitém p̌ŕıpadě (diskrétńı
analogicky):

DX =

∫ ∞
−∞

(X − EX )2f (x) dx ≥
∫
|x−EX |≥ε

(X − EX )2f (x) dx ≥

≥
∫
|x−EX |≥ε

ε2f (x) dx = ε2P(|X − EX | ≥ ε).
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Pomoćı Čebyševovy nerovnosti můžeme odhadovat
pravděpodobnost, s jakou se náhodná veličina s neznámým
rozděleńım odchýĺı od své sťredńı hodnoty o v́ıce než k-násobek
směrodatné odchylky (žrejmě je totiž P(|X − E (X )| ≥ kσ) ≤ 1

k2 ).

Př́ıklad

Necht’ je E (X ) = µ,D(X ) = σ2.

1 Odhadněte P(|X − µ| ≥ 3σ).

2 Vypočtěte P(|X − µ| ≥ 3σ), jestliže nav́ıc v́ıte, že
X ∼ N(0, 1).

Řešeńı

1 1/9,

2 0,0027.
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Zákon velkých č́ısel

Věta (Čebyševova – slabý zákon velkých č́ısel)

Necht’ jsou X1,X2, . . . po dvou nezávislé náhodné veličiny, které
maj́ı všechny stejnou sťredńı hodnotu µ a rozptyl shora ohraničený
stejnou hodnotou σ2. Pak pro libovolné ε > 0 plat́ı

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣∣1n
n∑

i=1

Xi − µ

∣∣∣∣∣ < ε

)
= 1.

Ř́ıkáme, že posloupnost aritmetických pr̊uměr̊u konverguje podle
pravděpodobnosti ke sťredńı hodnotě µ.

Speciálńım p̌ŕıpadem této věty je Bernoulliova věta, která ř́ıká, že
je-li Yn ∼ Bi(n, p), pak posloupnost relativńıch četnost́ı Yn/n
konverguje podle pravděpodobnosti k p.
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Věta (Bernoulliova)

Pro náhodnou veličinu s binomickým rozděleńım Yn ∼ Bi(n, p) a
pro libovolné ε > 0 plat́ı

P

(∣∣∣∣Yn

n
− p

∣∣∣∣ > ε

)
≤ p(1− p)

nε2
.

Důkaz.

Plyne snadno z Čebyševovy nerovnosti, nebot’

E (Yn/n) = np/n = p a
D(Yn/n) = np(1− p)/n2 = p(1− p)/n.
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Př́ıklad

Při zkoušce bylo zjǐstěno, že mezi 600 kontrolovanými studenty je
5 student̊u, ktěŕı neuḿı ani malou násobilku. Odhadněte
pravděpodobnost, že relativńı četnost takových student̊u se od
jejich pravděpodobnosti výskytu lǐśı o v́ıce než 0,01? (Můžete
p̌redpokládat, že pravděpodobnost výskytu studenta bez znalosti
násobilky je menš́ı než 0,02).
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Centrálńı limitńı věta

Centrálńı limitńı věta dá odpověd’ na otázku, proč je normálńı
rozděleńı nejdůležitěǰśım rozděleńım. Ukazuje totiž, že rozděleńı
součtu dostatečně velkého počtu nezávislých a stejně rozdělených
náhodných veličin lze aproximovat normálńım rozděleńım.

Věta

Necht’ je Y1,Y2, . . . posloupnost nezávislých stejně rozdělených
náhodných veličin se sťredńı hodnotou µ a rozptylem σ2. Pak pro
normované náhodné veličiny

Sn =
1√
n

n∑
i=1

Yi − µ
σ

plat́ı
lim
n→∞

P(Sn < x) = Φ(x),

kde Φ je distribučńı funkce rozděleńı N(0, 1).
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Př́ıklad

Mezi učiteli matematiky v ČR je jich 10% s p̌ŕıjmem p̌resahuj́ıćım
celostátńı pr̊uměr. Kolik matematik̊u je ťreba pozvat na konferenci,
aby s pravděpodobnost́ı aspoň 0,95 mezi nimi bylo 8 až 12 procent
s nadpr̊uměrným p̌ŕıjmem?

Řešeńı

Yn ∼ Bi(n; 0,1),E (Yn) = 0,1 · n,D(Yn) = 0,1 · 0,9 · n. Pak

0,95 ≤ P(0,08n ≤ Yn ≤ 0,12n) =

= P

(
0,08− 0,1√

0,09n
n ≤ Yn − 0,1n√

0,09n
≤ 0,12− 0,1√

0,09n
n

)
=

= P

(
−
√

n

15
≤ Yn − 0,1n√

0,09n
≤
√

n

15

)
≈ Φ

(√
n

15

)
− Φ

(
−
√

n

15

)
.

Je tedy Φ
(√

n
15

)
≥ 0,975, což je ekvivalentńı

√
n/15 ≥ 1,96, tj.

n ≥ 865.
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Řešeńı (Pomoćı Bernoulliovy nerovnosti)

Nyńı využijme Bernoulliovu nerovnost – ta dává

P

(∣∣∣∣Yn

n
− 0,1

∣∣∣∣ ≤ 0,02

)
≥ 1− 0,1 · 0,9

n · 0,022
,

což má být alespoň 0,95. Odtud

n ≥ 0,09

0,05 · 0,022
= 4500.

Vid́ıme, že odhad prosťrednictv́ım Bernoulliovy nerovnosti je
podstatně slabš́ı než odhad s využit́ım centrálńı limitńı věty (resp.
de Moivre-Laplaceovy věty).
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Náhodný vektor – p̌ripomenut́ı

Je-li (Ω,A,P) pravděpodobnostńı prostor a X1, . . . ,Xn na něm
definované náhodné veličiny s distribučńımi funkcemi F1, . . . ,Fn,
pak náhodným vektorem je n-tice X = (X1, . . . ,Xn) s distribučńı
funkćı definovanou vztahem

FX (x1, . . . , xn) = P(X1 ≤ x1, . . . ,Xn ≤ xn).

V tomto kontextu nazýváme F simultánńı distribučńı funkćı
náhodného vektoru X a Fi marginálńı distribučńı funkćı náhodné
veličiny Xi .
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Podobně jako v p̌ŕıpadě diskrétńı náhodné veličiny označuje
p(x1, . . . , xn) pravděpodobnostńı funkci diskrétńıho náhodného
vektoru X , je-li

FX (x1, . . . , xn) =
∑
t1≤x1

· · ·
∑
tn≤xn

p(t1, . . . , tn).

Funkci fX nazveme hustotou normálńıho vektoru X , pokud pro
libovolnou n-tici (x1, . . . , xn) plat́ı

FX (x1, . . . , xn) =

∫ x1

−∞
· · ·
∫ xn

−∞
fX (t1, . . . , tn) dt1 . . . dtn.
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Uváž́ıme-li diskrétńı náhodný vektor 4 (X ,Y ), pak je vztah mezi
sdruženým rozděleńım vektoru (X ,Y ) a marginálńım rozděleńım
promenné X určen rovnost́ı P(X = xi ) =

∑∞
j=1 P(X = xi ,Y = yj),

kde y1, . . . tvǒŕı úplný systém jev̊u. Vztah pro spojitě rozdělený
náhodný vektor je analogický.

4Obvykle zapisujeme ve statistice vektory do sloupc̊u, proto bychom sṕı̌se
měli psát (X ,Y )T .
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(stochastická) Nezávislost náhodných veličin

Dř́ıve uvedenou definici nezávislosti náhodných veličin X1, . . . ,Xn

pomoćı vztahu

P(X1 = x1, . . . ,Xn = xn) = P(X1 = x1) · · ·P(Xn = xn)

pro libovolné x1, . . . , xn, tak můžeme nyńı p̌repsat pomoćı vztahu
mezi sdruženou distribučńı funkćı náhodného vektoru
X = (X1, . . . ,Xn) a marginálńıch distribučńıch funkćı náhodných
veličin X1, . . . ,Xn:

FX (x1, . . . , xn) = FX1(x1) · · ·FXn(xn).

Př́ıklad

Háźıme dvěma běžnými kostkami, jako náhodnou veličinu X
označme součet bodů na obou kostkách, jako náhodnou veličinu Y
absolutńı hodnotu rozd́ılu. Určete sdružené rozděleńı náhodného
vektoru (X ,Y ), obě marginálńı rozděleńı a odvod’te, jsou-li X a Y
nezávislé.
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Č́ıselné charakteristiky náhodných vektor̊u

E (X ) = (E (X1), . . . ,E (Xn)) se nazývá vektor sťredńıch hodnot,

var(X ) =

 D(X1) C (X1,X2) · · · C (X1,Xn)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
C (Xn,X1) C (Xn,X2) · · · D(Xn)


variančńı (rozptylová) matice a

cor X =

 1 R(X1,X2) · · · R(X1,Xn)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
R(Xn,X1) R(Xn,X2) · · · 1


je korelačńı matice.
Snadno je po rozepsáńı po jednotlivých složkách vidět, že
var(X ) = E ((X − E (X )) · (X − E (X ))T )
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Ukážeme na p̌ŕıkladech, že pravděpodobnostńı struktura
náhodného vektoru (X ,Y ) neńı určena pouze marginálńımi
rozděleńımi veličin X a Y . Podstatný je rovněž pravděpodobnostńı
vztah mezi X a Y , který je částečně popsán nap̌r. prosťrednictv́ım
korelačńıho koeficientu.

Př́ıklad

Jsou-li X a Y náhodné veličiny, nabývaj́ıćı hodnot 0 a 1, pak

P(X = 1,Y = 1)− P(X = 1)P(Y = 1) = E (XY )− E (X )E (Y ) =

= cov(X ,Y ).

Odtud je snadno vidět, že pokud jsou X a Y nekorelované, jsou i
nezávislé (což obecně neplat́ı).
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Uved’me ještě p̌ŕıklad, ilustruj́ıćı, že nekorelovanost nemuśı
implikovat nezávislost:

Př́ıklad

Bud’te A a X nezávislé náhodné veličiny, splňuj́ıćı X ∼ N(0, 1) a
P(A = 1) = P(A = −1) = 1/2. Polož́ıme-li Y = AX , pak

P(Y < y) =
1

2
P(X < y) +

1

2
P(−X < y) = Φ(y),

proto má rovněž Y rozděleńı N(0, 1).

Dále cov(X ,Y ) = E (XY )− E (X )E (Y ) = E (AX 2) =
E (A)E (X 2) = 0 · 1 = 0, p̌ritom P(X = Y ) = P(X = −Y ) = 1/2 a
X ,Y žrejmě nejsou nezávislé.
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Př́ıklad

Necht’ (X ,Y ) je náhodný vektor, který má rovnoměrné rozděleńı
na jednotkovém kruhu K = {(x , y) : x2 + y 2 ≤ 1}. Zřejmě je
hustota tohoto rozděleńı rovna 1/π pro (x , y) ∈ K a 0 jinde a je
rovněž vidět, že X ,Y nejsou nezávislé. Označme R = R(X ,Y ) a
Φ = Φ(X ,Y ) polárńı soǔradnice náhodného vektoru (X ,Y ) a
urč́ıme rozděleńı vektoru (R,Φ).
Pro 0 < r1 ≤ 1 a 0 < ϕ1 ≤ 2π je

P(R < r1,Φ ≤ ϕ1) =
1

π
πr 2

1

ϕ1

2π
=

=

∫ r1

0

∫ ϕ1

0

1

2π
2r dϕ dr .

Hustota je tedy rovna f (r , ϕ) = r
π pro 0 < r ≤ 1, 0 < ϕ ≤ 2π a

rovna 0 všude jinde.
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Př́ıklad (pokr.)

Marginálńı hustoty g(r) a h(ϕ) veličin R a Φ se nyńı snadno
dopočtou:

g(r) =

∫ ∞
−∞

f (r , ϕ) dϕ =

∫ 2π

0

r

π
dϕ = 2r

h(ϕ) =

∫ ∞
−∞

f (r , ϕ) dr =

∫ 1

0

r

π
dr =

1

2π
.

Veličina Φ má rovnoměrné rozděleńı na (0, 2π〉, odkud E (Φ) = π a
D(Φ) = π2/3, snadno rovněž odvod́ıme E (R) = 2/3,
D(R) = 1/18.
Všimněme si ale zejména, že f (r , ϕ) = g(r)h(ϕ), což znamená
nezávislost veličin R a Φ.
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Vlastnosti charakteristik náhodného vektoru

Věta

Pro náhodné vektory X ,Y stejné dimenze, konstantńı matici B a
konstantńı vektor a (odpov́ıdaj́ıćıch dimenźı) plat́ı

E (X + Y ) = E (X ) + E (Y ),

E (a + BX ) = a + B · E (X ),

var(a + B · X ) = B var(X )BT .

Důkaz.

Důkaz vyplývá z vlastnost́ı náhodných veličin a ze vztahu
var(X ) = E ((X − E (X ))(X − E (X ))T ).
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Definice

Náhodným výběrem rozsahu n rozuḿıme n-tici nezávislých a
stejně rozdělených náhodných veličin X1, . . . ,Xn ∼ FX (x) (někdy
také hovǒŕıme o n nezávislých kopíıch náhodné veličiny X ).
Náhodným výběrem rozsahu n z p-rozměrného rozděleńı
rozuḿıme n-tici nezávislých a stejně rozdělených p-rozměrných
náhodných vektor̊u.

V matematické statistice často pracujeme s transformacemi
náhodného výběru, takovým náhodným veličinám (p̌ŕıp. vektor̊um)
ř́ıkáme statistiky. V následuj́ıćım zavedeme několik důležitých
statistik a ukážeme jejich souvislost s č́ıselnými charakteristikami
náhodných veličin.
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Základńı statistiky

Definice

Necht’ X1, . . . ,Xn je náhodný výběr. Statistiku

M =
1

n

n∑
i=1

Xi

nazýváme výběrový pr̊uměr, statistiku

S2 =
1

n − 1

n∑
i=1

(Xi −M)2

výběrový rozptyl a statistiku S =
√

S2 výběrová směrodatná
odchylka. Analogicky se definuj́ı i výběrová kovariance, p̌ŕıp.
výběrový korelačńı koeficient pro dvourozměrný náhodný výběr.
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Vlastnosti statistik

Protože jsou uvedené statistiky náhodnými veličinami, lze se
p̌rirozeně ptát po jejich č́ıselných charakteristikách.

Věta

Necht’ X1, . . . ,Xn je náhodný výběr rozsahu n z rozděleńı se sťredńı
hodnotou µ a rozptylem σ2 . Pak plat́ı:

E (M) = µ,

D(M) = var(M) = σ2/n,

E (S2) = σ2.
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Důkaz.

Ukážeme jen (nejsložitěǰśı) 3. tvrzeńı.
Snadno se odvod́ı, že plat́ı∑

(Xi − µ)2 =
∑

(Xi −M)2 + n(M − µ)2.

Proto je

E (S2) =
1

n − 1
E
(∑

(Xi − µ)2
)
− n

n − 1
E (M − µ)2 =

=
1

n − 1

∑
D(Xi )−

n

n − 1
D(M) =

=
n

n − 1
σ2 − 1

n − 1
σ2 = σ2.
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V p̌redchoźı větě jsme ukázali, že výběrový pr̊uměr M splňuje
E (M) = µ, jeho sťredńı hodnota je tedy rovna odhadovanému
parametru µ. V takovém p̌ŕıpadě ř́ıkáme, že statistika M je
nestranným odhadem parametru µ.
Podobně jsme viděli, že S2 je nestranným odhadem parametru σ2.
Všimněme si rovněž, že

”
p̌rirozeněji“ definovaná statistika

1
n

∑
(Xi −M)2 neńı nestranným odhadem σ2, jej́ı sťredńı hodnota

je totiž n−1
n σ2. Rozmyslete si, je-li S nestranným odhadem

směrodatné odchylky σ.
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Náhodný výběr z normálńıho rozděleńı

Uvažme nyńı speciálńı p̌ŕıpad, kdy je X1, . . . ,Xn náhodný výběr
z normálńıho rozděleńı N(µ, σ2).

Věta

M a S2 jsou nezávislé náhodné veličiny.

M ∼ N(µ, σ2/n), a tedy U = (M − µ)/(σ/
√

n) ∼ N(0, 1).

K = (n − 1)S2/σ2 ∼ χ2(n − 1).∑
(Xi − µ)2/σ2 ∼ χ2(n).

T = (M − µ)/(S/
√

n) ∼ t(n − 1).

Poznámka

K odhadu µ, známe-li σ2, slouž́ı U, v opačném p̌ŕıpadě T .
K odhadu σ2, neznáme-li µ, slouž́ı K , v opačném p̌ŕıpadě
následuj́ıćı (bezejmenná?) statistika, která je vlastně statistikou K ,
v ńıž ḿısto odhadu M použijeme p̌ŕımo µ.
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Př́ıklad

V roce 1951 bylo rozsáhlým statistickým pr̊uzkumem zjǐstěno, že
sťredńı hodnota výšky desetiletých chlapc̊u je 136,1 cm se
směrodatnou odchylkou σ = 6,4 cm.
V roce 1961 byla zjǐstěna výška pouze u 15 náhodně vybraných
chlapc̊u:

130 140 136 141 139 133 149 151

139 136 138 142 127 139 147

Otázkou je, zda se v porovnáńı s rokem 1951 změnila sťredńı výška
chlapc̊u, pokud p̌redpokládáme, že variabilita výšek se v r̊uzných
generaćıch p̌ŕılǐs neměńı.
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Řešeńı

Vzhledem k tomu, že základńı soubor všech desetiletých chlapc̊u je
rozsáhlý, lze zḿıněná data považovat za náhodný výběr.Zjist́ıme,
že M = 139,133, n = 15 a s využit́ım statistiky U dostáváme, že
s 95% pravděpodobnost́ı lež́ı hodnota µ v intervalu

(M − 1, 96σ/
√

n; M + 1, 96σ/
√

n) = (135,9; 142,4).

Protože i sťredńı hodnota výšek z roku 1951 lež́ı v tomto intervalu,
nemá vážný důvod tvrdit, že se sťredńı výška změnila. Pokud
bychom ovšem p̌ripustili vyš̌śı možnost omylu a stanovili interval se
spolehlivost́ı pouze 90%, pak bychom na této hladině hypotézu, že
se sťredńı výška změnila, p̌rijali – interval je nyńı (136,41;141,85).
Podobně, pokud nás zaj́ımá pouze dolńı odhad sťredńı hodnoty
výšek chlapc̊u (a v̊ubec tedy nep̌ripoušt́ıme možnost, že by se
sťredńı výška sńıžila), pak s 95% pravděpodobnost́ı je sťredńı výška
věťśı než 136,41, a tedy nyńı opět p̌rij́ımáme hypotézu, že se
sťredńı výška zvýšila.
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Dva nezávislé výběry z normálńıho rozděleńı

Věta

Necht’ je X11, . . . ,Xm1 náhodný výběr rozsahu m z rozděleńı
N(µ, σ2

1) a X12, . . . ,Xn2 je na něm nezávislý náhodný výběr rozsahu
n z rozděleńı N(µ, σ2

2), p̌ričemž m, n ≥ 2. Označme M1,M2 jejich
výběrové pr̊uměry a S2

1 ,S
2
2 výběrové rozptyly. Dále necht’ je

S2
∗ =

(m − 1)S2
1 + (n − 1)S2

2

m + n − 2

vážený pr̊uměr výběrových rozptyl̊u. Pak plat́ı:

M1 −M2 a S2
∗ jsou stochasticky nezávislé,

M1 −M2 ∼ N(µ1 − µ2,
σ2

1
m +

σ2
2
n ) ,

je-li σ2
1 = σ2

2 = σ2, pak
K = (m + n − 2)S2

∗/σ
2 ∼ χ2(m + n − 2) ,

F =
S2

1/S
2
2

σ2
1/σ

2
2
∼ F (m − 1, n − 1).
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Užit́ı statistik dvou nezávislých výběr̊u

Statistika U, vzniklá normováńım M1 −M2, se použ́ıvá pro
odhad rozd́ılu µ1 − µ2, známe-li rozptyly σ2

1, σ
2
2.

Je-li σ2
1 = σ2

2 = σ2, pak statistika T (vzniklá z U nahrazeńım
teoretického společného rozptylu σ2 váženým pr̊uměrem
výběrových rozptyl̊u S2

∗ ) slouž́ı pro odhad rozd́ılu µ1 − µ2,
neznáme-li rozptyl σ2.

Statistika K = (m + n − 2)S2
∗/σ

2 slouž́ı k odhadu společného
rozptylu σ2.

Statistika F =
S2

1/S
2
2

σ2
1/σ

2
2

slouž́ı k odhadu pod́ılu rozptyl̊u σ2
1/σ

2
2.
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Př́ıklad

Mějme dva nezávislé náhodné výběry; prvńı rozsahu 10 z rozděleńı
N(2; 1,5) a druhý rozsahu 5 z rozděleńı N(3, 4). Určete
pravděpodobnost, že výběrový pr̊uměr prvńıho výběru bude menš́ı
než výběrový pr̊uměr druhého výběru.

Řešeńı

P(M1 < M2) = P(M1 −M2 < 0) =

= P

(M1 −M2)− (µ1 − µ2)√
σ2

1
m +

σ2
2
n

<
0− (µ1 − µ2)√

σ2
1
m +

σ2
2
n

 =

P

U <
−2 + 3√

1,5
10 + 4

5

 = P(U < 1,05) =

= Φ(1,05) = 0,853.
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