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1 Cviceni 1: Teorie c¢isel

Teorie: V prvnim cviceni se budeme zabyvat teorii ¢isel. VSe, co se naucime, budeme
vyuzivat i v dalsich cvicenich, proto je dulezité porozumét zakladnim pojmum. Ze stiedni
skoly byste jiz méli znat pojmy jako délitelnost, nejvétsi spolecny délitel, nejmensi spolecny
nasobek. Pro osvéZeni si uvedme jejich definice.

Definice 1. Nechf a,b € Z. Rekneme, ze celé ¢islo a déli celé éislo b, piseme alb, jestlize
existuje k € Z tak, ze b=a - k.

S délitelnosti souvisi véta o déleni celych ¢isel se zbytkem. Tuto vétu povazujeme za
zcela ziejmou. V tomto predmeétu si vsak ukazeme, ze ne ve vSech okruzich plati.

Véta 1 (O délenf celych ¢isel se zbytkem). Necht a,b € Z. Potom existuji q,r € Z takovd,
Zea=0b-q+r, kde 0 <r < |b].

Definice 2. Nechf a,b € Z. Rekneme, ze celé ¢islo d je nejvétsim spoleénym délitelem
¢isel a, b, piseme d = (a,b), jestlize plati dvé podminky

1. dla, d|b
2. Pokud existuje celé ¢islo ¢ takové, ze c|a, c|b, potom c|d.

Nejveétsi spoleény délitel jste na stredni skole urcovali Euklidovym algoritmem. Toho
budeme vyuzivat i v nasem predmétu. S nejvétsim spolecnym délitelem tzce souvisi Be-
zoutova identita.

Véta 2 (Bezoutova). Necht a,b € Z. Potom existugi celd ¢isla m,n takovd, Ze am + bn =
(a,b).

Definice 3. Necht a,b € Z. Rekneme, ze celé &islo n je nejmensim spoleénym nésobkem
¢isel a, b, piseme n = [a, b], jestlize plati dvé podminky

1. aln, bjn
2. Pokud existuje celé ¢islo m takové, ze a|m, blm, potom n|m.

Nyni se jiz dostavame k pojmu kongruence. Tento pojem ziejmé neslySite poprvé.
Vyuzivali jste ho jisté uz v Uvodu do Informatiky ¢i Automatech a gramatikach.
Definujme tedy, kdy jsou spolu dvé cela ¢isla kongruentni modulo néjaké prirozené ¢islo.

Definice 4. Necht a,b € Z, m € N. Rekneme, ze a = b (mod m), jestlize a i b davaji
stejny zbytek po déleni m.



S definici kongruence se muzete setkat v nékolika ruznych podobach, jak nam fika
nasledujici véta.

Véta 3. Necht a,b € Z, m € N. Potom ndsledujici podminky jsou spolu ekvivalentni:
1. a=b (mod m)
2. m|(a —b)
3. Ezistuge celé ¢islo k takové, Ze a =k -m+0b
To, jak muzeme s kongruencemi pracovat, nam povi nasledujici véta.

Véta 4. Necht a,b,c,d € Z, m € N. Necht a =b (mod m), c=d (mod m). Potom
plati

I.a+c=b+d (mod m)
2.a-c=b-d (mod m)

Déle muzeme obé strany kongruence umocnit na stejné prirozené ¢islo, vynasobit stejnym
nenulovym celym ¢islem. OvSem pozor, nemuzeme obé strany kongruence délit.

Véta 5 (Mald Fermatova véta). Necht a € Z, p je prvoéislo takové, Ze (a,p) = 1. Potom

a?'=1 (mod m).

Relace kongruence modulo prirozené cislo m je relaci ekvivalence na mmnoziné celych
¢isel. Uvazme nyni rozklad piislusny této ekvivalenci. Jednotlivym tiidam tohoto rozkladu
fikameé zbytkové tiidy modulo m.

Obsahuje-li zbytkové tiida modulo m celé ¢islo a, potom ji znacéime [a],,. Zbytkové
tiidy mizeme séitat a ndsobit pomoci reprezentanti. Rekneme, ze zbytkova tifda [b],,
je inverzni ke zbytkové tiidé [al,, jestlize [a]m, - [b]m = [1]m- K vypoctu inverznich tiid
vyuzivame Euklidova algoritmu.

Nyni si fekneme, co je to eulerova funkce.

Definice 5. Funkci ¢ : N — N, ktera kazdému ptirozenému ¢islu n ptifadi pocet prirozenych
¢isel, které jsou mensi nebo rovny n a jsou s n nesoudélné, fikame Eulerova funkce.

To, jak se hodnota Eulerovy funkce pocita, nam fekne dalsi tvrzeni.

Véta 6. Necht a,b jsou dvé nesoudélnd prirozend ¢isla a necht n = p{'-----p* je rozklad
prirozeného c¢isla n na soucin prvocisel. Potom

1. p(a-b) = ¢(a) - (b)

2 p(n) = (pr—Dpi" - (e — g



Véta 7 (Eulerova véta). Necht a € Z, m € N takové, Ze (a,m) = 1. Potom

a?™ =1 (mod m).

Definice 6. Necht a € Z, m € N, (a,m) = 1. Rekneme, ze Fad celého ésla a modulo m je
n, jestlize n je nejmensi prirozené ¢islo takové, ze a” = (mod m).

Pro tad daného cisla a modulo m plati, ze déli kazdé takové cislo k, pro které je
a*=1 (mod m).

Priklad 1. Urcete podil g a zbytek r po déleni ¢isla a ¢islem b

1. a=—-47, b=11 3.a=47, b= —11

2. a=—47, b= —11 4. a=n*—1,b=n+1,neN
Vysledek.

l.a=-50=8 3.a=—-4,b=3

2.a=5b=8 4. a=n*>—nb=n—1

Priklad 2. Urcete nejvétsi spolecny délitel ¢isel a, b a urcete prislusné koeficienty v Be-
zoutoveé rovnosti

1. a=21, b=098 2. a= 10175, b= 2277
Vysledek.
1. 7=5-21+(—1)-98 2. 11 = (—32) - 10175 + 143 - 2277

Piiklad 3. Necht a € Z. Dokazte, 7e
1. a® d4vd po délenf étyimi zbytek 0 nebo 1.
2. a* dava po déleni osmi zbytek 0 nebo 1.
Resent.
1. Uvazujme a = 2k + 1 a a = 2k. Po umocnéni dostavame pozadované tvrzeni.

2. Pouzijeme vysledek piedchoziho pifkladu, tedy uvazujme a® = 4k + 1 a a? = 4k.
Opét po umocnéni dostaneme pozadované tvrzeni.

Priklad 4. Urcete vSechna cela ¢isla x tak, aby



1.4z =1 (mod 7) 2. T7x =3 (mod 11)
Vysledek.

1.z=2 (mod 7) 2. =2 (mod 11)

Priklad 5. Urcete inverzni zbytkové tiidy k zadanym zbytkovym tiidam

1. [67]517 2. [172]235 3. [116]153 4. [49]226
Vysledek.
1. [463]517 2. [138]a35 3. [62]153 4. [143]926

Priklad 6. Urcete

1. (2010) 2. o(1212)
Vysledek.
1. 528 2. 400

Piiklad 7. Urcete vSechna prirozend ¢isla n takova, ze

1. ¢(n) =6 2. ¢(n) =20 3. p(n) =11
Vysledek.
1. 7,9,14,18 2. 25,33,44, 50,66 3. zadné neexistuje

Piiklad 8. Urcete vsechna dvojciferna prirozend ¢isla n takova, ze 9|¢(n)

Viysledek. 19,27,37,38,54,57,63,73,74,76,81,91,95

Priklad 9. Urcete vSechna prirozend cisla n takova, ze

1 ¢(n) =3 2. p(n) =1

Ndpovéda: Napiste n jako soucin mocniny dvou (resp. tii) a c¢isla s dvojkou (resp.
trojkou) nesoudélného.

Vysledek.



k 2. n=2k.3

Priklad 10. Dokazte, ze
1. je &fslo 260 4+ 730 délitelné 13.

2. pro libovolné n € N je &slo 72272 — 4727 + 2827~1 d¢litelné &islem 25.

Piiklad 11. Reste soustavu kongruenc:

r = 3 (mod b)
r = 8 (mod 11)
Visledek. x = —3 (mod 55)
Piiklad 12. Reste soustavu kongruenci:
4r = 3 (mod 7)
5t = 4 (mod 6)

Vysledek. Nemd teSeni.

Piiklad 13. Urcete zbytek po déleni éisla 250 + 3°0 + 450 ¢islem 17.

Vysledek. 12

Priklad 14. Urcete posledni cifru ¢isla

1. 35" 9. 3737
Vysledek.
1.3 2.7

Priklad 15. Urcete posledni dvé cifry ¢isla



1. 7% 2. 141"

Vysledek.

1. 07 2. 36

Piiklad 16. Urcete zbytek po déleni éisla 533 + 733 ¢islem 17.

Vysledek. 12

Piiklad 17. Urcete zbytek po délenf &isla 218! + 3181 4 5181 &islem 37.
Vysledek. 10

Piiklad 18. Dokazte, Ze je pro kazdé piirozené ¢islo n &fslo 37772 + 16"+ 4 23" délitelné
sedmi.

Priiklad 19. Urcete fad ¢isla 5 modulo 13.

Vysledek. 4

Priiklad 20. Urcete vSechna prirozend ¢isla n, pro ktera je cislo 3™ 4+ 4™ — 5™ délitelné
jedenacti.

Visledek. n =2 (mod 5)



