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Definice 1. Necht’ a, b ∈ Z. Řekneme, že celé č́ıslo a děĺı celé č́ıslo b, ṕı̌seme a|b, jestliže
existuje k ∈ Z tak, že b = a · k.

S dělitelnost́ı souviśı věta o děleńı celých č́ısel se zbytkem. Tuto větu považujeme za
zcela zřejmou. V tomto předmětu si však ukážeme, že ne ve všech okruźıch plat́ı.

Věta 1 (O děleńı celých č́ısel se zbytkem). Necht’ a, b ∈ Z. Potom existuj́ı q, r ∈ Z taková,
že a = b · q + r, kde 0 ≤ r < |b|.

Definice 2. Necht’ a, b ∈ Z. Řekneme, že celé č́ıslo d je největš́ım společným dělitelem
č́ısel a, b, ṕı̌seme d = (a, b), jestliže plat́ı dvě podmı́nky

1. d|a, d|b

2. Pokud existuje celé č́ıslo c takové, že c|a, c|b, potom c|d.

Největš́ı společný dělitel jste na středńı škole určovali Euklidovým algoritmem. Toho
budeme využ́ıvat i v našem předmětu. S největš́ım společným dělitelem úzce souviśı Be-
zoutova identita.

Věta 2 (Bezoutova). Necht’ a, b ∈ Z. Potom existuj́ı celá č́ısla m,n taková, že am + bn =
(a, b).

Definice 3. Necht’ a, b ∈ Z. Řekneme, že celé č́ıslo n je nejmenš́ım společným násobkem
č́ısel a, b, ṕı̌seme n = [a, b], jestliže plat́ı dvě podmı́nky

1. a|n, b|n

2. Pokud existuje celé č́ıslo m takové, že a|m, b|m, potom n|m.

Nyńı se již dostáváme k pojmu kongruence. Tento pojem zřejmě neslyš́ıte poprvé.
Využ́ıvali jste ho jistě už v Úvodu do Informatiky či Automatech a gramatikách.

Definujme tedy, kdy jsou spolu dvě celá č́ısla kongruentńı modulo nějaké přirozené č́ıslo.

Definice 4. Necht’ a, b ∈ Z, m ∈ N. Řekneme, že a ≡ b (mod m), jestliže a i b dávaj́ı
stejný zbytek po děleńı m.

S definićı kongruence se můžete setkat v několika r̊uzných podobách, jak nám ř́ıká
následuj́ıćı věta.

Věta 3. Necht’ a, b ∈ Z, m ∈ N. Potom následuj́ıćı podmı́nky jsou spolu ekvivalentńı:

1. a ≡ b (mod m)

2. m|(a− b)
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3. Existuje celé č́ıslo k takové, že a = k ·m + b

To, jak můžeme s kongruencemi pracovat, nám pov́ı následuj́ıćı věta.

Věta 4. Necht’ a, b, c, d ∈ Z, m ∈ N. Necht’ a ≡ b (mod m), c ≡ d (mod m). Potom
plat́ı

1. a + c ≡ b + d (mod m)

2. a · c ≡ b · d (mod m)

Dále můžeme obě strany kongruence umocnit na stejné přirozené č́ıslo, vynásobit stejným
nenulovým celým č́ıslem. Ovšem pozor, nemůžeme obě strany kongruence dělit.

Věta 5 (Malá Fermatova věta). Necht’ a ∈ Z, p je prvoč́ıslo takové, že (a, p) = 1. Potom

ap−1 ≡ 1 (mod m).

Relace kongruence modulo přirozené č́ıslo m je relaćı ekvivalence na množině celých
č́ısel. Uvažme nyńı rozklad př́ıslušný této ekvivalenci. Jednotlivým tř́ıdám tohoto rozkladu
ř́ıkámě zbytkové tř́ıdy modulo m.

Obsahuje-li zbytková tř́ıda modulo m celé č́ıslo a, potom ji znač́ıme [a]m. Zbytkové
tř́ıdy můžeme sč́ıtat a násobit pomoćı reprezentant̊u. Řekneme, že zbytková tř́ıda [b]m
je inverzńı ke zbytkové tř́ıdě [a]m, jestliže [a]m · [b]m = [1]m. K výpočtu inverzńıch tř́ıd
využ́ıváme Euklidova algoritmu.

Nyńı si řekneme, co je to eulerova funkce.

Definice 5. Funkci ϕ : N→ N, která každému přirozenému č́ıslu n přǐrad́ı počet přirozených
č́ısel, které jsou menš́ı nebo rovny n a jsou s n nesoudělné, ř́ıkáme Eulerova funkce.

To, jak se hodnota Eulerovy funkce poč́ıtá, nám řekne daľśı tvrzeńı.

Věta 6. Necht’ a, b jsou dvě nesoudělná přirozená č́ısla a necht’ n = pe11 · · · · ·p
ek
k je rozklad

přirozeného č́ısla n na součin prvoč́ısel. Potom

1. ϕ(a · b) = ϕ(a) · ϕ(b)

2. ϕ(n) = (p1 − 1)pe1−1
1 · · · · · (pk − 1)pek−1

k

Věta 7 (Eulerova věta). Necht’ a ∈ Z, m ∈ N takové, že (a,m) = 1. Potom

aϕ(m) ≡ 1 (mod m).

Definice 6. Necht’ a ∈ Z, m ∈ N, (a,m) = 1. Řekneme, že řád celého č́ısla a modulo m je
n, jestliže n je nejmenš́ı přirozené č́ıslo takové, že an ≡ 1 (mod m).

Pro řád daného č́ısla a modulo m plat́ı, že děĺı každé takové č́ıslo k, pro které je
ak ≡ 1 (mod m).
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Př́ıklad 1. Určete největš́ı společný dělitel č́ısel a, b a určete př́ıslušné koeficienty v Be-
zoutově rovnosti

1. a = 113, b = 50 2. a = 377 − 1, b = 321 − 1
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Př́ıklad 2. Určete všechna celá č́ısla x tak, aby 3x ≡ 5 (mod 17).
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Př́ıklad 3. Určete zbytek po děleńı č́ısla 1312 + 1211 + 1110 č́ıslem 9.

5



Př́ıklad 4. Dokažte, že je č́ıslo 215 + 314 + 513 + 212 dělitelné č́ıslem 22.
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Př́ıklad 5. Určete [17]−1
78 .
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Př́ıklad 6. Určete [2k + 1]−1
22k+1

.
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Př́ıklad 7. Určete ϕ(735).
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Př́ıklad 8. Řešte kongruenci 4x ≡ 3 (mod 7).
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Př́ıklad 9. Řešte soustavu kongruenćı

x ≡ 8 (mod 11)

x ≡ 5 (mod 8)

x ≡ 1 (mod 3)
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Př́ıklad 10. Řešte soustavu kongruenćı

272x ≡ 73 (mod 5)

132x ≡ 33 (mod 7)

32x ≡ 113 (mod 9)
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Př́ıklad 11. Určete všechna n ∈ N tak, aby ϕ(n) = 6.
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Př́ıklad 12. Určete posledńı cifru č́ısla 13119
7

.
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