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Podminky vyuky

Podminky pro absolvovani predmétu

Povinnosti pfed ustni zkouskou:
@ Maximalné t¥i absence na cvicenich
@ Z péti jednobodovych a dvou desetibodovych pisemek v
prib&hu semestru ziskat alespofi 10 bodd.
© Zisk ze zavéretné 20 bodové v soultu s predchozim ziskem
musi byt alespoii 20 bodi



Jak moc pottebujeme funkci?
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Jjaké funkce potfebujeme pro nase modely?
— poradny zvéFinec...



Jak moc pottebujeme funkci?
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V tomto semestru budeme budovat ndstroje pro modelovani
zavislosti, které nejsou ani linedrni ani diskrétni.

N&kdy je to pfimo zamér &i potteba (tfeba u modell fyzikalnich
jevt), jindy je to vhodné p¥iblizeni diskrétniho modelu (tfeba u
ekonomickych nebo populagnich modeli), v kazdém ptipad& to

byva jediny nastroj pro studium robustnosti numerickych vypoétl a
odhad chyb.



Jak moc pottebujeme funkci?
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Budeme pracovat s funkcemi R — R (rediné funkce redlné
proménné) nebo R — C (komplexni funkce redlné proménné),
ptripadné s funkcemi Q — Q (funkce jedné raciondlni prom&nné s
raciondInimi hodnotami) apod. Vé&tSinou pdjdou nase zavéry
snadno roz&ifit na p¥ipad s vektorovymi hodnotami nad stejnymi
skalary, ve vykladu se ale zpravidla omezime jen na p¥ipad redlnych
Cisel, pfipadné komplexnich &isel.

Cim v&t&i t¥idu funkci pFipustime, tim obtiZn&js bude vybudovat
nastroje pro nadi praci. Cilem nasich prvnich dvou kapitol
matematické analyzy bude proto explicitné zavést nékolik typi
elementdrnich funkci, implicitné popsat vice funkci a vybudovat
standardni ndstroje pro praci s nimi. Souhrnn& se tomu ¥ika
diferencidlni a integralni polet jedné proménné.

Zabere nam to vice nez polovinu semestru. ..
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Polynomy

Skaldry umime s&itat i ndsobit a tyto operace spliiuji ¥adu
vlastnosti, které jsme vyjmenovali hned na za¢atku minulého
semestru. Polynomem nad okruhem skalar K rozumime zobrazenf
zobrazeni f : K — K dané pro kazdé x € K:

X+ f(x) = apx" + an_1x L4+ a1x + ag,

kde a;, i =0,...,n, jsou pevné zadané skaldry, ndsobeni je
znazornéno prostym zteté€zenim symboll a ,+" oznaluje s&itani.
Pokud je a, # 0, ¥ikdme, Ze polynom f je stupné n. Stupefi
nulového polynomu neni definovan.

Skalary a; oznalujeme jako koeficienty polynomu f. Polynomy
stupné nula jsou konstantni nenulova zobrazeni x — ap.
Algebraicky jsou polynomy definovany jako formalni vyrazy f(x),
tj. jako posloupnosti koeficientl ag, a1, ... s kone¢n& mnoha
nenulovymi prvky. Jsou tyto pfistupy ekvivalentni?.
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Je snadné ovéFit, ze polynomy nad okruhem skaldri tvo¥i opét
okruh, kde nasobeni a s¢itani je ddno operacemi v plivodnim
okruhu K pomoci hodnot polynomii. P¥ipomeiite si pfi této
ptileZitosti vlastnosti skalarli a ovérte!

Je-li K pole s nekone¢né mnoha prvky, pak dva polynomy f a g
Jsou si rovny jako zobrazeni, pravé kdyZ maji shodné koeficienty.

Uvédomme si, Ze u konecnych poli samozfejmé takové tvrzeni
neplati. UvaZte nap¥. polynom x? + x nad Zs.
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Diikaz.

Nad kazdym polem skalarl funguje déleni polynomu se zbytkem,
tj. pro polynomy f stupné& n a g stupné m, existuji jednoznacné
uréené polynomy g a r takové, Ze stupen r je mensi nez m nebo je
r=0af=q-g+r.

Je-li pro n&jaky prvek b € K hodnota f(b) = 0, pak to znamen3,
Ze v podilu f(x) = q(x)(x — b) + r musi byt r = 0. Jinak by totiz
nebylo mozné dosdhnout f(b) = q(b) - 0 + r, kde stupeii r je
nulovy. Rikdme, e b je koFen polynomu f.

Stupefi g je pak prav& n — 1. Pokud md g opét ko¥en, mizeme
pokralovat a po nejvyse n krocich dojdeme ke konstatnimu
polynomu. Dokazali jsme tedy, Ze kaZzdy nenulovy polynom nad
polem K ma nejvyse tolik kofenl, kolik je jeho stupen. Odtud jiZ
snadno dovodime i nasledujici pozorovani:

Predpokladejme f = g, tj. f — g = 0 jako zobrazeni. Polynom

(f — g)(x) tedy ma nekone&n& mnoho kofenl, coZ je moZné pouze
tehdy, je-li nulovym polynomem. O
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(Z4kladni véta algebry) Kazdy polynom s koeficienty v C m3
koren v C.

@ Ne kazdy polynom s redlnymi koeficienty ma kofen v R.

@ Pomoci Hornerova schematu umime délit polynom linedrnim
mnohotlenem (x — a) a pfi tom zjistime hodnotu polynomu v
bodé a.

@ Polynom stupné n je jednoznaéné zadan svymi hodnotami v
(n+ 1) bodech.

@ Mdame-li zadano (n+ 1) dvojic (x;,y;), i =0,...,n, pak pro
kaZzdé m > n existuje nekone¢n& mnoho polynomi P stupné
m takovych, Ze P(x;) = y;.
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Interpolaéni polynom

Casta prakticka dloha znf »zadejte formuli pro funkci, pro kterou

mdame zadany hodnoty v pfedem danych bodech xp, ..., x,".
Pokud by 3lo o nulové hodnoty, umime p¥imo zadat polynom

f(x)=(x—x0)(x—x1)...(x = xn),

ktery bude mit nulové hodnoty pravé v téchto bodech a nikde jinde.
To ale neni jedind odpov&d, protoze poZadovanou vlastnost ma i
nulovy polynom. Ten je pfitom jediny s touto vlastnosti ve
vektorovém prostoru polynomu stupné nejvyse n. Ve skutecnosti
jsme dokazali pred chvili, Ze nenulovy polynom stupné n, nema
nikdy vice neZ n nulovych bodu.
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Theorem

Necht K je nekone&né pole skalarii, pak pro kaZdnou mnoZinu po
dvou riiznych bodi xy, . ..,x, € K a pfedepsanych hodnot

Y0, - - -, ¥n € K existuje pravé jeden polynom f stupné nejvyse n
(pFipadné nulovy polynom), pro ktery plati

f(x;):y;, i:O,...,n.

Dikaz.

ProtoZe uZ vime, Ze existuje nejvyse jeden polynom stupné n s
predepsanymi n -+ 1 hodnotami y; v riiznych bodech xg, ..., x,,
stali sestrojit takovy polynom. To ale neni tézké, stali pracovat s

polynomy
Hj;éi(x - Xj)
Hj;éi(xi = ;)

Hledany polynom je f(x) = yolo(x) + y1t1(x) + - - - + ynln(x). O

E,‘(X) =
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Dosazenim pozadovanych hodnot do polynomu s nezndmymi

koeficienty dostaneme systém n 4+ 1 rovnic pro stejny pocet
neznamych koeficientl a;

ap + x0a1 + -+ (x0)"an = yo

a + xpay + -+ (Xn)nan = Yn-

Jak je dobfe zndmo z linedrni algebry, tento systém linedrnich
rovnic ma pravé jedno feSeni pokud je determinant jeho matice
invertibilni skaldr, tj. pokud je nenulovy. Dokazali jsme proto
nenulovost tzv. Vandermondova determinantu

1 xo (xo)z oo (x0)" .
1 x1 (x cee ()" .
V(x0,...,%n) = det : :1 ( 1) ( 1) = H (xi—xk)-

) 9 i>k=0
1 xp (x0)° ... (x0)"
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P¥iklad. Ur&ete polynom L € C[x]| co nejmensiho stupné zadany
nasledujicimi podminkami: L(1) =2, L(2) =2, L(3) = 2.

Reseni. L(x)=—3x>+3x—1. O

P¥iklad. Ur&ete polynom L € C[x]| co nejmensiho stupné, zadany
ndsledujicimi podminkami: L(i) =1+, L(1) = i.

Reseni. L(x)= (-3 — 5)x+1+3i. 0
P¥iklad. Ur&ete polynom L € C[x] zadany nasledujicimi
podminkami: L(i) =1, L(1) =i, L(1 4+ i) =2.

Reseni. —2ix% + (=3 +2i)x + i + 3. 0
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Problémy interpolace

Uvazujme redlné nebo pt¥ipadné raciondlni polynomy, tj.
polynomidlné zadané funkce R — R nebo Q — Q. Vypadaji jako
hezka t¥ida funkci jedné proménné, kterou miiZzeme snadno pouZit
na proloZeni jakékoliv sady pfedem zadanych hodnot. BohuZzel:

o Vyjadfeni tzv. Lagrangeova interpolacniho polynomu je velmi
citlivosté na nepfesnosti vypoctu p¥i malych rozdilech
zadanych hodnot x;, protoZe se v ni témito rozdily d&li.

@ P¥mé Yedeni soustav rovnic by vyzadovalo ¢as timérny n3.

@ Interpola¢ni polynomy maji velice Spatnou stabilitu hodnot

redlnych nebo raciondlnich polynomi p¥i zvétsujici se hodnoté
proménné.
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Nestabilitu vidime na obrdazcich, kde je proloZena funkce sin(x)
jedenacti body.
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Zelena je aproximovana funkce, koletka jsou malinko posunuté
hodnoty a Cerveny je interpolaéni polynom. Kolem interpolaénich
polynom( existuje bohata teorie viz text Horova-Zelinka.
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Hodnoty polynomi s rostouci promé&nnou rychle mi¥i k
nekonegnym hodnotdm. Mohlo by se ale zdat, Ze podstatné lepsi
vysledky budeme alespoii mezi body x; dosahovat, kdyZ si budeme
kromé& hodnot funkce hlidat, jak rychle nase funkce v danych
bodech rostou. Zavedeme proto (prozatim spiSe intuitivné) pojem
derivace pro redlné, komplexni nebo racionalni polynomy.
Rychlost ristu v bod& x € R pro redlny polynom f(x) dobte
vyjadfuji podily

f(x + Ax) — f(x)

Ax

a protoze umime spotist (nad libovolnym okruhem)

k
(x + Ax) = xk + ok TAx 4+ + ( >xl(Ax)k_’ + -+ (AX)K,

/

umime i spo&ist ten podil pro f(x) = apx" + - + ap.
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f(x + Ax) — f(x) . nx"PAx + - 4 (AX)" s Ax
Ax " Ax 'Ax

= napx" 1+ (n—1)a,_1x" 2+ +a +Ax(...),

kde vyraz v zavorce je polynomialné zavisly na Ax.
Evidentné pro hodnoty Ax velice blizké nule dostaneme hodnotu

libovolné blizkou vyrazu
f'(x) = napx" " + (n—1)a,_1x" 2+ - +ay,

ktery nazyvame derivace polynomu f(x) podle prom&nné x.
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Z definice je jasné, ze f’(xp) ddva dobré p¥iblizeni pro chovéni f(x)
v okoli bodu xp. P¥esné&ji ¥Feteno, pfimka

y = f'(x0)(x — x0) + f(x0)

velice dob¥e aproximuje p¥imky prochézejici body [xo, f(x0)] a

[x0 + Ax, f(xo + Ax)] pro malé hodnoty Ax. Hovofime o linedrnim
pFibliZeni polynomu f jeho te¢nou.

Derivace polynomd je linedrni zobrazeni, které p¥itazuje
polynomim stupné& nejvy$e n polynomy stupné& nejvyse n — 1.
Iteraci této operace dostdvdme druhé derivace f”, teti derivace
f(3) a obecn& po k—ndsobném opakovani polynom (k) stupng
nejvySe n — k. Po n+ 1 derivacich je vysledkem nulovy polynom.

S timto linedrnim zobrazenim jsme se jiz potkali v odstavci o
nilpotentnich zobrazenich.
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Hermitelv interpolaéni problém

Uvazme m + 1 po dvou riznych xg, ..., X, a pfedepisme hodnoty
a derivace y,-(k) pro k =0 a k = 1. Hleddme f(x) = apx"+...a0 s
témito hodnotami a derivacemi.

Opét obdrzime pro neznamé koeficienty a; systém rovnic

ap + x0a1 + -+ + (x0)"ap = yéo)

ap + Xmair +---+ (Xm)nan = )/r(r?)

a1 +2xpar> + -+ I‘)(X())nfla,7 = y(gl)

a1 +2xmas + -+ - + n(xm)”*la,7 = y,(,,l).

P¥i volb& n = 2m + 1 bude determinant tohoto systému rovnic
nenulovy. Opét Ize také zkonstruovat takovy polynom f p¥imo.
Nazyvame jej Hermitedv interpolaéni polynom.
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Uplné nejjednodussi p¥ipad je zadani hodnoty a derivace v jediném
bodé. Tim uréime beze zbytku polynom stupné 1

f(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0)

tj. pravé rovnici p¥fimky zadané hodnotou a smérnici v bodé& xp.
KdyZ zaddme hodnotu a derivaci ve dvou bodech, tj. yo = f(xp),
yo = f'(x0), y1 = f(x1), y1 = f'(x1) pro dva riizné body x;,
dostaneme jesté porad snadno potitatelny problém.
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UkaZme si jej v zjednoduSeném provedeni, kdy xo = 0, x; = 1. Pak
matice systému a jeji inverze budou

0001 2 -2 1 1
ot ., [-3 3 —2 -1
Aloo1of"* T|{o o 1 o

3210 1 0 0 0

P¥imym vynasobenim A - (yo, 1, ¥4, y1) " pak vyjde vektor
(a3,a2,a1,a0) " koeficientii polynomu f, tj.

f(x) = (2y0—2y1 + ¥4 +y1)x> +(=3y0+3y1 — 24 — y1 ) x>+ ¥ x + yo.

Formuli Ize snadno upravit pro libovolné body xg, x; a lze tak
poditat aproximace funkci ,,po kouskach”.

Obdobné Ize pfedepisovat libovolny koneény polet derivaci v
jednotlivych bodech a vhodnou volbou stupné polynomu obdrZzime
vzdy jednoznadné interpolace. Nebudeme zde uvadét podrobnosti,
viz opét text Horova-Zelinka.
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Ptiklad. Urcete Hermiteliv interpolacni polynom H zadany
nasledujicimi podminkami:

H(0)=2, H(1)=3, H(@O)=1, H(1)=0

Regeni. H(x) = —x3 +x? +x+2 0
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| u interpolaci s derivacemi po¥ad zistavaji problémy zminéné uz v
ptipadé jednoduchych interpolaci hodnot — sloZitost vypoctd a
nestabilita. Navic p¥ibyva problém spojeny s odhadem derivaci
pokud je zaddna pouze mnoZina hodnot. PouZiti derivaci viak
podbizi jednoduché vylepSeni metodiky — splajny.

(O3klivé teské slovo ,splajn” vzniklo fonetickym p¥episem
anglického ekvivalentu ,spline”, ktery znamenal tvarné pravitko
uzivané inzenyry pro kresleni k¥ivek.)

Nabizi se tedy vyuZiti malych polynomidlnich kouskd, které ale
musime umé&t rozumné navazovat.

Nejjednodussi je propojeni vzdy dvou sousednich bodd linedrnim
polynomem. Tak se nejéastéji zobrazuji data. Z pohledu derivaci to
znamena, Ze budou na jednotlivych UGsecich konstantni a pak se
skokem zméni.
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O néco sofistikovangjsi moznosti je pfedepsat v kazdém bodé&
hodnotu a derivaci, tj. pro dva body budeme mit 4 hodnoty a
jednoznaéné tim uréime Hermitelv polynom 3. stupné, viz vyse.
Tento polynom pak miiZzeme pouzit pro viechny hodnoty nezavislé
proménné mezi krajnimi hodnotami xy < x1. Hovofime o intervalu
[x0, x1]. Takové polynomidlini p¥iblizeni po kouskach uz bude mit tu
vlastnost, e derivace na sebe budou navazovat.

V praxi ale neni pouhé navazovani prvni derivace dostatetné (viz
tfeba vlakové koleje - pFechodnice, vzestupnice) a navic pfi
naméfenych datech nemivame hodnoty derivaci k dispozici. Pfimo
se proto vnucuje pokus vyuZivat pouze zadané hodnoty ve dvou
sousednich bodech, ale poZadovat zaroven rovnost prvnich i
druhych derivaci u sousednich kouskl polynomd ttetiho stupné!
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Kubicky interpolaéni splajn

Definition

Necht xp < x3 < -+ < X, jsou redlné (nebo raciondIni) hodnoty, ve
kterych jsou zaddny poZadované hodnoty yy, . .., yn. Kubickym
interpola&nim splajnem pro toto zaddni je funkce S: R — R
(nebot S : Q — Q), kterd spliiuje nasledujici podminky:

@ ziZeni S na interval [x;_1, x;] je polynom S; t¥etiho stupné,

i=1,...,n
@ Si(xi—1) = yi—1 a Si(x;) = yj pro vdechny i =1,...n,
o S/(xj) = Sj,1(x;) pro v8echny i =1,...,n—1,

o S5/(xi) =S/ 1(xi) pro vdechny i =1,...,n—1.
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Kubicky splajn pro n+ 1 bod{ sestdva z n kubickych polynomd, tj.
mame k dispozici 4n volnych parametri (prvni defini¢ni
podminka). Daldi podminky p¥itom zadavaji 2n+ (n—1) + (n—1)
rovnosti, tj. dva parametry zlstdvaji volné. P¥i praktickém pouZziti
se doddavaji predpisy pro derivace v krajnich bodech, tzv. dplny
splajn, nebo jsou tyto zadany jako nula, tzv. pFirozeny splajn.
Vypocet celého splajnu uz neni bohuZel tak jednoduchy jako u
nezavislych vypoétl Hermiteovych polynom t¥etiho stupné,
protoZe data se prolinaji vZzdy mezi sousednimi intervaly. P¥i
vhodném usporadani se v8ak dosdhne matice systému, kterd ma
nenulové prvky prakticky jen ve t¥ech diagonalach, a pro takové
existuji vhodné numerické postupy, které umoZni splajn pocitat
také v Case imé&rném poctu bodl. Podrobnosti vynechame, lze je
dohledat nap¥. v textu Horova-Zelinka.
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Pro srovnani se podivejme na interpolaci stejnych dat jako v
ptipadé Lagrangeova polynomu, nyni pomoci splajni:

[ | | /[\ | //\ \
/ " \",
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