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Rikame, ze podmnozina A C X v metrickém prostoru X je husta,
jestlize je uzavérem A cely prostor X. Mnozina A je ridka v X,
jestlize je X'\ A husta.

Zjevné je A husta v X, jestlize kazda oteviend mnozina v celém
prostoru X ma s A neprazdny priinik.

Ve vsech pripadech L, norem na funkcich na po ¢astech spojitych
funkcich je vcelku snadné vidét, ze nejde o Gplné metrické prostory.

Snadno se totiz stane, ze cauchyovska posloupnost funkci z naseho
vektorového prostoru S°[a, b] by méla mit za limitu funkci, ktera jiz
v tomto prostoru nebude. Vezméme si tfebas na intervalu [0, 1]
funkce f,, které jsou nulové na [0,1/n) a rovny sin(1/x) na
[1/n,1]. Zjevné budou konvergovat ve vsech L, normach k funkci
sin(1/x), ta ale do nasich prostori jiz nepatfi.
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Necht X je metricky prostor s metrikou d, ktera neni dplna.
Metricky prostor X s metrikou d takovy, ze X C X, d je zGZenim d
na podmnozinu X a uzavérem X je cely prostor X, se nazyva
zaplneni metrického prostoru X.

Prakticky stejnym postupem, jak jsme vytvorili realna Cisla z
racionalnich, miizeme nyni najit zaplnéni libovolného (netlného)
metrického prostoru X. A pijde to udélat jednoznacné.
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Jednoznacnost zaplnéni

O zobrazeni ¢ : X1 — X, mezi metrickymi prostory s metrikami dj
a d» fekneme, Ze je izometrie, jestlize pro vsechny prvky x,y € X
plati dx(o(x), ©(y)) = di(x,y).

Kazda izometrie je samoziejmé bijekci na sviij obraz (plyne z
vlastnosti, ze vzdalenost liovolnych riiznych prvki je nenulova) a
pfislusné inverzni zobrazeni je také izometrie.

Uvazme nyni dvé vlozeni hustych podmnozin ¢t1 : X — Xi a

15 X = X» do dvou zaplnéni prostoru X a pisme d, di a d> pro
pfislusné metriky. Evidentné je na husté podmnoziné 11(X) C X;
dobre definované zobrazeni

Jeho obrazem je husta podmnozina 12(X) C X5 a toto zobrazenti je
navic zjevné izometrii. Stejné tak funguje i opacné zobrazeni
L1 0 Lgl.
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Kazdé izometrické zobrazeni samoziejmé zobrazuje cauchyovské
posloupnosti na cauchyovské posloupnosti. Zaroven budou takové
cauchyovské posloupnosti konvergovat ke stejnému prvku v zaplnéni
pravé, kdyz totéz bude platit o jejich obrazech v izometrii .

Je-li tedy takové ¢ definované na husté podmnoziné X metrického
prostoru X1, jisté bude mit Jednoznacne rozsireni na celé Xi s
hodnotami v uzavéru obrazu ¢(X), tj. Xa.

Podle predchozi tvahy tedy existuje jediné zozsifeni ¢ na zobrazeni
31 Xy — Xo, které je bijektivni izometrii. Jsou tedy v tomto smyslu
skuteéné X; a X» stejné.
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Véta o ziplnéni

Necht X je metricky prostor s metrikou d, ktera neni iplna. Pak
existuje jeho ziplnéni X s metrikou d a to jednoznacné az na
bijektivni izometrie.




Uplné a kompaktni metrické prostory
00000e000000

Banachova véta o kontrakci

Zobrazeni F : X — X na metrickém prostoru X s metrikou d se
nazyva kontrahujici zobrazeni, jestlize pro néjakou realnou
konstantu 0 < C < 1 a véechny prvky x, y v X plati

d(F(x), F(y)) < Cd(x,y).

Je-li F kontrahujici zobrazeni na dplném metrickém prostoru X,
pak existuje jeho pevny bod z € X, tj. F(z) = z.
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Cantorova véta o prianiku

Pro libovolnou mnozinu A v metrickém prostoru X s metrikou d
nazyvame realné Cislo

diam A = sup d(x,y)
x,yEA

primérem mnoziny A. O mnoziné A fikame, Ze je omezen4,
jestlize diam A < oo.

Je-li Ay D Ay D --- D A; D ... neklesajici retézec neprazdnych
uzavrenych podmnozin v dplném metrickém prostoru X a

diam A; — 0, pak existuje pravé jeden bod x € X patrici do priiniku
vsech A;.
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Bairova véta o priniku hustych mnozin

Je-li X dplny metricky prostor, pak prinik libovolného spocetného
systému otevrenych hustych mnozin A; je mnozina husta v
metrickém prostoru X.
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Vnitrnim bodem podmnoziny A v metrickém prostoru je takovy
prvek, ktery do A patfi i s néjakym svym e—okolim.

Hranicni bod mnoziny A je takovy prvek x € X, jehoz kazdé okoli
ma neprazdny priinik jak s A tak s doplikem X\ A. Hrani¢ni bod
tedy mize, ale nemusi patfit do samotné mnoziny A.

Otevrené pokryti mnoziny A je takovy systém otevienych mnozin
Ui C X, i €1, ze jejich sjednoceni obsahuje celé A.

Izolovanym bodem mnoziny A rozumime prvek a € A, ktery ma v
metrickém prostoru X e—okoli, jehoz priinik s A je pravé
jednobodova mnozina {a}.
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Ohrani¢ené a kompaktni mnoziny

Mnozina A prvkii metrického prostoru se nazyva ohranicena nebo
omezena, jestlize je jeji primér koneény, tj. existuje kladné realné
Cislo r takové, ze d(x,y) < r pro viechny prvky x,y € A. V
opacném pfipadé je neohranicena nebo neomezena.

Metricky prostor X se nazyva kompaktni, jestlize v ném ma kazda
posloupnost x; € X podposloupnost konvergujici k néjakému bodu
x € X.

Pro libovolné podmnoziny A, B C X v metrickém prostoru X s
metrikou d definujeme vzdalenost

dist(A,B) = sup {d(x,y)}.
x€A,yeB

Je-li A= {x} jednobodova mnozina, hovofime o vzdalenosti
dist(x, B) bodu od mnoziny.



Uplné a kompaktni metrické prostory
000000000080

Rekneme, ze je metricky prostor X totalné omezeny, jestlize ke
kazdému kladnému Cislu € > 0 existuje kone¢nd mnozina A takova,
ze

dist(x, A) < €
pro vdechny body x € X. Pfipomenme, ze metricky prostor je
omezeny, jestlize ma celé X konecny primér.
Je okamzité vidét, ze totalné omezeny prostor je také omezeny.
Skute¢né, priimér kone¢né mnoziny je vzdy konecny a jeli A
mnozina z definice totalni omezenosti prislusna k €, pak vzdalenost
dvou bodii d(x, y) mazeme vzdy shora odhadnout souctem
dist(x, A), dist(y, A) a diam A, coz je konecné &islo.
V piipadé metriky na podmoziné kone¢nérozmérného euklidovského
prostoru tyto pojmy splyvaj.
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Nasledujici podminky na metricky prostor X jsou ekvivalentni
@ X je kompaktni,
@ kazdé otevrené pokryti X obsahuje konecné pokryti,

© X je uplny a totalné omezeny.
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Uvazujme konecny interval [a, b] s délkou T = b — a. Dale necht f
je funkce s realnymi nebo komplexnimi hodnotami v S[a, b] (tj. po
astech spojita funkce s po ¢astech spojitou prvni derivaci),
periodicky rozsifena na celé R. Potom plati:
@ Castecné soucty sy jeji Fourierovy fady konverguji bodové k
funkci

g() = 5( fim £(y)+ lim £(y).

Y X4 Y—X—

@ Je-li navic f spojita periodickd funkce s po ¢astech spojitou
derivaci, pak je bodova konvergence jeji Fourierovy rady
stejnomérna.

© Ly-vzdalenost ||sy — ||, castecnych souctd sy Fourierovy rady
od funkce f na S|a, b] vzdy konverguje k nule pfi N — oo.
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Theorem

Necht f,, n=1,2,..., je ortogonalni posloupnost funkci
Riemannovsky integrovatelnych na | = [a, b] a necht g je libovolna
funkce Riemannovsky integrovatelna v kvadratu na |. Oznacme

b
e = 1l 2 / £,(x)8(x) dx.

(1) Pro libovolné pevné n € N ma ze vsech linearnich kombinaci
funkci fi, ..., f, nejmensi vzdalenost od g vyraz

hn = i C,'f;'(X).
i=1
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Theorem (pokracovani)

(2) Rada cisel S°° , c2||f,||? vZdy konverguje a plati

n=1*n

o
Y cllfall? < llgl®.

n=1

(3) Vzdalenost g od castecnych souctii s, = Zﬁzl Cnfn jde v limité
k nule, tj.

lim |lg — s[> =0,
k—o00

tehdy a jen tehdy, kdyz

oo
> alfall® = llgll*.
n=1
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Lemma (Holderova nerovnost)

Pro pevné realné cislo p > 1 a kazdé dvé n—tice nezapornych
realnych cisel x; a y; plati

n . n . 1/p' n ; 1/q
> xiyi < (Do« o),
= i=1

i=1

kdel/q=1-1/p.
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Dirichletovo jadro

N T/2 . .
sn(t) = 1 > / f(x) e whx ekt g
k=n7=T/2

kde T je zakladni perioda, se kterou pracujeme a w =27/ T.
Miizeme prepsat

T/2
sn(t) :/ Kn(t — x)f(x) dx
-T2
a funkci N
1 )
Kn(y) = 3 3 &*
k=—N

nazyvame Dirichletovo jadro.
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Dirichletovo jadro je kouskem geometrické fady s pomérem ¢lenii
e'“Y. Muazeme ji tedy pfimo vyjadFit pro viechna y # 0

1 e~ iNwy _ ei(N+1)wy

Kn(y) = + 1 ooy
1 e i(N+1/2wy | gi(N+1/2)wy
- T eiwy/2 _ g—iwy/2
_ Lsin((N +1/2)wy)
T sin(wy/2)

V bodé y = 0 samorejmé pfimo vidime Ky(0) = (2N + 1).
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V konecnérozmérnych vektorovych prostorech:

e vektory jsou dany v bazi souradnicemi (zobrazeni z konecné
mnoziny do soufadnic)

@ vybér jedné soufadnice je linedrni zobrazeni vektori do skalarii
(tzv. linedrni forma), obecné je kazda linearni forma zadana
pomoci jednoradkovych matic (vektord v dualnim prostoru)
jako soucet sou€int hodnot formy f = (f1,...,f,) na
generatorech se soufadnicemi vektoru x7 = (x1,...,x,)".

@ Slozitéjsi linearni zobrazeni s hodnotami opét ve vektorovych
prostorech byla obdobné zadana maticemi.

Velice podobné umime pfistoupit k linearnim operacim na
prostorech funkci.
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Pracujme opét s vektorovym prostorem S viech po Castech
spojitych funkci na intervalu | = [a, b]. Linearni zobrazeni § — R
se nazyvaji (realné) linearni funkcionaly. Jednoduché priklady:

@ vycisleni funkce (pfipadné jejich derivaci) v jednotlivych
bodech:
f— L(f)="f(x0)

@ pomoci integrace zadame integralni funkcional s pomoci pevné
zvolené funkce g(x):

b
L(f) = / f(x)g(x) dx.

Funkce g(x) zde hraje roli vahy, se kterou pfi definici Riemannova
integralu bereme jednotlivé hodnoty reprezentujici funkci f(x).
Nejjednodussim prikladem takového funkcionalu je samozfejmé
Riemanndv integral samotny, tj. pfipad s g(x) = 1 pro vechny
body x.
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Dobrou predstavu dava volba

) 0 je-li|x| > a
g\x) = 141
272 jeli |x| < a.

To je funkce hladka na celém R s kompaktnim nosiéem v intervalu
(—a, a). Integralni funkcional

b
L(F) = [ F(xely ) o

je mozné vnimat jako ,,rozmlzené zpriimérovani* hodnot funkce f
kolem bodu x = y (funkce g ma ve svém stfedu ma hodnotu jedna
a hladkym monotonnim zpiisobem se plynule pfimkne k nule ve
vzdalenosti a na obé strany).

Jesté lepsi volbou je z tohoto pohledu libovolna funkce g jejiz
integral pres celou realnou osu je jednicka.
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Pohled na integralni funkcional L, jako na zprtimérované chovani
funkce f v okoli daného bodu je nazornéjsi pro pfipad nevlastnich
mezi integralu a = —oo, b = co. Misto prostoru S viech po ¢astech
spojitych funkci na R budeme uvazovat po astech spojité a v
absolutni hodnoté integrovatelné funkce f v roli argumentu pro nas
funkcional. Volny parametr y miize byt vniman jako nova nezavisla
proménna a nase operace tedy ve skutecnosti zobrazuje funkce opét
na funkce f — f:

o0
fly)=L,(f)= / f(x)g(y — x) dx.
o

Této operaci se fika konvoluce funkci f a g, znacime ji f * g.
Vétsinou se konvoluce definuje pro realné nebo komplexni funkce s
kompaktnim nosicem na celém R.
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Pomoci transformace t = z — x se snadno spocte

oo —0o0

(Fre)(e) = | Fiala—xyde=— [ Flz=0)g(e)de = (exf)(2)
—0o0 o0

je tedy konvoluce coby binarni operace na dvojicich funkci s

kompaktnimi nosi¢i komutativni.

Konvoluce je mimoradné uzitecny nastroj pro modelovani zpasobu,

jak miizeme pozorovat experiment nebo jak se projevuje prostredi

pfi prenosu informaci (napf. analogovy audio nebo video signal

ovliviovany sumy apod.). Argument f je pfenasenou informaci,

funkce g je volena tak, aby co nejlépe vystihovala vlivy prostfedi ¢i

zvoleného technického postupu.
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