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Doporucené ¢teni z ucebnice

Teorie:

Zakladni ¢teni: odst. 7.27 — 7.32
Rozsirujici cteni: 7.33 - 7.35.
Ulohy:

Vybér z 7.34 - 7.53
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Integralni operatory
®00

Pohled na integralni funkcional L, jako na zprtimérované chovani
funkce f v okoli daného bodu je nazornéjsi pro pfipad nevlastnich
mezi integralu a = —oo, b = co. Misto prostoru S viech po ¢astech
spojitych funkci na R budeme uvazovat po astech spojité a v
absolutni hodnoté integrovatelné funkce f v roli argumentu pro nas
funkcional. Volny parametr y miize byt vniman jako nova nezavisla
proménna a nase operace tedy ve skutecnosti zobrazuje funkce opét
na funkce f — f:

Fy) = L(f) = / ey — x) dx.

[e.o]



Integralni operatory
®00

Pohled na integralni funkcional L, jako na zprtimérované chovani
funkce f v okoli daného bodu je nazornéjsi pro pfipad nevlastnich
mezi integralu a = —oo, b = co. Misto prostoru S viech po ¢astech
spojitych funkci na R budeme uvazovat po astech spojité a v
absolutni hodnoté integrovatelné funkce f v roli argumentu pro nas
funkcional. Volny parametr y miize byt vniman jako nova nezavisla
proménna a nase operace tedy ve skutecnosti zobrazuje funkce opét
na funkce f — f:

o0
fly)=L,(f)= / f(x)g(y — x) dx.
(0.9}

Této operaci se fika konvoluce funkci f a g, znacime ji f * g.
Vétsinou se konvoluce definuje pro realné nebo komplexni funkce s
kompaktnim nosicem na celém R.



Integralni operatory
oeo

Pomoci transformace t = z — x se snadno spocte
(Fre)(e) = | fiala—x)de=— [ Flz=0)g(e)de = (e+f)(2)

je tedy konvoluce coby binarni operace na dvojicich funkci s
kompaktnimi nosi¢i komutativni.



Integralni operatory
oeo

Pomoci transformace t = z — x se snadno spocte

oo —0o0

(Fre)(e) = | fiala—x)de=— [ Flz=0)g(e)de = (e+f)(2)
— 0o o0

je tedy konvoluce coby binarni operace na dvojicich funkci s

kompaktnimi nosi¢i komutativni.

Konvoluce je mimoradné uzitecny nastroj pro modelovani zpasobu,

jak miizeme pozorovat experiment nebo jak se projevuje prostredi

pfi prenosu informaci (napf. analogovy audio nebo video signal

ovliviovany sumy apod.). Argument f je pfenasenou informaci,

funkce g je volena tak, aby co nejlépe vystihovala vlivy prostfedi ¢i

zvoleného technického postupu.



Integralni operatory
ooe

Konvoluce jsou jednim z mnoha pfipadii obecnych integralnich
operatorti K na prostorech funkci

b
K(F)(y) = / F(x)k(y, x) dx

s jadrem danym funkci dvou proménnych k : R?> — R. Definiéni
obor takovych funkcionaldl je nutné vzdy volit s ohledem na
vlastnosti jadra tak, aby vzdy existoval pouzity integral.



Fourierova transformace

Plan prednasky

© Fourierova transformace



Fourierova transformace
©00000

Zaméfime se na jeden mimoradné dilezity pripad integralnich
operatorii, tzv. Fourierovu transformaci F, ktera tzce souvisi s
Fourierovymi fadami.



Fourierova transformace
©00000

Zaméfime se na jeden mimoradné dilezity pripad integralnich
operatorii, tzv. Fourierovu transformaci F, ktera tzce souvisi s
Fourierovymi fadami.

Pripomenme si zakladni formuli pro parametrizaci jednotkové
kruznice v komplexni roviné s rychlosti obihani w =27/ T, kde T je
¢as jednoho obéhu:

et = coswt + isinwt.



Fourierova transformace
©00000

Zaméfime se na jeden mimoradné dilezity pripad integralnich
operatorii, tzv. Fourierovu transformaci F, ktera tzce souvisi s
Fourierovymi fadami.
Pripomenme si zakladni formuli pro parametrizaci jednotkové
kruznice v komplexni roviné s rychlosti obihani w =27/ T, kde T je
¢as jednoho obéhu:

et = coswt + isinwt.
Zjevné funkce coswnt, sinwnt tvofi ortogonalni systém funkci s
periodou T a jejich velikosti na intervalu délky periody jsou 1/ T/2,
(pfi n > 0) napt.

T/2 1 us
/ (sinwnt)?dt = / (sin ns)>ds = T /2.

T/2 W J_x



Fourierova transformace
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Pro (redlnou nebo komplexni) funkci f(t) jsme zavedli jeji
komplexni Fourierovy koeficienty jako komplexni ¢isla

T/2
/ 7le‘lt dt.
T/2



Fourierova transformace
0®0000

Pro (redlnou nebo komplexni) funkci f(t) jsme zavedli jeji
komplexni Fourierovy koeficienty jako komplexni ¢isla

T/2
- / 7le‘lt dt.
T/2

Pritom plati vztahy mezi koeficienty Fourierovych rad

o0

f(t)= Z(a,, cos nt + by, sin nt)
n=0

a témito Cisly cp:

Ch = %( —ibp), c_n= %(a,, + ibp).

PF¥i realném f jsou samoziejmé ¢, a ¢_, komplexné konjugované.



Fourierova transformace
00@000

Oznacime-li w, = wn, je ptivodni funkce f(t) s konvergujici
Fourierovou radou rovna

f(t) = i cpent,



Fourierova transformace
00@000

Oznacime-li w, = wn, je ptivodni funkce f(t) s konvergujici
Fourierovou radou rovna

f(t) = i cpent,

n=—0oo

Pfi pevné zvoleném T vyjadfuje vyraz Aw = 27/ T zménu ve
frekvenci zplsobenou narustem n o jednicku. Je to tedy pravé
diskrétni krok, se kterym pfi vypoctu koeficientti Fourierovy fady
ménime frekvence.



Fourierova transformace
00@000

Oznacime-li w, = wn, je ptivodni funkce f(t) s konvergujici
Fourierovou radou rovna

f(t) = i cpent,

n=—0oo

Pfi pevné zvoleném T vyjadfuje vyraz Aw = 27/ T zménu ve
frekvenci zplsobenou narustem n o jednicku. Je to tedy pravé
diskrétni krok, se kterym pfi vypoctu koeficientti Fourierovy fady
ménime frekvence.

Nas dalsi postup bude spoéivat v limitnim pfechodu T — oc.
Muazeme si predstavovat, jakoby se spocetnd mnozina hodnot ¢,
»zahustila” na celé kontinuun realnych hodnot a ziskame misto
Fourierovych koeficientil ¢, novou funkci f



Fourierova transformace
000®00

Koeficient 1/ T u formule pro ¢, je roven Aw/27, takze miizeme
fadu pro f(t) prepsat jako

o0

f(t) = Z 1<Aw/T/2 f(x) e iwnx dxeiw"t>
N 27 _ ’

n=—o0 T/2
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Koeficient 1/ T u formule pro ¢, je roven Aw/27, takze miizeme
fadu pro f(t) prepsat jako

o0

f _ i A T/ f —iwpX d iwpt
(t) = Z o | Aw (x)e x e .

T/2

Predstavme si nyni hodnoty w, pro vdechna n € Z jako vybrané
reprezentanty pro malé intervaly [wp, wn41] 0 délce Aw. Pak nas
vyraz ve vnitfni velké zavorce ve skutecnosti vyjadfuje séitance
Riemannovych souétii pro nevlastni integral

1 o

g(w)e™t dw,

2 J oo

kde g(w) je funkce nabyvajici v bodech w, hodnoty

T/2 .
glwp) = / f(x)e '“n* dx.
-T2



Fourierova transformace
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Predpokladejme, Zze nase funkce f je po ¢astech spojita s
kompaktnim nosicem (nebo aspon integrovatelna v absolutni
hodnoté pres celé R). Pak miizeme limitné prejit T — oo a dojde
ke zjemnovani normy Aw nasich intervali. Zaroven se dostaneme v
poslednim vyrazu k integralu

g(w) = /_ Z F(x) e dx.
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Predpokladejme, Zze nase funkce f je po ¢astech spojita s
kompaktnim nosicem (nebo aspon integrovatelna v absolutni
hodnoté pres celé R). Pak miizeme limitné prejit T — oo a dojde
ke zjemnovani normy Aw nasich intervali. Zaroven se dostaneme v
poslednim vyrazu k integralu

:/ f(x)e ™ dx.

Mtizeme tedy polozit pro (kazdou v absolutni hodnoté
Riemannovsky integrovatelnou) funkci f na R

F(F)(w) = F(w e Wt dt.

m/f

Této funkci f fikame Fourierova trasnformace funkce f.



Fourierova transformace
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Predpokladejme, Zze nase funkce f je po ¢astech spojita s
kompaktnim nosicem (nebo aspon integrovatelna v absolutni
hodnoté pres celé R). Pak miizeme limitné prejit T — oo a dojde
ke zjemnovani normy Aw nasich intervali. Zaroven se dostaneme v
poslednim vyrazu k integralu

:/ f(x)e ™ dx.

Mtizeme tedy polozit pro (kazdou v absolutni hodnoté
Riemannovsky integrovatelnou) funkci f na R

F(F)(w) = F(w e Wt dt.

m/f

Této funkci f fikame Fourierova trasnformace funkce f.
Koeficient 1/v/27 souvisi s definici inverzni operace:



Fourierova transformace
[elelelelel ]

Nase odvozeni totiz ukazuje, ze pro ,rozumné” funkce f(t) bude
platit (viz dva slidy zpét)

f(t) = F1(F)(t) = jz? /_Oo f(w)e™ duw.

Tim fikame, Ze existuje k pravé definované Fourierove
transformaci F inverzni operace F~1, které fikame inverzni
Fourierova transformace.



Fourierova transformace
[elelelelel ]

Nase odvozeni totiz ukazuje, ze pro ,rozumné” funkce f(t) bude
platit (viz dva slidy zpét)

f(t) = F1(F)(t) = jz? /_Oo f(w)e™ duw.

Tim fikame, Ze existuje k pravé definované Fourierove
transformaci F inverzni operace F~1, které fikame inverzni
Fourierova transformace.

Vsimnéme si, ze Fourierova transformace a jeji inverze jsou
integralni operatory se skoro shodnym jadrem k(w, t) = e/t
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Vlastnosti Fourierovy transformace
®0000

Fourierova transformace zajimavym zptisobem prevraci lokalni a
globalni chovani funkci. Zaénéme jednoduchym prikladem, ve
kterém najdeme funkci f(t), ktera se ztransformuje na
charateristickou funkci intervalu [—Q,Q], tj. (w) = 0 pro |w| > Q
af=1pro|w| < Q. Inverzni transformace F~! nam dava

Q
f(t) = L /Q e/t o = 1 [1 eiwt] _ 2 l(eim 7e—iQt)
V2r J-a Vor it | o V2mt2i

sin(Q2t).

2
V2t



Vlastnosti Fourierovy transformace
®0000

Fourierova transformace zajimavym zptisobem prevraci lokalni a
globalni chovani funkci. Zaénéme jednoduchym prikladem, ve
kterém najdeme funkci f(t), ktera se ztransformuje na
charateristickou funkci intervalu [—Q,Q], tj. (w) = 0 pro |w| > Q
af=1pro|w| < Q. Inverzni transformace F~! nam dava

1 e 1 [1 @ 2 1 . ,
f(t) = / el Wt oy = |: elwt:| — — e/Qt 7e—th
=7 g Ve 2] o Vameal )
2
sin(Q2t).

V2Tt (1)
Primym vypoctem limity v nule (L'Hospitalovo pravidlo) spocteme,
ze £(0) = 2Q(27)~ /2, nejblizsi nulové body jsou v t = £7/Q a
funkce pomérné rychle klesa k nule mimo pocatek x = 0.
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Na obrazku je tato funkce znazornéna zelenou kfivkou pro Q = 20.
Zaroven je vynesena Cervenou krivkou oblast, ve které se s

rostoucim 2 nase funkce f(t) stale rychleji ,vIni".
Omega = 20.000

20

-5



Vlastnosti Fourierovy transformace
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V dalsim prikladu spoc¢téme Fourierovu transformaci derivace f'(t)
pro néjakou funkci f. Pro jednoduchost predpokladejme, ze f ma
kompaktni nosi¢, tj, zejména F(f') i F(f) skutecné existuji a
pocitejme metodou per partes:

F(F)(w) = \/12?/ F(t)e it dt

—iwtf(t)]>, f(t) Tt

= E [e
= iwF(f)(w)

W



Vlastnosti Fourierovy transformace
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V dalsim prikladu spoc¢téme Fourierovu transformaci derivace f'(t)
pro néjakou funkci f. Pro jednoduchost predpokladejme, ze f ma
kompaktni nosi¢, tj, zejména F(f') i F(f) skutecné existuji a
pocitejme metodou per partes:

F(F)(w) = \/12?/ F(t)e it dt

= \/—2? [e —iwtf (1)), \/ﬂ - f(t)e ™t dt
= iwF(f)(w)

Transformace derivaci

Vidime tedy, ze Fourierova transformace prevadi (infinitesimalni)
operaci derivovani na (algebraickou) operaci prostého nasobeni
proménnou. Samoziejmé miiZeme tento vzorec iterovat, tj.
F(f)(w) = iwF(f)(w),

F(f(w) = —w?F(f),..., F(fM) = i"w" F(f).




Vlastnosti Fourierovy transformace
[sleTe] Yo)

Dalsi mimoradné dalezitou vlastnosti je vztah mezi konvolucemi a
Fourierovou transformaci. Spo¢téme, jak dopadne transformace
konvoluce h = f * g, kde opét pro jednoduchost predpokladame, ze
funkce maji kompaktni nosice.



Vlastnosti Fourierovy transformace
[sleTe] Yo)

Dalsi mimoradné dalezitou vlastnosti je vztah mezi konvolucemi a
Fourierovou transformaci. Spo¢téme, jak dopadne transformace
konvoluce h = f * g, kde opét pro jednoduchost predpokladame, ze
funkce maji kompaktni nosice.

P¥i vypoctu prohodime poradi integrovanani, coz je krok, ktery
ovéfime teprve v diferencialnim a integralnim poctu pozdéji. V
daldim kriicku pak zavedeme substituci t — x = u.

F(h)(w) = \/L / h ( / (gl — %) dx> e it gy
\ﬁ/ (/ g(t —x)e ™t dt) dx
Sl

</ f(x)eiwx dx> : (/Z g(u)e v du>

—ff (&)



Vlastnosti Fourierovy transformace
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Podobny vypocet ukazuje i obracené tvrzeni, ze Fourierova
transformace soucinu je, az na konstantu, konvoluce transformaci.

F(fg) = jz?f(f) « F(g).



Vlastnosti Fourierovy transformace
ooooe

Podobny vypocet ukazuje i obracené tvrzeni, ze Fourierova
transformace soucinu je, az na konstantu, konvoluce transformaci.

1
V2T

Jak jsme si uvadéli vyse, konvoluce f * g velice ¢asto modeluje
proces naseho pozorovani néjaké sledované veli¢iny f. Pomoci
Fourierovy transformace a jeji inverze nyni mtizeme snadno
rozpoznat ptivodni hodnoty této velic¢iny, pokud zndme konvoluéni
jadro g. Prosté spocteme F(f * g) a podélime obrazem F(g).
Hovofime o dekonvoluci.

F(f-g)= F(f) = F(g)-
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