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Odkazy

Doporucené ¢teni z ucebnice

Teorie:

Zakladni Eteni — odst. 5.10 — 5.12, 5.14 — 5.23 (vyjma casti diikazu
5.17) a 5.20.(4)

Roz3ifujici ¢teni — vynechané asti ve vyctu.

Ulohy:

Topologie realnych a komplexnich Cisel, odst. 5.28 — 5.35

Limity, volné dle potreby z velkého mnozstvi prikladi.
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Realna cisla a racionalni ¢isla jsou tzv. pole. Uz jsme ale na nich
pouzivali i relaci uspofadani, kterou znac¢ime ,,<".

Pripoménme si nyni vlastnosti (axiomy) realnych &isel vcetné
souvislosti usporadani a ostatnich relaci. Délici ¢ary v tabulce
naznacuji, jak axiomy postupné zarucuji, ze jsou realna Cisla
komutativni grupou vici séitani, ze R\ {0} je komutativni grupa
vici nasobeni, R je pole, mnozina R spolu s operacemi +, - a s
relaci usporadani je tzv. usporadané pole a konecné poslednimu
axiomu mizeme rozumét tak, ze R je ,,dostatecné husté”, tj.
nechybi nam tam body, jako napf. druhd odmocnina ze dvou v
Cislech racionalnich. Formalné posledni axiom vysvétlime za chvilku.
Zaroven si uvédomujme, které z axiomi plati pro Q a C.
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(R1) (a+b)+c=a+(b+c), pro vsechny a, b, c e R

(R2) a+b=>b+a, provsechny a, be R

(R3) existuje 0 € R takovy, ze pro viechny a€ R platia+0=2a
(R4) pro viechny a € R existuje opacny prvek (—a) € R takovy,

ze platia+(—a) =0
(R5) (a-b)-c=a-(b-c), provsechny a, b, c € R
(R6) a-b=b-aprovsechny a, be R
(R7)
(R8)

existuje 1 € R takovy, ze pro vsechny ac€ R platil-a=a
pro kazdy a € R, a # 0 existuje inverzni prvek a—! € R
takovy, Ze platia-a 1 =1
(R9) a-(b+c)=a-b+a-c, provsechny a, b, c € R
(R10) relace < je aplné usporadani, tj. reflexivni, antisymetricka,
tranzitivni a Gplna relace na R

(R11) pro a,b,c € Rplati, zeza< bvyplyvaa+c<b+c
(R12) pro véechny a,b € R, a> 0, b > 0, plati také a- b > 0
(R13) kazda neprazdna ohrani¢ena mnozina A C R ma supremum.
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Horni a dolni zavory, suprema a infima

Pojem suprema ma smysl pro kazdou uspofadanou mnozinu.
Uvazme podmnozinu A C B v usporadané mnoziné B. Horni
zavorou mnoziny A je kazdy prvek b € B, pro ktery plati, ze b > a
pro vsechny a € A. Obdobné definujeme dolni zavory mnoziny A
jako prvky b € A takové, ze b < a pro viechny a € A.

Nejmensi horni zavora podmnoziny A, pokud existuje, se nazyva
supremum této podmnoziny a znacime ji sup A. Presnéji:

‘supA = b, jestlize z ¢ > a pro v3echny a € A vyplyva také ¢ > b. ‘

Obdobnég, nejvétsi dolni zavora se nazyva infimum, piseme inf A,
tzn.

‘ian = b, jestlize z ¢ < a pro viechny a € A vyplyva také ¢ < b. ‘
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Pro vystavbu teorie potfebujeme védét, zda uvedené vlastnosti
redlnych Cisel |ze realizovat, tj. zda existuje takova mnozina R s
operacemi a relaci usporadani, které (R1)—(R13) splnuji.
Skutecné lze realna Cisla nejen zkonstruovat, ale jde to, az na
izomorfismus, jedinym zptisobem.

V textech je naznacena existence, k jednozacnosti se vratime
pozdéji.

Pole racionalnich cisel spliuje (R1)-(R12), neexistuji v nich ale
obecné suprema ohrani¢enych podmnozin.

Pole komplexnich cisel spliuje axiomy (R1)—(R9), neni na nich ale
zadnym rozumnym zpiisobem definovano usporadani, které by
naplnilo axiomy (R10)-R(13). Protoze jsou komplexni ¢isla

z =rez+ iimz dana jako dvojice realnych Cisel, je dobrou
pfedstavou rovina komplexnich Cisel.

U komplexnich Cisel je navic tzv. konjugace, tj. zrcadleni podle
pfimky realnych Cisel. Zna¢ime ji z =rez — iim z. Plati
z-z2=(x+iy)(x —iy) = x* + y?, tj. kvadrat velikosti vektoru.
Piseme |z|? = z - Z, hovofime o absolutni hodnoté.
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Hromadné body a konvergence

Uvazme posloupnost ag, a1, a2, . . ., Cisel v IR nebo QQ nebo C a
pevné zvolenou hodnotu a v témze oboru.

Konvergentni posloupnost

Jestlize pro libovolné pevné zvolené kladné Cislo € € R plati pro
vsechny i € N, az na kone¢né mnoho vyjimek,

lai — a| <,

fikame, ze posloupnost a;, i = 0,1, ... konverguje k hodnoté a.

Cauchyovska posloupnost

Posloupnost prvkii ag, ai, ... takovou, Ze pro libolné pevné zvolené
kladné realné &islo € > 0 plati pro viechny prvky a, az na konecné
mnoho vyjimek

|a,- — aj| <€,

nazyvame Cauchyovska.
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Jinak feceno, u Cauchyovské posloupnosti pro kazdé pevné € > 0
existuje index N takovy, Ze nerovnost |a; — aj| < € plati pro vsechna
i,j>N.

Intuitivné jisté citime, ze bud jsou v takové posloupnosti viechny
prvky stejné az na kone¢né mnoho z nich (pak bude od urcitého
indexu N pocinaje vzdy |a; — aj| = 0) nebo se takova posloupnost
»hromadi“ k néjaké hodnoté.

Jestlize posloupnost a; € K konverguje k a € K, pak pro zvolené ¢
vime, ze |a; — a| < € pro vhodné N € N a viechny i > N. Pak pro
i,j > N dostaneme |a; — aj| < |a;j — a| + |a — aj| < 2e. Odtud:

Kazda konvergujici posloupnost je Cauchyovska. J

Pouzili jsme tzv. trojihelnikovou nerovnost: Pro kazda dvé Cisla
a, b plati (v R, Q, C)

|a+b| < |a] +[b].
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Hromadné body mnozin

Cauchyovska posloupnost by se (intuitivné vidéno) méla k nééemu
»hromadit”, tedy mit svoji limitu. V poli racionalnich &isel se maze
snadno stat, Ze pro takovéto posloupnosti pfislusna hodnota a
neexistuje. Napf. ¢islo v/2 miizeme libovolné presné priblizit
racionalnimi Cisly a;, ale samotna odmocnina racionalni neni.
Usporadana pole skalari, ve kterém vsechny Caychyovské
posloupnosti konverguji, se nazyvaji Gplna. Nasledujici tvrzeni Fika,
ze axiom (R13) takové chovani zarucuje:

Kazda Cauchyovska posloupnost realnych cisel a; konverguje k
realné hodnoté a € R.

Uvazme nyni jakoukoliv mnozinu A C K a posloupnost {a;}
vybranou z prvkil A. Pokud konverguje k hodnoté a a navic je
nekone¢né mnoho bodd a; € A riiznych od a, hovofime o
hromadném bodu mnoziny A.
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Konstrukce realnych cisel

Tento vysledek dava jednu z moznosti, jak vybudovat realna &isla.
Postupujeme podobné jako pfi zaplhovani pfirozenych &isel na cela
(abychom pridali opaéné hodnoty) a celych na racionalni (abychom
pridali podily nenulovych &isel). Vhodnym formalnim zpiisobem
zavedeme ekvivalenci na mnoziné vsech Cauchyovskych
posloupnosti racionalnich &isel a tak ,,pfidame viechny chybéjici
hromadné body pro podmnoziny racionalnich Cisel”. Pak se Ize jiz
snadno presvédCit, ze viechny pozadované axiomy skute¢né dojdou
naplnéni.
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Oteviené a uzaviené mnoziny

Uzavrena podmnozina v R je takova, ktera obsahuje i viechny
své hromadné body. Typickou uzavienou mnozinou je tzv.
uzavreny interval

[a,b] = {x € R, a < x < b}.

Zde a je realné Cislo nebo hrani¢ni hodnota chybi a piseme
a = —oo (minus nekonecno) a podobné b > a je realné Eislo nebo
~+00. Uzavifenou mnozinu bude tvofit i posloupnost realnych Cisel
bez hromadného bodu nebo posloupnost s kone¢nym poctem
hromadnych bodii spolu s témito body. Zjevné je konecné
sjednoceni uzavienych mnozin opét uzaviend mnozina.
Otevrena mnozina v R je takova mnozina, jejiz doplnék je
uzavfenou mnozinou. Typickou otevfenou mnozinou je otevreny
interval

(a,b) ={x R, a< x < b},

kde pro hrani¢ni hodnoty mame stejné moznosti jako vyse.
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Okoli bodu

Okolim bodu a € R nazyvame libovolny otevreny interval O, ktery
a obsahuje.
Je-li okoli definované jako interval

Os(a) =(a—6,a+9)

pro kladné &islo ¢, hovofime o §-okoli bodu a.
Vsimnéme si, ze pro libovolnou mnozinu A je a € R hromadnym

bodem A, pravé kdyz v libovolném okoli a lezi také alespon jeden
bod b € A, b # a.

Mnozina realnych Cisel A je otevrena, pravé kdyz kazdy jeji bod
a € A do ni patri i s néjakym svym okolim.
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Diikaz.

Necht je A oteviena a a € A. Kdyby neexistovalo zadné okoli bodu
a uvnitf A, musela by existovat posloupnost a, ¢ A, |a— a,| < 1/n.
Pak je ovsem a € A hromadnym bodem mnoziny R\ A, coz neni
mozné, protoze doplnék A je uzavreny.

Naopak predpokladejme, ze kazdé a € A lezi v A i s néjakym svym
okolim. To pfirozené zabranuje, aby néjaky hromadny bod b pro
mnozinu R \ A lezel v A. Je proto R\ A uzaviend a tedy je A
otevrena. [

Zjevné je libovolné sjednoceni otevienych mnozin opét otevienou
mnozinou a kazdy konecny priinik otevienych mnozin je opét
otevfend mnozina.

Mnozina A realnych &isel se nazyva ohranicena, jestlize cela lezi v
néjakém konecném intervalu [a, b], a, b € R. V opacném pripadé je
neohranicena. Ohraniend a uzavfend mnozina se nazyva
kompaktni.
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Dalsi uzitecné pojmy:

Vnitrnim bodem mnoziny A realnych Cisel nazveme takovy bod,
ktery do A patfi i s néjakym svym okolim.

Hranicni bod a € A je takovy, jehoz kazdé okoli ma neprazdny
prinik jak s A tak s doplikem R\ A.

Otevrené pokryti mnoziny A je takovy systém otevrenych
intervalid U;, i € I, ze jejich sjednoceni obsahuje celé A.
Izolovanym bodem mnoziny A rozumime bod a € A, ktery ma
okoli, jehoz prinik s A je pravé jednobodovd mnozina {a}.
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Pro podmnoziny A realnych CEisel plati:

@ A je otevrena, pravé kdyz je sjednocenim nejvyse spocetného
systému otevrenych intervalii,

Q kazdy bod a € A je bud' vnitni nebo hraniéni,

© kazdy hraniéni bod je bud izolovanym nebo hromadnym
bodem A,

Q A je kompaktni, pravé kdyz kazda v ni obsazena nekonecna
posloupnost ma podposloupnost konvergujici k bodu v A,

@ A je kompaktni, pravé kdyz kazdé jeji oteviené pokryti
obsahuje konecné pokryti.
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Pro diskusi limit je vhodné rozsifit mnozinu realnych Cisel R o dvé
nekoneéné hodnoty *oco. Pro tyto Gcely si zavadime i pravidla pro
pocitani s témito formalné pfidanymi hodnotami pro libovolna
,konecna" ¢isla a € R:

a+oo =00
a—00=—
a-oo=o0, je-lia>0

a-oo=—00, jelia<0

Okolim nekoneéna rozumime interval (a, 00), resp. (—o0, a) je okoli
—00. Pojem hromadného bodu mnozin rozsifujeme tak, ze oo je
hromadnym bodem mnoziny A C R jestlize kazdé okoli co s ni ma
neprazdny prinik, tj. jestlize je A zprava neohranicena. Obdobné
pro —oo.
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Toplogie komplexni roviny

Vystacime si zatim s okolimi bodd (byt vétsina pojmi a vysledkd se
z realné primky do komplexni roviny prenasi):

Pro kladné realné ¢islo 6 rozumime §-okolim komplexniho Cisla
z € C mnozinu Os5(z) = {w € C, |w — z| < §}. J

Pfipoménme, ze konvergence posloupnosti z; komplexnich Eisel
k jejich limité z byla definovana tak, ze kazdé okoli O.(z) obsahuje
vsechny z;, az na kone¢né mnoho vyjimek (zavisejicich na ¢).
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Definice limity

Definition

Necht A C R je libovolnd podmnozina a f je realna, resp.
komplexni, funkce realné proménné definovana na A a necht xq je
hromadny bod mnoziny A. Rikame, ze f ma v xp limitu a € R,
resp. a € C a piSeme

X||_>r’r)1<0 f(x) = a,
jestlize pro kazdé okoli bodu O(a) bodu a lze najit okoli O(xg) bodu
xo takové, ze pro vsechny x € AN (O(x0) \ {x0}) je f(x) € O(a).
Limita realné funkce se nazyva nevlastni, jestlize je a = o0,
V opacéném pripadé se nazyva vlastni.
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Je dalezité si vimnout, ze hodnota f v bodé xg v definici
nevystupuje a f v tomto hromadném bodé vitbec nemusi byt
definovanal

Je zfejmé, ze nevlastni limity komplexnich funkci nemohou byt
definovany.

Limity v pfipadnych nevlastnich hromadnych bodech +oo
defini¢niho oboru realnych i komplexnich funkci viak vyse uvedenou
definici korektné definovany jsou.
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Priklad 1

Jestlize je A =N, tj. funkce f je definovana pouze pro pfirozena
¢isla, hovorime o limitach posloupnosti realnych nebo
komplexnich cisel. Jedinym hromadnym bodem A je pak oo a
piseme pro f(n) = a,

lim a, = a.
n—o00

Podle definice to pak znamena, ze pro kazdé okoli O(a) limitni
hodnoty a existuje index N € N takovy, ze a, € O(a) pro vsechny
n > N. Ve skute€nosti jsme tedy v tomto specialnim pripadé
preformulovali definici konvergence posloupnosti. Rikame také, ze
posloupnost a, konverguje k a.

P¥imo z nasi definice pro komplexni hodnoty je také vidét, ze
komplexni posloupnost ma limitu a, pravé kdyz realné casti re a;
konverguji k re a a zaroven imaginarni Casti konverguji k im a.



Limity posloupnosti a funkei
00000e000000

Priklad 2

Jestlize je f definovana na intervalu A = [a, b] a xg je vnitfnim
bodem intervalu, hovofime o limité funkce ve vnitfnim bodé jejiho
definiéniho oboru.

Podivejme se, proc je diilezité v definici pozadovat f(x) € O(a)
pouze pro body x # xg i v tomto pfipadé. Vezméme jako ptiklad
funkci f :R - R

F(x) = 0 J.e—lfxyéO
1 jelix=0.

Pak zjevné limita v nule je dobfe definovana a lim,_,o = 0, pfestoze
f(0) = 1 do malych okoli limitni hodnoty 0 nepatfi.
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Priklad 3

Je-li A = [a, b] ohraniceny interval a xo = a nebo xo = b, hovofime
o limité v hraniénim bodé definiéniho oboru funkce f. Jestlize je ale
bod xg vnitfnim bodem, mtizeme pro Gcely vypoctu limity definiéni
obor zizit na [xo, b] nebo [a, xo]. Vyslednym limitam pak fikame
limita zprava, resp. limita zleva pro funkci f v bodé xg.
Oznacujeme ji vyrazem Iimx_>xo+ f(x), resp. IimX_>XO_ f(x). Jako
pfiklad nAm mize slouzit limita zprava a zleva v xg = 0 pro
Heavisideovu funkci h (h(x) =0 pro x < 0, h(x) =1 pro x > 0).
Evidentné je
lim h(x)=1, lim h(x)=0.

x—0+ ( ) x—0~ ( )
Limita lim,_o f(x) pfitom neexistuje. Limita ve vnitfnim bodu
defini¢niho oboru libovolné realné funkce f existuje, pravé kdyz
existuji limity zprava i zleva a jsou si rovny.
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Priklady 4 a 5

Limita komplexni funkce f : A — C existuje tehdy a jen tehdy,
jestlize existuji limity jeji redlné a imaginarni Casti. V takovém
pfipadé je pak

Xl;r?(o f(x)= Xl;m(g(re f(x)) + leqo(lm f(x)).
Necht f je redlny nebo komplexni polynom. Pak pro kazdy bod
x €R je

XI'_EQO f(x) = f(xo).

Skutecng, je-li f(x) = apx” 4 --- + ap, pak roznasobenim
(xo + 0)K :Xé‘+k5xé‘_1+--~+6k a dosazenim pro k =0,...,n
vidime, Ze volbou dostatecné malého § se hodnotou libovolné blizko
priblizime f(xp).
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Priklad 6 a 7

Uvazme nyni obzvlast osklivou funkci definovanou na celém R

Fx) = 1 jelixeQ
70 jestlize x ¢ Q.

Jisté snadno ovéfite, ze tato funkce nema limitu v zddném bodé
(dokonce ani zleva nebo zprava).

Ale nase definice umi byt jesté zaludngjsi: Definujme nasledujici
funkci f : R — R:

1 estlize x = P s
f(x) = { q jestlize x g € Q, p a g nesoudélna

0 jestlize x ¢ Q

Tato funkce ma vsude limitu nulovou, tj. je ,spojita” ve viech
iracionalnich bodech a ,,nespojita” ve viech racionalnich realnych

bodech.
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Theorem (O trech limitach)

Budte f, g, h realné funkce se shodnym definicnim oborem A a
takové, zZe existuje ryzi okoli hromadného bodu xy € R definicniho
oboru, kde plati

f(x) < g(x) < h(x).
Potom, pokud existuji limity

lim f(x)=fo, lim h(x) = ho

X—X0 X—rX0

a navic fo = hg, pak také existuje limita

lim g(x) = go

X—>X0

a plati go = fo = ho.
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Theorem

Necht A C R je definiéni obor redlnych nebo komplexnich funkci f
a g, xo necht je hromadny bod A a existuji limity
limy_x, F(x) = a €K, limy_,, g(x) = b e K.

@ limita a je urcena jednoznaéné,

@ limita souctu f + g existuje a plati

lim (f(x) + g(x)) =a+ b,

X—rX0

© limita soucinu f - g existuje a plati

lim (F(x) - g(x)) = a- b,

X—rX0
© pokud navic b # 0, pak limita podilu f /g existuje a plati
flx) _a

lim =1 =
x0 g(x)
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Uvazme realnou nebo komplexni funkci f definovanou na mnoziné
A C R a hromadny bod xy mnoziny A. Funkce f ma v bodé xg
limitu y pravé, kdyz pro kazdou posloupnost bodii x, € A
konvergujici k xo a riiznych od xo ma i posloupnost hodnot f(xp,)
limitu y.
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