Matematika Il — 4. prednaska
Mocninné fady

Jan Slovak

Masarykova univerzita
Fakulta informatiky

11. 3. 2012



Obsah prednasky

@ Vlastnosti derivaci

© L'Hospitalovo pravidlo
© Kolik je &7

Q@ Ciselné rady

© Mocninneé rady

@ Prispévky do zvérince



Kde je dobré ¢ist?

@ chystana ucebnice ,,Matematika drsné a svizné&", viz studijni
materialy



Kde je dobré ¢ist?

materialy
@ Zuzana Dosla, Jaromir Kuben, Diferencialni pocet funkci jedné
proménné, MU Brno, 2003, 215 s., ISBN 80-210-3121-2.

o Riley, K.F., Hobson, M.P., Bence, S.J. Mathematical Methods
for Physics and Engineering, second edition, Cambridge
University Press, Cambridge 2004, ISBN 0 521 89067 5, xxiii
+ 1232 pp.



Doporucené ¢teni z ucebnice

Teorie:

Zakladni ¢teni — odst. 5.39 — 5.42, 5.44 — 551

Rozsifujici cteni — 5.43.

Ulohy:

Volny vybér z extremalnich aloh — &ast F, a tloh na fady — ¢ast G
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Theorem (Rolleova véta)

Necht funkce f : R — R je spojita na intervalu [a, b] a
diferencovatelna uvnitr tohoto intervalu. Jestlize plati f(a) = f(b),
pak existuje ¢ € (a, b) takové, ze f'(c) = 0.
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Dikaz.

Funkce f je spojita na uzavieném intervalu (tj. kompaktni
mnozing), proto ma na ném maximum a minimum. Pokud by
maximum i minimum mélo stejnou hodnotu f(a) = f(b), pak by
funkce f byla konstantni a tedy i jeji derivace by byla nulova ve
vsech bodech intervalu (a, b).
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Dtikaz.

Funkce f je spojita na uzavieném intervalu (tj. kompaktni
mnozing), proto ma na ném maximum a minimum. Pokud by
maximum i minimum mélo stejnou hodnotu f(a) = f(b), pak by
funkce f byla konstantni a tedy i jeji derivace by byla nulova ve
vsech bodech intervalu (a, b).

Predpokladejme tedy, ze bud maximum nebo mimimum je jiné a
necht nastava jedno z nich ve vnitfnim bodé c. Pak oviem neni
mozné, aby v ¢ bylo f/(c) # 0, protoze to by v tomto bodé byla
byla funkce f bud rostouci nebo klesajici a jisté by tedy v okoli
bodu ¢ nabyvala vétsich i mensich hodnot, nez je f(c). O
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Z Rolleovy véty snadno vyplyva tzv. veta o stredni hodnote.

Necht funkce f : R — R je spojita na intervalu [a, b] a
diferencovatelna uvnitr tohoto intervalu. Pak existuje ¢ € (a, b)
takové, Ze
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Diikaz.

Diikaz je prostym zapisem geometrického vyznamu tvrzeni: k se€né
mezi body [a, f(a)] a [b, f(b)] existuje tecna, ktera je s ni
rovnobézna (nejlip vidét na obrazku). Rovnice nasi secny je

y =gl =fla) + L)

Rozdil h(x) = f(x) — g(x) udava vzdalenost grafu od secny (v
hodnotach y). Jisté plati h(a) = h(b) a

f(b) - f(a)

K (x) = f'(x) — P

]

Podle predchozi véty existuje bod c, ve kterém je h'(c) = 0.
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Vétu o stfedni hodnoté miazeme také prepsat ve tvaru:
f(b) = f(a) + f'(c)(b— a)

a v pripadé parametricky zadané kfivky v roving, tj. dvojice funkci
y = f(t), x = g(t), je stejny vysledek o existenci rovnobézné tecny
k se¢né krajnimi body popsan takto:

Corollary

Necht funkce y = f(t) a x = g(t) jsou spojité na intervalu [a, b] a
diferencovatelné uvnitf tohoto intervalu a g’(t) # 0 pro vsechny
t € (a, b). Pak existuje bod c € (a, b) takovy, ze plati

f(b) —f(a) _ f'(c)
g(b)—g(a) g'(c)
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Dikaz.
Opét spoléhame na pouziti Rolleovy véty. Polozime proto

h(t) = (f(b) — f(a))g(t) — (g(b) — g(a))f(t).

Nyni h(a) = f(b)g(a) — f(a)g(b), h(b) = f(b)g(a) — f(a)g(b).
takze existuje ¢ € (a, b) takovy, ze h'(c) = 0. Protoze je g'(c) # 0,
dostavame pravé pozadovany vztah. O
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Podobna Gvaha jako v poslednim tvrzeni vede k mimoradné
uzite€nému nastroji pro pocitani limit funkci. Je znam jako
L’Hospitalovo pravidlo:

Theorem

Predpokladejme, Ze f a g jsou funkce diferencovatelné v okoli bodu
xo € R, ne vsak nutné v bodé xy samotném, a necht existuji limity

lim f(x) =0, lim g(x)=0.

X—rX0 X—rX0

Jestlize existuje limita

pak existuje i limita

a jsou si rovny.
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Diikaz

Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze v xg maji funkce
f a g nulovou hodnotu.

Vysledek je opét jednoduse predstavitelny pomoci obrazku.
Uvazujme body [g(x), f(x)] € R? parametrizované proménnou x.
Podil hodnot pak odpovida smérnici secny mezi body [0, 0] a
[f(x),g(x)]. Zaroven vime, ze podil derivaci odpovida smérnici
tecny v prislusném bodé. Z existence limity smérnic tecen tedy
chceme dovodit existenci limity smérnic secen.
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Pokracovani.

Technicky |ze vyuzit véty o stfedni hodnoté v parametrickém tvaru.
Predné si uvédomme, ze v tvrzeni véty implicitné predpokladame
existenci vyrazu f'(x)/g’(x) na né&jakém okoli xp, zejména tedy pro
dostatecné blizké body ¢ k xp bude g’(c) # 0.

, x) . f(x)—f(x) . flc)
xhj;o g(x) xhan;o g(x) —glx) xhj)lo g'(cx)’

kde ¢y je Cislo mezi xg a x. Nyni si vSimnéme, Ze z existence limity
limy—sxo % vyplyva, ze stejnou hodnotu bude mit i limita
libovolné posloupnosti vzniklé dosazenim hodnot x = x,, jdoucich k
xp do f'(x)/g’(x). Zejména tedy mizeme dosadit jakoukoliv
posloupnost ¢, pro x, — xo a proto bude existovat i limita

!
limy—sx, ;,Ei’;; a posledni dvé limity zjevné budou mit stejnou

hodnotu. Dokazali jsme tedy, ze nase hledana limita existuje a ma
také stejnou hodnotu. Ol
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Jednoduse lze rozsifit L'Hospitalovo pravidlo i pro limity v
nevlastnich bodech oo a v pfipadé nevlastnich hodnot limit. Je-li,
napr.

Jim f09 =0, Jim 9=
potom je lim,_0, f(1/x) =0 a limy_0, g(1/x) = 0. Zaroven z
existence limity podilu derivaci v nekone¢nu dostaneme

(Fa/x) _ o ALY L (1)) L F(x)

lim ————= im = lim = |

0 (G(1/X))  x0s g(I/X)(—1/x2)  x0: g(1/x)  xve g/(x)’

Pouzitim predchozi véty tedy dostavame, Ze v tomto pripadé bude
existovat i limita podilu

f(x) i f(1/x) i f'(x)

lim = lim = lim .
x—00 g(x)  x=04 g(1/x)  x—o0 g'(x)
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Jesté jednodussi je postup pfi vypoctu limity v pFipadé, kdy

lim f(x) =+o00, lim g(x) = *oc.

X—+X0 X—rX0
Stadi totiz psat
) _ | 1/g()

Jim g(x)  xoo 1/f(x)

coz je jiz pfipad pro pouziti L'Hospitalova pravidla z predchozi véty.

Necht f a g jsou funkce diferencovatelné v okoli bodu xg € R, ne
vsak nutné v bodé xg samotném, a necht existuji limity
limy_sx, f(x) = £00 a limyx_, g(x) = £oo. Jestlize existuje limita

!
limx—x, L) pak existuje i limita limy_,, % a jsou si rovny.

g'(x)
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Dukaz.

Opét lze vyjit z véty o stfedni hodnoté. Vyjadfime podil, abychom
"vidéli"derivaci:

fx) ) fx)-fly) &x)—sgly)
gx)  f(x)—1fly) &(x)—gly) g(x)

kde y volime néjaky pevny ze zvoleného okoli xp a x nechame blizit
k xo. Protoze jsou limity i g v xp nekonecné, miizeme jisté
predpokladat, Ze rozdily hodnot v x a y jsou u obou funkci pfi
pevném y nenulové.
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Dukaz.

Opét lze vyjit z véty o stfedni hodnoté. Vyjadfime podil, abychom
"vidéli"derivaci:

fx) ) fx)-fly) &x)—sgly)
gx)  f(x)—1fly) &(x)—gly) g(x)

kde y volime néjaky pevny ze zvoleného okoli xp a x nechame blizit
k xo. Protoze jsou limity i g v xp nekonecné, miizeme jisté
predpokladat, Ze rozdily hodnot v x a y jsou u obou funkci pfi
pevném y nenulové.

Nyni nahradime prostfedni zlomek podilem derivaci

) 150 £

1o
g} 1-74

0q
|

~

—~
(9}

~—

kde ¢ zavisi na x i y. Pfi pevném y a x jdoucim k xg jde prvni
zlomek zjevné k jednicce a druhy zlomek se blizi k limitni hodnoté
nodilit derivaci ]
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Priklad

Vhodnymi Gpravami sledovanych vyrazii Ize vyuzit L'Hospitalova
pravidla také na vyrazy typu oo — oo, 1°°, 0- 0o apod. Zpravidla jde
0 prosté prepsani vyrazl nebo o vyuziti néjaké hladké funkce, napf.
exponencialni. Uvedme alespon dva priklady hned:

. 1 1 . 2x —sin2x
lim = lim ———

x>0 \sin2x  2x ) x—0 2xsin2x
~im 2 — 2cos2x
x—0 2sin 2x + 4x cos 2x
4sin 2x

Y

I
xino 4 cos2x + 4 cos2x — 8xsin 2x

pficemz ziskané tvrzeni je tfeba Cist od konce. Tj. z existence
posledni limity (podil druhych derivaci) vyplyva existence limity
podili prvnich derivaci a z toho plyne existence i hodnota ptivodni
limity.



L'Hospitalovo pravidlo
0000000e0

Priklad

Druhy priklad nam ukaze souvislost aritmetického a geometrického
priiméru z n hodnot. Aritmeticky prameér

Xt

MY (x1,. .., Xn) -

je specialnim pfipadem tzv. mocninného priimeéru stupne r:

1
n

Mr(xl,...,x,,):<

Specialni hodnota M~ se nazyva harmonicky priimér.
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Priklad - pokracovani

Spoctéme si limitni hodnotu M" pro r jdouci k nule. Za timto
acelem spocteme limitu pomoci L'Hospitalova pravidla (jde o vyraz
0/0, vyuziti spojité funkce In neskodi a pozor, derivujeme podle r!):

l(or r
N (A k)
lim In(M"(x1,...,x,)) = lim
r—0 r—0 r
X1 In xy+---+x] In x,
_ n
= lim —
n
Inxy +---+Inx,

n

=1Inxy - xp.

Odtud tedy je pfimo vidét, ze

lim M"(x1,...,xp) = /X1 ... Xn,
r—0

coz je hodnota zndma pod nazvem geometricky primer.
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Budeme ,,poéitat” e*.
Jestlize v posloupnosti an, = (1 + 1)™ dosadime za m hodnoty

m = n/x pro néjaké pevné x € R, dostaneme

b= (1) = (142)"

Pfitom, je limita b, pro n jdouci do nekonecna opét e. Odvodili
jsme tedy dalezity vztah platny pro viechna x € R

n
e = lim (1—1—5) .
n

n—oo
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n-ty €len posloupnosti u,(x) = (1 + %)" vyjadfime pomoci

bionomické véty:

x n(n—1)x? nlx"
) =1t e e

SR T
50909625
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n-ty €len posloupnosti u,(x) = (1 + %)" vyjadfime pomoci
bionomické véty:

x n(n—1)x? nlx"
) =1t e e

—reer 5 (12245 (-3 (- -
(0 0-2)- (),

Protoze jsou viechny zavorky v soucinech mensi nez jedna,

dostavame takeé
n 1 )
un(x) < va(x) = g —x7.

1l
=
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Uvazme formalni soucet 3 25 ¢j = >, J.l!xf, ktery chapeme jako
limitu nasich &isel v, (pokud existuje)

n

un(x) < va(x) = Z 1xf

j'

Podil dvou po sobé jdoucich lenti v fadé je ¢jy1/c; = x/(n+ 1).
Pro kazdé pevné x tedy existuje N € N takové, ze ¢j11/¢ < 1/2
pro vsechny j > N. Pro takto velké j je ovsem

Gi+1 < %cj < 2_(-’_N+1)CN. To ale znamena, Ze ¢astecné soucty

prvnich n ¢lend v nasem formalnim souctu jsou shora ohraniceny

soucty
N

1 — 1
<Zj—!xf ;2

Jj=0
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Posledni suma je zvlastni pfipad souctu geometrické rady Z}(:o ¢
Protoze plati pro kazdé g

(I-q)(l+g+--+d")=1-q¢"",

existuje limita ¢astecnych souctdl v geometrické rade Zf.io qk
pravé kdyz |g| < 1 a v takovém pripadé plati

o k ) 1
¢=lim S =
j:ZO kL\moon:;

1-gq

Protoze ¢isla v, tvofi rostouci posloupnost, jisté také tato
posloupnost konverguje. Rikame, ze fada Zf.io J.l!xf konverguje.
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Cisla up, jejichz limitou je €%, umime aproximovat libovolné presné
vyrazy v,. S trochou peclivosti odtud dostaneme:
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Cisla up, jejichz limitou je €*, umime aproximovat libovolné presné
vyrazy v,. S trochou peclivosti odtud dostaneme:

Theorem

Exponencialni funkce je pro kazdé x € R vyjadrena jako limita
¢astecnych souctii ve vyrazu

1 1 1
eX:1+X+EX2_|_..._|_,TX"+...:fo”.
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Definition

Nekonecna rada je vyraz

o0
dan=atatatotat...,

n=0

kde a,, jsou realna nebo komplexni ¢isla. Posloupnost castecnych
soucti je dana svymi cleny s, = Zﬁ:o a, a rikame, ze fada
konverguje a je rovna s, jestlize existuje konecna limita Castecnych
souctl

s= lim s,.
k—o0
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K tomu, aby posloupnost s, konvergovala, je nutné a staci, aby
byla Cauchyovska. Tzn. ze

Sm — Sn| = |ant1 + -+ + am|
musi byt libovolné malé pro dostatec¢né velka m > n. Protoze je
lany1| + -+ |am| > |ant1 + -+ aml,

vyplyva z konvergence fady > ;7 ; |an| i konvergence fady > ;7 ; an.
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K tomu, aby posloupnost s, konvergovala, je nutné a staci, aby
byla Cauchyovska. Tzn. ze

Sm — sn| = [an+1 + -+ + am|
musi byt libovolné malé pro dostate¢né velkd m > n. Protoze je
’an—i—l’ +---+ ’am’ > ’an—i—l +---+ am‘;

vyplyva z konvergence fady > ;7 ; |an| i konvergence fady > ;7 ; an.

Definition

Rikame, ze fada > %o an konverguje absolutne, jestlize
konverguje fada >~ 77 |an|.
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K tomu, aby posloupnost s, konvergovala, je nutné a staci, aby
byla Cauchyovska. Tzn. ze

Sm — sn| = [an+1 + -+ + am|
musi byt libovolné malé pro dostate¢né velkd m > n. Protoze je
’an—i—l’ +---+ ’am’ > ’an—i—l +---+ am‘;

vyplyva z konvergence fady > ;7 ; |an| i konvergence fady > ;7 ; an.

Definition

Rikame, ?e fada ZZ;:O a, konverguje absolutne, jestlize
konverguje rada > ° ; |an|.

Jestlize posloupnost astecnych souctii fady ma nevlastni limitu,
fikame Ze fada diverguje k co nebo —oo.
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Theorem

Necht S =3 " gana T = .2, bn jsou dvé absolutné
konvergentni rady. Pak

@ jejich soucet absolutné konverguje k souctu

S+T=> an+> by=> (an+bn)
n=0 n=0 n=0

@ Jejich rozdil absolutné konverguje k rozdilu

S — T:ian—ibn:i(an_bn)’
n=0 n=0 n=0

© jejich soucin absolutné konverguje k soucinu

e (5e) (5) Bl
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Theorem

Necht S = "0° ; an je nekonecna rada realnych nebo komplexnich
Cisel.

@ Jestlize S konverguje, pak lim, . a, = 0.
@ Predpokladejme, Ze existuje limita podilii po sobé jdoucich
¢lend rady a plati
an+1
an

lim =
n—o0

Pak rada S konverguje absolutné pri |q| < 1 a nekonverguje
pri |q| > 1. Pfi |q| = 1 miiZe fada konvergovat ale nemusi.

© Jestlize existuje limita

IimOO |an| = q,

n—

pak pri q < 1 rada konverguje, zatimco pri q > 1 diverguje.
Je-li g = 1, miize konvergovat i divergovat.
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Corollary

Necht' S = 7", an je nekonecna rada realnych nebo komplexnich
cisel.
Q Je-li
dn+1
dn

g = limsup
n—o0

)

pak fada S konverguje absolutné pfi g < 1 a nekonverguje pri
q > 1. Pri g = 1 miiZe rada konvergovat ale nemusi.

Q Je-li
q = limsup {/|ay,
n—oo

pak pfi g < 1 rada konverguje, zatimco pri g > 1 diverguje.
Je-li g = 1, miize konvergovat i divergovat.
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Jestlize mame misto posloupnosti Cisel a,, k dispozici posloupnost
funkci f,(x) se stejnym definiénim oborem A, miizeme bod po bodu
pouzit definici fady a dostdvame pojem souctu rady funkci

S(x) = falx).

n=0

Definition

Mocninna rada je dana vyrazem

S(x) = i apx".
n=0

Rekneme, ze S(x) ma polomér konvergence p > 0, jestlize S(x)
konverguje pro kazdé x spliujici |x| < p a diverguje pfi |x| > p.
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Theorem

Necht S(x) = Y2, anx" je mocninna rada a existuje limita

p= lim {/a,.

n—oo

Pak je polomér konvergece fady S roven r = p~1.




[e] lele)
Theorem

Necht S(x) = Y2, anx" je mocninna rada a existuje limita

p= lim {/a,.

n—oo

Pak je polomér konvergece fady S roven r = p~1.

Mocninna rada S(x) je spojita na celém svém intervalu
konvergence (véetné krajnich bodi, pokud v nich konverguje) a
existuje také jeji derivace S'(x),

S'(x) = Z na,x" 1.
n=1

Vsimnéme si, ze lze polomér konvergence r pro kazdou mocninnou
fadu pfimo zadat vzorcem

r~1 = limsup ¥/a,.

n—oo
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Podivame se na mocninnou radu
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Podivame se na mocninnou radu

Je to geometricka rada, kterou jsme se zabyvali jiz dfive, a jeji
soucet je pro viechny x s |x| <1

zatimco |x| > 1 zaruCuje divergenci. Pro x = 1 dostavame také
zjevné divergentni fadu 1+ 1+ 1+ ... s nekonecnym souctem, pfi
x=—-1jdeofadul—1+1—..., jejiz CasteCné soucty nemaji
limitu viibec.
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Example

Polomér konvergence fady T(x) = > 2, %x” je také jedna,
protoze existuje

1 n+1
n+1X

lyn
nX

=x lim
n—o0

lim
n—oo

=X
n—i—l‘

Pro x = 1 tu dostaneme divergentni fadu 1 + % + % + ...

Naopak, fada T(—1) = —1+1 — 1 + ... konverguje.
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Example

Polomér konvergence fady T(x) = > 2, %x” je také jedna,
protoze existuje

1 n+1
n+1X

lyn
nX

=x lim
n—o0

lim
n—oo

=X
n—i—l‘

Pro x = 1 tu dostaneme divergentni fadu 1 + % + % + ...

Naopak, fada T(—1) = —1+1 — 1 + ... konverguje.

O fadé T =3 2, by s realnymi cleny fekneme, ze je alternujici,
jestlize je znaménko dvou po sobé jdoucich &leni vzdy opacné.
Pokud je navic |b,| klesajici posloupnost a pro fadu T plati nutna
podminka konvergence, tj. lim,_, ., b, = 0, pak fada konverguje
(vyplyne z obecnéjsich vysledkd pozdéji).
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S mocninnymi fadami ndm do naseho spolecenstvi pfibyla spousta
novych prikladi hladkych funkci, tj. funkci libovolnékrat
diferencovatelnych na celém svém definiénim oboru. Pohrejme si
jesté chvili s nejvyznamnéjsim a prvnim nasim prikladem,
exponencialou

1 1
S =14+x+x++=x"+....
2 n!



Prispévky do zvéfince
®0000000

S mocninnymi fadami ndm do naseho spolecenstvi pfibyla spousta
novych prikladi hladkych funkci, tj. funkci libovolnékrat
diferencovatelnych na celém svém definiénim oboru. Pohrejme si
jesté chvili s nejvyznamnéjsim a prvnim nasim prikladem,
exponencialou

eX:1—|—x+1x2+---+lx"—|—....
2 n!
Tato mocninnna rada ma polomér konvergence nekonecny a dobre
proto definuje funkci pro vsechna komplexni ¢isla x. Jeji hodnoty
jsou limitami hodnot (komplexnich) polynoma s realnymi
koeficienty a ze spojitosti tedy musi pro ni platit i obvyklé vztahy,
které jsme pro realné hodnoty proménné x jiz odvodili.
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Zejména plati
e =,

Dosad'me si hodnoty x =i - t, kde i € C je imaginarni jednotka,
t € R libovolné.

. 1 1 1 1
it o T2
et =1+t 2t 3t —|—4|t +151t

a zjevné tedy je komplexné konjugované ¢islo k z = e't &islo
z =e 't. Proto

zZP=z-z=¢t et =e"=1

a véechny hodnoty z = et proto lezi na jednotkové kruznici v
komplexni roving.
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Realné a imaginarni slozky bodii na jednotkové kruznici pfitom
byvaji popisovany pomoci goniometrickych funkci cosf a sin 6,
kde @ je patficny ahel.

Dostavame primou definici goniometrickych funkci pomoci
mocninnych fad:

- 1 1 1 1
_ it 1 T 42 -4 -6 1Yk & L2k
cost =ree" =1 SU gt —gt t +(—1) (2k)!t -
; 1 1 1 1
: _ it o, 3 5 7T .. _1\k 2k+1
sint =ime” =t — " 4 o7 — '+ +(-1) (2k+1)!t + .
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llustraci konvergence fady pro funkci cos je vidét na obrazku. Jde o
graf prislusného polynomu stupné 68. Pfi postupném vykresleni
Caste€nych souctil je vidét, ze aproximace v okoli nuly je velice
dobra a prakticky beze zmén. S rostoucim rfadem se pak zlepsuje i

dale od pocatku.

L S
LA

1,59

L

|Axxxxxxxxxxxw
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P¥imo z definice také vyplyva znamy vztah
sint4cos’t =1
a také z derivace (et)’ = iet vidime, ze
(sint)’ = cost, (cost) = —sint.

Tentyz vysledek Ize samozfejmé ovérit pfimo derivaci nasich fad
¢len po ¢lenu. (Ovéfime pozdéji, ze to tak skutecné lze délat.)
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Predpokladejme, ze ty je nejmensi kladné &islo, pro které je

e o = — e tj. prvni kladny nulovy bod funkce cos t. Podle
obvyklé definice Ludolfova Cisla je tp = %77. Pak

e 2t = (e700)2 = ¢/?0 3 jde proto o nulovy bod funkce sin t.
Samoziejmé pak plati pro libovolné t

ei(4kto+t) — (eito)4k . eit -1. eit.

Jsou tedy obé funkce goniometrické funkce periodické s periodou
2. Z nasich definic je pfitom vidét, Ze je to nejmensi jejich perioda.
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Nyni mizeme snadno odvodit viechny obvyklé vztahy mezi
goniometrickymi funkcemi. Uvedeme na ukazku nékolik z nich.
Nejprve si vsimnéme, ze definice vlastné rika

1 . :
cost = E(e’t +e7 M)

1 . .
int = — it —it .
sin 2I,(e e ")

Soucin téchto funkci jde tedy vyjadrit jako

1 N, ; 1 . ; 1
sintcost = E(e’t —e M(e"+e ) = E(e’zt —e 2 = 3 sin 2t.

Dale miizeme vyuzit nasi znalost derivaci:

1
cos2t = (5 sin2t)' = (sin t cos t) = cos® t — sin’ t.
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Vlastnosti dalsich goniometrickych funkci

sin t 1
tgt = , cotgt = (tgt)
cost

se snadno odvodi z jejich definice a pravidel pro derivovani.
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