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Jestlize ma prvni derivace f'(x) realné nebo komplexni funkce f v
bodé xo derivaci (f')'(xo), fikame ze existuje druha derivace
funkce f, resp. derivace druhého fadu. Piseme pak

f"(x0) = (') (x0) nebo také £ (xp).
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Jestlize ma prvni derivace f'(x) realné nebo komplexni funkce f v
bodé xo derivaci (f')'(xo), fikame ze existuje druha derivace
funkce f, resp. derivace druhého fadu. Piseme pak

f"(x0) = (') (x0) nebo také £ (xp).

Derivace vyssich rada definujeme induktivné:

Realna nebo komplexni funkce f je v bodé xp (k + 1)—krat
diferencovatelna pro néjaké prirozené Cislo k, jestlize je k—krat
diferencovatelna na néjakém okoli bodu xy a jeji k—ta derivace ma v
bodé xo derivaci. Pro k-tou derivaci funkce f(x) pisgeme £(¥)(x).
Pro k = 0 rozumime 0-krat diferencovatelnymi funkcemi funkce
spojité.

Jestlize existuji derivace vsech radd na intervalu, fikime, ze je tam
funkce f hladka.
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bodé xo derivaci (f')'(xo), fikame ze existuje druha derivace
funkce f, resp. derivace druhého fadu. Piseme pak

f"(x0) = (') (x0) nebo také £ (xp).

Derivace vyssich rada definujeme induktivné:

Realna nebo komplexni funkce f je v bodé xp (k + 1)—krat
diferencovatelna pro néjaké prirozené Cislo k, jestlize je k—krat
diferencovatelna na néjakém okoli bodu xy a jeji k—ta derivace ma v
bodé xo derivaci. Pro k-tou derivaci funkce f(x) pisgeme £(¥)(x).
Pro k = 0 rozumime 0-krat diferencovatelnymi funkcemi funkce
spojité.

Jestlize existuji derivace vsech radd na intervalu, fikime, ze je tam
funkce f hladka.

Pro funkce se spojitou k—tou derivaci pouzivame oznaceni trida
funkci C¥(A) na intervalu A, kde k mtize nabyvat hodnot
0,1,...,00. Casto piseme pouze C, je-li defini¢ni obor znam z
kontextu.
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Jiz jsme vidéli, ze prvni derivace funkce je jejim linearnim
priblizenim v okoli daného bodu a Ze ze znaménka nenulové
derivace vyplyva, ze funkce je v bodé xq rostouci nebo klesajici.

Body, ve kterych je prvni derivace nulova se nazyvaji kritické body
dané funkce.
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Jiz jsme vidéli, ze prvni derivace funkce je jejim linearnim
priblizenim v okoli daného bodu a Ze ze znaménka nenulové
derivace vyplyva, ze funkce je v bodé xq rostouci nebo klesajici.
Body, ve kterych je prvni derivace nulova se nazyvaji kritické body
dané funkce.

Je-li xg kriticky bod funkce f, maze byt chovani funkce f v okoli
bodu xg jakékoliv. Vidime to jiz z chovani funkce f(x) = x" v okoli
nuly pro libovolné n. Pro licha n > 0 bude 7(x) rostouci, pro suda n
naopak bude nalevo klesajici a napravo rostouci, dosahne tedy v
bodé xp své minimalni hodnoty mezi body z (dostatecné malého)
okoli bodu xg = 0.
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Tentyz pohled miizeme aplikovat na funkci /. V kritickém bodé xg
bude derivace f'(x)

@ rostouci pfi kladné druhé derivaci

o klesajici pfi zaporné druhé derivaci.
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Tentyz pohled miizeme aplikovat na funkci /. V kritickém bodé xg
bude derivace f'(x)

@ rostouci pfi kladné druhé derivaci

o klesajici pfi zaporné druhé derivaci.
Jestlize je ale rostouci, znamenena to, ze nutné bude zaporna
nalevo od kritického bodu a kladna napravo od néj. Funkce f v
takovém pripadé je klesajici nalevo od kritického bodu a rostouci
napravo od néj. To znamena, ze ma funkce f v bodé xg minimum
ze viech hodnot z n&jakého malého okoli bodu xg.
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Tentyz pohled miizeme aplikovat na funkci /. V kritickém bodé xg
bude derivace f'(x)

@ rostouci pfi kladné druhé derivaci

o klesajici pfi zaporné druhé derivaci.
Jestlize je ale rostouci, znamenena to, ze nutné bude zaporna
nalevo od kritického bodu a kladna napravo od néj. Funkce f v
takovém pripadé je klesajici nalevo od kritického bodu a rostouci
napravo od néj. To znamena, ze ma funkce f v bodé xg minimum
ze viech hodnot z n&jakého malého okoli bodu xg.
Naopak, je-li druha derivace zaporna v xg, je prvni derivace klesajici,
tedy zaporna vlevo od xg a kladna vpravo. Funkce f bude tedy mit
v bodé xp maximalni hodnotu ze vsech hodnot na n&jakém okoli.
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Extrémy funkce

Funkce diferencovatelna na (a, b) a spojita na [a, b] ma jisté na
tomto intervalu absolutni maximum a minimum. Miize ho
dosahnout pouze bud na hranici nebo v bodé s nulovou derivaci, tj.
v kritickém bodé. Pro diskusi extrémi nam tedy mohou staéit
kritické body a druhé derivace pomiizou urcit typy extrémi, pokud
jsou nenulové. Pro presnéjsi diskusi ale potfebujeme lepsi nez
linearni aproximace zkoumanych funkci. Proto se nejprve budeme
vénovat Gvahadm v tomto sméru a teprve poté se vratime k diskusi
pribéhu funkci.
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Jako prekvapivé jednoduché vyuziti Rolleovy véty ted odvodime
mimoradné diilezity vysledek. Rikava se mu Tayloriiv rozvoj se
zbytkem.
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Jako prekvapivé jednoduché vyuziti Rolleovy véty ted odvodime
mimoradné diilezity vysledek. Rikava se mu Tayloriiv rozvoj se
zbytkem.

Intuitivné se k nému mazeme dostat obracenim nasich Gvah kolem
mocninnych fad. Mame-li totiz mocninnou fadu

S(x) =>_,20an(x —a)" a derivujeme-li ji opakovang, dostavame
mocninné fady (vime, ze je mozné takovy vyraz derivovat €len po
¢lenu, i kdyz jsme to jesté nedokazali)

S (x Z n(n—1)...(n—k+1)a,(x — a)" k.
n=k
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Jako prekvapivé jednoduché vyuziti Rolleovy véty ted odvodime
mimoradné diilezity vysledek. Rikava se mu Tayloriiv rozvoj se
zbytkem.

Intuitivné se k nému mazeme dostat obracenim nasich Gvah kolem
mocninnych fad. Mame-li totiz mocninnou fadu

S(x) =>_,20an(x —a)" a derivujeme-li ji opakovang, dostavame
mocninné fady (vime, ze je mozné takovy vyraz derivovat €len po
¢lenu, i kdyz jsme to jesté nedokazali)

o

S (x Z n—1)...(n—k+1)a,(x — a)" k.

V bodé x = a je S(V(a) = kla,. Miizeme tedy naopak ist posledni
tvrzeni jako rovnici pro ax a plivodni fadu prepsat jako

S(x) = %5(”)(a)(x —a)".
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Jestlize misto mocninné fady mame néjakou dostatecné hladkou
funkci f(x), je tedy na misté se ptat, zda ji mizeme vyjadfit jako
mocninnou fadu a jak rychle budou konvergovat ¢asteéné soucty
(tj. priblizeni funkce f polynomy). Nase Gvaha pravé naznacila, ze
miizeme oCekavat v okoli bodu a dobrou aproximaxi polynomy, tzv.
Taylorovymi polynomy k—tého radu:

1 1
Pif(x) = f(a)+f/(a)(x—a)+§f”(a)(x—a)2—|—- : -—i—ﬁf(k)(a)(x—a)k.
Presna odpovéd vypada podobné jako véta o stfedni hodnoté, jen
pracujeme s vyssimi stupni plynoma (tzv. Taylordv rozvoj se
zbytkem).
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Theorem

Necht je f(x) funkce k—krat diferencovatelna na intervalu (a, b) a
spojita na [a, b]. Pak pro kazdé x € (a, b) existuje ¢islo ¢ € (a, x)
takové, Ze

1
(k—1)!

f(x)=f(a)+f(a)(x —a)+---+ F1 (@) (x — a)kt

+ %f(k)(c)(x — &))"
= Pecaf(x) + 7 FO()(x — ).
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Pokud tedy umime odhadnout velikost k—té derivace na celém
intervalu, dostaneme pfimo odhady chyb. Specialnim pfipadem je
samoziejme véta o stfedni hodnoté coby aproximace fadu nula.
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Pokud tedy umime odhadnout velikost k—té derivace na celém
intervalu, dostaneme pfimo odhady chyb. Specialnim pfipadem je
samoziejme véta o stfedni hodnoté coby aproximace fadu nula.
Iterovanim derivace funkce sin x dostaneme vzdy bud' sinus nebo
cosinus s néjakym znaménkem, ale v absolutni hodnoté budou
hodnoty vzdy nejvyse jedna. Dostavame tedy pfimy odhad rychlosti
konvergence mocninné rady
|X|k+1

sinx — (Pgsin)(x)| < —.
Vidime tedy, ze pro x vyrazné mensi nez k bude chyba mala, pro x
srovnatelné s k nebo vétsi ale bude obrovska.
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Theorem (Taylorova véta)

Predpokladejme, ze funkce f(x) je na intervalu (a — b, a + b)
hladka a ze vsechny jeji derivace jsou zde omezeny stejnomérné
konstantou M > 0, tj.

fO(x)| <M, k=0,1,..., x€(a—b,a+b).

Pak mocninna rada S(x) = 3.2, Lf("(a)(x — a)" konverguje na

n=0 n!

intervalu (a — b, a + b) k funkci f(x).
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Theorem (Taylorova véta)

Predpokladejme, ze funkce f(x) je na intervalu (a — b, a + b)
hladka a ze vsechny jeji derivace jsou zde omezeny stejnomérné
konstantou M > 0, tj.

fO(x)| <M, k=0,1,..., x€(a—b,a+b).

Pak mocninna rada S(x) = 3.2, Lf("(a)(x — a)" konverguje na

n=0 n!

intervalu (a — b, a + b) k funkci f(x).

Diikaz je shodny s avahou v konkrétnim pripadé fukce cos x. O
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Je-li f v bodé a hladka, pak miizeme napsat formalné mocninnou
fadu

S =Y" %f(k)(a)(x _ay
n=0

Taylorova véta nam fika, ze pokud tato mocninna fada ma nenulovy
polomér konvergence, pak je S(x) = f(x) na pfislusném intervalu.
Takovym funkcim fikame analytické funkce v bodé a. Funkce je
analyticka na intervalu, je-li analyticka v kazdém jeho bodé.
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Je-li f v bodé a hladka, pak miizeme napsat formalné mocninnou
fadu

S =Y" %f(k)(a)(x _ay
n=0

Taylorova véta nam fika, ze pokud tato mocninna fada ma nenulovy
polomér konvergence, pak je S(x) = f(x) na pfislusném intervalu.
Takovym funkcim fikame analytické funkce v bodé a. Funkce je
analyticka na intervalu, je-li analyticka v kazdém jeho bodé.

Ne vsechny hladké funkce jsou ale analytické. Ve skuteénosti Ize
dokazat, ze pro kazdou posloupnost ¢isel a, umime najit hladkou
funkci, jejiz derivace Fadi k budou tato &isla a.
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Abychom si alespon predstavili podstatu problému, ukazeme si
funkci, kterda ma v nule vdechny derivace nulové, je vsak viude
kromé tohoto bodu nenulova:

f(x) =e 1%,



Tayloriiv rozvoj, analytické a hladké funkce
000000e0000

Abychom si alespon predstavili podstatu problému, ukazeme si
funkci, kterda ma v nule vdechny derivace nulové, je vsak viude
kromé tohoto bodu nenulova:

f(x) =e 1%,

Je dobre definovana hladka funkce pro vsechny body x # 0.
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Abychom si alespon predstavili podstatu problému, ukazeme si
funkci, kterda ma v nule vdechny derivace nulové, je vsak viude
kromé tohoto bodu nenulova:

f(x) =e 1%,

Je dobre definovana hladka funkce pro vsechny body x # 0.
Derivaci dostaneme f'(x) = f(x) - 2x~3 a iterovanou derivaci
dostaneme soucet konené mnoha élenii tvaru C - f(x) - x K, kde C
je néjaké celé Cislo a k je prirozené Cislo. Pro takové vyrazy lze
opakovanou aplikaci L'Hospitalova pravidla zjistit, Zze jdou limitné k
nule, pfi x jdoucim k nule. Dodefinujeme-li tedy hodnoty viech
derivaci nasi funkce v nule rovnici

Fik) =0,

ziskdme hladkou funkci na celéem R. Je vidét, ze skutecné jde o
nenulovou funkci vsude mimo x = 0, vSechny jeji derivace v tomto
bodé jsou ale nulové. Samozfejmé to tedy neni analyticka funkce v
bodé Xo = 0.
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Snadno ted mazeme nasi funkci modifikovat takto:

(x) 0 je-lix <0
x) = .
& e/ jelix>0

Opét jde o hladkou funkci na celéem R. Dalsi Gpravou mazeme
ziskat funkci nenulovou ve vsech vnitfnich bodech intervalu [—a, a],

a > 0 a nulovou jinde:

0 je-li|x| > a

je-li [x| < a.
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Tyto funkce je hladké na celém R. Posledni dvé funkce jsou na
obrazcich, vpravo je pouzit parametr a = 1.

5 —— ]
0,85 \\
o,eg
0,45
o,zi
N
0 1 2 3 4 0 0,2 0,4
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Nakonec jesté ukazeme, jak Ize dostat hladké analogie
Heavisideovych funkci. Pro dvé pevné zvolena realna Cisla a < b
definujeme funkci f(x) s pouzitim vySe definované funkce g takto:

B g(x —a)
)= o) ralb )

Zjevné je pro kazdé x € R jmenovatel zlomku kladny (pro kazdy z
intervaldl uréenych Cisly a a b je totiz alespon jeden ze scitanci
jmenovatele nenulovy a tedy je cely jmenovatel kladny). Dostavame
z naSeho defini¢niho vztahu proto hladkou funkci f(x) na celém R.
Pri x < a je pfitom jmenovatel zlomku pfimo dle definice funkce g
nulovy, pfi x > b je Citatel i jmenovatel stejny.
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Na dalSich dvou obrazcich jsou pravé funkce f(x) a to s parametry
a=1—a, b=1+ «, kde nalevo je « = 0.8 a napravo o = 0.4.

alpha=.8 alpha = .40000
13 13
08§ 0,8§
06; o,si
04; 0,4§
025 0,25
0,5 1 15 2 0 0,5 1 1,5 2
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Budeme v dalsim uvazovat funkce s dostateénym poctem spojitych
derivaci, aniz bychom tento predpoklad pfimo uvadéli.

Rekneme, ze bod a v definiénim oboru funkce f je kriticky bod
radu k, jestlize plati f/(a) = --- = f(K)(a) = 0, F(kt1)(a) £ 0.
Predpokladejme, ze f(kt1)(a) > 0. Pak je tato spojita derivace
kladna i na jistém okoli O(a) bodu a. Tayloriiv rozvoj se zbytkem
nam v takovém pripadé dava pro viechna x z O(a)

1
f(x) =f(a)+ mf(k“)(c)(x —a)FtL.
Je proto zména hodnot f(x) v okoli bodu a dana chovanim funkce
(X _ a)k—i-l.
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Budeme v dalsim uvazovat funkce s dostateénym poctem spojitych
derivaci, aniz bychom tento predpoklad pfimo uvadéli.
Rekneme, ze bod a v definiénim oboru funkce f je kriticky bod
radu k, jestlize plati f/(a) = --- = f(K)(a) = 0, F(kt1)(a) £ 0.
Predpokladejme, ze f(kt1)(a) > 0. Pak je tato spojita derivace
kladna i na jistém okoli O(a) bodu a. Tayloriiv rozvoj se zbytkem
nam v takovém pripadé dava pro viechna x z O(a)

1
Je proto zména hodnot f(x) v okoli bodu a dana chovanim funkce
(X _ a)k—i-l.
Je-li k + 1 sudé &islo, jsou hodnoty f(x) v takovém okoli vétsi nez
hodnota f(a) — bod a bodem lokalniho minima.
Pokud je k sudé Cislo, pak jsou hodnoty vlevo mensi a vpravo vétsi
nez nez f(a), extrém tedy ani lokalné nenastava. Zato graf funkce
f(x) protina svoji te€nu y = f(a) bodem [a, f(a)].
Naopak, je-li f(k*1)(a) < 0, pak ze stejného diivodu jde o lokalni
maximum pfi lichém k a extrém opét nenastava pro k sudé.

FEFD () (x — a)< T
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Funkce f je v bodé a konkavni, jestlize se jeji graf nachazi v jistém
okoli cely pod tecnou v bodé [a, f(a)], tj. pozadujeme

f(x) < f(a) + f'(a)(x — a).

Rikame, ze funkce f je konvexni v bodé a, jetlize naopak je jeji
graf nad tecnou v bodé a, tj.

f(x) > f(a) + f'(a)(x — a).

Funkce je konvexni nebo konkavni na intervalu, jestlize ma tuto
vlastnost v kazdém jeho bode.

Ma-li funkce f spojité druhé derivace v okoli bodu a, z Taylorova
rozvoje druhého radu se zbytkem

F(x) = F(a) + (a)(x — 3) + 1 F(e)(x — a)”

Proto je zjevné funkce konvexni, kdykoliv je f”(a) > 0, a je
konkavni, kdykoliv f”(a) < 0.

Pokud je druha derivace nulova, mazeme (opatrné) pouzit derivace
vyssich rada.
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Bod a nazyvame inflexni bod diferencovatelné funkce f, jestlize
graf funkce f prechazi z jedné strany tecny na druhou.
Predpokladejme, ze f ma spojité treti derivace a napisme si
Taylortiv rozvoj tretiho fadu se zbytkem:

f (X):f(a)—i-f’(a)(x—a)—l—%f"(a)(x—a)2—|—éf’”(c)(x—a)3.

Je-li a nulovy bod druhé derivace takovy, ze f/(a) # 0, pak je treti
derivace nenulova i na néjakém okoli a jde proto zjevné o inflexni
bod. Znaménko tfeti derivace nam v takovém pfipadé urcuje, zda
graf funkce pfechazi teénu zdola nahoru nebo naopak.

Pokud je bod a navic izolovanym nulovym bodem druhé derivace a
zaroven inflexnim bodem, pak zjevné je na néjakém malém okoli
bodu a funkce na jedné strané konkavni a na druhé konvexni.
Inflexni body tedy mazeme také vnimat jako body pfechodu mezi
konkavnim a konvexnim chovanim grafu funkce.



Asymptotou funkce f v nevlastnim bodé oo je takova primka
y = ax + b, pro kterou je
lim (f(x) —ax — b) =0.
X—>00
Rikame ji také asymptota se smérnici. Pokud takova asymptota
existuje, plati

lim (f(x) —ax) =b

X—00

a tedy existuje i limita

lim —= = a.

x—00 X
Pokud ovsem existuji posledni dvé limity, existuje i limita z definice
asymptoty, jde proto i o podminky dostate¢né. Obdobné v —oc.
Zbyvaji nam pfipadné pfimky kolmé na osu x: Asymptoty v bodech
a € R jsou primky x = a takové, ze funkce f ma v bodé a alespon
jednu jednostrannou limitu nekone€nou. Hovofime tako o
asymptotach bez smeérnice.
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Zavislostmi mezi rtiznymi veli€¢inami, feknéme y a x, Casto nejsou
dany pevné. Explicitni vztah y = f(x) s néjakou funkci f je tedy jen
jednou z moznosti. Derivovani pak vyjadfuje, ze okamzitd zména

y = f(x) je tmérna okamzité zméné x a to s tmérou

f'(x) = %(x). Tento vztah pak piseme

_df

df(x) = =

(x)dx,

kde df (x) interpretujeme jako linearni zobrazeni prirtistki dané
df (x)(Ax) = f'(x) - Ax, zatimco dx(x)(Ax) = Ax.

Hovofime o diferencialu funkce f pokud plati aproximacni
vlastnost

im f(x 4+ Ax) — f(x) — df (x)(Ax)

=0
Ax—0 Ax

Z Taylorovy véty tedy vyplyva, ze funkce s ohraniéenou derivaci f’
ma diferencial df. To zejména v bodé x nastane, kdyz je v ném
prvni derivace f'(x) existuje a je spojita.
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Pokud je veli¢ina x vyjadfena pomoci dalsi veliciny t, tj. x = g(t),
a to opét funkci se spojitou prvni derivaci, pak pravidlo o derivaci
slozené funkce fika, ze i slozena funkce f o g ma opét diferencial

df

df (t) = o

dx
x)—(t)dt.
(921
Miizeme proto vnimat df jako linearni priblizeni dané veliciny
v zavislosti na pfirustcich zavislé proménné, at uz je tato zavislost
dana jakkoliv.
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Krivost grafu funkce

Graf hladké funkce f(x) ted budeme diskutovat jako zvlastni pripad
parametrizované kfivky v roviné. Mazeme si ji predstavit jako
pohyb v roviné parametrizovany pomoci nezavislé proménné x. Pro
libovolny bod x z defini¢niho oboru nasi funkce mizeme okamzité
vypoctem prvni derivace vidét vektor (1, f(x)) € R?, ktery
predstavuje okamzitou rychlost takového pohybu. Te¢na bodem

[x, f(x)] parametrizovana pomoci tohoto smérového vektoru pak
predstavuje linearni priblizeni kFivky.

Vidéli jsme uz také, ze v pripadé, ze f”(x) = 0 a zéaroven

f"(x) # 0, prechazi graf nasi funkce pfes svoji te€nu, tzn. ze tecna
je i nejlepsim pfriblizenim kfivky v bodé x i do druhého fadu. To
zpravidla popisujeme tvrzenim, ze ma graf funkce f v bodé x
nulovou krivost.
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Teénu grafu v pevném bodé P = [x, f(x)] jsme dostali pomoci
limity secen, tj. pfimek prochazejicimi body P a

Q = [x + Ax, f(x + Ax)]. Chceme-li priblizit druhou derivaci,
budeme body P a Q # P prokladat kruznici Cq, jejiz stfed je na
priseCiku kolmic na te€ny, vztycenych v bodech P a Q.

Pro polomér této tzv. oskulacni kruznice plati

ds dsdx (14 (f)?)%/?

= da " dcda
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