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Newtondiv integral
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Predpokladejme, ze zname na intervalu [a, b] redlnou nebo
komplexni funkci F(x) realné proménné x a jeji derivaci

Jestlize rozdélime interval [a, b] na n Easti volbou bodd
a=xg<x3<--<x,=b

a priblizime hodnoty derivaci v bodech x; vyrazy

F(xi+1) — F(x)

f(X) - Xi+1 — Xj
dostavame souctem
n—1 n—1
F(xiy1) — F(xi
F(b)—F(a)=>_ ( X:lz — x-( )-(X,'+1—x,-) ~ > " F (%) (Xig1—x0)-
i=0 ! ! i=0
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®000

Predpokladejme, ze zname na intervalu [a, b] redlnou nebo
komplexni funkci F(x) realné proménné x a jeji derivaci

Jestlize rozdélime interval [a, b] na n Easti volbou bodd

a=xg<x3<--<x,=b

a priblizime hodnoty derivaci v bodech x; vyrazy

F(xi+1) — F(x)

f(x) ~

Xi+1 — Xj
dostavame souctem
n—1 F X 1 ) n—1
F(b)—F(a) = E o (xip1=xi) = Y F(xi)-(xip1—xi).
Xi+1 — Xj =0

i=

Funkci F nazyvame neurcity integral k funkci f.
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Neurcity integral realné funkce f(x) nejspis bude pro rozumné
funkce vyjadfovat plochu vyty€enou grafem funkce f, souradnou
osou x a pfimkami x = a, x = b (v€etné znaménka zohlednujiciho
pozici plochy nad nebo pod osou x!).
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Neurcity integral realné funkce f(x) nejspis bude pro rozumné
funkce vyjadfovat plochu vyty€enou grafem funkce f, souradnou
osou x a pfimkami x = a, x = b (v€etné znaménka zohlednujiciho
pozici plochy nad nebo pod osou x!).

Da se tedy ocekavat, Ze takovou plochu skutecné spocteme jako
rozdil hodnot neurcitého integralu v krajnich bodech intervalu.
Tomuto postupu se také fika Newtoniv integral. Piseme

b
/ F(x)dx = [F()]E = F(b) — F(a).

V pripadé komplexni funkce f je i redlnd a imaginarni Cast jejiho
integralu jednoznacné dana realnou a imaginarni Casti f, proto se v
dalsim omezime na realné funkce.
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Poznamka

V dalsim skuteéné ukazeme, ze Ize rozumné definovat pojem plocha
v roviné tak, aby ji bylo mozné pocitat pravé uvedenym zpisobem.
Newtoniiv integral ma ale jednu podstatnou vadu — jeho vycisleni
vyzaduje znalost neurcitého integralu. Tu obecné neni snadné
spocist i kdyz ukazeme, Ze ke videm spojitym funkcim f existuje.
Proto budeme napred diskutovat jinou definici integralu.




Newtondiv integral
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intervalu [a, b] urCen jednoznacné az na konstantu. Skutecné,
pokud je F'(x) = G'(x) = f(x), pak Taylortv rozvoj prvniho fadu
se zbytkem v bodé a dava

F(x) = G(x) = F(a) = G(a) + (f(c) — f(c))(x — a) = F(a) — G(a)

na néjakém okoli bodu a. Pokud by ale xo < b bylo supremem
hodnot, pro které tento vztah jesté plati, opétovnou volbou tohoto
bodu za a dosdhneme rozsifeni tohoto vztahu i napravo od néj.
Musi tedy platit na celém intervalu.
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intervalu [a, b] urCen jednoznacné az na konstantu. Skutecné,
pokud je F'(x) = G'(x) = f(x), pak Taylortv rozvoj prvniho fadu
se zbytkem v bodé a dava

F(x) = G(x) = F(a) = G(a) + (f(c) — f(c))(x — a) = F(a) — G(a)

na néjakém okoli bodu a. Pokud by ale xo < b bylo supremem
hodnot, pro které tento vztah jesté plati, opétovnou volbou tohoto
bodu za a dosdhneme rozsifeni tohoto vztahu i napravo od néj.
Musi tedy platit na celém intervalu.

S poukazem na toto pozorovani budeme neurcity integral také
zapisovat ve tvaru

F(t) = /f(x)dx+ c.
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Neurcity integral nam formalné dovoluje spocist Riemannav integral
pro kazdou spojitou funkci. Nicméné prakticky byva zejména
pouzitelny tam, kde v integrované funkci umime derivaci pfimo
uvidét. K tomu v jednoduchych pfipadech staéi ¢ist tabulky pro
derivace funkci v nasem zvéfinci naopak.

Dostavame tak napf. nasledujici tvrzeni pro véechna a€ Ra n € Z,

n+# —1:

/adx:ax—i—C
n a n+1
/ax dx=——>x"""+C
n+1

1
/eax dx = =™ +C
a
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/adx:alnx—l—C
X
/acosbxdx: %sinberC

/asin bx dx = —Ecosbx—i— C

b
- n _ a - n+1
/acosbxsm bx dx = b(n 1) sin bx + C
. n _ a n+1
/asmbxcos bx dx = b(n+ 1) cos" bx 4+ C

/atg bx dx = —Z In(cos bx) + C

a X
/de: arctg (E) +C

Pozor defini¢ni obor, na kterém je neurcity integral dobre definovan!
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K takovymto tabulkovym hodnotam lIze relativné snadno dodavat
dalsi jednoduchymi pozorovanimi vhodné struktury integrovanych
funkci. Napf.
f'(x)
f(x)

dx =Inf(x)+ C.
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Integrace per partes a substituci
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Vypocet integralu pomoci neurcitého integralu, spolu s pravidlem
(F-G)(t) = F'(t)- G(t) + F(t) - G'(t)

pro derivaci soucinu funkci, dava nasledujici formuli pro neurcity
integral

F(x)- G(x) + C = / F/(x)G(x) dx + / F(x)G'(x) d.

Tato formule se vétsinou pouziva v pfipadé, ze jeden z integralii
napravo mame pocitat, zatimco druhy umime pocitat lépe.



Integrace per partes a substituci
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Uved' me si n&jaké priklady. Nejprve spocteme

| = /xsinxdx.

V tomto pfipadé pomiize volba F(x) = x, G’(x) = sin x. Odtud
G(x) = —cos x, proto také

| = —xcosx — /—cosxdx = —xcosx +sinx + C.
Obvyklym trikem je také pouzit tento postup s F'(x) = 1:

/lnxdxz/1-|nde:x|nx—/1de:x|nx—X—i— C.

X



Je-li F'(y) = f(y) a y = ¢(x), potom

P _ Py

atedy F(y)+ C = [f(y)dy lze spoéist jako
Fo(x)) + C = / f(o(x))¢ (x) dx.

Dosazenim x = ¢~ 1(y) pak dostaneme ptivodné& pozadovany
neurcity integral. Cast&ji zapisujeme tuto skutecnost takto:

[ frdy = [ o) () b

a hovofime o substituci za proménnou y.
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Je-li F/(y) =1(y) ay = ¢(x), potom

P _ Py

atedy F(y)+ C = [f(y)dy lze spoéist jako

Fle(x))+ C = / f(o(x))¢ (x) dx.

Dosazenim x = ¢~ 1(y) pak dostaneme ptivodné& pozadovany
neurcity integral. Cast&ji zapisujeme tuto skutecnost takto:

/f )dy = /f x) dx

a hovofime o substituci za proménnou y.
Pro Riemannovy soucty je mozné substituci porozumét snadno tak,
Ze pririistky v proménné y a v x jsou vzajemné ve vztahu

dy = ¢'(x) dx

ktery odpovida vztahu d—§ = ¢/(x) a snadno jej spocitame
vypoctem derivace.
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Jako priklad:

/—/1dx
) V1I—x2

zvolime substituci x = sin t. Odtud dx = cos t dt a dostavame

costdt = costdt:/dt:t+C.

1 1
e
1—sin’t cos?t

Zpétnym dosazenim t = acrsin x dopocitame jiz znamy vzorec
| = arcsinx + C.
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Jako priklad:

/—/1dx
) V1I—x2

zvolime substituci x = sin t. Odtud dx = cos t dt a dostavame

costdt = costdt:/dt:t+C.

N v T
1—sin’t cos?t

Zpétnym dosazenim t = acrsin x dopocitame jiz znamy vzorec

| = arcsinx + C.

PFi substitucich je tfeba dat pozor na skutecnou existenci inverzni

funkce k y = ¢(x) a pfi vypoctu uréitého integralu je tfeba fadné

prepocCitavat i meze.
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Casto vede pouziti substituci a metody per partes k rekurentnim
vztahtim, ze kterych teprve lze dopocist hledané integraly.
Spoctéme si alespon jeden pfiklad. Metodou per partes pocitame

Iy = /cosmx dx = /cosm_1 X €os x dx
= cos™ ! xsinx — (m—1) / cos™ 2 x(— sin x) sin x dx
= cos™ L xsinx + (m — 1) / cos™ ™2 x sin” x dx.
Odtud diky vztahu sin® x = 1 — cos? x dostavame
mly, = cos™ L xsinx + (m—1)/p_2
a pocateéni hodnoty jsou

/()ZX, /1 =sinx.
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Integrace racionalnich funkci lomenych

U racionalnich funkci lomenych si mazeme pri integraci pomoci
nékolika zjednodusenimi. Zejména v pfipadg, ze je stupen polynomu
f v Citateli vétsi nebo roven stupni polynomu g v jmenovateli, je
rozumné hned z kraje délenim se zbytkem prevést integraci na
soucet dvou integrald. Prvni pak bude integraci polynomu a druhy
integraci vyrazu f /g se stupném g ostfe vétsim, nez je stupen f.
Toho skutecné dosahneme prostym vydélenim polynomii:

f h
f=q-g+h —=q+—.
g g
Muazeme tedy zrovna predpokladat, ze stupen g je ostfe vétsi nez
stupen f.
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Dalsi postup si ukazme na jednoduchém prikladé. Zkusme si

rozebrat, jak se dostaneme k vysledku
f(x)  4x+2 -2 6

g(x) _x2—|—3x—|—2:x—i—l_i_x—|—27

ktery jiz umime integrovat pfimo:

4 2
/X+dx:—2|n|x+1|—|—6|nx+2|+C.
x2+3x+2

Predevsim prevedenim sou¢tu zlomki na spole€ného jmenovatele
tuto rovnost snadno ovéfime. Pokud naopak vime, ze lze nas vyraz
rozepsat ve tvaru
4x+2 A B

Zi3x+2 xtl x+2
a jde nam pouze o vypocet koeficientli A a B, miizeme pro né
ziskat rovnice pomoci roznasobeni obou stran polynomem
x? 4 3x + 2 ze jmenovatele a porovnanim koeficientii u jednotlivych
mocnin x ve vyslednych polynomech napravo i nalevo:

4x+2=Ax+2)+B(x+1) = 2A+B=2, A+B=4.




Riemanniv integral

Plan prednasky

© Riemanniv integral



Riemanniv integral
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Pro definici integralu vyuzijeme pfimo intuitivni Gvahy, kterou jsme
pravé odavodnovali souvislost Newtonova integralu s velikosti
plochy.
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Pro definici integralu vyuzijeme pfimo intuitivni Gvahy, kterou jsme
pravé odavodnovali souvislost Newtonova integralu s velikosti
plochy.

Uvazme realnou funkci f definovanou na intervalu [a, b] a zvolme
déleni tohoto intervalu, spolu s vybérem reprezentantii &;
jednotlivych casti, tj. a =x9 < x1 < -+ < x, = b a zaroven

& € [xi—1,xi], i =1,...,n. Normou takového déleni nazyvame Cislo
mm{x, — Xj—1}. Rlemannuv soucet odpovidajici zvolenému déleni
= (xo0,...,Xn) a reprezentanttim & je dan vyrazem

Sze =) (&) (6 —xi-1)
i=1
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Rekneme, ze Riemanniiv integral funkce f na intervalu [a, b]
existuje, jestlize pro kazdou posloupnost déleni s reprezentanty
(=k,&k) s normou déleni jdouci k nule existuje limita

i See =S

jejiz hodnota navic nezavisi na volbé posloupnosti déleni a
reprezentantil. PiSeme v takovém pfipadé opét

S = /ab f(x)dx.
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Rekneme, ze Riemanniiv integral funkce f na intervalu [a, b]
existuje, jestlize pro kazdou posloupnost déleni s reprezentanty
(=k,&k) s normou déleni jdouci k nule existuje limita

i See =S

jejiz hodnota navic nezavisi na volbé posloupnosti déleni a
reprezentantil. PiSeme v takovém pfipadé opét

S = /ab f(x)dx.

Tato definice nevypada prilis prakticky, nicméné nam dovoli
sformulovat a dokazat nékteré jednoduché vlastnosti Riemannova
integralu.
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Theorem

(1) Je-li f omezena realna funkce definovana na realném intervalu
[a, b] a ¢ € [a, b] né&jaky vnitini bod, potom integral fab f(x)dx
existuje tehdy a jen tehdy kdyz existuji oba integraly | ; f(x)dx a
fcb f(x)dx. V takovém pfipadé pak také plati

/a i f(x)dx = / " F(x)dx+ / i f(x)dx.
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Theorem

(1) Je-li f omezena realna funkce definovana na realném intervalu
[a, b] a ¢ € [a, b] né&jaky vnitini bod, potom integral fab f(x)dx
existuje tehdy a jen tehdy kdyz existuji oba integraly | ; f(x)dx a
fcb f(x)dx. V takovém pfipadé pak také plati

/a i f(x)dx = / " F(x)dx+ / i f(x)dx.

(2) Jsou-li f a g dvé realné funkce definované na intervalu [a, b, a
existuji-li integraly fab f(x)dx a fab g(x)dx, pak existuje také
integral jejich souctu a plati

/ab(f(x)+g(x))dx:/ab f(x)dx—l—/abg(x)dx.
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Theorem (pokracovani)

(3) Je-li f redlna funkce definovana na intervalu [a, b], C € R
konstanta a existuje-Ii integral fab f(x)dx, pak existuje také integral
fab C - f(x)dx a plati

/ab C-f(x)dx = C- /ab f(x)dx.




Diikaz.

(1) Predpokladejme nejprve, ze existuje integral pres cely interval.
Pfi jeho vypoctu se omezime na limity Riemannovych souctd,
jejichz déleni maji bod ¢ mezi svymi délicimi body. Kazdy takovy
soucet dostaneme jako soucet dvou dil¢ich Riemannovych soucta.
Pokud by tyto dil¢i soucty v limité zavisely na zvolenych rozdélenich
a reprezentantech, pak by celkové soucty nemohly byt v limité na
volbach nezavislé (staci ponechat jednu posloupnost déleni
podintervalu stejnou a druhou ménit tak, aby se limita zménila).
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(1) Predpokladejme nejprve, ze existuje integral pres cely interval.
Pfi jeho vypoctu se omezime na limity Riemannovych souctd,
jejichz déleni maji bod ¢ mezi svymi délicimi body. Kazdy takovy
soucet dostaneme jako soucet dvou dil¢ich Riemannovych souctd.
Pokud by tyto dil¢i soucty v limité zavisely na zvolenych rozdélenich
a reprezentantech, pak by celkové soucty nemohly byt v limité na
volbach nezavislé (staci ponechat jednu posloupnost déleni
podintervalu stejnou a druhou ménit tak, aby se limita zménila).
Naopak, jestlize existuji oba integraly na podintervalech, jsou
libovolné pfesné aproximovatelné Riemannovymi souéty a to navic
nezavisle na jejich volbé. Pokud do libovolné posloupnosti
Riemannovych souctd pres cely interval [a, b] pfidame jeden délici
bod ¢ navic, zménime hodnotu celého souctu i ¢asteénych souctil
pres intervaly patfici do [a, ¢| a [c, b] nejvy3e o nasobek normy
déleni a moznych rozdiltd omezené funkce f na celém [a, b]. To je
libovolné blizko k nule pfi zmensujici se normé déleni. O
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pokracovani.

(2) V kazdém Riemannové souctu se soucet funkci projevi jako
soucet hodnot ve vybranych reprezentantech. Protoze je nasobeni
realnych Cisel distributivni, vyplyva odtud pravé dokazované tvrzeni.
(3) Stejna avaha jako v predchozim pripadé. O
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Pro kazdou spojitou funkci f na kone¢ném intervalu [a, b] existuje
Jeji Riemanniiv integral fab f(x)dx. Navic, je funkce F(t) zadana na
intervalu [a, b] pomoci Riemannova integralu

F(t) = / e

neurcitym integralem funkce f na tomto intervalu.
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Pro kazdou spojitou funkci f na kone¢ném intervalu [a, b] existuje
Jeji Riemanniiv integral fab f(x)dx. Navic, je funkce F(t) zadana na
intervalu [a, b] pomoci Riemannova integralu

F(t) = / e

neurcitym integralem funkce f na tomto intervalu.

Docela slozity. . .




Riemanniv integral
0000000e0
Poznamky

(1) Predchozi dvé véty nam rikaji, ze integral je linearni zobrazeni

/:C[a,b]—>R

vektorového prostoru spojitych funkci na intervalu [a, b] do realnych
Cisel (tj. linearni forma).
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Poznamky

(1) Predchozi dvé véty nam rikaji, ze integral je linearni zobrazeni

/:C[a,b]—>R

vektorového prostoru spojitych funkci na intervalu [a, b] do realnych
Cisel (tj. linearni forma).

(2) Dokazali jsme, ze kazda spojita funkce je derivaci néjaké funkce.
Newtoniiv a Riemanniiv integral tedy jako koncepty pro spojité
funkce splyvaji. Riemanniiv integral spojitych funkci Ize proto
spocist pomoci rozdilu hodnot F(b) — F(a) neurcitého integralu F.
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Poznamky

(1) Predchozi dvé véty nam rikaji, ze integral je linearni zobrazeni

/:C[a,b]—>R

vektorového prostoru spojitych funkci na intervalu [a, b] do realnych
Cisel (tj. linearni forma).

(2) Dokazali jsme, ze kazda spojita funkce je derivaci néjaké funkce.
Newtoniiv a Riemanniiv integral tedy jako koncepty pro spojité
funkce splyvaji. Riemanniiv integral spojitych funkci Ize proto
spocist pomoci rozdilu hodnot F(b) — F(a) neurcitého integralu F.
(3) V prvnim pomocném tvrzeni v ditkazu predchozi véty jsme
dokazali dilezité tvrzeni, Ze pro omezenou funkci f na intervalu

[a, b] vzdy existuji limity hornich soucti i dolnich souctii. Rika se
jim také horni Riemanniv integral a dolni Riemanndv integral.
Takto lze pro omezené funkce ekvivalentné definovat i Riemanniv
integral (jak jsme konecné v dikazu i Cinili).
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Poznamky — pokracovani

(4) V dalsim tvrzeni v diikazu jsme odvodili diilezitou vlastnost
spojitych funkci, které se ik stejnomeérna spojitost na uzavieném
intervalu [a, b]. Zjevné je kazda stejnomérné spojita funkce také
spojita, naopak to ale na otevienych intervalech platit nemusi.
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Poznamky — pokracovani

(4) V dalsim tvrzeni v diikazu jsme odvodili diilezitou vlastnost
spojitych funkci, které se ik stejnomeérna spojitost na uzavieném
intervalu [a, b]. Zjevné je kazda stejnomérné spojita funkce také
spojita, naopak to ale na otevienych intervalech platit nemusi.

(5) Necht f je na [a, b] po castech spojita, tj. vsude kromé
koneéné mnoha bodd nespojitosti ¢;, a < ¢; < b, ve kterych vsak
existuji jednostranné limity. Vzhledem k aditivnosti integralu vici
intervalu pres ktery se integruje existuje podle posledni véty v
takovém pripadé integral F(t) = f; f(x)dx pro t € [a, b] a derivace
funkce F(t) existuje ve viech bodech t, ve kterych je f spojita. Ve
zbyvajicich bodech je funkce F(t) spojita, je to tedy spojita funkce
na celém intervalu [a, b]. Pokud zvolime neurcity integral tak, aby
na sebe funkce navazovaly, pak bude i cely integral vycislen jako
rozdil v krajnich hodnotach.
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