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Nevlastni a nekonecné integraly
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Uvazme integraci racionalné lomené funkce

4 —x

fx) = (x+1)(x —2)%

Rozkladem na parcialni zlomky

5 5x — 16
Jre99= [ s [ spe—ap®
kde oba integraly uz umime pfimo spocist (coby primitivni funkce).

Jak ale s urcitymi integraly, kdyz integracni meze zahrnuji
singularitu 7



Nevlastni a nekonecné integraly
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Integrovana funkce na intervalu [0, 3] je , tlusty” neohraniceny sloup
(nacrtnéte si) kolem hodnoty x = 2 a da se tusit, ze to povede k
nekoneéné plose pod grafem na zvoleném intervalu.

Protoze neni integrovana funkce ani spojitad ani omezena, nebude
existovat jeji Riemanniv integral a nemusi platit nami odvozené
vysledky. Hovofime o ,,nevlastnim integralu®.

Jednoduchym vychodiskem je diskutovat v takovém pfipadé urcité
integraly na mensich intervalech s hranici blizici se problematickému
bodu a zkoumat, zda existuje limitni hodnota takovychto urcitych
integralt. Pokud existuje, fekneme, ze prislusny nevlastni
integral existuje a je roven této limite.
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Uvedeme postup na jednoduchém prikladé:

I—/2 dx
Jo V2 —x

je nevlastni integral, protoze je ma funkce f(x) = (2 — x)"Y* v
bodé b = 2 limitu zleva rovnou co. V ostatnich bodech je
integrovana funkce spojita. Zajimame se proto o integraly
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Vsimnéme si, Ze jsme ve vypoctu substituci dostali integral s
pfepoctenou horni mezi § a dolni mezi 2. Otoéenim mezi do
obvyklé polohy jsme do vyrazu pridali jedno znaménko — navic.
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Limita pro § — 0 zprava zjevné existuje a spocitali jsme tedy
nevlastni urcity integral

2
/:/ S
o vV2—x 3

Stejné budeme postupovat, pokud je zadano integrovani pres
neohraniceny interval. Hovofime o nekonecnych integralech.
Obecné tedy napf. pro a € R

I:/:of(x)dx: lim / f(x

pokud limita vpravo existuje. Obdobné mizeme mit horni mez
integrovani konecnou a druhou nekonecnou.
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Pokud jsou nekone¢né obé meze, pocitame integral jako soucet
dvou integralti s libovolné pevné zvolenou pevnou mezi uprostred,

v /Z £(x) dx:/; f(x)dx+/aoo F(x) dx

Existence ani hodnota nezavisi na volbé takové meze, protoze jeji
zménou pouze o stejnou konecnou hodnotu ménime oba scitance,
ovsem s opaénym znaménkem. Naopak limita pfi které by stejné
rychle sla horni i dolni mez do +00 mize vést k odlisSnym
vysledkiim! Napfr.

a
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pfestoze hodnoty integrald f:oxdx s jednou pevnou mezi uteCou
rychle k nekoncenych hodnotam.
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Ukazme si opét vypocCet nekonecného integralu na prikladé (jeden z
typl parcialnich zlomkd, integral vyfeSsime snadno substituci
x? +a% =t, 2x dx = dt)

/ T k= | A L
——sdx=lm || = lm | ——+ =
o (x2+a?)? boo [2(x24a2) ], booo \ 202 +2a% 222

P¥i vypoctu urcitého integralu z racionalni funkce lomené musime
tedy peclivé rozdélit zadany interval podle bodd nespojitosti
integrované funkce a spoéitat jednotlivé nevlastni integraly kazdy
zvlast. Navic je nutné rozdélit cely interval tak, abychom vzdy

integrovali funkci neohrani€enou pouze v okoli jednoho z krajnich
boda.



Priklady uziti integralu
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Sama definice Riemanova integralu byla odvozena od predstavy
velikosti plochy v roviné se soufadnicemi x a y ohranicené osou x,
hodnotami funkce y = f(x) a hrani¢nimi pfimkami x = a, x = b.
Pritom je plocha nad osou x dana s kladnym znaménkem zatimco
hodnoty pod osou vedou ke znaménku zapornému.

Ve skute€nosti vime pouze, co je to plocha rovnob&znosténu
uréeného dvéma vektory, obecnéji ve vektorovém prostoru R"” vime,
co je to objem rovnobéznosténu. Plochy jinych podmnozin je teprve
tfeba definovat. Pro nékteré jednoduché objekty jako tfeba
mnohoihelniky je definice dana pfirozené predpokladanymi
vlastnostmi.
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Nami vybudovany koncept Riemannova integralu je mozné zatim
pfimo pouzit pouze k méfeni ,objemu” jednorozmérnych
podmnozin.

O podmnoziné A C R fekneme, ze je (Riemannovsky) meéritelna,
jestlize je funkce y : R — R

1 jestlizejex € A
Xa(x) = T
0 jestlizejex ¢ A

Riemannovsky integrovatelna, tj. existuje integral (at uz s konecnou
nebo nekoneénou hodnotou)

m(A) = [ xal) b

o0

Funkci x4 fikame charakteristicka funkce mnoziny A.
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Vsimnéme si, ze pro interval A = [a, b] jde o velikost spoctenou

takto: .
/ XA(x)dx:/ dx—b—a,

pfesné jak jsme ocekavali.

Zaroven ma takovato definice , velikosti” ocekavanou vlastnost, ze
mira sjednoceni dvou Riemannovsky méFitelnych disjunktnich
mnozin vyjde jako soucet.

Pokud ale vezmeme spocetné sjednoceni, takova vlastnost jiz
neplati. Napf. staci vzit mnozinu Q v3ech racionalnich cisel jakozto
sjednoceni jednoprvkovych podmnozin. Zatimco kazda mnozina o
kone¢né mnoha bodech ma podle nasi definice miru nulovou,
charakteristicka funkce xg neni Riemannovsky integrovatelna.
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Pro definici plochy (objemu) ve vicerozmérnych prostorech budeme
umét pouzit koncept Riemannova integralu, az jej zobecnime do
vicerozmérného pripadu. Jiz nyni ale miizeme pocitat objemy v
pfipadech, které Ize snadno pfevést na jednorozmérnou integraci.
Zacneme s jesté jednodu3sim pouzitim:

Stredni hodnota funkce f(x) na intervalu (kone¢ném nebo
nekonecném) [a, b] je definovana vyrazem

1 b
m= b—a/a f(x) dx.

Z definice je m vyska obdélnika (s orientaci podle znaménka) nad
intervalem [a, b], ktery ma stejnou plochu jako je plocha mezi osou
x a grafem funkce f(x).
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Nami vybudovany integral jde také dobfe pouzit pro vypocet délky
krivky ve vicerozmérném vektorovém prostoru R". Pro
jednoduchost si to predvedeme na pipadu kfivky v roviné R? se
soufadnicemi x, y. Méjme tedy parametricky popis kfivky
F:R—R?

F(t) = [g(t), f(2)]
a predstavme si ji jako drahu pohybu.
Derivaci tohoto zobrazeni dostaneme hodnoty, které budou
odpovidat rychlosti pohybu po takovéto draze. Proto celkova délka
kfivky (tj. draha urazena za dobu mezi hodnotami t = a, t = b)
bude dana integralem pres interval [a, b], kde integrovanou funkci
h(t) budou pravé velikosti vektorti F'(t).
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Chceme tedy spocist délku s rovnou

s—/h £) dt = /\/f (£))? d.

Ve specialnim pripadé, kdy krivka je grafem funkce y = f(x) mezi
body a < b obdzime pro jeji délku

s:/ab\/l—f-(f’(x))de

Tentyz vysledek Ize intuitivné vidét jako disledek Pythagorovy véty:
pro linearni prirdistek délky kiivky As odpovidajici prirtistku Ax
proménné x spolteme totiz praveé

As = \/Ax2 + Ay?

a to pfi pohledu pfimo na nasi definici integralu znamena

b | dy 2
S—/a 1+<dX> dX.
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Jako snadny priklad spocteme délku jednotkové kruznice jako
dvojnasobek integralu funkce y = v/1 — x2 v mezich [—1,1]. Vime
jiz, ze musi vyjit Cislo 27, protoze jsme takto Cislo 7 definovali.

/1 2 —

5—2/ dx = 2/ \/7

_2/ 7dx_2[arcsmx] 1 =2m.
—1V1—x2

Jestlize v pfedchozim vypoctu budeme pocéitat s
y =Vr?—x%2=ry/1—(x/r)? a meze budou [—r, r], dostaneme

substituci x = rt déku kruznice o poloméru r:

dt = 2r[arcsin x]* 1,

1—x/r /1\/7

tj. 2mwr. Zejména je skutecné délka kruznice linearné zavisla na jejim
poloméru.
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Podobné plochu takové kruznice spo¢teme substituci x = rsin t,
dx = rcostdt (s vyuzitim vysledku pro / z minulé prednasky)

a(r):2/_rrmdx

w/2
= 2r2/ cos® t dt
—7/2

2r? -
= %[cos tsint+ t]_/f/2

= 7rr2.
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Dalsi obdobou téhoz principu je vypocet povrchu nebo objemu
rotacniho telesa. Pokud vznikne téleso rotaci grafu funkce f
kolem osy x v intervalu [a, b], vznika pfi prirastku Ax nartst plochy
o nasobek As délky kfivky zadané grafem funkce f a velikosti
kruznice o poloméru f(x). Plocha se proto spocte formuli

A(f):27r/bf(x)ds:27r/bf(x) 1+ (f'(x))? dx,

kde ds = \/dx? + dy? je dan prirtistkem délky kfivky y = f(x).
Objem stejného télesa naroste pfi zméné Ax o nasobek tohoto
prirtistku a plochy kruznice o poloméru f(x). Proto je dan formuli

b
V(f):w/a (F(x))2 d.
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Jako priklad uziti poslednich dvou vzorcti odvodime znamé formule
pro plochu sféry a objem koule.

r 1 r
— /1 — S T a2
Ar —27r/rr 1—(x/r) mdt—%ﬁ dt = 4rnr

—r

r 1 r 4
V, = TI'/ P —x%2dx =2rrr> — | =x3 = —7rd,
_r 3 1., 3



Prirastky v ZOO
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Kdy lze najit neurcity integral pomoci vyrazii slozenych ze znamych
elementarnich funkci?
Drtiva vétsina spojitych funkci vede na integraly, které tak vyjadrit
neumime.
Protoze se integraci ziskané funkce velice €asto v praxi vyskytuji,
mnohé maji jména a pfed nastupem pocitaci byly pro potfeby
inzenyrt vydavany obsahlé tabulky hodnot takovych funkci.
Uvedeme si nyni aspon né&jaké priklady.
V metodach pro zpracovani signalu je velice dilezita funkce

) sin(x)

sinc(x) = —
Docela pfimocare, byt pracng, Ize ovérit, ze jde o hladkou funkci s
limitnimi hodnotami

f(0) =1, f/(0) =0, f"(0) = —%

Je tedy okamzité vidét, ze tato suda funkce bude mit v bodé x =0
absolutni maximum a s nardistajici absolutni hodnotou x se bude
vinit se stale se zmen3ujici amplitudou.
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Funkce Sinusintegral je definovana vztahem
X
Si(x) :/ sinc(t) dt.
0
Dilezité jsou také Fresnelovy sinové a kosinové integraly
X
FresnelS(x) = / sin(37t?) dt
0
X
FresnelC(x) = / cos(i7t?)dt.
0

Na levém obrazku je priibéh funkce Si(x), na pravém vidime obé
Fresnelovy funkce.

154
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Prirastky v ZOO
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Nové typy funkci dostavame také, kdyz do integrovaného vyrazu
povolime volny parametr, na kterém pak vysledek zavisi. Pfikladem

miize byt jedna z nejdilezitéjsich funkci v matematice vilbec — tzv.
Gamma funkce. Je definovana vztahem

r(z):/ e tt¥ Lt
0

Lze ukazat, ze tato funkce je analyticka ve vsech bodech z ¢ Z a
pro malad z € N mizeme poditat:

ra) :/ et 0t = [ e P = 1
0
r(2)—/ e—ftldt—[_e—ft]g°+/ e tdt— 0411
0 0

r(3):/ e_ttzdt:O+2/ e ftdt=0+2=2
0 0
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omoci indukce snadno dovodime, ze pro vsechna kladna cela cisla n
dava tato funkce hodnotu faktorialu:

F(n)=(n—1)!
Nasledujici obrazek ukazuje v logaritmickém méfitku zavislé
proménné pritbéh funkce f(x) = In([(x)). Vidime z ngj tedy, jak
rychle skutecné roste faktorial.
3000
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Pomoci nevlastniho integralu také umime rozhodnout o konvegenci
nékterych nekonecnych fad:
Theorem (Integralni kriterium konvergence fad)

Bud' Y% f(n) rada takova, ze funkce f : R — R je kladna a
nerostouci na intervalu (1,00). Pak tato rada konverguje pravé
tehdy, kdyz konverguje intergral

/100 f(x) dx.
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Ditikaz.

Pokud interpretujeme integral, jako plochu pod kfivkou, je
kriterium nazorné vidét.

Pokud dana rada diverguje, pak diverguje i fada ) >~ , f(n). Pro
libovolné k € N mame pro k-ty Castecny soucet s; (fady bez
prvniho ¢lenu) nerovnost

k k
SL:Zf(n) < f(x)dx,
n=2 1
nebot s, je dolnim souctem Riemannova integralu fl x)dx. Pak

ale je

/ f(x)dx = ||m/ f(x)dx > lim s, =
1 k—o00

a uvazovany integral diverguje.
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|
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pokracovani

Predpoklademe nyni, Ze dany integral konverguje a oznaéme k-ty
Caste€ny soucCet dané fady jako si. Potom mame nerovnosti

/ f(x)dx = Ilm/ f(x)dx < lim s, < o0,
1 k—o00

nebot sx je hornim souctem Riemannova integralu fl x)dx a
predpokadame, Ze dana rada konverguje. Ol
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Jako priklad pouziti rozhodnéme, pro jaka k konverguje fada

Vsimnéme si nejprve, Ze neumime o konvergenci rozhodnout na
zakladé podilového & odmocninového kriteria (obé limity
lim |22 lim /3, jsou rovny 1).

—00

n—o0
Pomoci mtegralm’ho kriteria pro konvergenci fad dostavame pro

k # 1:

1 Lad k=1 k>1
/1 xkdx_élggo[(l k)x }1_{00 k<1

a dana rada tedy konverguje pro vsechna k > 1 a diverguje pro
k < 1.V pripadé k = 1 je primitivni funkci logaritmus a integral i
fada opét diverguji.
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