1. SOUSTAVY LINEARNICH KONGRUENCI 19.3.

1. Skupiné t¥inacti pirdtu se podafilo uloupit bednu zlatych minci. Zkusili je rozdélit
rovnym dilem na tfindct hromédek, ale deset minci jim zbylo. O zbylé mince se
strhla rvacka, pfi niz jednoho pirata propichli. Pfestali tedy bojovat a zkusili mezi
sebe znovu rozdélit mince rovnym dilem. Tentokrat zbyly tii mince, o které opét
zacali bojovat. V boji zahynul dalsi pirat a tak si ostatni opét zkusili mince spra-
vedlivé rozdélit, tentokrat ispésné. Kolik bylo nejméné minci, které pirati ukradli?

2. Vyfeste linedrni kongruenci 3446z = 8642 (mod 208).

2. KONGRUENCE VYSS$fCH RADU, PRIMITIVNI KORENY, TESTY PRVOCISELNOSTI
2.4.

Vyieste 7zt + 192 + 25 = 0 (mod 27).
Ukazte, ze neexistuji primitivni kofeny modulo 8.
Naleznéte vSechny primitivn{ kofenymodulo 41 a vy¥este 727 = 11 (mod 41).

Vyieste 22 — 23 = 0 (mod 77).
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Dokazte, ze ¢isla 2465, 2821 a 6601 jsou tzv. Carmichaelova.

6. Ukazte, ze ¢islo 341 je Fermatovo pseudoprvocislo o zékladu 2, ale ze neni Euler-
Jacobiho pseudoprvocislo o zdkladu 2. Déle, ze ¢islo 561 je E-J pseudoprvoéislo o
zédkladu 2, ale ne o zdkladu 3 a Ze naopak ¢islo 121 neni E-J pseudoprvocislo o
zakladu 2, ale je o zakladu 3.

3. TESTY PRVOCISELNOSTI 9.4.

1. Pomoci Pocklington-Lehmer testu ukazte, ze 1321 je prvocislo.

Reseni. N —1=1320=23.3.5.11
F:=2335=120,U:=11= (F,U) = (120,11) =1
1320 1320 1320

(272,1321) =1, (275 ,1321) =1, (275 ,1321) = 1 a 21329 = 1 mod(1321) =
Svédkové prvociselnosti jsou ay = a3 = a5 = 2.

2. Pomoci Pollardova rho algoritmu najdéte faktorizaci ¢isla 221. [vyuzijte funkci
f(x) = 22 + 1, po¢. podm. zg = 2]

Reseni. z =y =2

vi= (&) y=fy) (z—-yl221) mod(221)
5 26 1
26 197 1
14 104 1
197 145 13
~ 221 = 13.17

4. BOOLEOVY ALGEBRY

Prikladem uziteéné algebraické struktury je tzv. Booleova algebra - viz prednaska.
Tato abstraktni struktura pom#hd fesit ruzné konkrétni problémy, nap¥. v teorii
mnozin nebo v logice. Mnozinovy vyraz ¢i logickou formuli muZzeme piepsat do
formélniho vyrazu v Booleové algebie, vyuzit identit v této algebie k upravé vyrazu
a vysledek formulovat zpét jako mnozinovy vyraz nebo logickou formuli, viz priklady
nize.

1. Zjednoduste vyraz (AAB)V (A= B))A((B'= C)V (BAC")).
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Reseni. Piepsinim do Booleovy algebry dostdvame

(ab+a +b).(b+c+bd)=---=d.c+b.
To znamend, ze vySe uvedend formule je ekvivalentni vyroku (A’ A C) V B.
2. Anna, Béra, Katefina a Dana chtéji jet na vylet. Rozhodnéte, kterd z dévcat po-
jedou, maji-li byt dodrzeny tyto zasady: Pojede aspon jedna z dvojice Béra/Dana,
nejvyse jedna z dvojice Anna/Katefina, aspon jedna z dvojice Anna/Dana a nejvyse

jedna z dvojice Bdra/Katefina. Déle je jisté, ze Bara nepojede bez Anny a Zze
Katefina pojede, pojede-li Dana.

Reseni. Piepsinim do Booleovy algebry, ipravou a piepsanim zpét dostaneme, ze
na vylet pojede bud pravé Anna s Barou nebo pravé Katefina s Danou.
5. KODOVANT
Piikladem vyuziti jiné algebraické struktury, konkrétné okruhu polynomu nad

Zs (€ jingm koneénym polem), jsou (n,p) kédy - viz prednéska a pifklady nize.

1. Uvazujme (5, 3) kéd nad Z, generovany polynomem x2 +z + 1. Vypiste viechna
kédova slova, najdéte generujici matici a matici kontroly parity.

Reseni. p(z) = z?4z+1. Kédové slova jsou pravé nasobky generujiciho polynomu:
0.p, Lp,z.p, (x + 1).p, 2%.p, (x® + 1).p, (2® + 2).p, (x> + z + 1).p

neboli

0,x2+x+17x3+x2+x,x3+1,x4+x3+x2,x4+x3+x+1,m4+$,$4+$2+1

neboli
00000,11100,01110,10010,00111,11011,01001, 10101

Bézové vektory vynasobené 2°~2 = 22 davaji mod(p):
2=x+1
B=zr=zx+l)=2+z=1
=2z

To znamena, ze bazové vektory se zakdduji nasledovné

12?4+ o+1 100 — 11100
r— a2+ tj. 010 — 10010
22t 41 001 ~ 01001

a proto je generujici matice

Il
OO~ =
O OO
= o O = O

a matice kontroly parity
10 1 1 0
01 1 0 1)°

2. Udélejte to samé se (7,4) kédem nad Zy generovanym polynomem z° + z + 1.



Reseni.
1 0 1 1
1 1 1 0
01 1 1
G=1]1 0 0 0
01 00
0 010
0 0 01

6. VyTvoRuJic{ FUNKCE
1. Pomoci vytvorujici funkce urcete pocet jednicek v nadhodném bindrnim fetézci.

Reseni. Oyna¢me B mnozinu fetézcil, pro fetézec b € B |b| pocet jeho biti a j(b)
pocet jednic¢ek. Vytvotujici funkce ma tvar

B(x) = Zx‘bl = Z2”x" =1 —12m

beB n>0

Vytvotujici funkce pro pocet jednicek je

Clx) = j(b)l"
bEB
Retézec b dostaneme z o jeden bit kratstho ¥ piidanim jedné nuly nebo jednicky,
tj. j(b) je souctem j(b') jednicek a j(b') + 1 jednicek. Takze

Clz) = Y A+2))a 1 = 3" a1 4237 ()2 *! = 2B(2) + 22C(x)
b’eB b'eB beB

Odtud
x

(1—2x)2
a n-ty koeficient je ¢, = 2”’1(71__21) = n2"~ L. Toto ¢islo uddva pocet jednicek v
bitech délky n. Téch je b, = 2™. V jednom fetézci je tedy % = 3 jednicek. To je
samoziejmé ocekavany vysledek.

C(z) = = (1 —2x)72

7. BODOVANE PRIKLADY, ODEVZDAT DO 21.5.

1. Pomoci piepisu do Booleovy algebry vyfeste nésledujici tlohu:

Pii vySetfovani vrazdy bylo zajisténo pét podezielych Kalina, Novacek, Obratil,
Prazak, Ryvola. V dobé ¢inu byl na misté Obratil nebo Prazak, ale nejvyse jeden z
dvojice Kalina, Novacek a aspon jeden z dvojice Kalina, Obratil. Podezrely Ryvola
tam mohl byt jen v pfitomnosti Prazaka, ale pokud tam Ryvola byl, nechybél ani
Obrétil. Lze vylouéit spolupréaci Novacka s Prazdkem, zato Novéacek a Obrétil tvoii
nerozluénou dvojici. Kdo z podezielych vrazdu spéchal?

Reseni. Piepisem do Booleovské algebry, podle prvnich pismen jména, dostdvame

(04 p)(K" +n)(k+0)(p+ ) (r" + 0)(n' + p')no

a s vyuzitim z? = z, z2’ = 0 dostaneme 7'p’nok’. Vinni jsou teda Novacek a

Obrétil.

Posledni podminka v zadani by se ovéem méla pochopit tak, Ze bud tam byli oba
nebo ani jeden (Novdéek a Obratil). Tim paddem bude konec vyrazu v Booleovské
algebie ...(no + n'o’) misto ...no. Tim ndm na konci po tpravé piibude ¢len
r'pn’o’k. Vrazdu tedy mohl rovnéz spachat Kalina s Prazidkem.

2. Uvazme (15,11) kéd generovany polynomem 1 + x® + z*. Piijali jsme kéd
011101110111001. Urcete puvodni 11-bitovou zpravu predpokladdame-li, Ze pii pfenosu
doslo k chybé na jednom bitu.
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Reseni. Retézec je kédové slovo, prave tehdy, kdyz je délitelny generujicim po-
lynomem, tj. v nagem piipadé 1 + 23 + z*. Piijaty fetézec odpovid4d polynomu
e+t a® + a8+ 2T+ 2%+ 2042 4214, Tento polynom dava po déleni 1423424
zbytek x+ 1. To znamenad, ze pti prenosu doslo k chybé. Predpokladame-li, ze chyba
je jen na jednom bitu, musi existovat mocnina x, kterd je rovna tomuto zbytku mo-
dulo 1 + 23 + 2%. Proto po¢itdme 2* = 23 + 1,2 =23+ +1,..., 22 =z + L.
Chyba tedy nastala na tfindctém bitu a origindlni zprava byla 01110111101.

Muzeme si piiklad i vic rozebrat. Kdyz si spo¢itdme vSechny mocniny x, dosta-
neme

=23 +1

=3+ +1

=322 4+2+1

2 =at+r+1

=3+ +2

=22 +1

0= +z

et =23 2241

2=z +1

2B =224z

P VI B

a generujici matice je tedy
111 1 0101100
01111010110
0 01 11101011
111 01 01 1 001
1 0 0000 0 0 O0O0O0
01 0 0 0 O0OO0O0OO0OO0OO0
001 0 0 0 O0O0TO0OTO0TO0
G = 00 010 0O0O0TO0TO0TUO0

00 0 01 0O0O0TO0TO0°TUO0
00 0 0 01 00000
00 0 0 0 01 00 00
00 0 0 O0O0OO0OT1TTUO0TG0OFO0
00 0 00 O0OO0OO0OT1TOQO0TPO0
00 0 00 O0OO0OO0OTO0DT1TO0
00 0 0 0 0 0 00 0 1

Muzeme si ovérit, ze vynasobenim 01110111101 dostaneme kédové slovo 011101110111101,
které se lisi od prijatého fetézce 011101110111001 pravé na tom tfindctém bitu.

3. Pomoci vytvorujici funkce vyteste nasledujici rekurenci:
ag=1,a1 =2
ap =dap_1 —4a,_ o n>2
Reseni. Univerzalni formule m4 tvar
G, = Bap_1 —4an_2 — 3[n=1]+ [n = 0]
Vynésobenim obou stran z” a seCtenim pies vSechna n dostaneme
A(zx) = brA(x) — 42 A(x) — 3z + 1

Odtud
1—3x 2 1 1

1
(1—4z)(1 — ) 31—z 31-4z

A(z) =






