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Chceme abstraktné pracovat s objekty a se situacemi, ve kterych je
mozné rovnice
a-x=0>b

vzdy jednoznacné Fesit (tak jako u linearnich rovnic jsou objekty a a
b jsou dany, zatimco x hledame).

Jde o tzv. teorii grup. Vsimnéme si, ze zatim nic nevime o povaze
objekti, ani co znamena ta ,tecka” v rovnici.
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Chceme abstraktné pracovat s objekty a se situacemi, ve kterych je
mozné rovnice
a-x=0>b

vzdy jednoznacné Fesit (tak jako u linearnich rovnic jsou objekty a a
b jsou dany, zatimco x hledame).

Jde o tzv. teorii grup. Vsimnéme si, ze zatim nic nevime o povaze
objekti, ani co znamena ta ,tecka” v rovnici.

Nejprve projdeme priklady, ve kterych se s takovymi objekty
potkavame, poté si zavedeme maly slovnicek pojma.
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@ Prirozena ¢isla N ={0,1,2,...}, spolu s kteroukoliv z operaci
s€itani a nasobeni jsou asociativni a komutativni pologrupa s
jednotkou, neexistuji v ni ale inverzni prvky.
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@ Prirozena ¢isla N ={0,1,2,...}, spolu s kteroukoliv z operaci
s€itani a nasobeni jsou asociativni a komutativni pologrupa s
jednotkou, neexistuji v ni ale inverzni prvky.

Q Celacislaz={...,-2,-1,0,1,2,...} jsou grupoid viici
kterékoliv z operaci scitani, odcitani, nasobeni. Jsou dokonce
komutativni grupou vzhledem ke scitani, jsou vsak jen
komutativni pologrupou viiéi nasobeni (neexistuji inverze k
prvkiim a # £1). Operace odcitani neni ani asociativni (napf.
(5—-3)—2=0#5—(3—2)=4). Vsimnéte si také, ze pro
odecitani je nula pravy neutralni prvek, ne viak levy. Dokonce
v tomto pripadé levy neutralni prvek neexistuje.
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@ Prirozena ¢isla N ={0,1,2,...}, spolu s kteroukoliv z operaci
s€itani a nasobeni jsou asociativni a komutativni pologrupa s
jednotkou, neexistuji v ni ale inverzni prvky.

Q Celacislaz={...,-2,-1,0,1,2,...} jsou grupoid viici
kterékoliv z operaci scitani, odcitani, nasobeni. Jsou dokonce
komutativni grupou vzhledem ke scitani, jsou vsak jen
komutativni pologrupou viiéi nasobeni (neexistuji inverze k
prvkiim a # £1). Operace odcitani neni ani asociativni (napf.
(5—-3)—2=0#5—(3—2)=4). Vsimnéte si také, ze pro
odecitani je nula pravy neutralni prvek, ne viak levy. Dokonce
v tomto pripadé levy neutralni prvek neexistuje.

© Racionalni ¢isla Q jsou komutativni grupou vzhledem ke

s€itani a nenulova racionalni Cisla jsou grupou viici nasobeni.
Cela cisla spolu se s¢itanim jsou jejich podgrupou.
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Example (pokracovani)

@ Pro k € N, mnozina vsech k-tych odmocnin z jednicky, tj.
mnozina {z € C; zK = 1} je konecna grupa viici nasobeni
komplexnich isel. Napf. pro k = 2 dostaneme grupu {—1,1}
se dvéma prvky, které jsou oba samy sobé inverzi, zatimco pro
k = 4 dostavame grupu G = {1,/,—1,—i}.
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@ Mnozina Mat, vsech Etvercovych matic je (nekomutativni)
pologrupa vzhledem k nasobeni matic a komutativni grupa
vzhledem ke s¢itani matic.
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Example (pokracovani)

@ Pro k € N, mnozina vsech k-tych odmocnin z jednicky, tj.
mnozina {z € C; zK = 1} je konecna grupa viici nasobeni
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se dvéma prvky, které jsou oba samy sobé inverzi, zatimco pro
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@ Mnozina Mat, vsech Etvercovych matic je (nekomutativni)
pologrupa vzhledem k nasobeni matic a komutativni grupa
vzhledem ke s¢itani matic.

© Mnozina vsech linearnich zobrazeni Hom(V/, V) na vektorovém

prostoru je pologrupa vzhledem ke skladani zobrazeni a
komutativni grupa vzhledem ke scitani zobrazeni.
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Example (pokracovani)

@ Pro k € N, mnozina vsech k-tych odmocnin z jednicky, tj.
mnozina {z € C; zK = 1} je konecna grupa viici nasobeni
komplexnich isel. Napf. pro k = 2 dostaneme grupu {—1,1}
se dvéma prvky, které jsou oba samy sobé inverzi, zatimco pro
k = 4 dostavame grupu G = {1,/,—1,—i}.

@ Mnozina Mat, vsech Etvercovych matic je (nekomutativni)
pologrupa vzhledem k nasobeni matic a komutativni grupa
vzhledem ke s¢itani matic.

© Mnozina vsech linearnich zobrazeni Hom(V/, V) na vektorovém
prostoru je pologrupa vzhledem ke skladani zobrazeni a
komutativni grupa vzhledem ke scitani zobrazeni.

@ V obou predchozich prikladech, podmnozina invertibilnich
objektd uvazované pologrupy tvori grupu. V pfipadé matic jde
o tzv. grupu invertibilnich matic, ve druhém o grupu linearnich
transformaci vektorového prostoru (tj. invertibilnich linearnich
zobrazeni).
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Definition

Pro libovolnou mnozinu A:

@ binarni operace na A je zobrazeni A x A — A, které budeme
zpravidla znaéit (a, b) — a- b, mnozina s binarni operaci je
grupoid

@ binarni operace je asociativni, jestlize pro vsechny prvky v A
platia-(b-c)=(a-b)-c

@ binarni operace je komutativni, jestlize pro vsechny prvky v A
platia-b=05b-a

@ leva jednotka v A je takovy prvek e € A, ze pro vsechny
prvky v A plati e - a = a; obdobné pro pravou jednotku musi
platit pro viechny prvky a-e = a

@ jednotka binarni operace je prvek e, ktery je pravou i levou
jednotkou zaroven

e pologrupa (A, ) je grupoid s binarni operaci, ktera je
asociativni.
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Definition (pokracovani)

o prvek a~! je levou inverzi k prvku a v pologrupé (A, -) s
jednotkou e, jestlize plati a=—! - a = e; obdobné je pravou
inverzi a~! takovy prvek, pro ktery je a-a ! =e

o prvek a! je inverzni k a v pologrupé s jednotkou, jestlize je
levou i pravou inverzi zaroven

e grupa (G, ) je pologrupa s jednotkou, ve které ma kazdy
prvek inverzi

o komutativni grupa, resp. komutativni pologrupa, je takova,
kde je operace - komutativni.

e Je-li (A,-) grupa (pfipadné pologrupa), pak jeji podmnozinu
B C A, ktera je uzaviena vici zazeni operace - a zaroven je
spolu s touto operaci grupou, nazyvame podgrupa v (A, ).
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Zpravidla grupy a pologrupy potkavame jako mnoziny zobrazeni na
pevné dané mnoziné M, které jsou uzavreny viici skladani
zobrazeni. Casto si ale tuto skutecnost pfimo neuvédomujeme.

Na kazdé koneéné mnoziné M, s m = |[M| € N prvky mame k
dispozici m™ moznych definic zobrazeni (kazdy z m prvkii mizeme
zobrazit na kterykoliv v. M) a vsechna takova zobrazeni umime
skladat.
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Zpravidla grupy a pologrupy potkavame jako mnoziny zobrazeni na
pevné dané mnoziné M, které jsou uzavreny viici skladani
zobrazeni. Casto si ale tuto skutecnost pfimo neuvédomujeme.

Na kazdé koneéné mnoziné M, s m = |[M| € N prvky mame k
dispozici m™ moznych definic zobrazeni (kazdy z m prvkii mizeme
zobrazit na kterykoliv v. M) a vsechna takova zobrazeni umime
skladat.

Pokud chceme, aby existovala k zobrazeni oo : M — M jeho inverze
a~!, musi byt « bijekci. Slozenim dvou bijekci vznikne opét bijekce
a proto podmnozina X, viech bijekci na mnoziné M o m prvcich je
grupa. Rikame ji grupa permutaci na m prvcich.
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Nazev grupa permutaci pfitom uvadi jinou souvislost, kdy misto
bijekci na kone¢né mnoziné vnimame permutace jako prerovnani
rozlisitelnych prvki. Potkavali jsme se s ni napf. pfi studiu
determinantd.



50000080000
Nazev grupa permutaci pfitom uvadi jinou souvislost, kdy misto
bijekci na kone¢né mnoziné vnimame permutace jako prerovnani
rozlisitelnych prvki. Potkavali jsme se s ni napf. pfi studiu
determinantd.

V grupé permutaci X3 na Cislech {1,2, 3} si tfeba oznacime
jednotliva poradi
a=(1,2,3), b=(2,3,1), c=(3,1,2),
d=(1,3,2), e=(3,2,1), f=(2,1,3).

Skladani nasich permutaci je pak zadano tabulkou

a b ¢ d e f
ala b ¢ d e f
b|b ¢ a f d e
clc a b e f d
d|d e f a b ¢
ele f d ¢ a b
fl|f d e b ¢ a
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Vsimnéme si podstatného rozdilu mezi permutacemi a, b a ¢ a
dalsimi tfemi. Ty prvni tfi tvofi tzv. cyklus generovany prvkem b
nebo prvkem c:

bP>=c b>=a ?=b, 3=a

a samy o sobé jsou tyto tfi prvky komutativni podgrupou. V ni a je
jednotka, a b s ¢ jsou vzajemné inverzni. Je tedy tato podgrupa
stejna jako je grupa Zs zbytkovych trid celych ¢isel modulo 3, resp.
jako grupa tfetich odmocnin z jedniky z jednoho z pfedchozich
prikladi.
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Vsimnéme si podstatného rozdilu mezi permutacemi a, b a ¢ a
dalsimi tfemi. Ty prvni tfi tvofi tzv. cyklus generovany prvkem b
nebo prvkem c:

bP>=c b>=a ?=b, 3=a

a samy o sobé jsou tyto tfi prvky komutativni podgrupou. V ni a je
jednotka, a b s ¢ jsou vzajemné inverzni. Je tedy tato podgrupa
stejna jako je grupa Zs zbytkovych trid celych ¢isel modulo 3, resp.
jako grupa tfetich odmocnin z jedniky z jednoho z pfedchozich
prikladi.

Dalsi tfi prvky jsou samy sobé inverzi a kazdy z nich je tedy
spolecné s jednotkou a podgrupou stejnou jako je Zy. Rikame, ze b
a ¢ jsou prvky radu 3, zatimco prvky d, e a f jsou Fadu 2.
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Obdobné se chovaji vsechny grupy permutaci ¥ ,.

Kazda permutace o rozkladda mnozinu M na disjunktni sjednoceni
maximalnich invariantnich podmnozin M,, které dostaneme tak, Ze
postupné vybirame dosud nezpracované prvky x € M a do tfidy
rozkladu M, pridavame viechny akce iteraci o%(x), k = 1,2, ...,
dokud neni o*(x) = x.
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maximalnich invariantnich podmnozin M,, které dostaneme tak, Ze
postupné vybirame dosud nezpracované prvky x € M a do tfidy
rozkladu M, pridavame viechny akce iteraci o%(x), k = 1,2, ...,
dokud neni o*(x) = x.

Kazdou permutaci tak dostavame jako slozeni jednodussich
permutaci, tzv. cyklt, které se chovaji jako identickad permutace vné
M, a tak jako o na M,.
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Obdobné se chovaji vsechny grupy permutaci ¥ ,.

Kazda permutace o rozkladda mnozinu M na disjunktni sjednoceni
maximalnich invariantnich podmnozin M,, které dostaneme tak, Ze
postupné vybirame dosud nezpracované prvky x € M a do tfidy
rozkladu M, pridavame viechny akce iteraci o%(x), k = 1,2, ...,
dokud neni o*(x) = x.

Kazdou permutaci tak dostavame jako slozeni jednodussich
permutaci, tzv. cyklt, které se chovaji jako identickad permutace vné
M, a tak jako o na M,.

Pokud pritom ocislujeme prvky v M, jako poradi (1,2,...,|My]|)
tak aby i odpovidalo o/(x), pak je nase permutace prostym
posunutim o jednu pozici v cyklu (tj. posledni prvek je zobrazen
zpatky na prvni). Odtud nazev cyklus. Zjevné pritom tyto cykly
komutuji, takze je jedno, v jakém poradi z nich permutaci o
slozime.
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Nejjednodussi cykly jsou jednoprvkové pevné body permutace o.
Dvouprvkové (x,0(x)), kde o(o(x)) = x se nazyvaji transpozice.
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Nejjednodussi cykly jsou jednoprvkové pevné body permutace o.
Dvouprvkové (x,0(x)), kde o(o(x)) = x se nazyvaji transpozice.

Kazdy cyklus zjevné miizeme poskladat z permutaci sousednich
prvkii (nechame , probublat™ prvni prvek nakonec) = kazdou
permutaci napsat jako slozeni transpozic sousednich prvki.
Skute€nost, jestli potfebujeme sudy nebo lichy pocet permutaci je
na nasich volbach nezavisla.
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Nejjednodussi cykly jsou jednoprvkové pevné body permutace o.
Dvouprvkové (x,0(x)), kde o(o(x)) = x se nazyvaji transpozice.

Kazdy cyklus zjevné miizeme poskladat z permutaci sousednich
prvkii (nechame , probublat™ prvni prvek nakonec) = kazdou
permutaci napsat jako slozeni transpozic sousednich prvki.
Skute€nost, jestli potfebujeme sudy nebo lichy pocet permutaci je
na nasich volbach nezavisla.

Mame proto definovano dobre zobrazeni sgn : ¥, — Z, = {£1},
tzv. paritu permutace. Dokazali jsme si znovu tvrzeni, ktera jsme
jiz vyuzivali pfi studiu determinanti:
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Kazda permutace konecné mnoziny je slozenim cykli. Cyklus délky
{ Ize vyjadrit jako slozeni ¢ — 1 transpozic. Parita cyklu délky ¢ je
(—1)“1. Parita slozeni permutaci je soucinem parit jednotlivych z
nich, tzn. Ze zobrazeni sgn prevadi sloZzeni permutaci o o T na
soucin sgn o - sgn T v komutativni grupé Zs.
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Kazdé zobrazeni roviny do sebe, které zachovava vzdalenosti bodd
je affinni, tj. je slozenim linearniho a vhodné translace (hezké
cviceni na diferencialni pocet — ale ted zjevné offtopic ;-).

Linearni ¢ast takového zobrazeni pfitom musi navic byt ortogonalni.
V3echna takova zobrazeni tedy tvofi grupu vsech ortogonalnich

transformaci (nebo také euklidovskych transformaci) v roviné (viz
4. prednaska 1. semestr).
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Kazdé zobrazeni roviny do sebe, které zachovava vzdalenosti bodd
je affinni, tj. je slozenim linearniho a vhodné translace (hezké
cviceni na diferencialni pocet — ale ted zjevné offtopic ;-).

Linearni ¢ast takového zobrazeni pfitom musi navic byt ortogonalni.
V3echna takova zobrazeni tedy tvofi grupu vsech ortogonalnich

transformaci (nebo také euklidovskych transformaci) v roviné (viz
4. prednaska 1. semestr).

Vsechna takova jsou slozenim
@ translaci T, o vektor a

e rotaci R, o jakykoliv thel ¢ kolem pocatku

@ zrcadleni Z; viici jakékoliv pfimce £ prochazejici pocatkem.
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Uvazme ohrani€eny rovinny obrazec, pro zacatek asecku a
rovnostranny trojihelnik. Ptame se, jak moc jsou symetrické?
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Uvazme ohrani€eny rovinny obrazec, pro zacatek asecku a
rovnostranny trojihelnik. Ptame se, jak moc jsou symetrické?

Tzn. viici kterym trasformacim (zachovavajicim velikost) jsou
invariantni? Vsechny symetrie pevné zvoleného atvaru budou vzdy
tvofit grupu (vétsinou pouze s jedinym prvkem, identickym
zobrazenim).
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symetrie Gsecky

U usecky je situace obzvlast jednoducha — na prvni pohled je
zfejmé, ze jedinymi jejimi netrividlnimi symetriemi jsou rotace o m,
zrcadleni viici ose této tsecky a zrcadleni viiéi isecce samotné a
vSechny tyto symetrie jsou samy sobé inverzi. Cela grupa symetrii
asecky ma tedy Etyfi prvky. Jeji tabulka nasobeni vypada takto:

a je tedy cela tato grupa komutativni.
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symetrie rovnostranného trojuhelniku

Symetrii nachazime vice: miizeme rotovat o 7/3 nebo miizeme
zrcadlit viici osam stran.
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symetrie rovnostranného trojuhelniku

Symetrii nachazime vice: miizeme rotovat o 7/3 nebo miizeme
zrcadlit viici osam stran.

Abychom dostali grupu celou, musime pfidat viechna slozeni
takovychto transformaci.

Vime, ze slozeni dvou zrcadleni je vzdy otocenim (4. prednaska 1.
semestru). Slozeni takovych zrcadleni v opaéném poradi da otoceni
o stejny ahel, ale s opaénou orientaci. V nasem pripadé tedy
zrcadleni kolem dvou riiznych os vygeneruji postupnou opakovanou
aplikaci vsechny symetrie, ktery bude dohromady 3est.
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Jestlize si umistime trojuhelnik v soufadnicich jako na obrazku,

bude nasich Sest transformaci zadano maticemi

1 0 _1 3 1 V3
g = b= 2 2 c = 2 2
0 1)’ _V3 1) v3 1
2 2 2 2
-1 0 1 V3 1 V3
— e — 2 2 F=1 2 2
0 1)’ _v3  _1 | v3 _1]°
2 2 2 2

Sestavenim tabulky pro nasobeni, tak jak jsme ji udélali pro grupu
permutaci 3 obdrzime pravé stejny vysledek.



Symetrie , logotypt" a , dlazdéni"
00000e00000

Dihedralni grupy

Obdobné umime nachézet grupy symetrii s k riiznymi rotacemi a k
zrcadlenimi. Staci si k tomu vzit pravidelny k-thelnik. Takové grupy
symetrii se €asto oznacuji jako grupy Dy a fika se jim dihedralni
grupy fadu k.
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Dihedralni grupy

Obdobné umime nachézet grupy symetrii s k riiznymi rotacemi a k
zrcadlenimi. Staci si k tomu vzit pravidelny k-thelnik. Takové grupy
symetrii se €asto oznacuji jako grupy Dy a fika se jim dihedralni
grupy fadu k.

Tyto grupy jsou nekomutativni pro viechny k > 3, zatimco D, je
komutativni. Nazev patrné je odvozen od skutecnosti, ze D5 je
grupa symetrii molekuly vodiku.
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cyklické grupy

Stejné tak lze snadno najit obrazce, které maji pouze rotaéni
symetrie a jde tedy o komutativni grupy, které se v chemii znadi
jako Ci. Rikame jim cyklické grupy fadu k. K tomu postaci napf.
uvazovat pravidelny mnohothelnik, u kterého nesymetricky ale
porad stejné pozménime chovani hran, viz. €erchované rozsireni
trojuhelniku na predchozim obrazku.

Vsimnéme si, ze grupu G, lze realizovat dvéma zpiisoby — bud
jedinou netrivialni rotaci o 7 nebo jedinym zrcadlenim.
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Klasifikace symetrii

Necht je M ohranicena mnoZina v roviné R?. Pokud ma diskrétni
grupu symetrii, pak je bud' trividlni nebo jedna z grup Cy, Dy, s
k> 1.
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Slozitéjsi chovani lze vypozorovat u rovinnych obrazct v pasech
nebo v celé roviné (néco jako moznosti symetrii pro riizné dlazby).
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Slozitéjsi chovani lze vypozorovat u rovinnych obrazct v pasech
nebo v celé roviné (néco jako moznosti symetrii pro riizné dlazby).

Uvazme mnozinu M, ktera je cela obsazena v pasu uzavieném mezi
dvéma rovnobézkami. Pro symetrie takové mnoziny nepfichazeji v
Gvahu zadné netrivialni rotace, kromé R, a jedind mozna zrcadleni
jsou bud podle osy pasu nebo n&jaké na pas kolmé primky.

K dispozici jsou jesté translace podle vektoru rovnobézného s osou
pasu. Vsimnéme si, Ze kazda netrivialni translace svymi iteracemi
zapf¥icini, ze celd grupa symetrii M bude jiz nutné nekonec¢na a dvé
zrcadleni podle riiznych rovnob&znych primek budou translaci.
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Docela jednoduchy je popis vsech diskrétnich grup symetrii pro
dlazdéni rovinnych pasti. (Obraz libovolného bodu pfi paisobeni
vsemi prvky grupy je diskrétni podmnozinou v roving.)

Kazda takova grupa je generovana nékterymi z nasledujicich
symetrii: translace T, posunuté (vertikalni) zrcadleni G, vertikalni
zrcadleni V/, horizontalni zrcadleni H a rotace R o ahel .
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Docela jednoduchy je popis vsech diskrétnich grup symetrii pro
dlazdéni rovinnych pasti. (Obraz libovolného bodu pfi paisobeni
vsemi prvky grupy je diskrétni podmnozinou v roving.)

Kazda takova grupa je generovana nékterymi z nasledujicich
symetrii: translace T, posunuté (vertikalni) zrcadleni G, vertikalni
zrcadleni V/, horizontalni zrcadleni H a rotace R o ahel .

Theorem

Téchto grup je sedm typii. Jsou generovany
@ jedinou translaci T
@ jedinym posunutym zrcadlenim G
© jednou translaci T a jednim vertikalnim zrcadlenim V
@ jednou translaci T a jednou rotaci R
@ Jjednim posunutym zrcadlenim G a jednou rotaci R
@ jednou translaci T a horizontalnim zrcadlenim H

@ jednou translaci T, horizontalnim zrcadlenim H a jednim
vertikalnim zrcadlenim V
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Slozitéjsi je to se symetriemi obrazcii, které vyplni celou rovinu.

Vsech takovych grup symetrii v rovine je pouze sedmnact.
Rika se jim dvourozmerné krystalografické grupy.
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@ Homomorfismy grup
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pfipomenuti:

e pologrupa (G,-) je mnozina G s binarni operaci -

e grupa (G, ) je pologrupa s jednotkou, ve které ma kazdy
prvek inverzi

o komutativni grupa, resp. komutativni pologrupa, je takova,
kde je operace - komutativni.

e Je-li (A, ) grupa (pfipadné pologrupa), pak jeji podmnozinu
B C A, ktera je uzavfena viici z(zeni operace - a zaroven je
spolu s touto operaci grupou, nazyvame podgrupa v (A, ).
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Definition

Zobrazeni f : G — H mezi dvémi grupami G a H se nazyva
homomorfismus grup, jestlize respektuje nasobeni, tj. pro viechny
prvky a, b € G plati

f(a-b)=f(a)-f(b).

Povsimnéme si, ze nasobeni vlevo je uvnitf grupy G predtim, nez
zobrazujeme, zatimco vpravo jde o nasobeni v H poté, co
zobrazujeme.
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P¥imo z definice se snadno ovéFi nasledujici vlastnosti
homomorfismi:

Theorem

Pro kazdy homomorfismus f : G — H grup plati
© obraz jednotky e € G je jednotka v H
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P¥imo z definice se snadno ovéFi nasledujici vlastnosti
homomorfismi:

Theorem

Pro kazdy homomorfismus f : G — H grup plati
© obraz jednotky e € G je jednotka v H
@ obraz podgrupy K C G je podgrupa f(K) C H.
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P¥imo z definice se snadno ovéFi nasledujici vlastnosti
homomorfismi:

Theorem

Pro kazdy homomorfismus f : G — H grup plati
© obraz jednotky e € G je jednotka v H
@ obraz podgrupy K C G je podgrupa f(K) C H.
© vzorem f~Y(K) C G podgrupy K C H je podgrupa.
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P¥imo z definice se snadno ovéFi nasledujici vlastnosti
homomorfismi:

Theorem

Pro kazdy homomorfismus f : G — H grup plati
© obraz jednotky e € G je jednotka v H
@ obraz podgrupy K C G je podgrupa f(K) C H.
© vzorem f~Y(K) C G podgrupy K C H je podgrupa.
Q@ obraz inverze k prvku je inverzi obrazu. tj. f(a=t) = f(a)~L.
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P¥imo z definice se snadno ovéFi nasledujici vlastnosti
homomorfismi:

Theorem

Pro kazdy homomorfismus f : G — H grup plati
© obraz jednotky e € G je jednotka v H
@ obraz podgrupy K C G je podgrupa f(K) C H.
© vzorem f~Y(K) C G podgrupy K C H je podgrupa.
Q@ obraz inverze k prvku je inverzi obrazu. tj. f(a=t) = f(a)~L.

@ je-li f zéroven bijekci, pak i inverzni zobrazeni f~1 je
homomorfismus.
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P¥imo z definice se snadno ovéFi nasledujici vlastnosti
homomorfismi:

Theorem

Pro kazdy homomorfismus f : G — H grup plati
© obraz jednotky e € G je jednotka v H
@ obraz podgrupy K C G je podgrupa f(K) C H.
© vzorem f~Y(K) C G podgrupy K C H je podgrupa.
Q@ obraz inverze k prvku je inverzi obrazu. tj. f(a=t) = f(a)~L.

@ je-li f zéroven bijekci, pak i inverzni zobrazeni f~1 je
homomorfismus.

Q f je injektivni zobrazeni pravé, kdyz f~1(e) = {e}.
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Definition

Podgrupa f~!(e) jednotkového prvku e € H se nazyva jadro
homomorfismu f a znacéime ji ker f. Bijektivni homomorfismus grup
nazyvame izomorfismus.
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Definition

Podgrupa f~!(e) jednotkového prvku e € H se nazyva jadro
homomorfismu f a znacéime ji ker f. Bijektivni homomorfismus grup
nazyvame izomorfismus.

Z predchozich tvrzeni okamzité vyplyva, ze homomorfismus
f: G — H s trividlnim jadrem je izomorfismem na obraz f(G).
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SEE

(1) Pro kazdou grupu permutaci G = ¥, jsme definovali zobrazeni
sgn : X, — Zy pfifazujici permutaci jeji paritu. Jde o
homomorfismus grup. Jadrem tohoto homomorfismu jsou
permutace se sudou paritou.
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SEE

(1) Pro kazdou grupu permutaci G = ¥, jsme definovali zobrazeni
sgn : X, — Zy pfifazujici permutaci jeji paritu. Jde o
homomorfismus grup. Jadrem tohoto homomorfismu jsou
permutace se sudou paritou.

(2) Grupa symetrii rovnostranného trojihelnika je izomorfni s
grupou permutaci X3. Zvolime-li realizaci 3 tak, ze za mnozinu tfi
prvkd pro permutace vezmeme vrcholy trojahelnika a jednotlivym
symetriim prifadime permutace téchto vrcholi, které vyvolaji.
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SEE

(1) Pro kazdou grupu permutaci G = ¥, jsme definovali zobrazeni
sgn : X, — Zy pfifazujici permutaci jeji paritu. Jde o
homomorfismus grup. Jadrem tohoto homomorfismu jsou
permutace se sudou paritou.

(2) Grupa symetrii rovnostranného trojihelnika je izomorfni s
grupou permutaci X3. Zvolime-li realizaci 3 tak, ze za mnozinu tfi
prvkd pro permutace vezmeme vrcholy trojahelnika a jednotlivym
symetriim prifadime permutace téchto vrcholi, které vyvolaji.

(3) Zobrazeni exp : R — R (nebo C — C\ 0), je homomorfismus
aditivni grupy realnych nebo komplexnich Cisel na multiplikativni
grupu kladnych realnych &isel, resp. na multiplikativni grupu vech
nenulovych komplexnich Cisel. V pfipadé realnych cisel jde o
izomorfismus. Pro komplexni ¢isla dostavame netrivialni jadro 2ki,
k € Z.
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Example

(4) Determinant matice je zobrazenim, které kazdé matici skalard z
K pfifazuje néjaky skalar v K (pracovali jsme s K =Z,Q, R, C).
Cauchyova véta o determinantu soucinu ¢tvercovych matic

det(A- B) = (det A) - (det B) je tvrzenim, ze pro grupu

G = GL(n,K) invertibilnich matic je det: G — K\ 0
homomorfismem grup.
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Example

(4) Determinant matice je zobrazenim, které kazdé matici skalard z
K pfifazuje néjaky skalar v K (pracovali jsme s K = Z, Q, R, C).
Cauchyova véta o determinantu soucinu ¢tvercovych matic

det(A- B) = (det A) - (det B) je tvrzenim, ze pro grupu

G = GL(n,K) invertibilnich matic je det: G — K\ 0
homomorfismem grup.

(5) Pro kazdé dvé grupy G, H definujeme soucin grup G x H
takto: Jako mnozina je G x H skutecné soucin a nasobeni
definujeme po slozkach. tj. (a,x) - (b,y) = (a- b,x - y). Zobrazeni

pe:GxH>3(a,x)—~acG, py:GxH>(a,x)— x

jsou surjektivni homomorfismy s jadry

ker pc = {(eg,x); x € H} kerpy = {(a,en);a € G}.
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Example

(6) Grupy zbytkovych tfid Zj jsou izomorfni grupam komplexnich

k—tych odmocnin z jednicky, coz jsou zaroven izomorfni obrazy

. . . .. . 2
konecnych grup otoceni v roviné o celé nasobky ahlu <F.
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Example

(6) Grupy zbytkovych tfid Zj jsou izomorfni grupam komplexnich
k—tych odmocnin z jednicky, coz jsou zaroven izomorfni obrazy
konecnych grup otoceni v roviné o celé nasobky ahlu 27”

(7) Grupa Ze je izomorfni soucinu Zy x Z3. Skutecné, Zg C C* je
tvoreno body na jednotkové kruznici v komplexni roviné ve
vrcholech pravidleného 3estithelniku, Z, pak odpovida +1, Z3
pravidelnému trojahelniku s jednim vrcholem v jednicce. Jestlize
budeme ztotoznovat pfislusné body s otocenimi v roving, které
jedni¢ku prevede pravé do nich, pak skladani dvou takovych otoceni
bude vzdy komutativni a kombinacemi jednoho otoceni ze Z, a
jednoho ze Z3 dostaneme pravé viechna otoceni ze Zsg.
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Example

(6) Grupy zbytkovych tfid Zj jsou izomorfni grupam komplexnich
k—tych odmocnin z jednicky, coz jsou zaroven izomorfni obrazy
konecnych grup otoceni v roviné o celé nasobky ahlu 27”

(7) Grupa Ze je izomorfni soucinu Zy x Z3. Skutecné, Zg C C* je
tvoreno body na jednotkové kruznici v komplexni roviné ve
vrcholech pravidleného 3estithelniku, Z, pak odpovida +1, Z3
pravidelnému trojahelniku s jednim vrcholem v jednicce. Jestlize
budeme ztotoznovat pfislusné body s otocenimi v roving, které
jedni¢ku prevede pravé do nich, pak skladani dvou takovych otoceni
bude vzdy komutativni a kombinacemi jednoho otoceni ze Z, a
jednoho ze Z3 dostaneme pravé viechna otoceni ze Zsg.

V aditivni notaci vypada izomorfismus takto:

[0]6 — ([0]2, [0]3), [tl6 — ([1]2,[2]3)
[2l6 — ([0]2; [1]3), [3l6 — ([1]2, [0]3)
[4l6 — ([0]2; [2]3), [5]6 — ([1]2, [1]3)
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Libovolny prvek a v grupé G je obsazen v minimalni podgrupé
{a,a% a%,...}, ktera jej obsahuije.

Je ZJevne, Ze je tato podgrupa komutativni, a pokud je celd grupa
G konecna, nutné musi jednou nastat pripad ak = e.
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Libovolny prvek a v grupé G je obsazen v minimalni podgrupé
{a,a% a%,...}, ktera jej obsahuije.

Je ZJevne, Ze je tato podgrupa komutativni, a pokud je celd grupa
G konecna, nutné musi jednou nastat pripad ak = e.

Nejmensi k s touto vlastnosti nazyvame rad prvku av G. Grupa G
je cyklicka grupa je-li celé G generované néjakym svym prvkem a
vySe uvedenym zptisobem.
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Libovolny prvek a v grupé G je obsazen v minimalni podgrupé
{a,a% a%,...}, ktera jej obsahuije.

Je ZJevne, Ze je tato podgrupa komutativni, a pokud je celd grupa
G konecna, nutné musi jednou nastat pripad ak = e.

Nejmensi k s touto vlastnosti nazyvame rad prvku av G. Grupa G
je cyklicka grupa je-li celé G generované néjakym svym prvkem a
vySe uvedenym zptisobem.

Z definice pfimo vyplyva, ze kazda cyklicka grupa je izomorfni bud
grupé celych Cisel Z (pokud je nekonecna) nebo nékteré grupé
zbytkovych tfid Zj (kdyz je koneéna).
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© Rozklady a faktorgrupy
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Uvazme grupu G a jeji podgrupu H. Na mnoziné prvkd grupy G
definujeme relaci a ~y b jestlize b~1-a € H.
Je to relace ekvivalence:
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Uvazme grupu G a jeji podgrupu H. Na mnoziné prvkd grupy G
definujeme relaci a ~y b jestlize b~1-a € H.
Je to relace ekvivalence:

eal.a=ecH,
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Uvazme grupu G a jeji podgrupu H. Na mnoziné prvkd grupy G
definujeme relaci a ~y b jestlize b~1-a € H.
Je to relace ekvivalence:

eala=ecH,

ojelibl-a=hecH potomal-b=(b1-a)t=h1cH,
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Uvazme grupu G a jeji podgrupu H. Na mnoziné prvkd grupy G
definujeme relaci a ~y b jestlize b~1-a € H.
Je to relace ekvivalence:
eala=ecH,
ojelibl-a=hecH potomal-b=(b1-a)t=h1cH,
o je-lic™!. b€ H azaroven je b1 -a e H, potom
clia=ctl-b-btl acH.
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Cela grupa G se tedy rozpada na tzv. levé tridy rozkladu podle
podgrupy H vzajemné ekvivalentnich prvka.
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Cela grupa G se tedy rozpada na tzv. levé tridy rozkladu podle
podgrupy H vzajemné ekvivalentnich prvka.
T¥idu prislusejici prvku a znaime a - H a skutecné plati, ze

a-H={a-h; he H},

nebot prvek b je ve stejné tfidé s a, pravé kdyz jde takovymto
zpiisobem vyjadrit.
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Cela grupa G se tedy rozpada na tzv. levé tridy rozkladu podle
podgrupy H vzajemné ekvivalentnich prvka.
T¥idu prislusejici prvku a znaime a - H a skutecné plati, ze

a-H={a-h; he H},

nebot prvek b je ve stejné tfidé s a, pravé kdyz jde takovymto
zpiisobem vyjadrit.

Mnozinu viech levych tfid rozkladu podle podgrupy H oznacujeme
G/H.
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Cela grupa G se tedy rozpada na tzv. levé tridy rozkladu podle
podgrupy H vzajemné ekvivalentnich prvka.
T¥idu prislusejici prvku a znaime a - H a skutecné plati, ze

a-H={a-h; he H},

nebot prvek b je ve stejné tfidé s a, pravé kdyz jde takovymto
zpiisobem vyjadrit.

Mnozinu viech levych tfid rozkladu podle podgrupy H oznacujeme
G/H.

Obdobné definujeme pravé tridy rozkladu H - a. Prislusna
ekvivalence je: a ~ b, jestlize a- b~ € H. Proto

H\G={H a ac G).
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Pro tridy rozkladu grupy plati:
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Pro tridy rozkladu grupy plati:

Q Levé a pravé tridy rozkladu podle podgrupy H C G splyvaji
pravé, kdyz pro kazdé ac G, he H platia-h-a=' € H.
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Pro tridy rozkladu grupy plati:
Q Levé a pravé tridy rozkladu podle podgrupy H C G splyvaji
pravé, kdyz pro kazdé ac G, he H platia-h-a=' € H.
@ ViSechny tridy (levé i pravé) maji shodnou mohutnost s
podgrupou H.
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Corollary

Necht G je kone¢na grupa s n prvky, H jeji podgrupa. Potom




Rozklady a faktorgrupy
000®000
Corollary

Necht G je kone¢na grupa s n prvky, H jeji podgrupa. Potom
@ Mohutnost n = |G| je souc¢inem mohutnosti H a mohutnosti
G/H, tj.
|G =[G/H|-|H]
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Necht G je kone¢na grupa s n prvky, H jeji podgrupa. Potom

@ Mohutnost n = |G| je souc¢inem mohutnosti H a mohutnosti
G/H, tj.
Gl = [G/H] - [H]

@ Prirozené cislo |H| je délitelem ¢isla n.
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© Je-liae G prvek radu k, pak k déli n.
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Necht G je kone¢na grupa s n prvky, H jeji podgrupa. Potom

@ Mohutnost n = |G| je souc¢inem mohutnosti H a mohutnosti
G/H, tj.
Gl = [G/H] - [H]

@ Prirozené cislo |H| je délitelem ¢isla n.
© Je-liae G prvek radu k, pak k déli n.
Q pro kazdé a € G je a" = e.
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Necht G je kone¢na grupa s n prvky, H jeji podgrupa. Potom
@ Mohutnost n = |G| je souc¢inem mohutnosti H a mohutnosti
G/H, tj.
|G =[G/H|-|H]

@ Prirozené cislo |H| je délitelem ¢isla n.

© Je-liae G prvek radu k, pak k déli n.

Q pro kazdé a € G je a" = e.

@ je-li mohutnost grupy G prvocislo, pak je G izomorfni cyklické
grupé Z,.
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Corollary

Necht G je kone¢na grupa s n prvky, H jeji podgrupa. Potom
@ Mohutnost n = |G| je souc¢inem mohutnosti H a mohutnosti
G/H, tj.
|G =[G/H|-|H]

@ Prirozené cislo |H| je délitelem ¢isla n.

© Je-liae G prvek radu k, pak k déli n.

Q pro kazdé a € G je a" = e.

@ je-li mohutnost grupy G prvocislo, pak je G izomorfni cyklické
grupé Z,.

Druhému tvrzeni se fikava Lagrangeova véta, predposlednimu mala
Fermatova véta.



Rozklady a faktorgrupy
000000

Podgrupy H, pro které plati, ze a- h-a~! € H pro viechny a € G,
h € H, se nazyvaji normalni podgrupy.
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Podgrupy H, pro které plati, ze a- h-a~! € H pro viechny a € G,
h € H, se nazyvaji normalni podgrupy.
Pro normalni podgrupy je dobfe definovano nasobeni na G/H
vztahem

(a-H)-(b-H)=(a-b)-H.
Skuteéng, volbou jinych reprezentantti a- h, b- i’ dostaneme opét
stejny vysledek

(a-h-b-H) -H=((a-b)-(b"L-h-b)-H)-H.
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Podgrupy H, pro které plati, ze a- h-a~! € H pro viechny a € G,
h € H, se nazyvaji normalni podgrupy.
Pro normalni podgrupy je dobfe definovano nasobeni na G/H
vztahem

(a-H)-(b-H)=(a-b)-H.
Skuteéng, volbou jinych reprezentantti a- h, b- i’ dostaneme opét
stejny vysledek

(a-h-b-H) -H=((a-b)-(b"L-h-b)-H)-H.

Nasobeni na G/H ma vsechny vlastnosti grupy.
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V komutativnich grupach jsou vsechny podgrupy normalni.
Podmnozina

nZ ={na; acZ}CZ

zadava v celych cislech podgrupu a jeji faktorgrupou je pravé
(aditivni) grupa zbytkovych tfid Z,.
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V komutativnich grupach jsou vsechny podgrupy normalni.
Podmnozina
nZ ={na; acZ}CZ

zadava v celych cislech podgrupu a jeji faktorgrupou je pravé
(aditivni) grupa zbytkovych tfid Z,.

Vsechna jadra homomorfismii jsou normalni podgrupy. Naopak,
jestlize je podgrupa H C G normalni, pak zobrazeni

p:G—G/H, ar—a-H

je surjektivni homomorfismus grup s jadrem H. Skutecné, p je
dobte definované, pfimo z definice nasobeni na G/H je vidét, ze to
musi byt homomorfismus a je zjevné na. Je tedy vidét, ze normalni
podgrupy jsou pravé viechna jadra homomorfismii.
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Pro libovolny homomorfismus grup f : G — K je dobfe definovan
také homomorfismus

f:G/kerf — K, f(a- H) = f(a),

ktery je injektivni.
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Pro libovolny homomorfismus grup f : G — K je dobfe definovan
také homomorfismus

f:G/kerf = K, f(a-H) = f(a),

ktery je injektivni.

Zdanlivé paradoxni je priklad homomorfismu C* — C* definovany
na nenulovych komplexnich islech vztahem z — z* s pfirozenym
k. Zjevné jde o surjektivni homomorfismus a jeho jadro je mnozina
k—tych odmocnin z jednicky, tj. cyklickd podgrupa Z,. Pfedchozi
Gvaha tedy dava pro viechna pfirozena k izomorfismus

f:C*/Z — C*.

Tento priklad ukazuje, ze u nekoneénych grup nejsou pocty s
mohutnostmi tak prehledny jako u kone¢nych grup
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