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Pripomenme induktivni definici polynomi r proménnych. Budeme
v dalsim pracovat nad télesem K.

Kxi, ...y x] = K[xq, ..., xe—1][xr]-

Napf. K[x, y] = K[x][y], tzn. ze uvazujeme polynomy v proménné
y nad okruhem K[x].
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Pripomenme induktivni definici polynomi r proménnych. Budeme
v dalsim pracovat nad télesem K.

Kxi, ...y x] = K[xq, ..., xe—1][xr]-

Napf. K[x, y] = K[x][y], tzn. ze uvazujeme polynomy v proménné
y nad okruhem K[x].

Zavedli jsem také tzv. podilova télesa okruhii polynomi
K[x1,...,x], kterym fikame téleso racionalnich funkci a znacime
je K(x1,...,xr).

V3echny algebraické operace s polynomy v softwarovych systémech
jako je Maple nebo Mathematica jsou provadény ve skutecnosti nad
podilovymi télesy, tj. v télesech raciolnalnich funkci, zpravidla s

pouzitim K = Q.
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Polynomy v proménnych xi, ..., x, lze i pfi této definici chapat jako
vyrazy vzniklé z pismen xi, ..., x, a prvki okruhu K kone¢nym
poctem (formalniho) sCitani a nasobeni v komutativnim okruhu.
Napfiklad prvky v K[x, y] jsou tvaru

f= an(X)yn + an—1(X)y"_1 + -+ ao(X)

Coo + CroXx + Co1y + C20X2 + cuxy + C02)/2 + ..
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Pro zjednoduseni zapisu si zavedeme tzv. multiidexovou symboliku.

Multiindexy
Multiindex o délky r je r-tice nezapornych celych Cisel

(a1,...,a,). Celé Cislo || = a1 + - - - + @, nazyvame velikost
multiindexu o.
Strucné zapisujeme monomy x misto x;*x52 ... x£r.

Pro polynomy v r proménnych pak mame symbolické vyjadreni
velice podobné obvyklému znaceni pro polynomy v jedné proménné:

f= Z anx®, g = Z aﬁx’B € Kx, ..., %]

laf<n |B]<m

Rikame, ze f ma celkovy stupen n, je-li alespon jeden z koeficienti
s multiindexem « velikosti n nenulovy.
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Okamzité se také nabizeji analogické vzorce pro scitani a nasobeni
polynomi

frg= > (aatba)x”

|a] <max(m,n)

m-+n

fe=> | D (aabs)x

[v|=0 \a+B=y

kde multiindexy se scitaji po slozkach a formalné neexistujici
koeficienty povazujeme za nulové.
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Okamzité se také nabizeji analogické vzorce pro scitani a nasobeni
polynomi

frg= Y (an+ba)x

|| <max(m,n)

m-+n

fe=> | D (aabs)x

Iy[=0 \otB=y

kde multiindexy se scitaji po slozkach a formalné neexistujici
koeficienty povazujeme za nulové.

Tyto vzorce opravdu popisuji s¢itani a nasobeni v induktivné
definovaném okruhu polynomii v r proménnych.
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Dikaz.

Tvrzeni |ze snadno dokazat indukci pres pocet proménnych.
Predpokladejme, ze vztahy plati v K[xi, ..., x,—1] a poCitejme
soucet

= ak(xl, ... ,X,,1)Xf —+ -+ ao(Xl, ... ,X,,1)

= (Z ak,axo‘> xf + ...
(0%

8= b/(le oo 0 7Xr71)X,{ + o+ bO(X17 ° o0 7Xr71)

= Zb/ﬁxﬁ er-i-
B
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Pokracovani.

f+g= (ao(X1, ey Xr—1) + bo(x, - - 7Xr—1))+
+ (a1(xa, -y Xr—1) 4 ba(xt, .o Xr—1) )X + - -

- (Z(akv'y + bk,’Y)(Xh e >Xr—1)7>er —+ ...

¥
+ (Z(aoﬁ + boy)(x1, - Xr—1)7)
Y
= Z(aj,'y + bj,’Y)(Xla tee 7Xr71)’yx-ll‘.‘
(74)

Podobné Ize vést ditkaz pro souéin (proved'te si samostatné!). [
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Pro jednoduchost (existence korenti), budeme pracovat zejména
nad polem komplexnich Cisel, nicméné Gvahy nékteré uvedeme pro
obecné pole K.

Afinnim n-rozmérnym prostorem nad polem K rozumime

K" =K x --- x K se standardni afinni strukturou, viz ?77?.

n
Jak jsme jiz vidéli, polynom f = 3"  anx® € K[x1...,xp] lze
pfirozenym zptsobem chapat jako zobrazeni f: K" — K"
definované

f(ur,...,up) ::E agu®  kde u® = uft - ugn
(03



Polynomy vice proménnych
000000e00

Pro jednoduchost (existence korenti), budeme pracovat zejména
nad polem komplexnich Cisel, nicméné Gvahy nékteré uvedeme pro
obecné pole K.

Afinnim n-rozmérnym prostorem nad polem K rozumime

K" =K x --- x K se standardni afinni strukturou, viz ?77?.

n
Jak jsme jiz vidéli, polynom f = 3"  anx® € K[x1...,xp] lze
pfirozenym zptsobem chapat jako zobrazeni f: K" — K"
definované

f(ur,...,up) ::E agu®  kde u® = uft - ugn
(03

V dimenzi n = 1 popisuje rovnost f(x) = 0 jen nejvyse konecné
mnoho bodi v K. Ve vyssi dimenzi bude rovnost f(xi,...,xp)
popisovat podmnoziny podobné, jako jsou kfivky v roviné nebo
plochy v trojrozmérném prostoru, mohou ale mit docela slozité a
samoprotinajici se tvary.

Napf. mnozina zadana rovnici (x? 4 y?)3 — 4x?y? = 0 vypada jako
Ctyftlistek.
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Pékny obrazek dava také tzv. Whitneyho detnik x?z — y? =0,
ktery kromé znazornéné Casti na obrazku obsahuje také celou
pfimku {x =0,y = 0}.

Definition
Necht f1,...,fs € K[xq,...,x,]. Afinni varietou v K" urcenou
polynomy fi,..., f, nazveme mnozinu

U(f,...,6)={(ar,...,an) €K,
fi(a1,...,an) =0; izl,...,s}

Afinni variety jsou napfiklad vsechny kuzelosecky, kvadriky a
nadkvadriky singularni i regularni. Mnoho péknych kfivek ¢i ploch
miizeme snadno popsat jako afinni variety.
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Necht V =0(f,...,f), W =U(g1,...,8:) C K" jsou afinni
variety. Potom i V.U W,V N W jsou afinni variety a plati

VﬂW:%(fl,...,fs,gl,...,gt)
VUW =(figj, provsechnyl1 <i<s 1<j<t)
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Pokusime zodpovédét otazky, které se v souvislosti s varietami
bezprostredné nabizeji.

@ Plati U(f,...,f) =07

@ JeY(f,...,fs) konecna mnozina?

© Jak Ize chapat pojem dimenze v pripadé variet?
Tyto problémy Ize ,,rozumné" Fesit pro variety v oboru komplexnich
Cisel (resp. pro viechna algebraicky uzaviena pole), pro &isla realna
je to komplikovanéjsi a velmi zlé to je pro obecna pole, tj. napriklad
racionalni Cisla.
Takové rozhodnuti, zda U(x" + y" — z") = () nad racionalnimi Cisly
vede na velkou Fermatovu vétu.
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Rtizné systémy polynomialnich rovnic mohou snadno zadavat
stejnou varietu. Budeme proto spolu s danym systémem rovnic chtit
uvazovat i vsechny disledky rovnic. To vede na pojem idealu:

Definition

Mnozinu | C K, kde K je komutativni okruh, nazveme idedlem,
plati-li 0 € | a zaroven

f,gel = f+gel
fel,heK = f-hel

Idealy mtizeme generovat podmnozinami, budeme pouzivat znaceni
I ={aj,...,ap). Tim mame na mysli

| = {Z a,-b,-, b; € K}

Mnozina generatorti miize byt také nekonecna, je-li generatorii jen
koneény pocet, fikame, ze ideal je konecné generovany.
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Pro varietu V =0(f,...,f) klademe

I(V):={f €K[xs,...,xn], f(a1,...,ap) =0,V (a1,...,an) € V}

Theorem
Necht fi, ..., fs,81,...,8t € k[x1,...,xn] jsou polynomy. Pak plati
Q Jestlize (f,...,fs) = (g1,...,8t), pak
U(fi,...,f)=V(g,...,8t)
@ J(V) je ideél a plati (f1,...,fs) CI(V), kde
V =9(h,...,f).
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Jednoduché priklady:
3({(0,0,...,0)}) = (x1,...,Xn)

J(K™) ={ 0} pro libovolné nekone¢né pole K

Inkluze opacna k druhé &asti véty obecné neplati. Napfiklad varieta
B(x?, y?) ma jediny bod — (0,0). J(V) je potom (x,y) D (x?, y?).
Jsou-li V, W C k" variety, pak plati

VoW = 3(V)23(W)

Neboli polynomy, které se nulovaly na néjaké varieté se nutné musi
nulovat i na jeji podmnoziné.
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Muzeme formulovat dalsi pfirozené problémy
Q Je kazdy ideal | € K[xq, ..., x,] konecné generovany?
@ Lze algoritmicky zjistit, zda f € (f,...,f)?
© Jaky je presny vztah mezi (f,...,f) a I(V(A,....%))?



Dimenze 1

Plan prednasky

© Dimenze 1



Dimenze 1
[ Jelelelolole}

Podivejme se na polynomy v jedné proménné x
f=aox"+ax" 1+ 4a, kdeag#0.

Vedouci €len polynomu (leading term) definujeme jako
LT(f) := apx". Zfejmé plati

degf < degg < LT(f)|LT(g)

Necht K je pole a g nenulovy polynom. Jiz jsme vidéli, ze kazdé
f € K[x] Ize jednoznaéné psat jako

f=q-g+r kder=0nebo degr < degg
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Jde ve skutecnosti o algoritmicky postup, podil g a zbytek r pocita
nasledujici algoritmus.
Q@ qg=0r="F
@ while r #0A LT(g)|LT(r)
@ q:=q+LT(r)/LT(g)
®@ r=r—LT(r)/LT(g) &g
Pro prichod cyklem plati invariant f = g - g + r, algoritmus tedy
dava spravny vysledek.
Stupen r se kazdym priichodem zmen3uje, algoritmus tedy zastavi.
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Pripustme, Ze existuji jesté jina ¢/, r' tak, ze f = ¢ - g+ r'.
Protoze stupné r a r’ jsou ostfe mensi nez stupen g, musi platit i
deg(r — r') < deg g (protoze r # r’, ma smysl uvazovat

deg(r — r')). Zaroven ale plati

deg(r — r') = deg(q — q') + deg g > degg

coz je spor. Dvojice g, r je tedy urCena jednoznacné.
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Necht K je pole. Pak kazdy ideal v K[x]| je tvaru (f).

Definition

Necht f, g € k[x]. Nejvétsim spolecnym délitelem polynomi f, g,
znacime GCD(f, g), nazveme takovy polynom h, ze h|f, h|g a plati

Vp € k[x]: p|f A plg = plh

Nejvétsiho spolecného délitele Ize pochopitelné spocitat
QO h=fs=g
Q while s #0
® r:= zbytek po déléni h/s
@ hi=s
Q@ s:=r
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Necht f =q-g+ra h= GCD(f,g). Potom h|r, g a zaroven
Vp € k[x]: p|r,g tedy p|f a p|h

Odtud h je GCD(r, g). Trivialné GCD(h,0) = h, proto algoritmus
pocita spravné GCD(f, g). Protoze stupné r postupné klesaji,
algoritmus zastavi.
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Nejvétsi spolecny délitel dvou polynomii tedy existuje. Je uréen
jednoznacné az na nasobek skalarem. Dva riizné GCD se totiz musi
délit navzajem a to je u polynomii mozné pravé v tomto pripadé.
Definujme nejvétsiho spoleéného délitele vice nez dvou polynomi.
Je-li s > 2, potom

GCD(A,. .., %) == GCD(f, GCD(fy, ..., £))

Pro polynomy fi,. .., fs plati (GCD(f, ..., fs)) = (f,...,fs).
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Polozili jsme nékolik otazek. Tady jsou odpovédi pro dimenzi 1:

© 000

Protoze U(f1,...,f) =V(GCD(f,...,f)), problém
prazdnosti variety se redukuje na problém existence kofene
polynomu.

Ze stejného dilvodu je vzdy kone€nou mnozinou izolovanych
bodii — kofenti GCD(f1,...,fs) s jedinou vyjimkou
GCD(f,...,fs) = 0; to nastane pouze v pfipadé, ze

i =f=---=1f =0. Pak je varietou celd mnozina k.

Pojem dimenze v tomto pfipadé postrada smysl.

Kazdy ideal je generovatelny jedingm polynomem.
felh,....f) < GCD(f,...,f)|f.

Oznacime-li (f) :=J3(V(A,..., %)), pak f a GCD(f,...,fs)

se mohou lisit pouze nasobnosti kofent.
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Zadat varietu v prostoru pomoci dvou polynomi znamena zadat
priinik obecné i dost komplikovanych atvard.

Napf. B(x? + y? 4+ 2% — 1,x% + y? + z) je kruznice lezici v roviné
z= % — %\/5 Jisté proto tutéz varietu zadame jako

V(x? +y?> + 22— 1,22 — z — 1), pripadné

BV(x%+y? +2z,z— 5 + 11/5) a podobné.

Bude proto lepsi varietu reprezentovat generujicim idealem a pro
ten nalézt vyjadreni nezavislé na volbé generatorii. To skutecné
budeme umét a navic algoritmicky!
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Nejprve najdeme poradny ekvivalent pojmu stupein polynomu pro
pfipad vice proménnych, tak abychom viibec mohli mluvit o
vedoucim ¢lenu polynomu.

Délenim se zbytkem polynomu f € K][xi, ..., x,| polynomy
gi,--.,8s budeme rozumét vyjadreni

f:algl+"‘+asgs+r,

kde vzadny ¢len zbytku r nebude délitelny nékterym z vedoucich
clend LT g;.
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Napiiklad f = x?y + xy? +y%, g1 =xy — 1 a g = y> — 1. Prvnim
délenim ziskame

f=(x+y)-ga+Kx+y>+y)

LT(y? — 1) nedéli x (vedouci ¢len zbytku), a tak bychom teoreticky
nemohli pokraCovat dal.
Presuneme-li v3ak toto x do zbytku, dostavame teprve vysledek

f=(x+y) g+g+(x+y+1)

Zde jiz zadny clen zbytku neni délitelny zadnym z LT(g1), LT (g2).
Jak jsme ale vlastné urcovali vedouci ¢leny?
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Definition

Uplné (linearni) dobré (tj. kazda neprazdna podmnozina ma
nejmensi prvek) usporadani < na N” splnujici

Va,B,v€Z":- a<f — a+vy< B+~

nazveme monomialnim usporadanim na K[xy, ..., xp].

Usporadani na N” indukuje uspofadani na monomech.

Kazdy polynom lze vsak preskladat jako klesajici posloupnost
monomi (na koeficienty ted nehledime). Usporadani se na
polynomy rozsifime , lexikograficky", tedy vétsi je ten polynom,
ktery ma vétsi prvni monom, pokud tak nelze rozhodnou, bere se
v potaz druhy monom atd.
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Definition

Uplné (linearni) dobré (tj. kazda neprazdna podmnozina ma
nejmensi prvek) usporadani < na N” splnujici

Va,B,v€Z":- a<f — a+vy< B+~

nazveme monomialnim usporadanim na K[xy, ..., xp].

Usporadani na N” indukuje uspofadani na monomech.

Kazdy polynom lze vsak preskladat jako klesajici posloupnost
monomi (na koeficienty ted nehledime). Usporadani se na
polynomy rozsifime , lexikograficky", tedy vétsi je ten polynom,
ktery ma vétsi prvni monom, pokud tak nelze rozhodnou, bere se
v potaz druhy monom atd.

Nasledujici tFi definice zavadgji nejbéznéji uzivana monomialni
usporadani. Vsechna se opiraji o pfedem dané usporadani
jednotlivych proménnych, standardné x; > xo > - - -.
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Definition

Lexikografické usporadani je takové <o, ze pro kazdé a, 8 € N”
plati

o > B <= Nejlevéjsi nenulovy Elen v o — 3 je kladny
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Definition

Lexikografické usporadani je takové <o, ze pro kazdé a, 8 € N”
plati

o > B <= Nejlevéjsi nenulovy Elen v o — 3 je kladny

Gradované lexikografické usporadani je takové <gyex, Ze pro kazdé
a, f € N" plati:

a >glex B <= |a| > |B] nebo

|| = |B] a zaroven a >ex




Déleni se zbytkem
0000®000000
Definition

Lexikografické usporadani je takové <o, ze pro kazdé a, 8 € N”
plati

o > B <= Nejlevéjsi nenulovy Elen v o — 3 je kladny

Gradované lexikografické usporadani je takové <gyex, Ze pro kazdé
a, f € N" plati:

a >glex B <= |a| > |B] nebo

|| = |B] a zaroven a >ex

Gradované opacné lexikografické usporadani je takové <greylex, Z€
pro kazdé «, 8 € N plati:

« >grev|ex /8 — ‘a‘ > ‘B| nebo
la| = |B| a zaroven nejpravéjsi nenulovy clen (o — /3) je zaporny




Déleni se zbytkem
00000e00000

Tedy x1 >grevlex X2 >grevlex " ** Zgrevlex Xn, ale pokud x >y > z,
2.2 2.2
pak X“yz° >grlex xy3z, ale xyz <grevlex xy3z.

> lex> > grlexs > greviex JSOU monomialni usporadani.

Definition

Necht f = ZaeNg agx® € k[x1,...,xn] je nenulovy a <
monomialni. Pak definujeme:

@ Stupen multideg f := max{a € N", a, # 0}

o Vedouci koeficient LC f := amyltideg f

@ Vedouci monom LM f := xMultideg f

o Vedouci €len LT f :=LCf- LM f

Tyto pojmy jsou tedy pro polynomy vice proménnych vesmés silné
zavislé na volbé konkrétniho usporadani.
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Necht f, g € k[x1,...,xn] a < je monomialni. Pak
© multideg(f- g) = multideg f + multideg g
Q f+g #0 = multideg(f+g) < max{multideg f, multideg g }
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Theorem (Déleni se zbytkem)

Necht < je monomialni a F = (f,...,fs) s-tice polynomi
vK[x1,...,xn]. Pak kazdy f € K[x1,...,xn] Ize vyjadrit jako

f=aih+ - +asts+r kdeaj,r € K[xi,...,xn] proi=12...;s

a navic r = 0 nebo r je linearni kombinaci monomii, z nichz zadny
neni délitelny kterymkoli z LT f1, ..., LT fs a pokud a;f; # 0 pak
multideg f > multideg a;f; pro kazdé i.

Polynom r nazyvame zbytkem po déleni f/F.

Véta nerika nic o jednoznaénosti vysledku. Nasledujici algoritmus
dava jedno mozné reseni. Nadale budeme vysledkem déleni se
zbytkem chapat pravé tento vystup pevné zvoleného algoritmu.
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Q@ a1:=0,...,3,:=0,r:=0,p:=f

@ while p#0
o /=1
@ d:= false

® while i <sAnotd
@ if LTf|LTp
aj ::a,-+LTp/LTf,-
p:=p—(LTp/LTF)-f
d := true
@ elsei:=i+1
Q@ if notd
@ r=r+LTp
@ p=p—LTp
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Diskuse spravnosti algoritmu

PFi kazdém priichodu vnéjsim cyklem se pravé jednou provede pravé
jeden z prikazi 1, 2, a tedy stupen p klesne. Proto algoritmus
skon¢i.

Plati invariant f = a1fi + -+ p + r a pfitom kazdy ¢&len kazdého
a; je podilem LT p/LT f; z néjakého okamziku. Proto stupen
téchto €lent je mensi nez stupen p v daném okamziku a ten je

nejvyse roven stupni f. Dohromady stupen kazdého a;f; je mensi
nebo roven stupni f.
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V K[x1,...,xs] plati pouze implikace
f:alfi+"'+asf;+o — f€<f177fs>

Obraceni obecné neplati, uvazujme f = xy?> — x, f = xy + 1,
f» = y? — 1. Potom algoritmus déleni da

f=y(xy+1)+0(y>— 1)+ (—x—y)

ale pritom evidentné f = x(y2 — 1), a tedy f € (f, f).
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Definition
Ideal I C k[xi, ..., xn| nazyvame monomialni, existuje-li mnozina
A C N" takova, ze | se sestava pravé ze vsech polynomi tvaru
Y aca hax®, kde hy € k[x1, ..., x,]. Potom piseme

= (x%, a € A).

Zrejmé pro monomialni ideal / plati

x? el = 3Ja e A: x¥|x°
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Necht | C k[xi,...,xn| je monomialni ideal, f € k[xi, ..., Xa]
polynom. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni
Qfel

@ Kazdy ¢len polynomu f je prvkem |.
© Polynom f je linearni kombinaci monomii z | s koeficienty z k.

Diikaz.

Implikace (3) = (2) = (1) je trivialni. Zbyva ukazat

(1) = (3).

Plati f =", anx® € I, kde a, € k. Z predpokladu vyplyva, ze Ize
vyjadrit f = Z/BeA hﬁxﬁ, kde hg € k[x1,...,xs]. Kazdy clen a,x“
se musi rovnat nékterému clenu z druhé rovnosti, tedy existuji
takova d € k, 6 € N” tak, ze ax® = dxB19. Proto x* € /, a tedy
plati (3). O
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Corollary

Dva monomialni ideély splyvaji pravé tehdy, kdyz obsahuji stejné
monomy.

\

Theorem (Dicksonovo lemma)

Kazdy monomialni ideal | = (x*, a € A) C k[xi, ..., xp] [ze psat
ve tvaru | = (x®1, ... x%), kde a1, ...,as € A.

\
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Je-li I CK][x,...,xs] nenulovy, oznacme
LT :={ax® 3f € l: LT f = ax*}

Ziejmé (LT I) je monomialni, a tedy podle Dicksonova lemmatu
lze psat (LT 1) = (LT g1, ..., LT gs) pro néjaka vhodna
gi,--.,8s € 1.

Theorem (Hilbertova véta)

Kazdy ideal | € K[xi, ..., xp] je konecné generovany.
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Diikaz.

Pokud by / = {0}, je tvrzeni trivialni. Uvazujme tedy / D {0}.
Podle Dicksonova lematu a predchozi poznamky existuji takova
gi,..-,8s €1,ze (LTI)= (LT g1,...,LT gs) Zfejmé
(g1,---,8s) C I. Vezméme libovolné f € | a proved me déleni se
zbytkem s-tici g1, ..., gs. Dostavame

f=aigr+ - +asgs+r

kde zadny ¢len r neni délitelny LT g1, ..., LT gs.

Protoze r=f —ajg1 — -+~ — asgs, platir € |, atedy LT r € LT .
Ziejmé tedy LT r € (LT I). Pripustme, ze r # 0. Protoze (LT /) je
monomialni, musi byt LT r délitelny nékterym z jeho generatord, tj.
LT g1,...,LT gs. To je ovsem spor s vysledkem algoritmu déleni.
Proto r =0 a / je tedy generovany gi, ..., gs. O




Hilbertova véta
ooe

Definition

Konecna baze gi,...,gs idedlu | C k[xq, ..., x,| se nazyva
Grébnerova, jestlize plati (LT 1) = (LT g1,..., LT gs).

Baze pouzita v dokazu Hilbertovy véty byla Grobnerova.
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