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Motivace
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Uvodni motivace

Nasim cilem nyni bude vybudovat zakladni prostfedky pro feSeni

tloh obdobnych témto:

odvozeni Cayleyho formule Uréete podet stromi na danych n
vrcholech.

Analyza algoritml Urlete oekdvany polet porovnani b&hem
algoritmu Quicksort.
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Quicksort — analyza primérného p¥ipadu

Ukézka implementace (divide and conquer, rozmyslete, pro¢ neni
optimélni):
if L= []: return []
return gsort([x for x in L[1:] if x<L[O0]])
+ L[0:1]
+ gsort ([x for x in L[1:] if x>=L[0]])

@ Potet porovnani pf¥i rozdéleni (divide): n — 1.
@ (P¥edpoklad ndhodnosti): Pravdépodobnost toho, Ze prvek
L[0] je k-ty nejvetsi, je L.
© Velikost t¥idénych poli ve fazi conquer: k —1 a n— k.
Pro stfedni hodnotu poctu porovnani tak dostavame rekurentni
vztah:

n
1
Cn:n—l—FZ;(Ck,l—i-Cn,k).
k=1



Motivace
[eeX Yolo)

Zjednoduseni rekurence

nCo=n(n—1)+2Y Gy

k=1

(n—1)Cp_y = (n—1)(n +22Ck 1

nCp, = (n+

1)Cr1+2(n— 1)

symetrie obou sum

vynasob n

tentyZ vyraz pro C,_1

odecteno a upraveno
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Vyfeseni rekurence

nC,=(n+1)Cy_1+2(n—1)
PYestoZe jsme jiZz rekurenci vyrazné zjednodusili, takZze je mozné
jednoduse iterativné hodnoty C, dopocitat, je &asto Zadouci tyto
hodnoty konkrétn& (nebo alespoii pFiblizn&) vyjadFit explicitng jako
funkci n.
Nejprve si pomiizeme drobnym trikem, kdy vydélime obé& strany
vyrazem n(n+1):
Cn Cn_1 2(n — 1)
= +
n+1 n n(n+1)

Nyni tento vztah ,rozbalime" (telescope, p¥ip. si pomiZeme
substituci B, = C,/n+ 1):

G, 2(n—1)  2(n—2) 2.1 G

n+1 n(n+1) (n—l)n+. +2'3+ 2
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Vyfeseni rekurence

Odkud 1
.

G QZ;_

ntl - Tkt )kt 2)

Vyraz se¢teme napft. pomocf rozkladu na parcidlni zlomky
k _ 2
m = %12 k+1 a dostaneme

o 1
=2 (Hpp1 -2+ —
n+1 ( 1o +1>

odkud
Co=2(n+1)Hpp1 —4(n+1)+2

(Hn = Y_4_; % je souZet prvnich n €lenii harmonické Yady).
P¥itom je mozné odhadnout H, ~ 1" d7X + 7, odkud

Co~2(n+1)(In(n+1)+~y—-2)+2.
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Opakovani kombinatorickych vztahi

Struéné& nyni zopakujme nékteré dilezité kombinatorické pojmy a

vztahy:
n
. . n(n+1) n+1
Aritmetickd fad k= ——2 =
rmerikd rade. > k= "1 ("3
Geometrickd rada Z X -1
x—1
n
Binomickd véta (x+y)'= Z (k) xkyn=k
k=0
n
k 1
Horni binomicka fada Z (m) = <:7—:_ 1>

k=0

m-+n s m n
ki 1 =
Vandermondova konvoluce < , ) Z ( k> (r _ k>

k=0



Vytvotujici funkce
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Motto: spojité a diskrétni modely se vzajemné

potrebuji a doplriuji.

Mame v penéZence 4 korunové mince, 5 dvoukorunovych a 3
pétikorunové. Z automatu, ktery nevraci, chceme minerdlku za 22
K&. Kolika zplisoby to umime, aniZz bychom ztratili preplatek?

Hledame zjevné &isla i, j a k takova, Ze i + j + k = 22 a zarovei
i€{0,1,2,3,4}, j€{0,2,4,6,8,10}, k € {0,5,10,15}.

UvaZme sou&in polynomi (tfeba nad redlnymi &isly)

(x4 3 x) (P x4 x4 xB 4 A0) (O 4x P 4 x 104 x12).

Mé&lo by byt zfejmé, Ze hledany polet Yeseni je diky

(Cauchyovskému) zptisobu ndsobeni polynomu pravé koeficient

u x%2 ve vysledném polynomu. Skuteén& tak dostdvame Etyf¥i

mozZnosti 35 +3%x2+1x1,3x5+2%x24+3x%1,
2%¥54+5%x24+2x1a2%x5+4%x2+4x1.
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PY¥edchozi pt¥iklad asi vypadal spi$ jako slozity zapis jednoduchych
~backtrackingovych tvah“. Nasledujici p¥iklad ukazuje, Ze tento
postup Ize ale s vyhodou zobecnit.

Necht /, J jsou kone&né mnoZiny nezdpornych celych &isel. Potom
je pro dané r € N polet ¥edeni (i, ) rovnice i + j = r spliiujicich

i € 1,j € Jroven koeficientu u x” v polynomu (3=, x')(32;¢, ).

Kolika zplsoby mizeme pomoci minci (1, 2, 5, 10, 20 a 50 K&)
zaplatit platbu 100 K¢?

Hledame p¥irozena &isla ay, ap, as, a1p, azo a asp takova, Ze a; je
nasobkem i pro viechna i € {1,2,5,10,20,50} a zarovef

a1+ ax + as + a0 + azx + asp = 100. Podobné jako vyse je vidét,
e pozadovany potet Ize ziskat jako koeficient u x100 v
A+x+x2+. )01 +x2+x+.. )0+ +x194..)

A+ x4 X0+ YA+ X2+ x* 04 )+ X0 X100 )
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Podobnym zplisobem miiZzeme znovu velmi snadno odvodit nékteré

kombinatorické vztahy, které zname jiz z d¥ivéjska. VyuZijeme
pfitom binomickou vétu.

Vé&ta (binomickd)

Prone N ar € R plati

= (3)+ (D) ()t (D)

Na levou stranu se mizeme divat jako na soucin n polynomd,
pravd je zapisem polynomu vzniklého jejich roznasobenim.
Dosazenim ¢&isel x = 1, resp. x = —1 dostdvame zndmé vzorce:

Dusledek
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Podivdme se ted na ob& strany v binomické vété ,spojityma
o¢ima" a s vyuZitim vlastnosti derivaci odvodime dalsi vztah mezi
kombina&nimi &isly.

Dusledek
Plati

Dikaz.

Na obé strany binomické véty se podivame jako na polynomidlni
funkce. Derivaci levé strany dostaneme n(1 4 x)"~, derivaci pravé
strany (&len po &lenu) pak > ) k(Z)xk_l. Dosazenim x =1

dostaneme tvrzeni. ]
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(Formalni) mocninné ¥ady

Bud ddna nekone&nd posloupnost a = (ag, a1, az, - - .). Jeji
vytvotujici funkci rozumime (formalni) mocninnou ¥adu tvaru

oo
Za,-x’ =ao+ aix +apx® -
i=0

Poznamka

O formalni mocninné ¥fad& hovo¥ime proto, Ze se zatim na tuto
fadu divdme Cisté formaln& jako na jiny zapis dané posloupnosti a
nezajimame se o konvergenci. Na druhou stranu to ale znamen3, Ze
formalni mocninna ¥ada neni funkce a nemiZeme do ni dosazovat.
To ovsem vzapéti napravime, kdyZ s vyuZitim znalosti z analyzy
nekoneénych ¥ad prejdeme od formdlnich mocninnnych ¥ad

k p¥islusnym funkcim.




(Formalni) mocninné ¥ady
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Priklad

Posloupnosti samych jedni¢ek odpovida formalni mocninna ¥ada
1+x+x?>+x34---. Z analyzy vime, %e stejn& zapsana mocninna
fada konverguje pro x € (—1,1) a jeji soulet je roven funkci

1/(1 — x). Stejn& tak obrdceng, rozvineme-li tuto funkci do
Taylorovy fady v bodé 0, dostaneme zfejmé pilivodni fadu.
Takovéto ,,zakédovani posloupnosti Cisel do funkce a zpét je
klicovym obratem v teorii vytvotujicich funkci.

Jak jsme jiZ zminili, tento obrat lze ale pouZit pouze tehdy, pokud
vime, Ze ¥ada alespoii v n&jakém okoli 0 konverguje. Casto ale
,diskrétni" matematici pouzivaji nasledujici , podvod":
@ pomoci formalnich mocninnych ¥ad odvodi n&jaky vztah
(formuli, rekurenci,...) bez toho, aby se zajimali
o konvergenci
@ jinymi prostfedky (&asto matematickou indukci) tento vztah

dokazou



(Formalni) mocninné ¥ady
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Vytvofujici funkce v praxi vyuZivdme:
@ k nalezeni explicitni formule pro n-ty ¢len posloupnosti;

@ Casto vytvotujici funkce vychazeji z rekurentnich vztah,
obcas ale diky nim odvodime rekurentni vztahy nové;

@ vypolet priméri &i jinych statistickych zavislosti (nap¥.
primé&rna sloZitost algoritmu);
o dikaz riznych identit;

@ Casto je nalezeni pfesného vztahu pf¥ilis obtizné, ale mnohdy
stali vztah priblizny nebo alespoii asymptotické chovani.
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Exponencidlni vytvorujici funkce

Kromé vy$e zminénych vytvofujicich funkci se v praxi rovnéz ¢asto
objevuji jejich tzv. exponencidlni varianty?.

gx) = Zgn%:-

n>0

Poznamka

Jméno vychazi z toho, Ze exponencidlni funkce e* je
(exponencidlni) vytvotujici funkei pro zékladni posloupnost
(1,1,1,1,...).

V nékterych p¥ipadech (nap¥. v ditkazu Cayleyho véty) je pouZiti
exponencialnich vytvofujicich funkci vyhodnégjsi.

'Pouzivaji se i dal¥i typy vytvotujicich funkci (napk. v teorii &isel se pouZivaji
Dirichletovy vytvotujici funkce, kde roli faktoru x” hraje n™*), ale t&mi se zde
zabyvat nebudeme.
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Dosazovani do mocninnych ¥ad

Ndsledujici vétu zndte z matematické analyzy z lofiského semestru:

Bud (ag, a1, a2, . .. ) posloupnost redlnych &isel. Plati-li pro n&jaké
K € R, Ze pro viechna n > 1 je |a,| < K", pak Fada

konverguje pro kaZdé x € (—%, %) Soucet této Fady tedy definuje
funkci na uvedeném intervalu, tuto funkci oznalujeme rovné&z a(x).
Hodnotami funkce a(x) na libovolném okoli 0 je jednozna&né&
uréena piivodni posloupnost, nebot mad a(x) v 0 derivace vsech
Fadi a plati

a("(0)

ap =
n!




(Formalni) mocninné ¥ady
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Ptehled mocninnych ¥ad

n>0
| 1 x"
n = —
1—x n’
n>1
Xn
X -
& = Z nl’
n>0
X2n+l
sinx = -1)" ,
;)( ) (2n+1)!
Yy
Ccos X = -1 ,
= (2n)!



oe
Poznamka
@ Posledni vzorec

(1+x)" =Y <l:)xk

je tzv. zobecnéna binomicka véta, kde pro r € R je
binomicky koeficient definovan vztahem

(D _ A==l )

Specidln& klademe () = 1.

@ Pro n € N z uvedeného vztahu snadno dostaneme

1 _(0+n—1 k+n—-1\ ,
(1_X)n_< o >+...+< - )X o
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Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:

e Stitani (a; + b;) posloupnosti &len po ¢lenu odpovidd soulet
a(x) + b(x) pfislusnych vytvotujicich funkei.

@ Vyndsobeni (« - a;) viech €lenl posloupnosti stejnym skaldrem
o odpovida vyndsobeni « - a(x) pFislusné vytvotujici funkce.

@ Vynasobeni vytvotujici funkce a(x) monomem x* odpovida
posunuti posloupnosti doprava o k mist a jeji dopInéni nulami.

@ Pro posunuti posloupnosti doleva o k mist (tj. vynechani
prvnich k mist posloupnosti) nejprve od a(x) odetteme
polynom by(x) odpovidaji posloupnosti (ag,...,ak-1,0,...) a
poté pod&lime vytvotujici funkci x.

@ Substituci polynomu f(x) s nulovym absolutnim ¢lenem za x
vytvofime specifické kombinace ¢lenl plvodni posloupnosti.
Jednoduse je vyjadfime pro f(x) = ax, coz odpovidd
vynasobeni k—tého &lenu posloupnosti skaldrem . Dosazeni
f(x) = x" nam do posloupnosti mezi kazdé dva €leny vloZi
n—1 nul.
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Dalsimi dileZitymi operacemi, které se pFi praci s vytvofujicimi
funkcemi €asto objevuji, jsou:

@ Derivovani podle x: funkce a'(x) vytvofuje posloupnost
(a1,2az,3as,...), Elen s indexem k je (k + 1)aks1 (tj.
mocninnou ¥adu derivujeme &len po €lenu).

@ Integrovani: funkce f(;( a(t) dt vytvofuje posloupnost
(0, ao, %al, %82, %33, ...), pro k > 1 je &len s indexem k roven
%ak_l (z¥ejmé je derivaci p¥islu¥né mocninné ¥ady €len po
¢lenu pavodni funkce a(x)).

o Nasobeni ¥ad: soutin a(x)b(x) je vytvotujici funkci
posloupnosti (co, c1, ¢2, . .. ), kde

Ck = Z a,-bj,
i+j=k
tj. ¢leny v soucinu aZ po ¢ jsou stejné jako v soudinu
(ap + a1x + apx® + - -« + apx®)(bo + b1x + bax? 4 - - - byx¥).
Posloupnost (c,) byvé také nazyvana konvoluci posloupnosti

(an), (bn).
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UkaZme si dilezity pfiklad vyuZivajici konvoluci posloupnosti:

ﬁa(x) je v.f.p. (a0, a0 + a1,a0 + a1 + a2, .. .).
Odtud nap¥. dostdvame, Ze

1

1—x

je v.f.p. harmonickych &isel  H,.

P¥iklad
yo 1 _ n ‘V4 ( :
ProtoZe 1= = )50 X", dostdvdme konvoluci posloupnosti

(1,1,...) se sebou vztahy

1 N I n+2\ ,
T xp = 2 (1x)3—2( 2 >X’

n>0 n>0

TRV

co? jiz sice mame dokdzano z dfivéjska (dokonce dvakrat — jednou
diky zobecné&né binomické vét& a podruhé diky derivaci ¥ady), ale
dalsi diikaz jist& nezaskodi ©®
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Priklad

V krabici je 30 ¢ervenych, 40 modrych a 50 bilych mi¢kd, micky
stejné barvy pfitom nelze rozeznat. Kolika zplisoby je mozné vybrat
soubor 70 mi¢ka?

Regeni

70

Hledany podet je roven koeficientu u x’® v soucinu

A+x+x2+ 4+ 1 +x+x2+ -+ xO) A+ x4+ 52+ +x%0).

Tento soudin upravime na tvar
(1 —x)73(1 — x3)(1 — x*)(1 — x®'), odkud pomoci zobecn&né
binomické véty dostaneme

() + Q)+ ()Y st

a tedy koeficientem u x79 je z¥ejm&
(70;—2) _ (70—&-5—31) _ (70—1—3—41) . (70+§—51) — 1061.
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DokaZte, Ze

Regeni

PotFebnou konvoluci ziskdame soudinem ¥ad ﬁ a1 Ing=.
Odtud

n

KlZp s =D #(n+1-k),
k=1

odkud jiZ snadnou tpravou dostaneme poZadované.
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Redeni rekurenci

Mocninné ¥ady jsou velmi silnym ndstrojem pro FeSeni rekurenci.
Tim je minéno vyjadfeni &lenu a, jako funkci n. Casto se s pomoci
fad podaf¥i vyfesit na prvni pohled velmi slozité rekurence.

Obvykly (taktka mechanicky) postup pro ¥eeni rekurenci se sklddd
ze 4 krokd:

@ Zapiseme jedinou rovnici zavislost a, na ostatnich &lenech
posloupnosti. Tento vztah musi platit pro vSechna n € Ng
(pFedpoklddajice a_1 = a_p =---=0).

@ Obé& strany rovnice vynasobime x" a sefteme p¥es viechna
n € Np. Na jedné stran& tak dostaneme ) an,x", co? je
vytvotujici funkce A(x). Pravou stranu vztahu je pak t¥eba
upravit na vyraz rovn&z obsahujici A(x).

@ Zjist&na rovnice se vyredi vzhledem k A(x).

© Vysledné A(x) se rozvine do mocninné ¥ady, p¥i¢emz
koeficient u x" uddva a,, tj. a, = [x"]A(x) .



ReZeni rekurenci
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Priklad

Reste rekurenci

30:0,31:1

ap =5ap-1—6a, 2

e Krok 1: a, =5a,-1 — 6a,—2 + [n=1].
o Krok 2: A(x) = 5xA(x) — 6x?A(x) + x.
o Krok 3:

X 1 1

A(x) = — _ .
)= 56 "1 3x 1_2x
o Krok 4: a, =37 —2".
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Analyza Quicksortu pomoci vytvofujicich funkci

Vy¥eSme nyni rekurenci

nC, = n(n— 1)—|—2Z C1,G=0G =0
k=1

pomoci uvedeného postupu.
® ano ”Can = Zn>0 n(n—1)x" +2 ano 22:1 Ch—1x"
o xC'(x) = (1 X)3 _|_2xC(x)

@ VyFedime tuto lineadrni diferencidlni rovnici prvniho ¥adu

2
(vyndsobime integrac”:nl'm faktorem e TTx = (1 —x)?,
odkud [(1 — x)?C(x)] = $££,) a tedy

2 1
= | _
C(x) (1—x)2<n1—x x),
odkud kone¢n& C, = 2(n+ 1)(Hp41 — 1) — 2n.
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Fibonacciho ¢&isla a zlaty fez

P¥ipomeiime, Ze Fibonacciho &isla jsou dana rekurentnim
predpisem
Fo=0,F =1, F,,+2 = Fn+1 + Fp.

JiZ d¥ive jste si uvadéli vSemoZné vyskyty této posloupnosti

v pFirod&, v matematice nebo v teoretické informatice (podrobn&
viz http://is.muni.cz/th/41281/prif_d/disertace.pdf).
Nagim cilem bude (opét) najit formuli pro vypocet n-tého &lenu
posloupnosti.

Poznamka

(Nejen) pro manipulace se sumami pouzivaji auto¥i Concrete
mathematics velmi vhodné oznaeni [logicky predikdt] —
vyraz je roven 1 v pfipadé splnéni predikatu, jinak 0.

Nap¥. [n = 1], [2|n] apod.

Pro vyjad¥eni koeficientu u x” ve vytvotujici funkci F(x) se pak
asto pouzivd zapis [x"]F(x).



http://is.muni.cz/th/41281/prif_d/disertace.pdf

Reseni rekurenci
0@000

P¥iklad — pokr.

UvaZme vytvotujici funkci F(x) Fibonacciho posloupnosti. Pak
ztejmé F(x) — xF(x) — x>F(x) = x, a tedy

F(x)= ———.
(x) 1—x—x2

Nasim cilem je tedy odvodit vztah pro n-ty &len posloupnosti
odpovidajici vytvotujici funkci F(x) = —=

1—x—x2°
Vyuzijeme k tomu rozklad na parcidlni zlomky a dostaneme

X A B

1—x—x2 x—x3 X—x
1

X

kde x1, x» jsou koteny polynomu 1 — x — x? a A, B vhodné
konstanty odvozené z pocate¢nich podminek. Po substituci
A1 =1/x1, A2 = 1/x» dostavdme vztah
X a b
2 + ’

1—x—x 1—XAx 1= )ox
odkud snadno pomoci znalosti o vytvotujicich funkcich
E — 2.\ 1L K. \Nn




Reseni rekurenci
00®00

P¥iklad — zavér

S vyuZitim pocateénich podminek dostavame
1
Fhr=—

5[+ -(=))

Jist& je zajimavé, Ze tento vyraz plny iraciondlnich &isel je vzdy
celoiselny.
Uvazime-li navic, ze (1 — \/3)/2 ~ —0.618, vidime, Ze pro viechna
ptirozena &isla lze F,, snadno spoditat zaokrouhlenim &isla
L (L55)". Navic je videt, Ze im0 Fo/Fpi1 = 1/M ~ 0.618,

5
coz je pomér zndmy jako zlaty fez — objevuje se jiz od antiky
v architektute, vytvarném uméni i hudbé.
Analogicky postup je mozné pouZit p¥i feSeni obecnych linedrnich
diferen¢nich rovnic k-tého stupné& s konstatnimi koeficienty. Ma-li
charakteristickd rovnice jednoduché koteny, je situace jednodussi —
viz dFive.
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Rozklad na parcialni zlomky — pfipomenuti

Jak jsme jiz vidéli na p¥ikladu Fibonacciho posloupnosti, v kroku 4
¢asto s vyhodou vyuzZijeme rozkladu na parcialni zlomky. Ten
jsme jiz vidéli d¥ive (&asto se pouZiva pFi integraci racionalnich
lomenych funkci), proto pfipomeneme jen stru¢né:
e PYedpokldddme, Ze P(x)/Q(x) je podil polynomi, kde
st P < st Q (jinak vyd&lime se zbytkem) a P(x), Q(x) nemaji
spole¢né kofeny.
@ Polynom Q(x) rozloZime na kofenové &initele.

@ Jsou-li v8echny kofeny g, ..., ay jednoduché, pak
P(x A A
RX) x—-—m X —
@ Ma3-li kofen « ndsobnost k, pak jsou pFislusné parcialni zlomky
tvaru A 2 2
1 2 Ly k
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Rozklad na parcialni zlomky — pokr.

@ V pripadé dvojice komplexné sdruzenych kofenl nahrazujeme
stitanec A/(x — a) stitancem (Ax + B)/(x? + px + q) v&etn&
ptislusnych mocnin jmenovatele.

@ Nezndmé dopotitame bud roznisobenim a porovndnim

koeficientl u jednotlivych mocnin x nebo dosazenim
jednotlivych kofeni.

o Vyrazy A/(x — a)¥ prevedeme na vyrazy tvaru B/(1 — fx)¥
vyd&lenim Citatele i jmenovatele vyrazem (—a)X. Tento vyraz
jiz umime rozvinout do mocninné ¥ady.
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Bindrni stromy a Catalanova &isla

S vyuZitim vytvofujicich funkci uréime formuli pro po&et b,
binarnich stromi na n vrcholech, které je pro nase ti¢ely mozné
definovat jako ko¥en s uspotradanou dvojici [levy bindrni podstrom,
pravy bindrni podstrom|. Prozkoumdanim p¥ipadi pro mald n
vidime, Ze

bp=1,b1 =1,b =2,b3 =5.

Snadno nahlédneme, Ze pro n > 1 vyhovuje b, rekurentni formuli

b, = boby_1 + b1bp_3 + - - -+ by_1bo.

Vidime, Ze jde vlastné o konvoluci posloupnosti. Vztah upravime,
aby platil pro vdechna n € Np:

b, = Z bibp_j_1+ [n = O]

0<k<n

Tim mame hotov krok 1.
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V kroku 2 vyndsobime ob& strany x” a se¢teme. Je-li B(x)
odpovidajici vytvotujici funkce, pak:

B(X) = Z byx" = Z bibp_j—1x" + Z[n = O]x” =
n n,k n,k

- Z brx (Z bnk1X"_k> +1=
k n

= Z bx*(xB(x)) +1 = B(x) - xB(x) + 1.
k

Pozorny &tend¥ si jisté povsiml, Ze ve vySe uvedeném vypoltu jsme
nahradili konvoluci b, = bgbp—1 + bibp—2 + - -+ + by—1bg vztahem
bn = bObn—l +-+ bn—lbO + bnb—l + bn+1b—2 + e Dllky nasi
konvenci to ale neni problém a velmi to usnadfiuje prici se sumami
(s nekonenymi soulty se zde pracuje podstatné snadng&ji nez

s kone¢nymi, kdy musime neustéle hlidat meze).
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V kroku 3 ¥e¥ime kvadratickou rovnici B(x) = xB(x)? + 1 pro

B(x) :

1++1—4x
2x '
Znaménko + ale nepfichazi v tvahu, protoze pak by pro x — 04
B(x) méla limitu oo, zatimco vytvotujici funkce pro nasi
posloupnost musi mit v 0 hodnotu by = 1.
Zbyva uz pouze krok 4, tedy rozvinout B(x) do mocninné ¥ady.
Rozvoj ziskdme pomoci zobecnéné binomické véty

R 3 Gy (SRR B o Pty [y
a po vyd&leni 1 — /T — 4x vyrazem 2x dostaneme
B9 =3 . ( Y f>(_4x)k—1 _
-y (—i/z) (;ixin ¥ <2nn> ninr

n>0 n>0

B(x) =
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Catalanova ¢&isla

Dokazali jsme, Ze polet bindrnich péstovanych stromi na n
: _ 1 2ny _ ¢ <

vrcholech je roven b, = 25 ( n) tato vyznamna posloupnost se

nazyva posloupnost Catalanovych &isel. Kromé toho, Ze Catalanova

&isla vyjadfuji poet bindrnich p&stovanych stromi, vystupuji

rovnéz jako:

@ pocet slov délky 2n obsahujicich n znakld X a Y takovych, Ze
zadny prefix slova neobsahuje vice Y nez X

@ podobné& takové fronty u pokladny (5koruny a 10koruny), Ze
nezdsobend pokladna miZe vzdy vratit

@ polet korektné ozavorkovanych vyrazi sloZenych z levych a
pravych zavorek

@ potet monotdnnich cest z [0,0] do [n, n] podél stran
jednotkovych ¢&tvercil, které neptekroli diagonalu

@ pocet riznych triangulaci konvexniho (n + 2)-dhelniku.
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Jesté jeden ptiklad

Priklad

Vyteste rekurenci

dp = a1 = 1
an =ap-1+ 2an—2 + (_1)n

Regeni

| \

Tato rekurence je opét jiného typu neZ dosud studované. Jako vzdy
neuskodi vypsani prvnich nékolika &lenli posloupnosti (ted ale ani
moc nepomUZe, snad jen pro kontrolu spravnosti vysledku).?

?Narozdil od tvrzeni v Concrete mathematics je jiz mozné tuto posloupnost
nalézt v The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences.




Reseni rekurenci
0000C

Regeni (pokr.)
e Krok 1: a, = ap—1 +2ap_2 + (—1)"[n > 0] + [n = 1].
o Krok 2: A(x) = xA(x) + 2x%A(x) + IJ%X + x.
o Krok 3:

14 x4+ x?
(1 —2x)(1+x)%

o Krok 4: a, = £2" + (3n+ 3) (-1)".

A(x) =




Reseni rekurenci

Rekurzivné propojené posloupnosti

Nékdy dokdzeme snadno vyjadFit hledany pocet jen pomoci vice
vzajemné provazanych posloupnosti.

Kolika zplsoby miZeme pokryt (nerozlisenymi) kostkami domina
obdélnik 3 x n?

Snadno zjistime, Ze ¢ = 0, = 3, c3 = 0, déle klademe ¢y = 1
(nejde jen o konvenci, m3 to svou logiku).

Najdeme rekurzivni vztah — diskusi chovani ,na kraji* zjistime, Ze
Chn=2rn-1+Ch2, rn =Cn-1+rn—2, n =0, =1, kde r, je polet
pokryti obdélniku 3 x n, ze kterého jsme odstranili levy horni roh.




Reseni rekurenci
0000C

Regeni (pokr.)

Hodnoty ¢, a r, pro nékolik malych n jsou:

n|0 1 2 3 4 5 6 7
c,|1 0 3 0 11 0 41 O
m|0 1 0 4 0 15 0 56
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Regeni (pokr.)

@ Krok 1: ¢y =2rp_1+ch2+[n=0], rm=cr1+ rmo.

o Krok 2:
C(x) = 2xR(x) + x2C(x) + 1, R(x) = xC(x) + x?R(x).
o Krok 3:
1—x2 X
C(x) = —— R(x) = ——.
)= T )= e

@ Krok 4: Vidime, Ze obé& funkce jsou funkcemi x2, udet¥ime si

praci tim, %e uvdzime funkci D(z) = 1/(1 — 4z + z?), pak
totiz C(x) = (1 — x?)D(x?), .

[x*"C(x) = [x*"](1 = x*)D(x?) = [x"](1 — x)D(x), a tedy
Con = dp — dp—1.
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Redeni (zavér)

KoFeny 1 — 4x + x? jsou 2 ++/3 a 2 — v/3 a jiz standardnim
zplsobem obdrzime

(2+\/§)”+ (2—3)"
3-V3 343

Podobné jako u Fibonacciho posloupnosti je druhy séitanec pro
velkd n zanedbatelny a pro v8echna n leZi mezi 0 a 1, proto

Cn = \‘(2+\/§)"J c

Cn =

3—-+3

NapF. Cop = 413403.
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