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Úvodńı motivace

Naš́ım ćılem nyńı bude vybudovat základńı prosťredky pro řešeńı
úloh obdobných těmto:

odvozeńı Cayleyho formule Určete počet stromů na daných n
vrcholech.

Analýza algoritmů Určete očekávaný počet porovnáńı během
algoritmu Quicksort.
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Quicksort – analýza pr̊uměrného p̌ŕıpadu

Ukázka implementace (divide and conquer, rozmyslete, proč neńı
optimálńı):

i f L == [ ] : r e t u r n [ ]
r e t u r n q s o r t ( [ x f o r x i n L [ 1 : ] i f x<L [ 0 ] ] )

+ L [ 0 : 1 ]
+ q s o r t ( [ x f o r x i n L [ 1 : ] i f x>=L [ 0 ] ] )

1 Počet porovnáńı p̌ri rozděleńı (divide): n − 1.
2 (Předpoklad náhodnosti): Pravděpodobnost toho, že prvek

L[0] je k-tý nejvěťśı, je 1
n .

3 Velikost ťŕıděných poĺı ve fázi conquer : k − 1 a n − k .

Pro sťredńı hodnotu počtu porovnáńı tak dostáváme rekurentńı
vztah:

Cn = n − 1 +
n∑

k=1

1

n
(Ck−1 + Cn−k) .
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Zjednodušeńı rekurence

Cn = n − 1 +
n∑

k=1

1

n
(Ck−1 + Cn−k) , C0 = 0.

Cn = n − 1 +
2

n

n∑
k=1

Ck−1 symetrie obou sum

nCn = n(n − 1) + 2
n∑

k=1

Ck−1 vynásob n

(n − 1)Cn−1 = (n − 1)(n − 2) + 2
n−1∑
k=1

Ck−1 tentýž výraz pro Cn−1

nCn = (n + 1)Cn−1 + 2(n − 1) odečteno a upraveno
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Vy̌rešeńı rekurence

nCn = (n + 1)Cn−1 + 2(n − 1)

Přestože jsme již rekurenci výrazně zjednodušili, takže je možné
jednoduše iterativně hodnoty Cn dopoč́ıtat, je často žádoućı tyto
hodnoty konkrétně (nebo alespoň p̌ribližně) vyjáďrit explicitně jako
funkci n.
Nejprve si pomůžeme drobným trikem, kdy vyděĺıme obě strany
výrazem n(n + 1) :

Cn

n + 1
=

Cn−1

n
+

2(n − 1)

n(n + 1)

Nyńı tento vztah
”
rozbaĺıme“ (telescope, p̌ŕıp. si pomůžeme

substitućı Bn = Cn/n + 1):

Cn

n + 1
=

2(n − 1)

n(n + 1)
+

2(n − 2)

(n − 1)n
+ · · ·+ 2 · 1

2 · 3
+

C1

2
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Vy̌rešeńı rekurence

Odkud
Cn

n + 1
= 2

n−1∑
k=1

k

(k + 1)(k + 2)
.

Výraz sečteme nap̌r. pomoćı rozkladu na parciálńı zlomky
k

(k+1)(k+2) = 2
k+2 −

1
k+1 a dostaneme

Cn

n + 1
= 2

(
Hn+1 − 2 +

1

n + 1

)
,

odkud
Cn = 2(n + 1)Hn+1 − 4(n + 1) + 2

(Hn =
∑n

k=1
1
k je součet prvńıch n členů harmonické řady).

Přitom je možné odhadnout Hn ∼
∫ n

1
dx
x + γ, odkud

Cn ∼ 2(n + 1)(ln(n + 1) + γ − 2) + 2.
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Opakováńı kombinatorických vztahů

Stručně nyńı zopakujme některé důležité kombinatorické pojmy a
vztahy:

Aritmetická řada

n∑
k=0

k =
n(n + 1)

2
=

(
n + 1

2

)

Geometrická řada

n∑
k=0

xk =
xn+1 − 1

x − 1

Binomická věta (x + y)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xkyn−k

Horńı binomická řada

n∑
k=0

(
k

m

)
=

(
n + 1

m + 1

)

Vandermondova konvoluce

(
m + n

r

)
=

r∑
k=0

(
m

k

)(
n

r − k

)
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Motto: spojité a diskrétńı modely se vzájemně
poťrebuj́ı a doplňuj́ı.

Př́ıklad

Máme v peněžence 4 korunové mince, 5 dvoukorunových a 3
pětikorunové. Z automatu, který nevraćı, chceme minerálku za 22
Kč. Kolika způsoby to uḿıme, aniž bychom ztratili p̌replatek?

Hledáme zjevně č́ısla i , j a k taková, že i + j + k = 22 a zároveň

i ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, j ∈ {0, 2, 4, 6, 8, 10}, k ∈ {0, 5, 10, 15}.
Uvažme součin polynomů (ťreba nad reálnými č́ısly)

(x0+x1+x2+x3+x4)(x0+x2+x4+x6+x8+x10)(x0+x5+x10+x15).

Mělo by být žrejmé, že hledaný počet řešeńı je d́ıky
(Cauchyovskému) způsobu násobeńı polynomů právě koeficient
u x22 ve výsledném polynomu. Skutečně tak dostáváme čty̌ri
možnosti 3 ∗ 5 + 3 ∗ 2 + 1 ∗ 1, 3 ∗ 5 + 2 ∗ 2 + 3 ∗ 1,
2 ∗ 5 + 5 ∗ 2 + 2 ∗ 1 a 2 ∗ 5 + 4 ∗ 2 + 4 ∗ 1.
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Předchoźı p̌ŕıklad asi vypadal sṕı̌s jako složitý zápis jednoduchých

”
backtrackingových úvah“. Následuj́ıćı p̌ŕıklad ukazuje, že tento

postup lze ale s výhodou zobecnit.
Necht’ I , J jsou konečné množiny nezáporných celých č́ısel. Potom
je pro dané r ∈ N počet řešeńı (i , j) rovnice i + j = r splňuj́ıćıch
i ∈ I , j ∈ J roven koeficientu u x r v polynomu (

∑
i∈I x i )(

∑
j∈J x j).

Př́ıklad

Kolika způsoby můžeme pomoćı minćı (1, 2, 5, 10, 20 a 50 Kč)
zaplatit platbu 100 Kč?

Hledáme p̌rirozená č́ısla a1, a2, a5, a10, a20 a a50 taková, že ai je
násobkem i pro všechna i ∈ {1, 2, 5, 10, 20, 50} a zároveň
a1 + a2 + a5 + a10 + a20 + a50 = 100. Podobně jako výše je vidět,
že požadovaný počet lze źıskat jako koeficient u x100 v

(1 + x + x2 + . . . )(1 + x2 + x4 + . . . )(1 + x5 + x10 + . . . )

(1 + x10 + x20 + . . . )(1 + x20 + x40 + . . . )(1 + x50 + x100 + . . . )
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Podobným způsobem můžeme znovu velmi snadno odvodit některé
kombinatorické vztahy, které známe již z ďŕıvěǰska. Využijeme
p̌ritom binomickou větu.

Věta (binomická)

Pro n ∈ N a r ∈ R plat́ı

(1 + x)n =

(
n

0

)
+

(
n

1

)
x +

(
n

2

)
x2 + · · ·+

(
n

n

)
xn.

Na levou stranu se můžeme d́ıvat jako na součin n polynomů,
pravá je zápisem polynomu vzniklého jejich roznásobeńım.
Dosazeńım č́ısel x = 1, resp. x = −1 dostáváme známé vzorce:

Důsledek∑n
k=0

(n
k

)
= 2n,∑n

k=0(−1)k
(n
k

)
= 0.
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Pod́ıváme se ted’ na obě strany v binomické větě
”
spojitýma

očima“ a s využit́ım vlastnost́ı derivaćı odvod́ıme daľśı vztah mezi
kombinačńımi č́ısly.

Důsledek

Plat́ı
n∑

k=0

k

(
n

k

)
= n2n−1.

Důkaz.

Na obě strany binomické věty se pod́ıváme jako na polynomiálńı
funkce. Derivaćı levé strany dostaneme n(1 + x)n−1, derivaćı pravé
strany (člen po členu) pak

∑n
k=1 k

(n
k

)
xk−1. Dosazeńım x = 1

dostaneme tvrzeńı.
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(Formálńı) mocninné řady

Definice

Bud’ dána nekonečná posloupnost a = (a0, a1, a2, . . .). Jej́ı
vytvǒruj́ıćı funkćı rozuḿıme (formálńı) mocninnou řadu tvaru

∞∑
i=0

aix
i = a0 + a1x + a2x2 + · · · .

Poznámka

O formálńı mocninné řadě hovǒŕıme proto, že se zat́ım na tuto
řadu d́ıváme čistě formálně jako na jiný zápis dané posloupnosti a
nezaj́ımáme se o konvergenci. Na druhou stranu to ale znamená, že
formálńı mocninná řada neńı funkce a nemůžeme do ńı dosazovat.
To ovšem vzápět́ı naprav́ıme, když s využit́ım znalost́ı z analýzy
nekonečných řad p̌rejdeme od formálńıch mocninnných řad
k p̌ŕıslušným funkćım.
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Př́ıklad

Posloupnosti samých jedniček odpov́ıdá formálńı mocninná řada
1 + x + x2 + x3 + · · · . Z analýzy v́ıme, že stejně zapsaná mocninná
řada konverguje pro x ∈ (−1, 1) a jej́ı součet je roven funkci
1/(1− x). Stejně tak obráceně, rozvineme-li tuto funkci do
Taylorovy řady v bodě 0, dostaneme žrejmě původńı řadu.
Takovéto

”
zakódováńı“ posloupnosti č́ısel do funkce a zpět je

kĺıčovým obratem v teorii vytvǒruj́ıćıch funkćı.

Jak jsme již zḿınili, tento obrat lze ale použ́ıt pouze tehdy, pokud
v́ıme, že řada alespoň v nějakém okoĺı 0 konverguje. Často ale

”
diskrétńı“ matematici použ́ıvaj́ı následuj́ıćı

”
podvod“:

pomoćı formálńıch mocninných řad odvod́ı nějaký vztah
(formuli, rekurenci,. . . ) bez toho, aby se zaj́ımali
o konvergenci

jinými prosťredky (často matematickou indukćı) tento vztah
dokážou
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Vytvǒruj́ıćı funkce v praxi využ́ıváme:

k nalezeńı explicitńı formule pro n-tý člen posloupnosti;

často vytvǒruj́ıćı funkce vycházej́ı z rekurentńıch vztahů,
občas ale d́ıky nim odvod́ıme rekurentńı vztahy nové;

výpočet pr̊uměr̊u či jiných statistických závislost́ı (nap̌r.
pr̊uměrná složitost algoritmu);

důkaz r̊uzných identit;

často je nalezeńı p̌resného vztahu p̌ŕılǐs obt́ıžné, ale mnohdy
stač́ı vztah p̌ribližný nebo alespoň asymptotické chováńı.
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Exponenciálńı vytvǒruj́ıćı funkce

Kromě výše zḿıněných vytvǒruj́ıćıch funkćı se v praxi rovněž často
objevuj́ı jejich tzv. exponenciálńı varianty1.

g(x) =
∑
n≥0

gn
xn

n!
.

Poznámka

Jméno vycháźı z toho, že exponenciálńı funkce ex je
(exponenciálńı) vytvǒruj́ıćı funkćı pro základńı posloupnost
(1, 1, 1, 1, . . . ).
V některých p̌ŕıpadech (nap̌r. v důkazu Cayleyho věty) je použit́ı
exponenciálńıch vytvǒruj́ıćıch funkćı výhodněǰśı.

1Použ́ıvaj́ı se i daľśı typy vytvǒruj́ıćıch funkćı (nap̌r. v teorii č́ısel se použ́ıvaj́ı
Dirichletovy vytvǒruj́ıćı funkce, kde roli faktoru xn hraje n−x), ale těmi se zde
zabývat nebudeme.
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Dosazováńı do mocninných řad

Následuj́ıćı větu znáte z matematické analýzy z loňského semestru:

Věta

Bud’ (a0, a1, a2, . . . ) posloupnost reálných č́ısel. Plat́ı-li pro nějaké
K ∈ R, že pro všechna n ≥ 1 je |an| ≤ Kn, pak řada

a(x) =
∑
n≥0

anxn

konverguje pro každé x ∈ (− 1
K ,

1
K ). Součet této řady tedy definuje

funkci na uvedeném intervalu, tuto funkci označujeme rovněž a(x).
Hodnotami funkce a(x) na libovolném okoĺı 0 je jednoznačně
určena p̊uvodńı posloupnost, nebot’ má a(x) v 0 derivace všech
řád̊u a plat́ı

an =
a(n)(0)

n!
.
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Přehled mocninných řad

1

1− x
=
∑
n≥0

xn,

ln
1

1− x
=
∑
n≥1

xn

n
,

ex =
∑
n≥0

xn

n!
,

sin x =
∑
n≥0

(−1)n
x2n+1

(2n + 1)!
,

cos x =
∑
n≥0

(−1)n
x2n

(2n)!
,

(1 + x)r =
∑
k≥0

(
r

k

)
xk .
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Poznámka

Posledńı vzorec

(1 + x)r =
∑
k≥0

(
r

k

)
xk

je tzv. zobecněná binomická věta, kde pro r ∈ R je
binomický koeficient definován vztahem(

r

k

)
=

r(r − 1)(r − 2) · · · (r − k + 1)

k!
.

Speciálně klademe
(r

0

)
= 1.

Pro n ∈ N z uvedeného vztahu snadno dostaneme

1

(1− x)n
=

(
0 + n − 1

n − 1

)
+ · · ·+

(
k + n − 1

n − 1

)
xk + · · · .
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Některým jednoduchým operaćım s posloupnostmi odpov́ıdaj́ı
jednoduché operace nad mocninnými řadami:

Sč́ıtáńı (ai + bi ) posloupnost́ı člen po členu odpov́ıdá součet
a(x) + b(x) p̌ŕıslušných vytvǒruj́ıćıch funkćı.

Vynásobeńı (α · ai ) všech členů posloupnosti stejným skalárem
α odpov́ıdá vynásobeńı α · a(x) p̌ŕıslušné vytvǒruj́ıćı funkce.

Vynásobeńı vytvǒruj́ıćı funkce a(x) monomem xk odpov́ıdá
posunut́ı posloupnosti doprava o k ḿıst a jej́ı doplněńı nulami.

Pro posunut́ı posloupnosti doleva o k ḿıst (tj. vynecháńı
prvńıch k ḿıst posloupnosti) nejprve od a(x) odečteme
polynom bk(x) odpov́ıdaj́ı posloupnosti (a0, . . . , ak−1, 0, . . . ) a
poté poděĺıme vytvǒruj́ıćı funkci xk .

Substitućı polynomu f (x) s nulovým absolutńım členem za x
vytvǒŕıme specifické kombinace členů původńı posloupnosti.
Jednoduše je vyjáďŕıme pro f (x) = αx , což odpov́ıdá
vynásobeńı k–tého členu posloupnosti skalárem αk . Dosazeńı
f (x) = xn nám do posloupnosti mezi každé dva členy vlož́ı
n − 1 nul.
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Daľśımi důležitými operacemi, které se p̌ri práci s vytvǒruj́ıćımi
funkcemi často objevuj́ı, jsou:

Derivováńı podle x : funkce a′(x) vytvǒruje posloupnost
(a1, 2a2, 3a3, . . . ), člen s indexem k je (k + 1)ak+1 (tj.
mocninnou řadu derivujeme člen po členu).

Integrováńı: funkce
∫ x

0 a(t) dt vytvǒruje posloupnost
(0, a0,

1
2 a1,

1
3 a2,

1
4 a3, . . . ), pro k ≥ 1 je člen s indexem k roven

1
k ak−1 (žrejmě je derivaćı p̌ŕıslušné mocninné řady člen po
členu původńı funkce a(x)).

Násobeńı řad: součin a(x)b(x) je vytvǒruj́ıćı funkćı
posloupnosti (c0, c1, c2, . . . ), kde

ck =
∑

i+j=k

aibj ,

tj. členy v součinu až po ck jsou stejné jako v součinu
(a0 + a1x + a2x2 + · · ·+ akxk)(b0 + b1x + b2x2 + · · · bkxk).
Posloupnost (cn) bývá také nazývána konvolućı posloupnost́ı
(an), (bn).
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Ukažme si důležitý p̌ŕıklad využ́ıvaj́ıćı konvoluci posloupnost́ı:

Př́ıklad
1

1−x a(x) je v.f.p. (a0, a0 + a1, a0 + a1 + a2, . . .).
Odtud nap̌r. dostáváme, že

1

1− x
ln

1

1− x
je v.f.p. harmonických č́ısel Hn.

Př́ıklad

Protože 1
1−x =

∑
n≥0 xn, dostáváme konvolućı posloupnosti

(1, 1, . . .) se sebou vztahy

1

(1− x)2
=
∑
n≥0

(n + 1)xn,
1

(1− x)3
=
∑
n≥0

(
n + 2

2

)
xn,

což již sice máme dokázáno z ďŕıvěǰska (dokonce dvakrát – jednou
d́ıky zobecněné binomické větě a podruhé d́ıky derivaci řady), ale
daľśı důkaz jistě nezaškod́ı ,
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Př́ıklad

V krabici je 30 červených, 40 modrých a 50 b́ılých ḿıčk̊u, ḿıčky
stejné barvy p̌ritom nelze rozeznat. Kolika způsoby je možné vybrat
soubor 70 ḿıčk̊u?

Řešeńı

Hledaný počet je roven koeficientu u x70 v součinu

(1+x +x2 + · · ·+x30)(1+x +x2 + · · ·+x40)(1+x +x2 + · · ·+x50).

Tento součin uprav́ıme na tvar
(1− x)−3(1− x31)(1− x41)(1− x51), odkud pomoćı zobecněné
binomické věty dostaneme((

2

2

)
+

(
3

2

)
x +

(
4

2

)
x2 + · · ·

)
(1− x31 − x41 − x51 + x72 + . . .)

a tedy koeficientem u x70 je žrejmě(70+2
2

)
−
(70+2−31

2

)
−
(70+2−41

2

)
−
(70+2−51

2

)
= 1061.
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Př́ıklad

Dokažte, že
n∑

k=1

Hk = (n + 1)(Hn+1 − 1).

Řešeńı

Poťrebnou konvoluci źıskáme součinem řad 1
1−x a 1

1−x ln 1
1−x .

Odtud

[xn] 1
(1−x)2 ln 1

1−x =
n∑

k=1

1
k (n + 1− k),

odkud již snadnou úpravou dostaneme požadované.
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Řešeńı rekurenćı

Mocninné řady jsou velmi silným nástrojem pro řešeńı rekurenćı.
T́ım je ḿıněno vyjáďreńı členu an jako funkci n. Často se s pomoćı
řad podǎŕı vy̌rešit na prvńı pohled velmi složité rekurence.
Obvyklý (taǩrka mechanický) postup pro řešeńı rekurenćı se skládá
ze 4 krok̊u:

1 Zaṕı̌seme jedinou rovnićı závislost an na ostatńıch členech
posloupnosti. Tento vztah muśı platit pro všechna n ∈ N0

(p̌redpokládaj́ıce a−1 = a−2 = · · · = 0).

2 Obě strany rovnice vynásob́ıme xn a sečteme p̌res všechna
n ∈ N0. Na jedné straně tak dostaneme

∑
n anxn, což je

vytvǒruj́ıćı funkce A(x). Pravou stranu vztahu je pak ťreba
upravit na výraz rovněž obsahuj́ıćı A(x).

3 Zjǐstěná rovnice se vy̌reš́ı vzhledem k A(x).

4 Výsledné A(x) se rozvine do mocninné řady, p̌ričemž
koeficient u xn udává an, tj. an = [xn]A(x) .
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Př́ıklad

Řešte rekurenci

a0 = 0, a1 = 1

an = 5an−1 − 6an−2

Řešeńı

Krok 1: an = 5an−1 − 6an−2 + [n = 1].

Krok 2: A(x) = 5xA(x)− 6x2A(x) + x .

Krok 3:

A(x) =
x

1− 5x + 6x2
=

1

1− 3x
− 1

1− 2x
.

Krok 4: an = 3n − 2n.
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Analýza Quicksortu pomoćı vytvǒruj́ıćıch funkćı

Vy̌rešme nyńı rekurenci

nCn = n(n − 1) + 2
n∑

k=1

Ck−1,C0 = C1 = 0

pomoćı uvedeného postupu.∑
n≥0 nCnxn =

∑
n≥0 n(n − 1)xn + 2

∑
n≥0

∑n
k=1 Ck−1xn

xC ′(x) = 2x2

(1−x)3 + 2 xC(x)
1−x

Vy̌reš́ıme tuto lineárńı diferenciálńı rovnici prvńıho řádu

(vynásob́ıme integračńım faktorem e
∫
− 2

1−x dx
= (1− x)2,

odkud [(1− x)2C (x)]′ = 2x
1−x ,) a tedy

C (x) =
2

(1− x)2

(
ln

1

1− x
− x

)
,

odkud konečně Cn = 2(n + 1)(Hn+1 − 1)− 2n.
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Fibonacciho č́ısla a zlatý řez

Připomeňme, že Fibonacciho č́ısla jsou dána rekurentńım
p̌redpisem

F0 = 0,F1 = 1,Fn+2 = Fn+1 + Fn.

Již ďŕıve jste si uváděli všemožné výskyty této posloupnosti
v p̌ŕırodě, v matematice nebo v teoretické informatice (podrobně
viz http://is.muni.cz/th/41281/prif_d/disertace.pdf).
Našim ćılem bude (opět) naj́ıt formuli pro výpočet n-tého členu
posloupnosti.

Poznámka

(Nejen) pro manipulace se sumami použ́ıvaj́ı autǒri Concrete
mathematics velmi vhodné označeńı [logický predikát ] –
výraz je roven 1 v p̌ŕıpadě splněńı predikátu, jinak 0.
Nap̌r. [n = 1], [2|n] apod.
Pro vyjáďreńı koeficientu u xn ve vytvǒruj́ıćı funkci F (x) se pak
často použ́ıvá zápis [xn]F (x).

http://is.muni.cz/th/41281/prif_d/disertace.pdf
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Př́ıklad – pokr.

Uvažme vytvǒruj́ıćı funkci F (x) Fibonacciho posloupnosti. Pak
žrejmě F (x)− xF (x)− x2F (x) = x , a tedy

F (x) =
x

1− x − x2
.

Našim ćılem je tedy odvodit vztah pro n-tý člen posloupnosti
odpov́ıdaj́ıćı vytvǒruj́ıćı funkci F (x) = x

1−x−x2 .
Využijeme k tomu rozklad na parciálńı zlomky a dostaneme

x

1− x − x2
=

A

x − x1
+

B

x − x2
,

kde x1, x2 jsou kǒreny polynomu 1− x − x2 a A,B vhodné
konstanty odvozené z počátečńıch podḿınek. Po substituci
λ1 = 1/x1, λ2 = 1/x2 dostáváme vztah

x

1− x − x2
=

a

1− λ1x
+

b

1− λ2x
,

odkud snadno pomoćı znalost́ı o vytvǒruj́ıćıch funkćıch
Fn = a · λn1 + b · λn2.
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Př́ıklad – závěr

S využit́ım počátečńıch podḿınek dostáváme

Fn =
1√
5

[(
1 +
√

5

2

)n

−

(
1−
√

5

2

)n]
.

Jistě je zaj́ımavé, že tento výraz plný iracionálńıch č́ısel je vždy
celoč́ıselný.
Uváž́ıme-li nav́ıc, že (1−

√
5)/2 ≈ −0.618, vid́ıme, že pro všechna

p̌rirozená č́ısla lze Fn snadno spoč́ıtat zaokrouhleńım č́ısla
1√
5

( 1+
√

5
2 )n. Nav́ıc je vidět, že limn→∞ Fn/Fn+1 = 1/λ1 ≈ 0.618,

což je poměr známý jako zlatý řez – objevuje se již od antiky
v architektǔre, výtvarném uměńı i hudbě.
Analogický postup je možné použ́ıt p̌ri řešeńı obecných lineárńıch
diferenčńıch rovnic k-tého stupně s konstatńımi koeficienty. Má-li
charakteristická rovnice jednoduché kǒreny, je situace jednoduš̌śı –
viz ďŕıve.
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Rozklad na parciálńı zlomky – p̌ripomenut́ı

Jak jsme již viděli na p̌ŕıkladu Fibonacciho posloupnosti, v kroku 4
často s výhodou využijeme rozkladu na parciálńı zlomky. Ten
jsme již viděli ďŕıve (často se použ́ıvá p̌ri integraci racionálńıch
lomených funkćı), proto p̌ripomeneme jen stručně:

Předpokládáme, že P(x)/Q(x) je pod́ıl polynomů, kde
st P < st Q (jinak vyděĺıme se zbytkem) a P(x),Q(x) nemaj́ı
společné kǒreny.

Polynom Q(x) rozlož́ıme na kǒrenové činitele.

Jsou-li všechny kǒreny α1, . . . , α` jednoduché, pak

P(x)

Q(X )
=

A1

x − α1
+ · · ·+ A`

x − α`
.

Má-li kǒren α násobnost k , pak jsou p̌ŕıslušné parciálńı zlomky
tvaru

A1

(x − α)
+

A2

(x − α)2
+ · · ·+ Ak

(x − α)k
.
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Rozklad na parciálńı zlomky – pokr.

V p̌ŕıpadě dvojice komplexně sdružených kǒrenů nahrazujeme
sčitanec A/(x − α) sč́ıtancem (Ax + B)/(x2 + px + q) včetně
p̌ŕıslušných mocnin jmenovatele.

Neznámé dopoč́ıtáme bud’ roznásobeńım a porovnáńım
koeficient̊u u jednotlivých mocnin x nebo dosazeńım
jednotlivých kǒrenů.

Výrazy A/(x − α)k p̌revedeme na výrazy tvaru B/(1− βx)k

vyděleńım čitatele i jmenovatele výrazem (−α)k . Tento výraz
již uḿıme rozvinout do mocninné řady.
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Binárńı stromy a Catalanova č́ısla

S využit́ım vytvǒruj́ıćıch funkćı urč́ıme formuli pro počet bn

binárńıch stromů na n vrcholech, které je pro naše účely možné
definovat jako kǒren s uspǒrádanou dvojićı [levý binárńı podstrom,
pravý binárńı podstrom]. Prozkoumáńım p̌ŕıpadů pro malá n
vid́ıme, že

b0 = 1, b1 = 1, b2 = 2, b3 = 5.

Snadno nahlédneme, že pro n ≥ 1 vyhovuje bn rekurentńı formuli

bn = b0bn−1 + b1bn−2 + · · ·+ bn−1b0.

Vid́ıme, že jde vlastně o konvoluci posloupnost́ı. Vztah uprav́ıme,
aby platil pro všechna n ∈ N0:

bn =
∑

0≤k<n

bkbn−k−1 + [n = 0].

T́ım máme hotov krok 1.
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V kroku 2 vynásob́ıme obě strany xn a sečteme. Je-li B(x)
odpov́ıdaj́ıćı vytvǒruj́ıćı funkce, pak:

B(x) =
∑
n

bnxn =
∑
n,k

bkbn−k−1xn +
∑
n,k

[n = 0]xn =

=
∑
k

bkxk

(∑
n

bn−k−1xn−k

)
+ 1 =

=
∑
k

bkxk(xB(x)) + 1 = B(x) · xB(x) + 1.

Pozorný čtená̌r si jistě povšiml, že ve výše uvedeném výpočtu jsme
nahradili konvoluci bn = b0bn−1 + b1bn−2 + · · ·+ bn−1b0 vztahem
bn = b0bn−1 + · · ·+ bn−1b0 + bnb−1 + bn+1b−2 + · · · . D́ıky naš́ı
konvenci to ale neńı problém a velmi to usnadňuje práci se sumami
(s nekonečnými součty se zde pracuje podstatně snadněji než
s konečnými, kdy muśıme neustále hĺıdat meze).
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V kroku 3 řeš́ıme kvadratickou rovnici B(x) = xB(x)2 + 1 pro
B(x) :

B(x) =
1±
√

1− 4x

2x
.

Znaménko + ale nep̌richáźı v úvahu, protože pak by pro x → 0+

B(x) měla limitu ∞, zat́ımco vytvǒruj́ıćı funkce pro naši
posloupnost muśı ḿıt v 0 hodnotu b0 = 1.
Zbývá už pouze krok 4, tedy rozvinout B(x) do mocninné řady.
Rozvoj źıskáme pomoćı zobecněné binomické věty

(1− 4x)1/2 =
∑
k≥0

(
1/2

k

)
(−4x)k = 1 +

∑
k≥1

1

2k

(
−1/2

k − 1

)
(−4x)k

a po vyděleńı 1−
√

1− 4x výrazem 2x dostaneme

B(x) =
∑
k≥1

1

k

(
−1/2

k − 1

)
(−4x)k−1 =

=
∑
n≥0

(
−1/2

n

)
(−4x)n

n + 1
=
∑
n≥0

(
2n

n

)
xn

n + 1
.
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Catalanova č́ısla

Dokázali jsme, že počet binárńıch pěstovaných stromů na n
vrcholech je roven bn = 1

n+1

(2n
n

)
– tato významná posloupnost se

nazývá posloupnost Catalanových č́ısel. Kromě toho, že Catalanova
č́ısla vyjaďruj́ı počet binárńıch pěstovaných stromů, vystupuj́ı
rovněž jako:

počet slov délky 2n obsahuj́ıćıch n znak̊u X a Y takových, že
žádný prefix slova neobsahuje v́ıce Y než X

podobně takové fronty u pokladny (5koruny a 10koruny), že
nezásobená pokladna může vždy vrátit

počet korektně ozávorkovaných výraz̊u složených z levých a
pravých závorek

počet monotónńıch cest z [0, 0] do [n, n] podél stran
jednotkových čtverc̊u, které nep̌rekroč́ı diagonálu

počet r̊uzných triangulaćı konvexńıho (n + 2)-úhelńıku.
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Ještě jeden p̌ŕıklad

Př́ıklad

Vy̌rešte rekurenci

a0 = a1 = 1

an = an−1 + 2an−2 + (−1)n

Řešeńı

Tato rekurence je opět jiného typu než dosud studované. Jako vždy
neuškod́ı vypsáńı prvńıch několika členů posloupnosti (ted’ ale ani
moc nepomůže, snad jen pro kontrolu správnosti výsledku).a

aNarozd́ıl od tvrzeńı v Concrete mathematics je již možné tuto posloupnost
nalézt v The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences.
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Řešeńı (pokr.)

Krok 1: an = an−1 + 2an−2 + (−1)n[n ≥ 0] + [n = 1].

Krok 2: A(x) = xA(x) + 2x2A(x) + 1
1+x + x .

Krok 3:

A(x) =
1 + x + x2

(1− 2x)(1 + x)2
.

Krok 4: an = 7
9 2n +

(
1
3 n + 2

9

)
(−1)n.
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Rekurzivně propojené posloupnosti

Někdy dokážeme snadno vyjáďrit hledaný počet jen pomoćı v́ıce
vzájemně provázaných posloupnost́ı.

Př́ıklad

Kolika způsoby můžeme pokrýt (nerozlǐsenými) kostkami domina
obdélńık 3× n?

Řešeńı

Snadno zjist́ıme, že c1 = 0, c2 = 3, c3 = 0, dále klademe c0 = 1
(nejde jen o konvenci, má to svou logiku).
Najdeme rekurźıvńı vztah – diskuśı chováńı

”
na kraji“ zjist́ıme, že

cn = 2rn−1 + cn−2, rn = cn−1 + rn−2, r0 = 0, r1 = 1, kde rn je počet
pokryt́ı obdélńıku 3× n, ze kterého jsme odstranili levý horńı roh.
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Řešeńı (pokr.)

Hodnoty cn a rn pro několik malých n jsou:

n 0 1 2 3 4 5 6 7

cn 1 0 3 0 11 0 41 0

rn 0 1 0 4 0 15 0 56
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Řešeńı (pokr.)

Krok 1: cn = 2rn−1 + cn−2 + [n = 0], rn = cn−1 + rn−2.

Krok 2:
C (x) = 2xR(x) + x2C (x) + 1, R(x) = xC (x) + x2R(x).

Krok 3:

C (x) =
1− x2

1− 4x2 + x4
, R(x) =

x

1− 4x2 + x4
.

Krok 4: Vid́ıme, že obě funkce jsou funkcemi x2, ušeťŕıme si
práci t́ım, že uváž́ıme funkci D(z) = 1/(1− 4z + z2), pak
totiž C (x) = (1− x2)D(x2), tj.
[x2n]C (x) = [x2n](1− x2)D(x2) = [xn](1− x)D(x), a tedy
c2n = dn − dn−1.
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Řešeńı (závěr)

Kǒreny 1− 4x + x2 jsou 2 +
√

3 a 2−
√

3 a již standardńım
způsobem obdrž́ıme

c2n =
(2 +

√
3)n

3−
√

3
+

(2−
√

3)n

3 +
√

3
.

Podobně jako u Fibonacciho posloupnosti je druhý sč́ıtanec pro
velká n zanedbatelný a pro všechna n lež́ı mezi 0 a 1, proto

c2n =

⌊
(2 +

√
3)n

3−
√

3

⌋
.

Nap̌r. c20 = 413403.
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