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Malá Fermatova věta

Tato tvrzeńı paťŕı mezi nejdůležitěǰśı výsledky elementárńı teorie
č́ısel.

Věta (Fermatova, Malá Fermatova)

Necht’ a ∈ Z, p prvoč́ıslo, p - a. Pak

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Důkaz.

Tvrzeńı vyplyne jako snadný důsledek Eulerovy věty. Dá se ale
dokázat i p̌ŕımo (nap̌r. matematickou indukćı nebo
kombinatoricky)

Důsledek

Necht’ a ∈ Z, p prvoč́ıslo. Pak

ap ≡ a (mod p).
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Úplná a redukovaná soustava zbytk̊u

Definice

Úplná soustava zbytk̊u modulo m je libovolná m-tice č́ısel po dvou
nekongruentńıch modulo m (nejčastěji 0, 1, . . . ,m − 1).
Redukovaná soustava zbytk̊u modulo m je libovolná ϕ(m)-tice č́ısel
nesoudělných s m a po dvou nekongruentńıch modulo m.

Lemma

Necht’ x1, x2, . . . , xϕ(m) tvǒŕı redukovanou soustavu zbytk̊u modulo
m. Je-li a ∈ Z, (a,m) = 1 pak i č́ısla a · x1, . . . , a · xϕ(m) tvǒŕı
redukovanou soustavu zbytk̊u modulo m.

Důkaz.

Protože (a,m) = 1 a (xi ,m) = 1, plat́ı (a · xi ,m) = 1. Kdyby pro
nějaká i , j platilo a · xi ≡ a · xj (mod m), po vyděleńı obou stran
kongruence č́ıslem a nesoudělným s m dostaneme xi ≡ xj
(mod m).
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Eulerova věta

Věta (Eulerova)

Necht’ a ∈ Z, m ∈ N, (a,m) = 1. Pak

aϕ(m) ≡ 1 (mod m).

Důkaz.

Bud’ x1, x2, . . . , xϕ(m) libovolná redukovaná soustava zbytk̊u
modulo m. Podle p̌redchoźıho lemmatu je i a · x1, . . . , a · xϕ(m)

redukovaná soustava zbytk̊u modulo m. Plat́ı tedy, že pro každé i
existuje j ( i , j ∈ {1, 2, . . . , ϕ(m)}) tak, že a · xi ≡ xj (mod m).
Vynásobeńım dostáváme
(a · x1) · (a · x2) · · · (a · xϕ(m)) ≡ x1 · x2 · · · xϕ(m) (mod m). Po úpravě

aϕ(m) · x1 · x2 · · · xϕ(m) ≡ x1 · x2 · · · xϕ(m) (mod m)

vyděleńı č́ıslem x1 · x2 · · · xϕ(m) dostaneme požadované.
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Poznámka

Eulerova věta je rovněž důsledkem Lagrangeovy věty uplatněným
na grupu (Z×m, ·). S Lagrangeovou větou se seznáḿıme o něco
později, v části věnované algeb̌re.

S Eulerovou funkćı a Eulerovou větou úzce souviśı důležitý pojem
řád č́ısla modulo m:

Definice

Necht’ a ∈ Z, m ∈ N (a,m) = 1. Řádem č́ısla a modulo m
rozuḿıme nejmenš́ı p̌rirozené č́ıslo n splňuj́ıćı

an ≡ 1 (mod m).
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Poznámka

To, že je řád definován, plyne z Eulerovy věty – pro každé č́ıslo
nesoudělné s modulem je totiž jistě jeho řád nejvýše roven ϕ(m).
Jak později uvid́ıme, velmi důležitá jsou právě ta č́ısla, jejichž řád
je roven právě ϕ(m) – tato č́ısla nazýváme primitivńımi kǒreny
modulo m a hraj́ı důležitou roli mj. p̌ri řešeńı binomických
kongruenćı. Tento pojem je p̌ritom jen jiným názvem pro generátor
grupy (Z×m, ·) (opět viz algebraická část).

Př́ıklad

Pro libovolné m ∈ N má č́ıslo 1 modulo m řád 1. Č́ıslo −1 má řád

1 pro m = 1 nebo m = 2

2 pro m > 2
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Př́ıklad

Určete řád č́ısla 2 modulo 7.

Řešeńı

21 = 2 6≡ 1 (mod 7)

22 = 4 6≡ 1 (mod 7)

23 = 8 ≡ 1 (mod 7)

Řád č́ısla 2 modulo 7 je tedy roven 3.
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Uved’me nyńı několik zásadńıch tvrzeńı udávaj́ıćıch vlastnosti řádu
č́ısla modulo m:

Lemma

Necht’ m ∈ N, a, b ∈ Z, (a,m) = (b,m) = 1. Jestliže a ≡ b
(mod m), pak obě č́ısla a, b maj́ı stejný řád modulo m.

Důkaz.

Umocněńım kongruence a ≡ b (mod m) na n-tou dostaneme
an ≡ bn (mod m), tedy an ≡ 1 (mod m) ⇐⇒ bn ≡ 1
(mod m).
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Lemma

Necht’ m ∈ N, a ∈ Z, (a,m) = 1. Je-li řád č́ısla a modulo m roven
r · s, (kde r , s ∈ N), pak řád č́ısla ar modulo m je roven s.

Důkaz.

Protože žádné z č́ısel a, a2, a3, . . . , ars−1 neńı kongruentńı s 1
modulo m, neńı ani žádné z č́ısel ar , a2r , a3r , . . . , a(s−1)r

kongruentńı s 1. Plat́ı ale (ar )s ≡ 1 (mod m), proto je řád ar

modulo m roven s.
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Poznámka

Opak obecně neplat́ı – z toho, že řád č́ısla ar modulo m je roven s
ještě neplyne, že řád č́ısla a modulo m je r · s.
Nap̌r pro m = 13 máme:
a = 3, a2 = 9 (mod 13), a3 = 27 ≡ 1 (mod 13)⇒ 3 má řád 3
mod 13.
b = −4, b2 = 16 6≡ 1 (mod 13), b3 = −64 ≡ 1 (mod 13)⇒ −4
má řád 3 mod 13.
Přitom (−4)2 = 16 ≡ 3 (mod 13) má stejný řád 3 jako č́ıslo 3, ale
č́ıslo −4 nemá řád 2 · 3.
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Přesný popis závislosti řádu na exponentu dávaj́ı následuj́ıćı 2 věty:

Věta

Necht’ m ∈ N, a ∈ Z, (a,m) = 1. Označme r řád č́ısla a modulo
m. Pak pro libovolná t, s ∈ N ∪ {0} plat́ı

at ≡ as (mod m) ⇐⇒ t ≡ s (mod r).
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Důkaz.

Bez újmy na obecnosti lze p̌redpokládat, že t ≥ s. Vyděĺıme-li č́ıslo
t − s č́ıslem r se zbytkem, dostaneme t − s = q · r + z , kde
q, z ∈ N0, 0 ≤ z < r .

”⇐” Protože t ≡ s (mod r), máme z = 0, a tedy
at−s = aqr = (ar )q ≡ 1q (mod m). Vynásobeńım obou stran
kongruence č́ıslem as dostaneme tvrzeńı.

”⇒” Z at ≡ as (mod m) plyne as · aqr+z ≡ as (mod m).
Protože je ar ≡ 1 (mod m), je rovněž aqr+z ≡ az (mod m).
Celkem po vyděleńı obou stran kongruence č́ıslem as (které je
nesoudělné s modulem), dostáváme az ≡ 1 (mod m). Protože
z < r , plyne z definice řádu, že z = 0, a tedy r | t − s.
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Zřejmým důsledkem p̌redchoźı věty a Eulerovy věty je následuj́ıćı
tvrzeńı (jehož druhá část je p̌reformulováńım Lagrangeovy věty
z Algebry pro naši situaci):

Důsledek

Necht’ m ∈ N, a ∈ Z, (a,m) = 1. Označme r řád č́ısla a modulo
m.

1 Pro libovolné n ∈ N ∪ {0} plat́ı

an ≡ 1 (mod m) ⇐⇒ r | n.

2 r | ϕ(m)
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Následuj́ıćı věta je zobecněńım p̌redchoźıho Lemmatu.

Věta

Necht’ m, n ∈ N, a ∈ Z, (a,m) = 1. Je-li řád č́ısla a modulo m
roven r ∈ N, je řád č́ısla an modulo m roven r

(n,r) .

Důkaz.

Protože r ·n
(r ,n) = [r , n], což je žrejmě násobek r , máme

(an)
r

(r,n) = a[r ,n] ≡ 1 (mod m)

(plyne z p̌redchoźıho Důsledku, nebot’ r | [r , n]). Na druhou stranu,
je-li k ∈ N libovolné takové, že (an)k = an·k ≡ 1 (mod m),
dostáváme (r je řád a), že r | n · k a dále v́ıme, že r

(n,r) |
n

(n,r) · k a

d́ıky nesoudělnosti č́ısel r
(n,r) a n

(n,r) dostáváme r
(n,r) | k . Proto je

r
(n,r) řádem č́ısla an modulo m.
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Posledńı z této řady tvrzeńı dává do souvislosti řády dvou č́ısel a
řád jejich součinu:

Lemma

Necht’ m ∈ N, a, b ∈ Z, (a,m) = (b,m) = 1. Jestliže a je řádu r a
b je řádu s modulo m, kde (r , s) = 1, pak č́ıslo a · b je řádu r · s
modulo m.

Důkaz.

Označme δ řád č́ısla a · b. Pak (ab)δ ≡ 1 (mod m) a umocněńım
obou stran kongruence dostaneme arδbrδ ≡ 1 (mod m). Protože je
r řádem č́ısla a, je ar ≡ 1 (mod m), tj. brδ ≡ 1 (mod m), a proto
s | rδ. Z nesoudělnosti r a s plyne s | δ. Analogicky dostaneme i
r | δ, a tedy (opět s využit́ım nesoudělnosti r , s) r · s | δ. Obráceně
žrejmě plat́ı (ab)rs ≡ 1 (mod m), proto δ | rs. Celkem tedy
δ = rs.
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Primitivńı kǒreny

Definice

Necht’ m ∈ N. Celé č́ıslo g ∈ Z, (g ,m) = 1 nazveme primitivńım
kǒrenem modulo m, pokud je jeho řád modulo m roven ϕ(m).

Lemma

Je-li g primitivńı kǒren modulo m, pak pro každé č́ıslo
a ∈ Z, (a,m) = 1 existuje jediné xa ∈ Z, 0 ≤ xa < ϕ(m)
s vlastnost́ı g xa ≡ a (mod m). Funkce a 7→ xa se nazývá diskrétńı
logaritmus, p̌ŕıp. index č́ısla x (vzhledem k danému m a
zafixovanému primitivńımu kǒreni g) a je bijekćı mezi množinami
{a ∈ Z; (a,m) = 1, 0 < a < m} a {x ∈ Z; 0 ≤ x < ϕ(m)}.

Důkaz.

Předpokládejme, že pro x , y ∈ Z, 0 ≤ x , y < ϕ(m) je g x ≡ g y

(mod m). Z vlastnost́ı řádu pak x ≡ y (mod ϕ(m)), tj. x = y ,
proto je zobrazeńı injektivńı, a tedy i surjektivńı.
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Existence primitivńıch kǒrenů

Věta

Bud’ m ∈ N, m > 1. Primitivńı kǒreny modulo m existuj́ı právě
tehdy, když m splňuje některou z následuj́ıćıch podḿınek:

m = 2 nebo m = 4,

m je mocnina lichého prvoč́ısla

m je dvojnásobek mocniny lichého prvoč́ısla.

Dokážeme pouze část tohoto tvrzeńı, se kterou ve věťsině p̌ŕıpadů
vystač́ıme:

Tvrzeńı

Necht’ p je liché prvoč́ıslo. Pak existuj́ı primitivńı kǒreny modulo p.
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Důkaz.

Označme r1, r2, . . . , rp−1 řády č́ısel 1, 2, . . . , p − 1 modulo p. Bud’

δ = [r1, r2, . . . , rp−1] nejmenš́ı společný násobek těchto řádů.
Ukážeme, že mezi čisly 1, 2, . . . , p − 1 existuje č́ıslo řádu δ a že
δ = p − 1.
Necht’ δ = qα1

1 · · · q
αk
k je rozklad δ na prvoč́ısla. Pro libovolné

s ∈ {1, . . . k} existuje c ∈ {1, . . . , p − 1} tak, že qαs
s | rc (jinak by

existoval menš́ı společný násobek č́ısel r1, r2, . . . , rp−1 než je δ), tj.
ex. b ∈ Z tak, že rc = b · qαs

s . Protože c má řád rc , má č́ıslo
gs := cb podle tvrzeńı o řádech mocnin řád roven qαs

s .
Provedeńım p̌redchoźı úvahy pro libovolné s ∈ {1, . . . k}
dostaneme g1, . . . , gk a můžeme položit g := g1 · · · gk . Z vlastnost́ı
řádu součinu dostáváme, že řád g je roven součinu řádů č́ısel
g1, . . . , gk , tj. č́ıslu qα1

1 · · · q
αk
k = δ.
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Dokončeńı.

Nyńı dokážeme, že δ = p − 1. Protože řády č́ısel 1, 2, . . . , p − 1
děĺı δ, dostáváme pro libovolné x ∈ {1, 2, . . . , p − 1} vztah xδ ≡ 1
(mod p). Kongruence stupně δ modulo prvoč́ıslo p má nejvýše δ
řešeńı (jde vlastně o hledáńı kǒrenů polynomů nad tělesem,
kterých, jak uvid́ıme v algebraické části, je nejvýše tolik, kolik je
stupeň polynomu). Podle p̌redchoźıho má však kongruence p − 1
řešeńı, proto nutně δ ≥ p − 1. Přitom δ | p − 1 (jakožto řád č́ısla
g), proto zejména δ ≤ p − 1, a celkem δ = p − 1.
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Hledáńı primitivńıch kǒrenů

Obecně je pro daný modul nalezeńı primitivńıho kǒrene velmi
výpočetně náročná operace. Následuj́ıćı věta nám udává
ekvivalentńı podḿınku pro to, aby zkoumané č́ıslo bylo primitivńım
kǒrenem, jej́ıž ově̌reńı je o něco snažš́ı než p̌ŕımý výpočet řádu
tohoto č́ısla.

Věta

Bud’ m takové, že modulo m existuj́ı primitivńı kǒreny. Zapǐsme
ϕ(m) = qα1

1 · · · q
αk
k . Pak pro libovolné g ∈ Z, (g ,m) = 1 plat́ı, že

g je primitivńı kǒren modulo m, právě když

g
ϕ(m)
q1 6≡ 1 (mod m), . . . , g

ϕ(m)
qk 6≡ 1 (mod m).
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Důkaz.

Pokud by platila některá z uvedených kongruenćı, znamenalo by to,
že řád g je menš́ı než ϕ(m).
Obráceně, pokud g neńı primitivńı kǒren, pak existuje
d ∈ N, d | ϕ(m), kde d < ϕ(m) a gd ≡ 1 (mod m). Je-li

u = ϕ(m)
d > 1, nutně existuje i ∈ {1, . . . , k} tak, že qi | u. Pak ale

g
ϕ(m)
qi = g

d · u
qi ≡ 1 (mod m).
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Př́ıklad

Urč́ıme primitivńı kǒreny modulo 41.

Řešeńı

Protože ϕ(41) = 40 = 23 · 5, je libovolné celé č́ıslo g , které je s 41
nesoudělné, primitivńım kǒrenem modulo 41 právě tehdy, když
g 20 6≡ 1 (mod 41) ∧ g 8 6≡ 1 (mod 41).

g = 2 : 28 = 25 · 23 ≡ −9 · 8 ≡ 10 (mod 41)

220 = (25)4 ≡ (−9)4 = 812 ≡ (−1)2 = 1 (mod 41)

g = 3 : 38 = (34)2 ≡ (−1)2 = 1 (mod 41)

g = 4 : řád 4 = 22 vždy děĺı řád 2

g = 5 : 58 = (52)4 ≡ (−24)4 = 216 = (28)2 ≡ 102 ≡ 18 (mod 41)

520 = (52)10 ≡ (−24)10 = 240 = (220)2 ≡ 1 (mod 41)

g = 6 : 68 = 28 · 38 ≡ 10 · 1 = 10 (mod 41)

620 = 220 · 320 ≡ 220 · (38)2 · 34 ≡ 1 · 1 · (−1) = −1 (mod 41)
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Řešeńı (Dokončeńı.)

Dokázali jsme tak, že 6 je (nejmenš́ı kladný) primitivńı kǒren
modulo 41 (pokud by nás zaj́ımaly i ostatńı primitivńı kǒreny
modulo 41, tak bychom je dostali umocněńım 6 na všechna č́ısla
od 1 do 40, která jsou se 40 nesoudělná – je jich právě
ϕ(40) = ϕ(23 · 5) = 16 a jsou jimi tyto zbytky modulo 41:
±6,±7,±11,±12,±13,±15,±17,±19.
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RSA

Ron Rivest, Adi Shamir, Leonard Adleman (1977; C. Cocks,GCHQ
– 1973)

každý účastńık A poťrebuje dvojici kĺıč̊u – věrejný VA a
soukromý SA

generováńı kĺıč̊u: zvoĺı dvě velká prvoč́ısla p, q, vypočte
n = pq, ϕ(n) = (p − 1)(q − 1) [n je věrejné, ale ϕ(n) nelze
snadno spoč́ıtat ]
zvoĺı věrejný kĺıč e a ově̌ŕı, že (e, ϕ(n)) = 1
nap̌r. pomoćı Euklidova algoritmu spoč́ıtá tajný kĺıč d tak,
aby e · d ≡ 1 (mod ϕ(n))
zašifrováńı numerického kódu zprávy M: C = Ce(M) ≡ Me

(mod n)
dešifrováńı šifry C : OT = Dd(C ) ≡ Cd (mod n)

Důkaz.

Fermatova, resp. Eulerova věta.
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Poznámka

Korektńı naprogramováńı bez postranńıch kanál̊u neńı triviálńı
(viz nap̌r. PKCS#1, RFC 3447).

Analogicky podepisováńı (hashů) zpráv (viz nap̌r. DSA)

Viz RSA factoring challenge (nap̌r. rozklad 212 ciferného č́ısla
RSA-704 vynese 30 000 USD).
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Př́ıklad

Generováńı kĺıče. Alice vybere prvoč́ısla p = 2357, q = 2551
a vypočte n = p · q = 6012707 a
ϕ(n) = (p − 1)(q − 1) = 6007800. Alice zvoĺı e = 3674911 a
pomoćı Euklidova algoritmu vypočte d = 422191 (e · d ≡ 1
(mod ϕ(n))). Soukromý kĺıč Alice je d , věrejný pak (n, e).

Chce-li Bob poslat Alici zprávu m = 5234673, pomoćı
modulárńıho umocňováńı vypočte

c ≡ me ≡ 52346733674911 ≡ 3650502 (mod n),

a tu odešle Alici.

Alice zprávu dešifruje d́ıky výpočtu

cd ≡ 3650502422191 ≡ 5234673.
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Diffie-Hellman key exchange

Whitfield Diffie, Martin Hellman (1976; M. Williamson, GCHQ -
1974)
Popis pro laiky – viz http://goo.gl/QBNXP, motivace pro
nezasvěcené – viz http://goo.gl/Z0tMP.
Výměna kĺıč̊u pro symetrickou kryptografii bez p̌redchoźıho
kontaktu (tj. náhrada jednorázových kĺıč̊u, kurýr̊u s kuf̌ŕıky, . . . ).

Dohoda stran na prvoč́ısle p a primitivńım kǒrenu g modulo
p (věrejné)
Alice vybere náhodné a a pošle ga (mod p)
Bob vybere náhodné b a pošle gb (mod p)
Společným kĺıčem pro komunikaci je gab (mod p).

Poznámka

Problém diskrétńıho logaritmu (DLP)

Nezbytná autentizace (man in the middle attack)

Z protokolu DH na výměnu kĺıč̊u odvozen šifrovaćı algoritmus
ElGamal

http://goo.gl/QBNXP
http://goo.gl/Z0tMP
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Kongruence o jedné neznámé

Definice

Necht’ m ∈ N, f (x), g(x) ∈ Z[x ]. Zápis

f (x) ≡ g(x) (mod m)

nazýváme kongruenćı o jedné neznámé x a rozuḿıme j́ım úkol
nalézt množinu řešeńı, tj. množinu všech takových č́ısel c ∈ Z, pro
která f (c) ≡ g(c) (mod m).
Dvě kongruence o jedné neznámé nazveme ekvivalentńı, maj́ı-li
stejnou množinu řešeńı.
Uvedená kongruence je ekvivalentńı s kongruenćı

f (x)− g(x)︸ ︷︷ ︸
∈Z[x]

≡ 0 (mod m).
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Hledáńı řešeńı výčtem všech možnost́ı

Věta

Necht’ m ∈ N, f (x) ∈ Z[x ]. Pro libovolná a, b ∈ Z plat́ı

a ≡ b (mod m) =⇒ f (a) ≡ f (b) (mod m).

Důkaz.

Necht’ je f (x) = cnxn + cn−1xn−1 + · · ·+ c1x + c0, kde
c0, c1, . . . , cn ∈ Z. Protože a ≡ b (mod m), pro každé
i = 1, 2, . . . , n plat́ı cia

i ≡ cib
i (mod m), a tedy sečteńım těchto

kongruenćı pro i = 1, 2, . . . , n a kongruence c0 ≡ c0 (mod m)
dostaneme

cnan + · · ·+ c1a + c0 ≡ cnbn + · · ·+ c1b + c0 (mod m),

tj. f (a) ≡ f (b) (mod m).
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Počet řešeńı kongruence

Důsledek

Množina řešeńı libovolné kongruence modulo m je sjednoceńım
některých zbytkových ťŕıd modulo m.

Definice

Počtem řešeńı kongruence o jedné neznámé modulo m rozuḿıme
počet zbytkových ťŕıd modulo m obsahuj́ıćıch řešeńı této
kongruence.

Př́ıklad

1 Kongruence 2x ≡ 3 (mod 3) má jedno řešeńı (modulo 3).

2 Kongruence 10x ≡ 15 (mod 15) má pět řešeńı (modulo 15).

3 Kongruence z p̌ŕıkladu (1) a (2) jsou ekvivalentńı.
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Věta

Necht’ m ∈ N, a, b ∈ Z. Označme d = (a,m). Pak kongruence

ax ≡ b (mod m)

(o jedné neznámé x) má řešeńı právě tehdy, když d | b.
Pokud plat́ı d | b, má tato kongruence právě d řešeńı (modulo m).

Důkaz.

Dokážeme nejprve, že uvedená podḿınka je nutná. Je-li celé č́ıslo c
řešeńım této kongruence, pak nutně m | a · c − b. Pokud p̌ritom
d = (a,m), pak protože d | m i d | a · c − b a
d | a · c − (a · c − b) = b.
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Dokončeńı důkazu.

Obráceně dokážeme, že pokud d | b, pak má daná kongruence
právě d řešeńı modulo m. Označme a1, b1 ∈ Z a m1 ∈ N tak, že
a = d · a1, b = d · b1 a m = d ·m1. Řešená kongruence je tedy
ekvivalentńı s kongruenćı

a1 · x ≡ b1 (mod m1),

kde (a1,m1) = 1. Tuto kongruenci můžeme vynásobit č́ıslem

a
ϕ(m1)−1
1 a d́ıky Eulerově větě obdrž́ıme

x ≡ b1 · aϕ(m1)−1
1 (mod m1).

Tato kongruence má jediné řešeńı modulo m1 a tedy d = m/m1

řešeńı modulo m.
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Následuj́ıćı p̌ŕıklad ukáže, že postup uvedený v důkazu věty obvykle
neńı t́ım nejefektivněǰśım – s výhodou lze použ́ıt jak Bezoutovu
větu, tak ekvivalentńı úpravy řešené kongruence.

Př́ıklad

Řešte 39x ≡ 41 (mod 47)

1 Nejprve využijeme Eulerovu větu, stejně jako v důkazu
p̌redchoźı věty.

2 Daľśı možnost́ı je využ́ıt Bezoutovu větu.

3 Obvykle nejrychleǰśım, ale nejhů̌re algoritmizovatelným
způsobem řešeńı je metoda takových úprav kongruence, které
zachovávaj́ı množinu řešeńı.

39x ≡ 41 (mod 47) ⇐⇒ −8x ≡ −6 (mod 47) ⇐⇒
4x ≡ 3 (mod 47) ⇐⇒ 4x ≡ −44 (mod 47) ⇐⇒

x ≡ −11 (mod 47) ⇐⇒ x ≡ 36 (mod 47)
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Wilsonova věta

Pomoćı věty o řešitelnosti lineárńıch kongruenćı lze dokázat mj.
významnou Wilsonovu větu udávaj́ıćı nutnou (i postačuj́ıćı)
podḿınku prvoč́ıselnosti. Takové podḿınky jsou velmi významné ve
výpočetńı teorii č́ısel, kdy je ťreba efektivně poznat, je-li dané velké
č́ıslo prvoč́ıslem. Bohužel dosud neńı známo, jak rychle vypoč́ıtat
modulárńı faktoriál velkého č́ısla, proto neńı v praxi Wilsonova věta
k tomuto účelu použ́ıvána.

Věta (Wilsonova)

Přirozené č́ıslo n > 1 je prvoč́ıslo, právě když

(n − 1)! ≡ −1 (mod n)
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Důkaz.

Dokážeme nejprve, že pro libovolné složené č́ıslo n > 4 plat́ı
n | (n − 1)!, tj. (n − 1)! ≡ 0 (mod n). Necht’ 1 < d < n je
netriviálńı dělitel n. Je-li d 6= n/d , pak protože 1 < d , n/d ≤ n− 1,
je n = d · n/d | (n − 1)!. Pokud d = n/d , tj. n = d2, pak protože
je n > 4, je i d > 2 a n | (d · 2d) | (n − 1)!. Pro n = 4 snadno
dostáváme (4− 1)! ≡ 2 6≡ −1 (mod 4).
Necht’ je nyńı p prvoč́ıslo. Č́ısla z množiny {2, 3, . . . , p − 2}
seskuṕıme do dvojic vzájemně inverzńıch č́ısel modulo p, resp.
dvojic č́ısel, jejichž součin dává zbytek 1 po děleńı p. Pro dané
č́ıslo a z této množiny existuje podle p̌redchoźı věty jediné řešeńı
kongruence a · x ≡ 1 (mod p). Protože a 6= 0, 1, p − 1, je žrejmé,
že rovněž pro řešeńı c této kongruence plat́ı c 6≡ 0, 1,−1 (mod p).
Č́ıslo a nemůže být ve dvojici samo se sebou; kdyby totiž a · a ≡ 1
(mod p), pak nutně a ≡ ±1 (mod p). Součin všech č́ısel uvedené
množiny je tedy tvǒren součinem (p − 3)/2 dvojic (jejichž součin je
vždy kongruentńı s 1 modulo p). Proto máme
(p − 1)! ≡ 1(p−3)/2 · (p − 1) ≡ −1 (mod p).
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