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3 Kvadratické kongruence a Legendre̊uv symbol
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č́ısel, http://is.muni.cz/el/1431/podzim2012/M6520/
um/main-print.pdf
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Kongruence o jedné neznámé

Definice

Necht’ m ∈ N, f (x), g(x) ∈ Z[x ]. Zápis

f (x) ≡ g(x) (mod m)

nazýváme kongruenćı o jedné neznámé x a rozuḿıme j́ım úkol
nalézt množinu řešeńı, tj. množinu všech takových č́ısel c ∈ Z, pro
která f (c) ≡ g(c) (mod m).
Dvě kongruence o jedné neznámé nazveme ekvivalentńı, maj́ı-li
stejnou množinu řešeńı.
Uvedená kongruence je ekvivalentńı s kongruenćı

f (x)− g(x)︸ ︷︷ ︸
∈Z[x]

≡ 0 (mod m).
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Hledáńı řešeńı výčtem všech možnost́ı

Věta

Necht’ m ∈ N, f (x) ∈ Z[x ]. Pro libovolná a, b ∈ Z plat́ı

a ≡ b (mod m) =⇒ f (a) ≡ f (b) (mod m).

Důkaz.

Necht’ je f (x) = cnxn + cn−1xn−1 + · · ·+ c1x + c0, kde
c0, c1, . . . , cn ∈ Z. Protože a ≡ b (mod m), pro každé
i = 1, 2, . . . , n plat́ı cia

i ≡ cib
i (mod m), a tedy sečteńım těchto

kongruenćı pro i = 1, 2, . . . , n a kongruence c0 ≡ c0 (mod m)
dostaneme

cnan + · · ·+ c1a + c0 ≡ cnbn + · · ·+ c1b + c0 (mod m),

tj. f (a) ≡ f (b) (mod m).
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Počet řešeńı kongruence

Důsledek

Množina řešeńı libovolné kongruence modulo m je sjednoceńım
některých zbytkových ťŕıd modulo m.

Definice

Počtem řešeńı kongruence o jedné neznámé modulo m rozuḿıme
počet zbytkových ťŕıd modulo m obsahuj́ıćıch řešeńı této
kongruence.

Př́ıklad

1 Kongruence 2x ≡ 3 (mod 3) má jedno řešeńı (modulo 3).

2 Kongruence 10x ≡ 15 (mod 15) má pět řešeńı (modulo 15).

3 Kongruence z p̌ŕıkladu (1) a (2) jsou ekvivalentńı.
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Věta

Necht’ m ∈ N, a, b ∈ Z. Označme d = (a,m). Pak kongruence

ax ≡ b (mod m)

(o jedné neznámé x) má řešeńı právě tehdy, když d | b.
Pokud plat́ı d | b, má tato kongruence právě d řešeńı (modulo m).

Důkaz.

Dokážeme nejprve, že uvedená podḿınka je nutná. Je-li celé č́ıslo c
řešeńım této kongruence, pak nutně m | a · c − b. Pokud p̌ritom
d = (a,m), pak protože d | m i d | a · c − b a
d | a · c − (a · c − b) = b.
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Dokončeńı důkazu.

Obráceně dokážeme, že pokud d | b, pak má daná kongruence
právě d řešeńı modulo m. Označme a1, b1 ∈ Z a m1 ∈ N tak, že
a = d · a1, b = d · b1 a m = d ·m1. Řešená kongruence je tedy
ekvivalentńı s kongruenćı

a1 · x ≡ b1 (mod m1),

kde (a1,m1) = 1. Tuto kongruenci můžeme vynásobit č́ıslem

a
ϕ(m1)−1
1 a d́ıky Eulerově větě obdrž́ıme

x ≡ b1 · aϕ(m1)−1
1 (mod m1).

Tato kongruence má jediné řešeńı modulo m1 a tedy d = m/m1

řešeńı modulo m.
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Následuj́ıćı p̌ŕıklad ukáže, že postup uvedený v důkazu věty obvykle
neńı t́ım nejefektivněǰśım – s výhodou lze použ́ıt jak Bezoutovu
větu, tak ekvivalentńı úpravy řešené kongruence.

Př́ıklad

Řešte 39x ≡ 41 (mod 47)

1 Nejprve využijeme Eulerovu větu, stejně jako v důkazu
p̌redchoźı věty.

2 Daľśı možnost́ı je využ́ıt Bezoutovu větu.

3 Obvykle nejrychleǰśım, ale nejhů̌re algoritmizovatelným
způsobem řešeńı je metoda takových úprav kongruence, které
zachovávaj́ı množinu řešeńı.

39x ≡ 41 (mod 47) ⇐⇒ −8x ≡ −6 (mod 47) ⇐⇒
4x ≡ 3 (mod 47) ⇐⇒ 4x ≡ −44 (mod 47) ⇐⇒

x ≡ −11 (mod 47) ⇐⇒ x ≡ 36 (mod 47)
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Wilsonova věta

Pomoćı věty o řešitelnosti lineárńıch kongruenćı lze dokázat mj.
významnou Wilsonovu větu udávaj́ıćı nutnou (i postačuj́ıćı)
podḿınku prvoč́ıselnosti. Takové podḿınky jsou velmi významné ve
výpočetńı teorii č́ısel, kdy je ťreba efektivně poznat, je-li dané velké
č́ıslo prvoč́ıslem. Bohužel dosud neńı známo, jak rychle vypoč́ıtat
modulárńı faktoriál velkého č́ısla, proto neńı v praxi Wilsonova věta
k tomuto účelu použ́ıvána.

Věta (Wilsonova)

Přirozené č́ıslo n > 1 je prvoč́ıslo, právě když

(n − 1)! ≡ −1 (mod n)
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Důkaz.

Dokážeme nejprve, že pro libovolné složené č́ıslo n > 4 plat́ı
n | (n − 1)!, tj. (n − 1)! ≡ 0 (mod n). Necht’ 1 < d < n je
netriviálńı dělitel n. Je-li d 6= n/d , pak protože 1 < d , n/d ≤ n− 1,
je n = d · n/d | (n − 1)!. Pokud d = n/d , tj. n = d2, pak protože
je n > 4, je i d > 2 a n | (d · 2d) | (n − 1)!. Pro n = 4 snadno
dostáváme (4− 1)! ≡ 2 6≡ −1 (mod 4).
Necht’ je nyńı p prvoč́ıslo. Č́ısla z množiny {2, 3, . . . , p − 2}
seskuṕıme do dvojic vzájemně inverzńıch č́ısel modulo p, resp.
dvojic č́ısel, jejichž součin dává zbytek 1 po děleńı p. Pro dané
č́ıslo a z této množiny existuje podle p̌redchoźı věty jediné řešeńı
kongruence a · x ≡ 1 (mod p). Protože a 6= 0, 1, p − 1, je žrejmé,
že rovněž pro řešeńı c této kongruence plat́ı c 6≡ 0, 1,−1 (mod p).
Č́ıslo a nemůže být ve dvojici samo se sebou; kdyby totiž a · a ≡ 1
(mod p), pak nutně a ≡ ±1 (mod p). Součin všech č́ısel uvedené
množiny je tedy tvǒren součinem (p − 3)/2 dvojic (jejichž součin je
vždy kongruentńı s 1 modulo p). Proto máme
(p − 1)! ≡ 1(p−3)/2 · (p − 1) ≡ −1 (mod p).
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Soustavy lineárńıch kongruenćı

Máme-li soustavu lineárńıch kongruenćı o téže neznámé, můžeme
podle p̌redchoźı věty rozhodnout o řešitelnosti každé z nich.
V p̌ŕıpadě, kdy aspoň jedna z kongruenćı nemá řešeńı, nemá řešeńı
ani celá soustava. Naopak, jestliže každá z kongruenćı řešeńı má,
uprav́ıme ji do tvaru x ≡ ci (mod mi ). Dostaneme tak soustavu
kongruenćı

x ≡ c1 (mod m1)

...

x ≡ ck (mod mk)

Zřejmě stač́ı vy̌rešit p̌ŕıpad k = 2, řešeńı soustavy v́ıce kongruenćı
snadno obdrž́ıme opakovaným řešeńım soustav dvou kongruenćı.
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Věta

Necht’ c1, c2 jsou celá č́ısla, m1,m2 p̌rirozená. Označme
d = (m1,m2). Soustava dvou kongruenćı

x ≡ c1 (mod m1)

x ≡ c2 (mod m2)

v p̌ŕıpadě c1 6≡ c2 (mod d) nemá řešeńı. Jestliže naopak c1 ≡ c2

(mod d), pak existuje celé č́ıslo c tak, že x ∈ Z vyhovuje soustavě,
právě když vyhovuje kongruenci

x ≡ c (mod [m1,m2]).

Důkaz.

Má-li soustava nějaké řešeńı x ∈ Z, plat́ı nutně x ≡ c1 (mod d),
x ≡ c2 (mod d), a tedy i c1 ≡ c2 (mod d). Odtud plyne, že
v p̌ŕıpadě c1 6≡ c2 (mod d) soustava nemůže ḿıt řešeńı.
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Dokončeńı důkazu.

Předpokládejme dále c1 ≡ c2 (mod d). Prvńı kongruenci řešené
soustavy vyhovuj́ı všechna celá č́ısla x tvaru x = c1 + tm1, kde
t ∈ Z je libovolné. Toto x bude vyhovovat i druhé kongruenci
soustavy, právě když bude platit c1 + tm1 ≡ c2 (mod m2), tj.
tm1 ≡ c2 − c1 (mod m2). Podle věty o řešitelnosti lineárńıch
kongruenćı má tato kongruence (vzhledem k t) řešeńı, nebot’

d = (m1,m2) děĺı c2 − c1, a t ∈ Z splňuje tuto kongruenci právě
když

t ≡ c2 − c1

d
·
(m1

d

)ϕ(
m2
d

)−1 (
mod

m2

d

)
,

tj. právě když

x = c1 + tm1 = c1 +(c2−c1) ·
(
m1
d

)ϕ(
m2
d

)
+ r m1m2

d = c + r · [m1,m2],

kde r ∈ Z je libovolné a c = c1 + (c2 − c1) · (m1/d)ϕ(m2/d), nebot’

m1m2 = d · [m1,m2]. Našli jsme tedy takové c ∈ Z, že libovolné
x ∈ Z splňuje soustavu, právě když x ≡ c (mod [m1,m2]), což
jsme chtěli dokázat.
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Všimněme si, že důkaz této věty je konstruktivńı, tj. udává vzorec,
jak č́ıslo c naj́ıt. Věta nám tedy dává metodu, jak pomoćı jediné
kongruence zachytit podḿınku, že x vyhovuje této soustavě .
Podstatné je, že tato nová kongruence je téhož tvaru jako obě
původńı. Můžeme proto tuto metodu aplikovat i na soustavu –
nejprve z prvńı a druhé kongruence vytvǒŕıme kongruenci jedinou,
které vyhovuj́ı právě ta x , která vyhovovala původńım dvěma
kongruenćım, pak z nově vzniklé a z ťret́ı kongruence vytvǒŕıme
daľśı atd. Při každém kroku se nám počet kongruenćı soustavy
sńıž́ı o 1, po k − 1 kroćıch tedy dostaneme kongruenci jedinou,
která nám bude popisovat všechna řešeńı dané soustavy.
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Č́ınská zbytková věta (CRT)

Ve čtvrtém stolet́ı se č́ınský matematik Sun Ze (Sun Tsu) ptal na
č́ıslo, které p̌ri děleńı ťremi dává zbytek 2, p̌ri děleńı pěti zbytek 3 a
p̌ri děleńı sedmi je zbytek opět 2.

Řešeńı

Odpověd’ je (prý) ukryta v následuj́ıćı ṕısni:
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Důsledek (Č́ınská zbytková věta)

Necht’ m1, , . . . ,mk ∈ N jsou po dvou nesoudělná, a1, . . . , ak ∈ Z.
Pak plat́ı: soustava

x ≡ a1 (mod m1)

...

x ≡ ak (mod mk)

má jediné řešeńı modulo m1 ·m2 · · ·mk .

Důkaz.

Jde o jednoduchý důsledek p̌redchoźıho tvrzeńı, který lze ale
rovněž elegantně dokázat p̌ŕımo.
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Uvědomme si, že jde o docela silné tvrzeńı (které ve skutečnosti
plat́ı v podstatně obecněǰśıch algebraických strukturách),
umožňuj́ıćı nám p̌ri p̌redepsáńı libovolných zbytk̊u podle zvolených
(po dvou nesoudělných) modul̊u garantovat, že existuje č́ıslo
s těmito p̌redpsanými zbytky.

Př́ıklad

Řešte systém kongruenćı

x ≡ 1 (mod 10)

x ≡ 5 (mod 18)

x ≡ −4 (mod 25).

Řešeńı

Výsledkem je x ≡ 221 (mod 450).
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Č́ınskou zbytkovou větu můžeme použ́ıt také
”
v opačném směru“.

Př́ıklad

Řešte kongruenci 23 941x ≡ 915 (mod 3564).

Řešeńı

Rozložme 3564 = 22 · 34 · 11. Protože ani 2, ani 3, ani 11 neděĺı
č́ıslo 23 941, plat́ı (23 941, 3564) = 1 a má tedy kongruence řešeńı.
Protože ϕ(3564) = 2 · (33 · 2) · 10 = 1080, je řešeńı tvaru
x ≡ 915 · 23 9411079 (mod 3564). Úprava č́ısla stoj́ıćıho na pravé
straně by však vyžádala značné úsiĺı. Proto budeme kongruenci
řešit poněkud jinak.
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Řešeńı

V́ıme, že x ∈ Z řešeńım dané kongruence, právě když je řešeńım
soustavy

23941x ≡ 915 (mod 22)

23941x ≡ 915 (mod 34)

23941x ≡ 915 (mod 11).

Vy̌reš́ıme-li postupně každou z kongruenćı soustavy, dostaneme
ekvivalentńı soustavu

x ≡ 3 (mod 4)

x ≡ −3 (mod 81)

x ≡ −4 (mod 11),

odkud snadno postupem pro řešeńı soustav kongruenćı dostaneme
x ≡ −1137 (mod 3564), což je také řešeńı zadané kongruence.
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Modulárńı reprezentace č́ısel

Při poč́ıtáńı s velkými č́ısly je někdy výhodněǰśı než s dekadickým či
binárńım zápisem č́ısel pracovat s tzv. modulárńı reprezentaćı (též
residue number system), která umožňuje snadnou paralelizaci
výpočt̊u s velkými č́ısly. Takový systém je určen k-tićı modul̊u
(obvykle po dvou nesoudělných) a každé č́ıslo menš́ı než jejich
součin je pak jednoznačně reprezentováno k-tićı zbytk̊u (jejichž
hodnoty nep̌revyšuj́ı p̌ŕıslušné moduly) – viz nap̌r.
http://goo.gl/oM25m.

http://goo.gl/oM25m
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Př́ıklad

Pětice modul̊u 3, 5, 7, 11, 13 nám umožńı jednoznačně
reprezentovat č́ısla menš́ı než 15015 a efektivně provádět
(v p̌ŕıpadě poťreby distribuovaně) běžné aritmetické operace.
Vypočtěme nap̌r. součin č́ısel 1234 a 5678, v této modulárńı
soustavě reprezentovaných pěticemi [1, 4, 2, 2, 12] a [2, 3, 1, 2, 10].
Součin provedeme po složkách a dostaneme [2, 2, 2, 4, 3], což na
závěr pomoćı CRT p̌revedeme zpět na 9662, což je modulo 15015
totéž jako 1234 · 5678.
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Binomické kongruence

V této části se zamě̌ŕıme na řešeńı speciálńıch typů polynomiálńıch
kongruenćı vyš̌śıho stupně, tzv. binomických kongruenćı. Jde
o analogii binomických rovnic, kdy polynomem f (x) je dvojčlen
xn − a. Snadno se ukáže, že se můžeme omezit na p̌ŕıpad, kdy je a
nesoudělné s modulem kongruence – v opačném p̌ŕıpadě totiž vždy
můžeme pomoćı ekvivalentńıch úprav kongruenci na tento p̌ŕıpad
p̌revést nebo rozhodnout, že kongruence neńı řešitelná.

Př́ıklad

Řešte kongruenci
x3 ≡ 3 (mod 18).

Řešeńı

Protože je (3, 18) = 3, nutně 3 | x . Užijeme-li, podobně jako výše,
substituci x = 3 · x1, dostáváme kongruenci 27x3

1 ≡ 3 (mod 18),
která žrejmě nemá řešeńı, protože (27, 18) - 3.
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Mocninné zbytky

Definice

Necht’ m ∈ N, a ∈ Z, (a,m) = 1. Č́ıslo a nazveme n-tým
mocninným zbytkem modulo m, pokud je kongruence

xn ≡ a (mod m)

řešitelná. V opačném p̌ŕıpadě nazveme a n-tým mocninným
nezbytkem modulo m.
Pro n = 2, 3, 4 použ́ıváme terḿıny kvadratický, kubický a
bikvadratický zbytek, resp. nezbytek modulo m.

Ukážeme, jakým způsobem řešit binomické kongruence modulo m,
pokud modulo m existuj́ı primitivńı kǒreny (tedy zejména, je-li
modul liché prvoč́ıslo nebo jeho mocnina).
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Řešeńı binomických kongruenćı

Věta

Bud’ m ∈ N takové, že modulo m existuj́ı primitivńı kǒreny. Dále
necht’ a ∈ Z, (a,m) = 1. Pak kongruence xn ≡ a (mod m) je
řešitelná (tj. a je n-tý mocninný zbytek modulo m), právě když
aϕ(m)/d ≡ 1 (mod m), kde d = (n, ϕ(m)).
Přitom, je-li tato kongruence řešitelná, má právě d řešeńı.

Důkaz.

Necht’ g je primitivńı kǒren modulo m. Pak podle p̌redchoźıho
Lemmatu existuje pro libovolné x nesoudělné s m jediné
y ∈ Z; 0 ≤ y < ϕ(m) tak, že x ≡ g y (mod m), podobně pro dané
a existuje jediné b ∈ Z; 0 ≤ b < ϕ(m) tak, že a ≡ gb (mod m).
Řešená binomická kongruence je tedy po této substituci
ekvivalentńı s kongruenćı (g y )n ≡ gb (mod m) a s využit́ım ďŕıve
dokázaného tvrzeńı i s lineárńı kongruenćı n · y ≡ b (mod ϕ(m)).
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Dokončeńı důkazu.

Tato kongruence
n · y ≡ b (mod ϕ(m))

je řešitelná, právě když d = (n, ϕ(m)) | b (a je-li řešitelná, pak má
d řešeńı).
Zbývá dokázat, že d | b, právě když aϕ(m)/d ≡ 1 (mod m).
Kongruence 1 ≡ aϕ(m)/d ≡ gbϕ(m)/d plat́ı, právě když
ϕ(m) | bϕ(m)

d , a to plat́ı právě když d | b.

Důsledek

Za p̌redpoklad̊u p̌redchoźı věty, je-li nav́ıc (n, ϕ(m)) = 1, má
kongruence xn ≡ a (mod m) vždy řešeńı, a to jediné. Jinými slovy,
umocňováńı na n-tou (kde n je nesoudělné s ϕ(m)) je bijekce na
množině Z×m invertibilńıch zbytkových ťŕıd modulo m.
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Obecněǰśı typy kongruenćı

Při řešeńı obecné polynomiálńı kongruence f (x) ≡ 0 (mod m)
stač́ı zjistit, pro která celá č́ısla a, 0 ≤ a < m, plat́ı f (a) ≡ 0
(mod m). Nevýhodou této metody je jej́ı pracnost, která se zvyšuje
se zvěťsuj́ıćı se hodnotou m. Je-li m složené, m = pn1

1 . . . pnk
k , kde

p1, . . . , pk jsou r̊uzná prvoč́ısla, a je-li nav́ıc k > 1, můžeme
nahradit tuto kongruenci soustavou kongruenćı

f (x) ≡ 0 (mod pn1
1 )

...

f (x) ≡ 0 (mod pnk
k ),

která má stejnou množinu řešeńı, a řešit každou kongruenci této
soustavy zvlášt’. T́ım źıskáme obecně několik soustav lineárńıch
kongruenćı, které už uḿıme řešit. Výhoda této metody spoč́ıvá
v tom, že moduly kongruenćı soustavy jsou menš́ı než modul
původńı kongruence (a nav́ıc je, jak ukážeme, možné tyto
kongruence ještě zjednodušit).
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Př́ıklad

Řešte kongruenci x5 + 1 ≡ 0 (mod 11).

Př́ıklad

Řešte kongruenci x3 − 3x + 5 ≡ 0 (mod 105).

Řešeńı

Kdybychom postupovali obdobně jako ďŕıve pro m = 105, museli
bychom spoč́ıtat pro f (x) = x3− 3x + 5 sto pět hodnot f (0), f (1),
. . . , f (104). Proto raději rozlož́ıme 105 = 3 · 5 · 7 a budeme řešit
kongruence f (x) ≡ 0 postupně pro moduly 3, 5, 7 a z řešeńı
soustavy těchto kongruenćı zrekonstruujeme řešeńı kongruence
původńı.
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Kongruence modulo mocnina prvoč́ısla

Postup pro řešeńı kongruenćı modulo mocnina prvoč́ısla udává
důkaz následuj́ıćı věty.

Věta (Henselovo lemma)

Necht’ p je prvoč́ıslo, f (x) ∈ Z[x ], a ∈ Z je takové, že
p | f (a), p - f ′(a). Pak plat́ı: pro každé n ∈ N má soustava

x ≡ a (mod p)

f (x) ≡ 0 (mod pn)

právě jedno řešeńı modulo pn.
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Př́ıklad

Řešte kongruenci x4 + 7x + 4 ≡ 0 (mod 27).

Řešeńı

Řešme nejprve tuto kongruenci modulo 3 (nap̌r. dosazeńım) –
snadno zjist́ıme, že řešeńı je x ≡ 1 (mod 3). Zapǐsme řešeńı ve
tvaru x = 1 + 3t, kde t ∈ Z a řešme kongruenci modulo 9.

x4 + 7x + 4 ≡ 0 (mod 9)

(1 + 3t)4 + 7(1 + 3t) + 4 ≡ 0 (mod 9)

1 + 4 · 3t + 7 + 7 · 3t + 4 ≡ 0 (mod 9)

33t ≡ −12 (mod 9)

11t ≡ −4 (mod 3)

t ≡ 1 (mod 3)

Zapsáńım t = 1 + 3s, kde s ∈ Z dostaneme x = 4 + 9s.
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Řešeńı

Po dosazeńı

(4 + 9s)4 + 7(4 + 9s) + 4 ≡ 0 (mod 27)

44 + 4 · 43 · 9s + 28 + 63s + 4 ≡ 0 (mod 27)

256 · 9s + 63s ≡ −288 (mod 27)

256s + 7s ≡ −32 (mod 3)

2s ≡ 1 (mod 3)

s ≡ 2 (mod 3)

Celkem dostáváme řešeńı x = 4 + 9s = 4 + 9(2 + 3r) = 22 + 27r ,
kde r ∈ Z, neboli x ≡ 22 (mod 27).
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Kvadratické kongruence

Naš́ım úkolem bude naj́ıt jednoduš̌śı podḿınku, jak zjistit, jestli je
řešitelná (a p̌ŕıpadně, kolik má řešeńı) kvadratická kongruence

ax2 + bx + c ≡ 0 (mod m).

Z teorie, uvedené ďŕıve, je snadné vidět, že k rozhodnut́ı, je-li tato
kongruence řešitelná, stač́ı určit, je-li řešitelná (binomická)
kongruence

x2 ≡ a (mod p),

kde p je liché prvoč́ıslo a a č́ıslo s ńım nesoudělné.
Pro určeńı řešitelnosti kongruence můžeme samožrejmě využ́ıt
Větu o řešitelnosti binomické kongruence, jej́ı využit́ı ale často
naráž́ı na výpočetńı složitost, proto se (nejen) v kvadratickém
p̌ŕıpadě snaž́ıme naj́ıt kritérium jednoduš̌śı na výpočet.
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Př́ıklad

Určete počet řešeńı kongruence x2 ≡ 219 (mod 383).

Řešeńı

Protože 383 je prvoč́ıslo a (2, ϕ(383)) = 2, z věty plyne, že daná
kongruence je řešitelná (a má 2 řešeńı), právě tehdy, když

219
383

2 = 219191 ≡ 1 (mod 383). Ově̌reńı platnosti neńı bez použit́ı
výpočetńı techniky snadné (i když je to pǒrád ještě

”
na paṕı̌re“

vyč́ıslitelné). Ukážeme, jak tuto podḿınku ově̌rit s pomoćı
Legendreova symbolu daleko snadněji.
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Legendre̊uv symbol

Definice

Necht’ je p liché prvoč́ıslo. Legendre̊uv symbol definujeme
p̌redpisem

(
a

p

)
=


1 p - a, a je kvadratický zbytek modulo p,

0 p | a,

−1 p - a, a je kvadratický nezbytek modulo p.

Př́ıklad

Protože je kongruence x2 ≡ 1 (mod p) řešitelná pro libovolné liché
prvoč́ıslo p, je (1/p) = 1.
(−1/5) = 1, protože kongruence x2 ≡ −1 (mod 5) je ekvivalentńı
s kongruenćı x2 ≡ 4 (mod 5), jej́ımiž řešeńımi jsou x ≡ ±2
(mod 5).
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Lemma

Necht’ p je liché prvoč́ıslo, a, b ∈ Z libovolná. Pak plat́ı:

1
(
a
p

)
≡ a

p−1
2 (mod p).

2
(
ab
p

)
=
(
a
p

)(
b
p

)
.

3 a ≡ b (mod p) =⇒
(
a
p

)
=
(
b
p

)
.

Důkaz.

ad 1. Pro p | a je tvrzeńı žrejmé; pokud je a kvadratický zbytek
modulo p, pak tvrzeńı plyne z Věty o řešitelnosti binomických
kongruenćı. Z téže věty plyne, že v p̌ŕıpadě kvadratického nezbytku

je a
p−1

2 6≡ 1 (mod p). Pak ale, protože

p | ap−1 − 1 = (a
p−1

2 − 1)(a
p−1

2 + 1) nutně p | a
p−1

2 + 1, tj.

a
p−1

2 ≡ −1 (mod p).
ad 2. Plyne z 1.
ad 3. Zřejmé z definice.
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Důsledek

1 V libovolné redukované soustavě zbytk̊u modulo p je stejný
počet kvadratických zbytk̊u a nezbytk̊u.

2 Součin dvou kvadratických zbytk̊u je zbytek, součin dvou
nezbytk̊u je zbytek, součin zbytku a nezbytku je nezbytek.

3 (−1/p) = (−1)
p−1

2 , tj. kongruence x2 ≡ −1 (mod p) je
řešitelná právě tehdy, když p ≡ 1 (mod 4).
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Nekonečnost počtu prvoč́ısel tvaru 4k + 1

Již s využit́ım těchto základńıch tvrzeńı o hodnotách Legendreova
symbolu jsme schopni dokázat větu o nekonečnosti počtu prvoč́ısel
tvaru 4k + 1.

Tvrzeńı

Prvoč́ısel tvaru 4k + 1 je nekonečně mnoho.

Důkaz.

Sporem. Předpokládejme, že p1, p2, . . . , p` jsou všechna prvoč́ısla
tvaru 4k + 1 a uvažme č́ıslo N = (2p1 · · · p`)

2 + 1. Toto č́ıslo je
opět tvaru 4k + 1. Pokud je N prvoč́ıslo, jsme hotovi (protože je
jistě věťśı než kterékoli z p1, p2, . . . , p`), pokud je složené, muśı
existovat prvoč́ıslo p, děĺıćı N. Zřejmě p̌ritom žádné z prvoč́ısel
2, p1, p2, . . . , p` neńı dělitelem N, proto stač́ı dokázat, že p je
rovněž tvaru 4k + 1. Protože ale (2p1 · · · p`)

2 ≡ −1 (mod p),
dostáváme, že (−1/p) = 1, a to plat́ı právě tehdy, je-li p ≡ 1
(mod 4).
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Zákon kvadratické reciprocity

Nejdůležitěǰśı tvrzeńı, umožňuj́ıćı efektivně určit hodnotu
Legendreova symbolu (a tak rozhodnout o řešitelnosti kvadratické
kongruence), je tzv. Zákon kvadratické reciprocity.

Věta

Necht’ p, q jsou lichá prvoč́ısla. Pak

1
(−1

p

)
= (−1)

p−1
2

2
(

2
p

)
= (−1)

p2−1
8

3
(q
p

)
=
(p
q

)
· (−1)

p−1
2

q−1
2

Důkaz.

Viz literatura, důkaz̊u je celá řada (v roce 2010 uváděl
F. Lemmermeyer 233 důkaz̊u), obvykle ovšem využ́ıvaj́ıćıch
(zejména u těch stručněǰśıch z nich) hlubš́ıch znalost́ı z algebraické
teorie č́ısel.
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Věta se v tomto tvaru uvád́ı zejména proto, že pomoćı těchto ťŕı
vztahů a základńıch pravidel pro úpravy Legendreova symbolu jsme
schopni vypoč́ıtat hodnotu (a/p) pro libovolné celé č́ıslo a.

Důsledek

1 −1 je kvadratický zbytek pro prvoč́ısla p splňuj́ıćı p ≡ 1
(mod 4) a nezbytek pro prvoč́ısla splňuj́ıćı p ≡ 3 (mod 4).

2 2 je kvadratický zbytek pro prvoč́ısla p splňuj́ıćı p ≡ ±1
(mod 8) a nezbytek pro prvoč́ısla splňuj́ıćı p ≡ ±3 (mod 8).

3 Je-li p ≡ 1 (mod 4) nebo q ≡ 1 (mod 4), je (p/q) = (q/p),
pro ostatńı lichá p, q je (p/q) = −(q/p).
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Př́ıklad

Určete
(

79
101

)
.

Řešeńı(
79

101

)
=

(
101

79

)
101 dává po děleńı 4 zbytek 1

=

(
22

79

)
=

(
2

79

)
·
(

11

79

)
=

(
11

79

)
79 dává pod děleńı 8 zbytek -1

= (−1)

(
79

11

)
11 i 79 dávaj́ı pod děleńı 4 zbytek 3

= (−1)

(
2

11

)
= 1 11 dává pod děleńı 8 zbytek 3



Literatura Řešeńı kongruenćı a jejich soustav Polynomiálńı kongruence Kvadratické kongruence Šifry

Jacobiho symbol

Vyč́ısleńı Legendreova symbolu (jak jsme viděli i v p̌redchoźım
p̌ŕıkladu) umožňuje použ́ıvat zákon kvadratické reciprocity jen na
prvoč́ısla a nut́ı nás tak provádět faktorizaci č́ısel na prvoč́ısla, což
je výpočetně velmi náročná operace. Toto lze obej́ıt rozš́ı̌reńım
definice Legendreova symbolu na tzv. Jacobiho symbol
s podobnými vlastnostmi.

Definice

Necht’ a ∈ Z, b ∈ N, 2 - b. Necht’ b = p1p2 · · · pk je rozklad b na
(lichá) prvoč́ısla (výjimečně neseskupujeme stejná prvoč́ısla do
mocniny, ale vypisujeme každé zvlášt’, nap̌r. 135 = 3 · 3 · 3 · 5).
Symbol (

a

b

)
=

(
a

p1

)
·
(

a

p2

)
· · ·
(

a

pk

)
se nazývá Jacobiho symbol.
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Dále ukážeme, že Jacobiho symbol má podobné vlastnosti jako
Legendre̊uv symbol (s jednou podstatnou odchylkou). Neplat́ı totiž
obecně, že z (a/b) = 1 plyne řešitelnost kongruence x2 ≡ a
(mod b).

Př́ıklad (
2

15

)
=

(
2

3

)
·
(

2

5

)
= (−1) · (−1) = 1

a p̌ritom kongruence

x2 ≡ 2 (mod 15)

neńı řešitelná (neńı totiž řešitelná kongruence x2 ≡ 2 (mod 3) a
neńı ani řešitelná kongruence x2 ≡ 2 (mod 5)).
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Věta (Kvadratická reciprocita pro Jacobiho symbol)

Necht’ a, b ∈ N jsou lichá. Pak

1
(−1

a

)
= (−1)

a−1
2

2
(

2
a

)
= (−1)

a2−1
8

3
(
a
b

)(
b
a

)
= (−1)

a−1
2

b−1
2

Př́ıklad

Rozhodněte o řešitelnosti kongruence x2 ≡ 219 (mod 383).
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Řešeńı

383 je prvoč́ıslo, proto bude kongruence řešitelná, bude-li
Legendre̊uv symbol (219/383) = 1.(

219

383

)
= −

(
383

219

)
(Jacobi) 383 i 219 dávaj́ı po děleńı 4 zbytek 3

= −
(

164

219

)
= −

(
41

219

)
164 = 22 · 41

= −
(

219

41

)
(Jacobi) 41 dává po děleńı 4 zbytek 1

= −
(

14

41

)
= −

(
2

41

)(
7

41

)
= −

(
7

41

)
41 dává po děleńı 8 zbytek 1

= −
(

41

7

)
41 dává po děleńı 4 zbytek 1

= −
(
−1

7

)
= 1 7 dává po děleńı 4 zbytek 3.
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Rabinův kryptosystém

Prvńım věrejným kryptosystémem, k jehož prolomeńı je
prokazatelně poťreba faktorizovat modul, je Rabin̊uv
kryptosystém, který si uvedeme ve zjednodušené verzi:

každý účastńık A poťrebuje dvojici kĺıč̊u – věrejný VA a
soukromý SA

generováńı kĺıč̊u: A zvoĺı dvě podobně velká prvoč́ısla
p, q ≡ 3 (mod 4), vypočte n = pq.

VA = n, SA = (p, q)

zašifrováńı numerického kódu zprávy M:
C = Ce(M) ≡ M2 (mod n)

dešifrováńı šifry C : vypočtou se (čty̌ri) odmocniny z C modulo
n a snadno se otestuje, která z nich byla původńı zprávou.
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Výpočet druhé odmocniny z C modulo n = pq,
kde p ≡ q ≡ 3 (mod 4)

vypočti r = C (p+1)/4 (mod p) a s = C (q+1)/4 (mod q)

vypočti a, b tak, že ap + bq = 1

položa x = (aps + bqr) (mod n), y = (aps − bqr) (mod n)

druhými odmocninami z C modulo n jsou ±x , ±y .

aUvědomte si, že jde vlastně o aplikaci Č́ınské zbytkové věty!
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Př́ıklad

V Rabinově kryptosystému Alice zvolila za sv̊uj soukromý kĺıč
p = 23, q = 31, věrejným kĺıčem je pak n = pq = 713. Zašifrujte
zprávu m = 327 pro Alici a ukažte, jak bude Alice tuto zprávu
dešifrovat.

Řešeńı

c = 692, kandidáti původńı zprávy jsou ±4 · 23 · 14± 3 · 31 · 18
(mod 713).
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