
Prvńı ṕısemná zkouška MB204 22.5.2013

1. Ukažte, že nejmenš́ı primitivńı kořen modulo 41, tj. generátor grupy (Z×41, ·),
je g = 6. Tohoto kořene využijte k vyřešeńı binomické kongruence x2 ≡ 4 (mod 41).
Můžeme ř́ıct, kolik řešeńı má tato kongruence modulo 41, aniž bychom je museli
explicitně spoč́ıtat?

Řešeńı. 2
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5 ≡ −1 mod 41. Dále 66 ≡ −2 ⇒ 4 ≡ 612 a tedy pro x = 6t plat́ı 62t ≡ 612

mod 41, což je ekvivalentńı 2t ≡ 12 mod ϕ(41) = 40, tj. t ≡ 6 mod 20. Řešeńım
je tedy 66 ≡ −2 a 626 ≡ 2. Kopngruence má právě dvě řešeńı protože ϕ(41) = 40

a (40, 2) = 2 a 4
40
2 = 420 = 22.20 ≡ 1. T́ım pádem hned v́ıme, že kongruence má

právě řešeńı x ≡ ±2. 2

2. O polynomu p = x6 + x5 + 4x4 + 2x3 + 5x2 + x+ 2 v́ıte, že má v́ıcenásobný
kořen x = i. Rozložte jej na ireducibilńı polynomy v C[x],R[x],Z2[x],Z5[x] a Z7[x].
Polynom q = x2y2+y2+xy+x2y+2y+1 vydělte se zbytkem ireducibilńımi faktory
polynomu p v R[x] a výsledek využijte k vyřešeńı soustavy polynomiálńıch rovnic
p = q = 0 nad C.

Řešeńı. p = (x2 + 1)2(x2 + x + 2), v Z2: p = x(x + 1)5, v Z5: p = (x − 2)2(x +
2)2(x2 + x + 2), v Z7: p = (x2 + 1)2(x + 4)2. Pro druhý polynom dostáváme q =
(y2 + y)(x2 + x+ 2)− y2(x+ 1) + 1 a q = (y2 + y)(x2 + 1) + y(x+ 1) + 1. Je-li tedy

x = α kořenem x2 + x + 2, tj. α = − 1
2 ±

1
2 i
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7, pak je y = 1√
1+α

. Pokud x = β je

kořenem faktoru x2 + 1, tj. β = ±i, pak je y = − 1
1+β 2

3. Sedmibitovou zprávu a0a1 . . . a6, chápanou jako a0+a1x+· · ·+a6x6, kódujeme
polynomiálńım kódem generovaným polynomem x4 + x+ 1.

• (a) Zakódujte zprávu 1100011.
• (b) Obdrželi jste kód 10111010001. Jaká byla pośılaná zpráva, když budete

předpokládat, že došlo k chybě na maximálně jednom bitu?
• (c) Jaká byla zpráva v (b), pokud předpokládáme, že došlo k chybě právě

na dvou bitech?

Řešeńı. (a) x4 ≡ x+1, x5 ≡ x2+x, x9 ≡ x3+x, x10 ≡ x2+x+1⇒ 1+x+x5+x6 7→
x4 + x5 + x9 + x10 + x+ 1 + x2 + x+ x3 + x+ x2 + x+ 1 = x3 + x4 + x5 + x9 + x10.
Kód je tedy 00011100011. (b) 1 +x2 +x3 +x4 +x6 +x10 dává po děleńı x4 +x+ 1
zbytek x2 + 1 ≡ x8. Došlo tedy k chybě na devátém bitu a p̊uvodńı zpráva byla
1010101. (c) Bud’ nastala chyba na prvńım a třet́ım bitu (x2 + 1), nebo na pátém
a šestém (x4 + x5 ≡ x2 + 1). V prvńım př́ıpadě byla zpráva 1010001, ve druhém
0110001. 2

4. Najděte vytvořuj́ıćı funkci a explicitńı vyjádřeńı pro n-tý člen posloupnosti
{an} definované rekurentńım vztahem

a0 = 1, a1 = 2
an = 4an−1 − 3an−2 + 1 pro n ≥ 2.

Řešeńı. Univerzálńı formule platná pro všechna n ∈ Z je an = 4an−1 − 3an−2 +
1 − 3[n = 1]. Vynásobeńım xn a sečteńım přes všechna n dostaneme rovnici pro

vytvořuj́ıćı funkci A(x) =
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