Druha vnitrosemestralni pisemna prace MB204 3.5.2013

1. Dokazte, ze zobrazeni [a]¢ + [3]¢ je izomorfismus grup (Zs, +) a (Z%,) a ze
zobrazen{ [a]g — ([a]2, [a]3) je izomorfismus okruhu (Zg, +, ) a (Za, +, ) X (Z3, +, -).
ReSeni. Oznaéme prvni zobrazeni jako ¢ : Zg — Z%. Klicem k dspéchu je si
v8imnout, Ze [3]7 je generdtor grupy Z3. Nejdiive musime ovéfit, zda vibec je ¢
zobrazeni (nezdlezi na volbé reprezentanta a). Grupa Z% m4 Sest prvku, tedy z Le-
gendreovy véty je [3]8 = [1]7. Tedy pokud plati [a]g = [b]s, pak také [3]¢ = [3]5T6F =
[3)% - [3]8% = [3]% - [1]7 = [3]%. Vskutku je ¢ zobrazenf; je také homomorfismus grup,
0 ¢emz se presvédéime vypoctem:

¢([2]s + [y)s) = @z +ylo) = 817 = [3]F - 3]}

Protoze je [3]7 generdtor (primitivni koren), je zobrazeni ¢ na Z% (surjektivni). Obé
grupy maji 6 prvki, tedy zobrazeni musi byt nutné bijektivni. Mdame izomorfismus.

Druhé zobrazeni si oznatme 0 : Zg — Zo X Zs. Postupujme stejné jako vyse.
Korektnost: Je jasné, ze pokud [alg = [a + 6k]s, pak také O([a + 6k]s) = ([a]2, [a]3),
ponévadz dvojka i trojka déli Sestku. Ze je § homomorfismus se ovéif jednoduse,
pouze se pouzije definice sou¢inu okruhu (tj. s¢itd a ndsobi se po slozkach a jednickou
je prvek, ktery mé na vsech pozicich piislusnou okruhovou jednicku). Jako vyse,
oba okruhy maji stejny pocet prvki; bude tedy pro bijektivnost 8 stacit ovérit, ze
je prosté (¢i na). Kouknéme se na ker . Je-li v jddru [z]g musi byt 2,3 | z, coz
(mod 6) splituje pouze z = 0. 0 je injektivni, proto izomorfismus. m|

2. Urcete rady prvkua (; (1)> a (% }) v grupé invertibilnich matic GL(Zs3).
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Urcete inverze téchto prvku a spocitejte <2 1) a (1 1) .
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Reseni. V tomto piikladu si procvi¢ime nasobeni matic. Ozna¢me si A = (2 1)

aB = <? i) matice nad télesem Zs. Zdalo by se, ze bychom méli jesté predem

ovérit, zda jsou matice vibec prvky dané grupy - jsou-li vibec invertibilni. Toto
nam ale vyskodi jako vedlejsi produkt, kdyz nalezneme koneény #ad matice: obecné
v monoidu plati, ze pokud 2" = e, pak 2"~ ! = 27!, kde e je neutrdlni prvek. Tedy
prvky kone¢ného fadu jsou invertibilni. Spocitejme fady A a B:
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Réd Aje3aA~' = A% i4d Bje4a B! = B® = 2. B. Zbytek pifkladu napocitejme
s vyuzitim toho, ze jiz zname tady:
A2013 — AL+B6TL _ g 671 _ 4 p2014 _ p2+4503 _ p2 . ps03 _ op
O

3. Mgjme permutaci o = il)) ? i j ; ? g) Urcete tad o v grupé
(S7,0), inverzi k o a 02013, Ukazte, 7e o nekomutuje s transpozici 7 = (2, 3).
Reseni. Toto je jednoduché. Zprvu si ¢ napisme jako souéin nezavislych cykl,
bude to vihodné pro nase manipulace: o = (1,3, 7,6)(2, 5)(4). Rad soucinu nezavislych
cykll je nejmensi spoleény nasobek Ffadu onéch nezavislych ¢initelu. Zaroven rad
cyklu je roven jeho délce. Proto dohromady méme, Ze ad ¢ je roven 4, tj. o* = id.

Lehce nyni spoc¢itdme 02°13 = 144503 = 5 Inverze je také velmi jednoduch4,

1



2

ponévadz staéf pouze prevrdtit poradi v nezavislych cyklech: o=1 = (1,6,7,3)(2,5)(4).
Kdyby ¢ a 7 komutovaly, muselo by platit 707 = 072 = 0, ale to neplati. Sta&i
zkusit aplikovat soucin na prvek 2:

(107)(2) = 7(0(7(2))) = 7(0(3)) = 7(7) = 7 # 5 = 0(2)

O

4. Rozlozte p(z) = 22° + 32* — 2% — 522 —6x — 2 a q(z) = 2* + 2% — 20 — 4
na ireducibiln{ polynomy v Clz], R[], Z[x], Z5[x], Z7|z], kdyZ vite, ze maji spoleény
kofen a p mé navic racionalni kofen.

Reseni. Nejprve najdéme onen racionalni koren p. Podle zndmého tvrzeni muze byt
nenulové ¢islo ¢, (a,b) = 1 kofenem p, jen kdyz a,b déli ¢islo 2. Mdme moznosti
€ {i%,il, +2}. Tyto moznosti postupné ovéifme, napiiklad pouzitim Horne-
rova schématu - které je vyhodné, ponévadz zaroven dostaneme i podil p podle
piislusného kotenového ¢initele. Vychézi, ze kofen je f%, dokonce p = (2z+1)(z* +
23 —22—22—2) = (22+1)p’. Vsimnéme si, 7e —% neni koten ¢, tedy spolecny koten
je kofenem p’. Tento spole¢ny kofen také nuluje nejvétsi spolecny délitel (p', ¢) = g.
(Protoze g = Ap'+ Bq). Euklidovym algoritmem a trpélivosti zjistime, ze g = 22 —2.

pig=a+x+l=m, q:g=2’4+z+2=n

Tyto podily maji zdporné diskriminanty, proto jsou ireducibilni v R[z]| a Z[x].

Jesté se zabyvejme situaci nad koneé¢nymi télesy. Zprvu si povS§imnéme, ze jsme
v Upravach nepouzili nic, co by bylo nelegalni modulo 5 ¢ 7. V aritmetice mod 5
nenf 2 kvadraticky zbytek, zatfmco mod 7 ano: 32 = (—3)2 = 2 (mod 7). Tedy
celkové g = 2% —2 v Zs[x] je ireducibilni a g = (z — 3)(z +3) v Z7[z] Co ale ireduci-
bilita m a n? Sta¢i se podivat, zda v prislusnych télesech jsou jejich diskriminanty
kvadratické zbytky.
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Polynomy m i n jsou ireducibiln{ v Zs[z]. Plat{ 22 = 4 mod 7, podle stiedoskolskych

vzorecku na kofeny kvadratické rovnice pouzitych v Zz[z] mdme m = (z —4)(z —2)
an = (xr — 3)% Nade zjisténi si mizeme zapsat do prehledné tabulky:

)

vClz]:p=(z—V2)(x+V2)(2r+1)(z+ 1 _Zbﬁ)(x+ 1+2L\/§

2+ V2) (@ + _Q“ﬁxx 41 +2“ﬁ)

(
(x4 V2)(2x + 1) (22 + 2+ 1)
(

(

vR[z]:p=(
g=(z-V2)(z+V2)(@® + 2 +2)

vZzl:p= 2+ 1)(a? —2)(z® + 2+ 1)
q= (2> -2)(z* + 2 +2)

v Zs[z] :p= 2z 4 1)(2? — 2)(2® + 2+ 1)
q= (2" —2)(a* +a+2)

v Zzlx) :p= 2z + 1) (x4 3)%(z — 3)(x — 2)
q=(z+3)(z—3)°
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5. Uvazme polynomy f =23+ 22 —axy,g=1y?> +22—1lah =23y —y> —ay? —
2y +y+2—1v R[z,y, 2]. Sefadte monomy v polynomech podle lexikografického
usporadani s > y > z a vydélte polynom h polynomy f a g. Vysledek pouzijte
na uréeni algebraické variety v R? dané idedlem generovanym polynomy f, g, h, tj.
na vyteseni soustavy rovnic f =g =h = 0.

Reseni. Pouzijme algoritmus na déleni polynomt. Pro ovéfeni zde uvedeme i
nékteré mezivysledky:

y—ay —yt ety -1=fy— (P +yirtylt —y—2+1) =

=fy—(9-y+y’z—z+1)=
=fy—g-(y+2)+2° -1
Prvky variety urcené polynomy f, g, h jsou pravé jejich spoletné nulové body. N4&s
vypocet ukazuje, ze musi platit 23 = 1, coz v R plati pouze pro z = 1. Tedy jiz
vime, 7e ve varieté musi byt pouze body tvaru [z,y, 1]. Dosadme, 0 = g[z,y,1] =
y?+1%2—1=y?% madme y = 0. Dale 0 = f[2,0,1] = 2> + 1 = 2 = —1. Tedy celkové
jsme ziskali, ze urcend varieta je jednoprvkovd; obsahuje pouze bod [—1,0,1]. O



