Reseni 1. pifkladu. Resfme kongruenci 3745z = 686 (mod 1456), kterd je ekvivalentni
kongruenci 833z = 686 (mod 1456). Véta o Feseni linearnich kongruenci nam tikd, ze tato
bude fesitelna prave kdyz (833, 1456) | 686. Nejvetsi spolecny délitel je 7, o tom se gamblefi
bud mohou presvédéit Euklidovym algoritmem nebo muZeme takto mald ¢isla rozlozit na
soucin prvocisel - rozklady se budou hodit i pozdéji.

833 ="7-119 =717
1456 =7-208 =7-13-16
686 = 7-98

Ta stejnd véta tikd, ze modulo 1456 je téch teSeni pravé 7. Najdéme je. Budeme feSit
kongruenci
(1) 1192 =98 (mod 208).
Z ni pak ziskdme veskera teSeni puvodniho zadani. Mohli bychom hledat inverzi 119
(mod 208) Euklidovym algoritmem a zesilet u toho. Budeme postupovat chytteji. Hleddme
y, ze plati

119y =1 (mod 208),
to je ale podle ¢inské zbytkové véty to samé jako teSit soustavu

119y =1 (mod 13), 119y =1 (mod 16).
Protoze zname rozklady vystupujicich ¢isel, je toto extrémné jednoduché:
19y =7-1Ty=7-4y=28y=2y=1 (mod 13)
Vynédsobime-li obé strany sedmickou (inverze 2 (mod 13)) ziskdvame y = 7 (mod 13).
Obdobné fesme druhou kongruenci:
7-1Ty=7-y=1 (mod 16) = y=7 (mod 16)
Méame tedy 119-7 =1 (mod 208). Muzeme se vratit k feSeni samotné kongruence (1).
7-1192=2x=7-98=62 (mod 208)

Nyni uz ziskdme feseni puvodni kongruence jako 62+ 208k (mod 1456) pro k =0,1,...,6.

Reseni 2. prikladu. Prepisme si dokazované tvrzeni do formy kongruence: Mame ukazat,
ze pro libovolné prirozené n plati

1114227 =0 (mod 127),
coz je to samé jako

22" Z16=2" (mod 127).
Nejdilezit&jsi je si véimnout, ze 127+ 1 = 128 = 27, tj. 2" = 1 (mod 127)! Diky tomuto by
nam stacilo zjistit, ze mocnina dvojky na levé strané kongruence (22"") dévé po déleni 7
zbytek 4, vskutku:

221’1,71
2?2 = 2™+ — (2N)F .21 = 1% .16 =16 (mod 127).
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Potiebujeme nyni ovérit
27" =4 (mod 7).

Miuzeme zopakovat piedeslé tivahy, ted pouze v jiném kontextu. Plati 23 = 1 (7) a tedy
by stacilo ukdzat, ze exponent dvojky v kongruenci spliuje 22*~1 = 2 (3). Nyn{ si zase
véimnéme 22 =1 (3). Muzeme zpétné fesit kongruence, které jsme zminili:

22l =(22)". 271 =1".2=2 (mod 3) =
N 2227171 — 93k+2 — (23)k .92 =4 (mOd 7)

Tento pristup je prirozeny; v podstaté jsme v exponentech Splhali nahoru a opakovali
stejnou myslenku - vzdy jsme si uvédomili fad dvojky. Kdyby nas ale toto nenapadlo,
muzeme postupovat jednoduchou matematickou indukci:

Ze platf 22" = 4 (7) se pro n = 1 lehce ovéii spocitanim na prstech. V indukci
predpokladejme, ze fakt plati pro n a snazme se ovérit pravdivost i pro n + 1:

222(n+1)71 _ 222n+1 _ 222n71+2 _ 222n71.22 _ (222n71)4 IEP 44 _ 256 = 4 (mod 7)

Reseni 3. piikladu. Srdceryvny ptibéh o tutrapach cvicenci muzeme chladnokrevné
prepsat do tvaru soustavy linearnich kongruenci. Neznama z znaci pocet cvicencii.

r=5 (mod 8)
xr=2 (mod9)

r=7 (mod14) = =0 (mod7)
1000 < =z < 1500

Posledni kongruence (neboli idaj o lidskych pyramidédch na sletu) ndm také iika, ze x = 1
(mod 2), ale Ze je x liché jiz vime z prvni kongruence.

Na feseni takové soustavy zname nepouzitelny vzorecek; budeme proto postupovat opét
ekvivalentnimi ipravami a néjakymi ad hoc ivahami. Nicméné moduly jsou jiz nesoudélné,
o této situaci ndm cinska zbytkovd veta tika, Ze existuje jednoznaéné feseni modulo 8-9-7 =
504, coz nam tésné zarucuje jednoznacnost poc¢tu cvicencu v mezich 1000 az 1500.
Posledni kongruence ndm ifkd, ze * = 7k, dosadme do prostiedni, tj. 7k = 2 (mod 9),
vyndsobenim ¢tyfmi dostavame & = 8 (mod 9), tedy k& = 8 + 91. Koneéné dosadme do
prvniho vztahu, dostdvame 7(8+91) = 56+63] = 7l = —l = 5 (mod 8). Dosazujme zpétné
do vztahu, které jsme postupné ziskali: [ = 3+ 8m, pak k =8+ 9(3+8m) =35+8-9m a
nakonec x = 7(35+8-9m) = 245+ 7-8-9m = 245+ 504m. Do hledaného rozmezi se vejde
pouze z = 245 + 504 - 2 = 1253. Na slet se slétlo 1253 cvicencii z celé nasi Ceskoslovenské
socialistické vlasti

Reseni 4. piikladu. Pocitejme (71 -79) = (71 — 1)(79 — 1) =3-4-5-7- 13 = 5460.
Z prvociselného rozkladu vidime, ze e = 11 mé modulo n inverzi d - tu ma totiz prave
kdyz (e, p(n)) = 1. Toto d muzeme spocitat bud Euklidovym algoritmem nebo prevodem
na soustavu linearnich rovnic jako v predchozich ptikladech. Obéma postupy se dostaneme
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k ¢islu d = 3971, které z definice spliuje 11 - 3971 = ed = 1 + men = 1 (n) Nyni ndm
Eulerova véta(ev) pro vSechna a nesoudélnd s n zarucuje, ze plati

(2) (a9)? = a® = oM = ¢ (P =@ (mod n)

Pozndamka (Toto je diskuze nad ramec tlohy). Plati dokazovand kongruence i pro ¢isla a,
pro kterd je (a,n) > 1?7 Ano: Necht je tedy a soudélné s n = pq, soucinu dvou prvocisel,
v nasem piipadé je p = 71 a ¢ = 79. (a,n) muze nabyvat hodnot p,q nebo n. (a,n) = n
odpovida situaci a = kn, tedy (2) plati trividlné. Necht tedy (a,n) = p (piipad pro ¢ se
dokdze stejné), to znamend a = kp a (k,n) = 1. Dosadme do (2):

(kp)ed = kedped (eEV) kpe? (mod n)

Pripomindme, ze Eulerovu vétu jsme mohli pouzit vzhledem k definici d. Sta¢i nam tedy
ukdzat, ze p» = p (n). Viimnéme si, ze plati

pttRal) = (mod p),
(3) p™M Y =p  (mod q).

Prvn{ kongruence je bezobsazng a druhd je jednoduché pouziti malé Fermatovy véty. Cinské
zbytkova véta nam radi, ze modulo pq existuje pouze jedno ¢islo x, které tyto kongruence
spliiuje a hned se vidi, Ze takovym je # = p. Volbou k = p — 1 dostdvame piesné p*® = p
(n), protoze ed = 1 + me(n) = 1 + (p — 1)(¢ — 1) Poznamenejme jesté, ze tento fakt
plati i pro obecnéjsi n - konkrétné pro libovolné square-free n. Vyzyvame ctendre si zkusit
toto dokazat. Postup bude obdobny, trochu se obméni soustava kongruenci (3), speciélné
v exponentech.

Reseni 5. piikladu. Pro vypoéet budeme pouzivat vétu o kvadratické reciprocité (qr),
faktu ze Legendruv symbol je multiplikativni funkce a také si nebudeme ptilis délat starosti,
zda ndhodou nepracujeme s Jacobiho symbolem - jejich kalkulus a hodnoty jsou stejné; lisi
se pouze interpretaci vysledku. Ale o to nam nyni nejde. Poc¢itejme:

()« (39)- (2= () - 3)-
(39 (3) (3) - (3)--()-

Posledni rovnost plati, protoze 2 neni kvadraticky zbytek modulo 3. Poéitat s Legendrovym
symbolem, jako by byl Jacobiho, nam usSettilo dost prace, jinak bychom totiz museli zo-
hlednovat fakt 2013 =3 - 11 - 61.




