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PAO81:

Motivace Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

B

danou matici A vyjadrime jako soucin

Prehled a
motivace

A AiA AR

B

matice A1;Az;::: An maji n€jaké specialni vlastnosti

ZFejmgjsi vlastnosti problému popsaného plivodni A

B

= Kkritické body vektorového pole
= statisticky vyznamné vlastnosti ngjakého jevu
= podmingénost systému linearnich rovnic

& e

B

vlastnosti rozkladu Ize prakticky vyuzit
= TeSeni systému linearnich rovnic

B

existuji implementace algoritmti se znamymi vlastnostmi

= zpravidla numericky stabilni
= optimalizované na konkrétni CPU, maximalng efektivni
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PAO81:

Prehled meriokjeh

= A LU, resp. PA LU et

= L a U jsou dolnf a horni trojuhelnikova

= P je permutace Fadkdi ke
Choleského: A LLT

= pro symetrickou pozitivng definitni A
A OR

= Q ortogonalni, R horni trojuhelnikova

= symetrické varianty RQ, QL a LQ
singularni hodnoty: A U V

= U;V ortogonalni, diagonalni
spektralni: A VvV Vv 1!

= diagonalni, vlastni hodnoty

= varianta Jordanova: blokové diagonalni , nasobné vlastni

hodnoty

Shurova: A VSV'

= V ortogonalni

= S horni trojuhelnikova s vlastnimi hodnotami A na

diagonale

A. Kfenek

B

B

B

B

8
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LU dekompozice

Princip

B

predpokladejme, ze dokazeme rozlozit A LU tak, ze
= L je spodni trojuhelnikova matice (prvky nad diagonalou
jsou nulové)
= U je horni trojuhelnikova matice (prvky pod diagonalou
jsou nulové)

B

potom lze pséat

AX LU x L Ux b

8

plvodni systém lze vyTesit postupnym TeSenim

Ly b a Ux vy

B

to je trivialni doprednou a zpétnou substituci

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

LU
dekompozice
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PAO81:

LU dekompozice e
Vypocet rozkladu VypoLtd
A. Kfenek
, LU
® prvky rozkladu A LU lze, s ohledem na nuly psat dekompozice
i<j:aij uilyj uizlyj uiilij
i Jraj; uinly  ugzlyj wiiljy
i>j:aj;  upirly  uzlyj uijljj

® je to systém N2 rovnic v N2 N neznamych
= diagonala je pokrytaui |
= muzeme tedy volit I;; 1
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LU dekompozice

Croutliv algoritmus

@ postupné proj 1;2;:::;N:
= proi 1;2;:::J spocCitdme
na zakladg uvedenych rovnic

1
— @a;; likuig A
Ujj

k 1

@ postup vzdy vyuziva drive
spoctené prvky

@ k numerické stabilit€ je treba navic dodat pivoting ljj

)
2)

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

LU
dekompozice
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PAO81:

LU dekompOZiCe Programovani

numerickych
Vypoctd

Shrnuti a pouziti
A. Kfenek

LU
dekompozice

@ TeSeni linearnich rovnic pro libovolny pocet b
= Croutliv algoritmus O N2
= dopredna a zp&tna substituce O N?
= vSechna b neni tfeba znat dopredu - hlavni prednost
metody
@ vypocet inverzni matice
= TeSeni systému prob  bazové vektory
= potrebujeme-li potitat A 1B, je lepsi primo pro sloupce B
nez explicitni vyjadreni A *
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PAO81:

Choleského dekompozice Programoveni

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek
= predpokladdame A LLT
@ po prvcich plati

vy———— o] _ 1
u Dd 1 D Choleského
2 dek i
lii !éaii e L F@aij i ljA crompesEe
k 0 " k 0
@ podobng jako pri LU dekompozici vzdy vyuzivame drive
spoctené prvky
@ odmocninu lze vzdy spocitat pro symetrickou pozitivné
definitni A
= omezengjsi, ale stale vyznamna tfida problémti
@ algoritmus je efektivng€jsi a numericky stabilni
= cca. 2 méng operaci nez LU, mensi pamét'ova narotnost
= ma smysl pouzivat specialni funkce z knihoven
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PAO81:

QR dekompOZiCe Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

B

rozklad A QR
= Q ortogonalni, R trojuhelnikova

8

systém Ax b lze psat

QR
RX QT b dekompozice

B

jednoduché FeSeni substituci

8

lepSi numerické vlastnosti
metody konstrukce — nulovani prvkii pod diagonalou

= Gram-Schmidttiv proces
= Householderovy transformace
= Givensovy rotace

B
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QR dekompozice

Gram-Schmidt@iv proces

@ Gram-Schmidtliv ortogonalizacni proces

Uq ai
Uz az
us as
& potom
Q \VZ e

@ numericky problém, jsou-li n€které a;;a; skoro kolmé

(0]
‘Vn R 5 0

proj,, az

proj,,as proj,,as

Vi ai

Vi

V2

V3

Vi az
Vo az

Uiy
kulk
uz
kqu
us
kU3k

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

QR

dekompozice
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PA081:

QR dekompOZiCe Programovani

numerickych

Vypotth
Householderova transformace P
A. Kfenek

@ zrcadleni daného vektoru podle nadroviny
= zarovna s bazovym vektorem, zachové velikost

@ pro libovolné x: QR

dekompozice

u x e Vv —  Q | 2wv

® potom Qx ;0;:::;0 T
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PAO81:
i Programovani
QR dekompOZICe numerickych
P
Householderova transformace vypoctd
A. Kfenek

@ zrcadleni daného vektoru podle nadroviny
= zarovna s bazovym vektorem, zachové velikost
@ pro libovolné x: R
dekompozice
u x e U Q I 2w’
1
kuk
= potom Qx ;0;:::;0 T
@ triangulace A

R Qni::QuA atedy Q QIQJ:::Qf
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PAO81:

Zakladni dekompozice - shrnuti Programovni

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek
e LU
= ve varianté PA LU existuje pro vSechny Ctvercové matice
= odpovida Gaussovg eliminaci — trpi stejnymi numerickymi
problémy
Choleského
= Ctvercové, symetrické, pozitivng definitni matice
= numericky stabilni (to je ale LU pro tyto matice také)
= cca. 2 méng operaci
& QR
= obecné m n matice

= existuji numericky stabilni konstrukce (Householderova
transformace)

B

QR

dekompozice

@ pouziti predevsim k Ffeseni systémi linearnich rovnic
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H 3 z - PAOBL:
Dekompozice na singularni hodnoty Programovin
Zékladni tvrzeni vypottd

A. Kfenek

@ libovolnou realnou (i komplexni) matici Ize rozlozit
T 0 0 0T
Av N Um N NN VNN Uu ™ M N VNN
@ U je sloupcoveé ortogonalni Dekompozice
° , -, _ na singularni
= az na nulové sloupce v pripadé M N hodnoty
@ diagonalni a V ortogonalni
@ rozklad je unikatni az na

= soutasnou perumutaci sloupcti vSech t¥i matic
= linearni kombinaci sloupcti U; V odpovidajicich nulovym ;
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- = 7 Ve PA081:' )
Dekompozice na singularni hodnoty et
Geometricky vyznam vypotti

A. KFenek
@ A je slozeni transformaci
= rotace/zrcadleni V !
= zvétSeni/zmenseni faktory ; ve smérech e;, vCetné
degenerace ( § 0)
= rotace/zrcadleni a projekce do méné/vice dimenzi U Eael;?r:rglzfézrlrcﬁe

hodnoty
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- = 7 Ve PA081:' )
Dekompozice na singularni hodnoty et
Geometricky vyznam vypotti

A. Kfenek

@ A je slozeni transformaci
= rotace/zrcadleni V 1!
= zvétSeni/zmenseni faktory ; ve smérech e;, vCetné
degenerace ( § 0)
= rotace/zrcadleni a projekce do méné/vice dimenzi U Dekompozice

na singularni
hodnoty

@ obor hodnot zobrazeni A
= sloupce U odpovidajici nenulovym ; jsou jeho generatory
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PA081:

Dekompozice na singularni hodnoty Programovan

numerickych

. O VYpOCtd

Geometricky vyznam P
A. Kfenek

@ A je slozeni transformaci
= rotace/zrcadleni V 1!
= zvétSeni/zmenseni faktory ; ve smérech e;, vCetné
degenerace ( § 0)
= rotace/zrcadleni a projekce do méné/vice dimenzi U Dekompozice

na singularni
hodnoty

@ obor hodnot zobrazeni A
= sloupce U odpovidajici nenulovym ; jsou jeho generatory

= nulovy prostor N A  fx 2RV :Ax 0Og
= Yadky V' odpovidajici nulovym ; jsou jeho generétory
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PAO81:

Dekompozice na singularni hodnoty Programovan

numerickych

- - - VYpOCtd

Numericky vyznam P
A. Kfenek

@ ,,odd€leni zrna od plev*
@ sloupce U a V jsou kolmé a normované
@ veSkeré potencialni degenerace soustredény do

= singularity A odpovidaji nulovym Y

= vcetn€ numerickych ( i 0) na singularni
odnoty

@ numericky velmi stabilni algoritmus dekompozice
@ lze pouzit na Ffeseni systém linearnich rovnic

= M <N aM N singularni: reprezentant feSeni + generator
prostoru

15/30



Dekompozice na singularni hodnoty
PouzitiproM N

@ TeSeni systému rovnic, resp. vypocet inverzni matice
Al Vvdiagi1=; UT

@ kdy to nejde
= jedno nebo vice ; je nulovych — A byla singularni
2 min= max < (Spatn€ podminéna matice) — standardni
metody FeSeni selhaly

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Dekompozice
na singularni
hodnoty
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- = 7 Ve PA081:' )
Dekompozice na singularni hodnoty et
Pouziti pro M N Vypoctd

A. Kfenek

@ TeSeni systému rovnic, resp. vypocet inverzni matice

Al Vvdiagi1=; UT

@ kdy to nejde
= jedno nebo vice ; je nulovych — A byla singularni Dekompozice
= ~ o a v na singularni
2 nin= max < (Spatné podminéna matice) — standardni TeETETay

metody FeSeni selhaly

@ oznacme oG C #
0 diag =5 1 0
0 i O
@ rovnice AX b nemusi mit FeSeni, presto zkusime

x V Wb
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- Q 7 ’, PAO81:' )
Dekompozice na singularni hodnoty Programovin
Pouziti pro M N Vypoctd

A. Kfenek

@ hledame nejblizsi FeSeni, tj. minimalizujeme jJAX bj
= prolibovolné xX’jeAx x° b Ax b b’ kdeb® Ax
jAx b B ju Vvl Vv WUTb b b
ju W 1 b b
Dekgmpozlc?
jU 0 | UTb UTbOj E?jgg;ﬂam‘
i % 11U U
@ 0 | je diagonalni s nenulovymi prvky pro ; O
= b’ je v oboru hodnot A, tedy UT b’ ma nenulové prvky

pravépro ; O

= minimum pravé prob” Oatedyix? 0
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Dekompozice na singularni hodnoty

PouzitiproM N

solutions of
A-x=d

solutions of
A-x=¢

SVD “solution”
ofA-x=c¢

SVD solution of
A-x=d

range of A

PAO81:
Programovani
numerickych

VYpOCtd

A. Kfenek

Dekompozice
na singularni
hodnoty
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PA081:

Dekompozice na singularni hodnoty Programovni

numerickych

L _ (OBt

Pouziti pro M N - prakticky VPOt
A. Kfenek

@ singularitu A detekujeme podle ; O
= vypotteme nejbliZ&i FeSeni jakox V UTb
@ dosazenim ovérime, zda je to presné Feseni

= kdyZ ne, vime, Ze presné FeSeni neexistuje
Dekompozice

= mame nejblizsi aproximaci na singularni
hodnoty
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- Q 7 ’, PAO81:' )
Dekompozice na singularni hodnoty Programovin
Pouziti pro M N - prakticky Vypotti

A. Kfenek

B

singularitu A detekujeme podle ; O

= vypotteme nejbliZ&i FeSeni jakox V UTb

@ dosazenim ovérime, zda je to presné Feseni
= kdyZ ne, vime, Ze presné FeSeni neexistuje
z Tt - - Dekompozice
= mame nejblizsi aproximaci na singularni
~ ~ PR s B o a - . hodnoty
@ Spatné podminéna matice j max] J minl

= lépe v ®vynulovat i takova

= paradoxni — zahazujeme €ast vstupni informace

= v praxi dava lepsi vysledky — prave tento vstup ma tendenci
Skodit

= stanoveni prahu ; 0 neni trivialni
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PAO81:

Dekompozice na singularni hodnoty Programovni

numerickych

Sigc VYpOCtd

PouZitiproM N P
A. Kfenek

@ méng rovnic, M <N
@ nekone€tné& mnoho Feseni
@ rozklad na singularni hodnoty - N M nulovych

= nemusi byt presng nulové (numerické nepresnosti) oo
o~ ae P - a -, . ., ekompozice
= muze jich byt vice diky dalSim singularitam na singularni
hodnoty

= 0 yypotitame vynulovanim problematickych ;
@ primo vypocCteme reprezentativni feSeni x

= vCetn€ ovéreni, zda je skute€ng& FfeSenim
@ sloupce V odpovidajici nulovanym ; generuji prostor

dalSich FeSeni
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. . L L PAOBL:
Dekompozice na singularni hodnoty et
Vypoctd

PouzitiproM N

A. KFenek
& vice rovnic, M > N
@ neexistuje presné reseni, hledame nejblizsi aproximaci
@ rozklad na singularni hodnoty
= obecn€& nemusi dat zddna nulova ;
= ziskame nejblizsi aproximaci Fe$eni, viz naznaceny diikaz BelEFeEE

na singularni
hodnoty
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Dekompozice na singularni hodnoty
PouzitiproM N

B

vice rovnic, M > N

@ neexistuje presné reseni, hledame nejblizsi aproximaci

B

rozklad na singularni hodnoty

= obecn€& nemusi dat zddna nulova ;
= ziskame nejblizsi aproximaci Fe$eni, viz naznaceny diikaz

B

(skoro) nulové singularni hodnoty

= skrytd degenerace systému
= muze vést na jedno nebo i vice presnych TeSeni

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Dekompozice
na singularni
hodnoty
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Dekompozice na singularni hodnoty
PouzitiproM N

B

vice rovnic, M > N

@ neexistuje presné reseni, hledame nejblizsi aproximaci

@ rozklad na singularni hodnoty

= obecn€& nemusi dat zddna nulova ;

= ziskame nejblizsi aproximaci Fe$eni, viz naznaceny diikaz
@ (skoro) nulové singularni hodnoty

= skrytd degenerace systému

= muZe vést na jedno nebo i vice presnych Teseni
&

velmi malé singularni hodnoty
= ukazuji na nizkou citlivost problému
= pravé ve smérech odpovidajicich sloupcti V
= zpravidla Iépe vynulovat v °

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Dekompozice
na singularni
hodnoty
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H H z - PAOBL:
Dekompozice na singularni hodnoty et
Aproximace matic vypottd

A. Kfenek

@ plvodni matici Ize vyjadrit
X
Aij kUikVjk
k Dekompozice
) ) ) na singularni
@ je-li vétSina ; skoro nulovych fodnoty

B

ma smysl ukladat jen nékolik sloupcti U a V
= stale dostdvdme pomeérng presnou aproximaci A

nasobeni Ax je vyrazng efektivngjSi—- K M N operaci

8
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. . L, L PAOBL:
Dekompozice na singularni hodnoty Programovin
Algoritmus vypoctd

A. Kfenek

B

prvni faze — redukce na bidiagonalni formu
= vyuzivd Householderovy transformace

8

druha faze - iteracni, varianta vypoctu vlastnich hodnot
@ vyjimecng stabilni
= zameéreni na vytazeni problematickych vlastnosti A do

Dekompozice
na singularni
e . s - - hodnoty
@ pouzijeme existujici implementaci :-)

= uz to za nas jednou nékdo udglal

= dal3i vylep3ujici triky dodavatelti knihoven

= nezbavuje to odpovédnosti za interpretaci vysledku

B

plivodni algoritmus Golub a Reinsch, Singular value
decomposition and least squares solutions, 1970
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PAO81:

Vlastni hodnoty a vektory Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ vlastni hodnoty a vektory matice (transformace)

Vlastni
hodnoty a
vektory

@ obecna realna matice nemusi mit realné vlastni hodnoty
@ vice viz kursy linearni algebry
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PA081:

Vlastni hodnoty a vektory omeriokgen
Pouziti poett
A. KFenek

@ hledani korenti polynomti

@ vypocty vyssich mocnin matic

A" vvivviiavv? vyl

Vlastni
hodnoty a
vektory
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PAO81:
Vlastni hodnoty a vektory e
PouZiti vpost
@ hledani korenti polynomti

@ vypocty vyssich mocnin matic

A. Krenek

A" vvivviiavv? vyl

@ kritické body funkce vice proménnych
= prvni parcialni derivace jsou nulové
= Hessian (matice druhych parcialnich derivaci) urcuje
aproximaci kvadrikou v daném bodg& |
o , a z a L, L Vlastni
= symetricka matice — realné hodnoty, ortonormalni vektory hodnoty a
2 ~ 2 ~ z 2 2 vektory
= extrémy — vSechny kladné, sedla — nEkteré zaporné
= absolutni hodnoty urCuji tvar, vektory orientaci

Hypetbole Porobolord. 2
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PA081:

Vlastni hodnoty a vektory omeriokgen
Pouziti poett
A. KFenek

@ kritické body vektorového pole

= velikost vektoru je nulova
= Jakobian (matice prvnich parcialnich derivaci)

Attracting Attracting
node focus
R1,R2<0 R1=R2<0 Vlastni

=12=0 =20 iRy @
1 ( vektory
Saddle Center
point R1=R2=0
R1<0 =-1<0
R2>0
M=12=0
Repelling Repeliing
node focus
R1,R2>0 R1=R2>0
nN=12=0 H=-2<0
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Vlastni hodnoty a vektory

Pouziti

@ analyza hlavnich komponent

@ téma pristi prednasky

PAO81:
Programovani
numerickych

VYpOCtd

A. Krenek

Vlastni
hodnoty a
vektory
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PA081:
Vlastni hodnoty a vektory Timaiien
Algoritmy et

A. Kfenek

B

iteracni algoritmus
2 Ag:. A
= dekompozice Ax  QyRk
= polozime Ak 1: RkQxk

plati Ax 1 RkQu  QrQRkQi Qi 'AkQx
Vlastni
tedy iteracni krok zachovava vlastni hodnoty ez

vektory

B

B

8

Ize ukazat, Ze za jistych okolnosti konverguje k Shurové
formé

28/30



PA081:
Vlastni hodnoty a vektory B
Algoritmy e

A. Kfenek

8

numericky dost neprijemny problém

® jeSte jasngjsi pripad, kdy sdhnout k hotovym FeSenim

@ rlizné varianty pro rtizné pripady

= realné a komplexni

= vlastni hodnoty, vektory, oboji

= rlizné specialni typy matic Vi

a P ~ z hodnot
vztah k singularnim hodnotam ey

= sloupce U v SVD jsou vlastni vektory AA"
= nenulové singularni hodnoty jsou odmocniny nenulovych
vlastnich hodnot AAT

B
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PAO81:

Sh rn utl’ Programovani

numerickych
Vypoctd

= zékladni rozklady matic A Krenek
= LU, Cholského, QR
= pouziti predevdim k Teseni systémti linearnich rovnic
= existuji i dalsi varianty
@ SVD
= Nnarocngjsi postup, VEtsi stabilita
= Spatné podminéné systémy
= vetsi nahled do problému - dalsi aplikace
= vlastni hodnoty iastn
= rozklad matice A V V! v
= primé vyuziti pro charakteristiku Fady problému
= (vice v pristi prednasce)
@ existujici implementace
= témer vzdy je pouzijeme
= je nutné védget, co délame a co miizeme od dané
implementace Cekat
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