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) PAO81:
Programovani
Motlvace numerickych
Vypoctd

@& hledame TeSeni systému N

Azl X1 aiz2Xo aA1NXN bl Motivace
Az1X1 aXo anXN bo
amiXi amzXz amnXn  bwm

@ maticové vyjadreni
Ax b

@ soucast metod TreSeni nelinearnich rovnic, optimalizaci
atd.
@ diferencialni rovnice
= simulace dynamickych systémui
= metoda konetnych prvki
@ realistické osvétleni scény (radiosita)

2 a mnoho dalSich ...
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) PAO81:
Programovani
M Otlvace numerickych
) . IDOEtH
Simulace pohybu t€lesa e
A. Kfenek

= zalozena na Newtonoveé zdkoné F ma

Motivace

@ vede na systém diferencialnich rovnic (13 proménnych)

(0] i1 0 1
dx=dt EP

dy t gdq:dtg gé!qqg
dt dP=dt F
dL=dt T

B

pro simulaci potrebujeme opakovang resit

dy

Yn Yn 1 ta Ve

B

trikova aproximace — zanedbani vyssich €lenti Taylorova
rozvoje dy=dt jako funkce y

B

kone€ny krok od y,, 1 k y,, znamen4 feSeni systému 13
linearnich rovnic
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PAO81:

Motivace Programovani

numerickych
Modely mékkych tkani vypotti

A. Kfenek

Motivace

@ |nterakce s mekkymi tkdnémi
= tréning chirurgti — vytvorit simulaci chovani tkani
= potrebujeme vytvorit matematicky model tkang
= s touto tkani pak mizeme interagovat (napr. hapticky)
= je tfeba simulovat chovani tkdn€ s dostatetnou presnosti
@ pouzité matematické modely
= deformovatelna t€lesa
= chovani je popsano parcialnimi diferencialnimi rovnicemi,
zpravidla nezname analytické TeSeni
= TeSime numericky pomoci diskretizace metodou kone€nych
prvkt (FEM)

4/46



) PAO81:
Programovani
M Otlvace numerickych
. . (OBt
Metoda konecnych prvkt PP
A. Kfenek

@ simulovana tkan je geometricky aproximovana meshem Motivace

@ deformace popisuje teorie elasticity
@ geometricky linearni model — systém linearnich rovnic

@ geometricky nelinearni model — systém nelinearnich
rovnic

= v kazdém kroku iteracni metody systém linearnich rovnic
@ systémy rovnic jsou Fidké (ovliviiuji se jen primo spojené
uzly)
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. PAO81:
Programovani
Motivace MBI
q - VYpOCtd
Rekonstrukce signélu z ultrazvuku P
A. Kfenek

@ pro vyvoj filtrll rekonstruujicich data z ultrazvuku je Motivace
vyhodné mit pocCitaCovy model pristroje a vySetfovaného
objektu

@ snaze pak ladime metody rekonstrukce, nevnasime
nepresnost danou nedokonalym modelem vySetrovaného
objektu Ti nedokonalym pristrojem

@ pro vypocet Sifeni vin v objektu pouzijeme FEM

= na vinovou délku ultrazvuku potrebujeme nékolik
linearnich elementt

= velikost elementu je pak v desetindch mm

= vySetrovany objekt mé velikost v jednotkach az desitkach
centimetrech

@ systémy o jednotkach az desitkach miliénti rovnic

= vysoké naroky na vypocetni kapacitu
= vysoké pamét'ové naroky
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PAO81:

Klasifikace problém e

numerickych
Vypoctd

® M N - dobFe podmingné systémy A Krenek
= nadgje na jednoznatné Ffeseni (je-li A regularni)

@ M < N - nedostatetné podminéné systémy
= zadné FeSeni
= nekonecné mnoho feSeni (N M-rozmérny prostor)

PFehled metod

@ M > N - priliS podminéné systémy
= presné reSeni zpravidla neexistuje
= hledame ,,nejlepsi kompromis*
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Klasifikace problémi

B

B

B

M N - dobfe podmin€né systémy

= nadgje na jednoznatné Ffeseni (je-li A regularni)
M < N - nedostateCné podminéné systémy

= zadné FeSeni

= nekonecné mnoho feSeni (N M-rozmérny prostor)
M > N - priliS§ podmingéné systémy

= presné reSeni zpravidla neexistuje

= hledame ,,nejlepsi kompromis*

husté vs. Fidké
= O N2 vs. O N nenulovych prvki

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

PFehled metod
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PAO81:

Klasifikace problém e

numerickych
Vypoctd

® M N - dobFe podmingné systémy A Krenek
= nadgje na jednoznatné Ffeseni (je-li A regularni)

@ M < N - nedostatetné podminéné systémy
= zadné FeSeni
= nekonecné mnoho feSeni (N M-rozmérny prostor)

PFehled metod

B

M > N - priliS§ podmingéné systémy
= presné reSeni zpravidla neexistuje
= hledame ,,nejlepsi kompromis*

husté vs. Fidké
= O N2 vs. O N nenulovych prvki

B

B

velikost — dopady kumulace chyby

= N 50 - zpravidla staci float
= N 200-500 - double
= Vvetsi — vyzaduji specialni metody
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PAOS81:
Prehled metod i
Vypoctd

A. Kfenek

= p\rzlrmé Prehled metod
= dany algoritmus, vzdy stejny pocet operaci
= nemusi fungovat dobre pro ,,skoro singularni“ nebo prilis
velké systémy
= preferované pro ,,normalni“ problémy
= Gaussova eliminace, LU dekompozice, ...
@ iteracni
= postupng vylepSované FeSeni
= dosazeni kritéria konvergence
= rfizna narocnost pro rtizné vstupy
= Jacobi, Gauss-Seidel, sdruzené smeéry ...
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PAOS81:
Prehled metod i
Vypoctd

A. Kfenek

@ specializované metody pro Fidké matice AR
= pro rtizné vzory Fidkych matic
= vyrazné efektivngjsi, jedina moznost FeSeni velkych
systémi
= primé i iteracni
@ metody pro singularni systémy
analyticky i numericky (,,skoro*) singularni
= nalezeni celého prostoru FeSeni
= standardni metody zhavaruji
= dekompozice na singularni hodnoty (v pristi prednasce)

8

@ TeSeni prilis podminénych systémt
= specializované metody nejmensich Ctvercti
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Dostupné knihovny

@ zpravidla sdhneme k hotové knihovngé
= nejsme prvni, kdo tento problém Fesi
= implementace optimalizované pro rtizné pripady
= k volb& vhodné metody je tfeba ramcove rozumét jejich
principlim

B

Numerical Recipes in C

= hlavni zdroj pro tuto prednasku

= jednoduché prehledné implementace
LAPACK http://www.netlib.org/lapack/

= plnohodnotna volngé dostupna knihovna

= vyuziva nizkouroviové knihovny BLAS, zpravidla

implementované strojove zavisle

= obecné a specializované funkce pro rtizné typické pripady
NAG http://www.nag.co.uk/

= rozsahla komercéni numericka knihovna

B

B

adalsi ...

B

PAO81:
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Vypoctd

A. Kfenek

PFehled metod
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Gaussova eliminace
Zakladni postup

8

B

B

B

8

standardni ,,5kolni*“ metoda
= TeSeni systému se nezméni, nahradime-li libovolny Fadek A
a odpovidajici prvek b linearni kombinaci tohoto Fadku
s libovolnym dalSim

vynulujeme ao1;:::;apm1 odectenim Z—; nasobku prvniho
Tadku
obdobngé pokracujeme druhym sloupcem od asz»

vysledkem je matice s vynulovanymi prvky pod
diagonalou
TeSeni systému ziskame zpétnou substituci

= posledni rovnice aymxXm  bwm je trivialni

= do predposledni dosadime ziskanou hodnotu xy atd.

PAO81:
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numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Gaussova
eliminace
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PAO81:

Gaussova eliminace T

numerickych

- < < VYpOCtd

Numerické problémy P
A. Kfenek

@ diagondalni prvek axk je 0 nebo prilis maly

= v k-té iteraci se jim deli Gaussova
- - -~ , eliminace
= dojde k preteceni

@ pri odeCitani dochéazi k priliSné ztraté platnych cifer

o g . 4
1
11 2 o1 &
zaokrouhleni mtize vést az k ao, 1 to odpovida
plivodni matici " #
1
1 0

@ metoda v této podobg je numericky nestabilni
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- - PAOS81:
Gaussova eliminace Programoven
Vypoctd

Pivoting
A. Kfenek

@ dalSi tvrzeni o systému
= TeSeni systému se nezméni vyménou libovolné dvojice
‘fédkﬁ Gaussova
eliminace
= TeSeni systému se nezméni vyménou libovolné dvojice
sloupcti, zaménime-li zaroven prislusné komponenty
vektoru x
@ pivot je prvek, ktery po aplikaci téchto krokti pouzijeme
k d€leni pri eliminaci k-tého sloupce
@ casteCny pivoting (parcialnf)
= v iteraci k vybirame z ajx pro j Kk, tj. jen z nulovaného
sloupce
@ plny pivoting
= vybirame z a;j pro i;j Kk, tj. z celé podmatice doprava a
doll
= vyzaduje udrzovat vznikajici permutaci proménnych
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PAO81:

Gaussova eliminace T

numerickych
; - VYpOCtd
Pivoting

A. Kfenek

@ za pivota volime maximum z kandidatt
= pro vSechny faktory v elimina€nich krocich platf jZ—L‘ij 1 Saussova

@ parcialni i plny pivoting jsou pak numericky stabilni

@ prinos plného pivotingu je jen okrajovy
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PAOS81:
1 1 P Zont
Gaussova eliminace o
Pivoting vypottd
A. Kfenek

B

za pivota volime maximum z kandidatt
= pro viechny faktory v eliminatnich krocich plati jZ—;‘;j 1 Gaussova

eliminace

B

parcialni i plny pivoting jsou pak numericky stabilni

B

prinos plného pivotingu je jen okrajovy

B

volba pivota zavisi na fadu koeficientti ptivodniho
systému
= vynasobeni jedné rovnice faktorem 10%° . ..
= za pivota lze volit koeficient, ktery by byl nejvétsi, kdyby
byl cely plivodni systém normalizovany, tj. nejvetsi
koeficient vSech rovnic roven 1
= vyzaduje dodate€nou Udrzbu faktorl $kalovani, mtize
prinést vEtSi robustnost
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- - PAOS81:
Gaussova eliminace Programoven
Vypoctd

Gauss-Jordanova eliminace
A. Kfenek

® Gaussovu metodu lze pouzit pro vice pravych stran aussova
Sou‘éasn‘e’ eliminace
@ specialng pro N bazovych vektorli dostaneme vypocet
matice A 1
@ rozsireni — Gauss-Jordanova eliminace
= v kazdé iteraci eliminujeme prvky nad i pod diagonalou A
vysledkem je jednotkova matice
= TeSeni systému je primo modifikovany vektor b
= resp. dostavame A !
@ srovnatelné se zakladni implementaci
= realn€ provadime tytéz operace

8
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Gaussova eliminace
Vyhody a nevyhody

@ jednoduchd, dobre pochopitelna a stabilni metoda

@ je treba znat pravé strany dopredu

= jsou soucasti celého vypottu

= vypotet A ! je zatizen pom&rng velkou numerickou

chybou

= primy vypocet feSeni systému Ax

vypotet A ! a nasledné x

A b

b je presngjsi nez

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Gaussova
eliminace
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PAO81:

1 Programovani
Rozklady matic S
Vypoctd
- Z s=o_.n A. Kfenek
rozklad matice na vhodné Cinitele

B

= TeSeni systému rovnic je pak trivialni
@ LU
= Ctvercové matice
= de facto jiné vyjadreni Gaussovy eliminace
= explicitni vyjadreni pFi vice pravych stranach
Choleského
= Ctvercové, symetrické, pozitivng definitni matice

= stabilngjsi a rychlejsi algoritmus

2z QR
= obecné m n
= numericky stabilni, narotngjsi vypocet

Gaussova
eliminace

B

@ singularni hodnoty
= NAarocngjsi vypocet, extrémng stabilni
= dava primo ,feSeni“proM N
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PAO81:

IteraCni zpresnéni Programovini

nurr}eriskz’/ch
@ | primé metody FeSeni linearnich rovnic ztraci presnost e
= v zavislosti na velikosti systému a poméru koeficienttl
= kumulace chyb pochéazejicich ze s€itani/odcitani
= v optimistickém pripadg 2-3 platna mista
= u ,skoro singularnich“ matic podstatné horsi

A. Kfenek

@ |ze vylepSit iteraCnim procesem Iteratni

zpresnéni

@ X je presné reSeni Ax b, zndme ale jen x X; polozime
A X X b b
odecCtenim dostaneme
A X b AXx X b

pravou stranu umime spocitat, FeSime novy systém rovnic
pro Xx
® pro vypocet pravé strany je nutna vyssi presnost odcitani
= s vyhodou vyuZijeme recyklaci LU dekompozice
@ vyslednym x korigujeme ptivodni x
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- L - - L PAO81:
IteraCni zpresneni

Programovani
numerickych
VYpOCtd
A. Krenek
@ schematické zndzornéni
A =S
Iteracni
zpresnéni
"
-~ L4 \
</ L. v \bl+ b
X - \
=~/ X b AN
bx 7 N &b
f’ A
t"'- (4 )— 4—/)

@ postup lze opakovat, zpravidla staci 1-2 krat
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PAO81:

\R{id ké matice Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

B

typicky rozsahlé problémy (miliony rovnic)

= ale pocCet nenulovych koeficientli je maly, zpravidla O N
@ v extrémnim pripadé nereSitelné standardnimi metodami

= prilis velkd pamétova a Casova narocnost

= de-facto neprekonatelné problémy s presnosti vypoctu
specializované metody

Ridké matice

B

= vyuzivaji nulovych koeficientli

= vyzaduji jen O N operaci i paméti

= zavislé na konkrétnim vzoru nenulovych prvki

= napr. LU dekompozice tridiagonalni matice — jen N prvkovy
vektor navic a 2 cykly o N 1 iteracich

B

v nékterych pripadech aproximacni
= nenulové prvky se béhem FeSeni ,,mnozi“ nad miru
= je treba nékteré zanedbavat
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D PAOB1:
i 5 i Programovani
R I d ke matl Ce numerickych
= . AN (OBt
Nektere specialni vzory vypoctd
A. Kfenek

zeros

zeros 2zeros

(@ (b) (<)
Ridké matice

HIN

|
I 4 |
A 0O

(d) (&) )

() () (i)
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PAO81:

\R{id ké matice Programovani

numerickych
UloZeni v paméti et
A. Kfenek
@ problematicka neni jen vypocCetni narocnost, ale zejména
naroky na pamet’
= N 10° by vyZadovalo ve floatech 4 TB
@ existuji rizna schémata, napr.
= pole hodnot float val[] aindexti int idx[] Ridke matice
= prvnich N prvkti val [] jsou vSechny diagonalni prvky,
zpravidla byvaji nenulové
= prvnich N prvkl idx[] jsou indexy ve val[], kde jsou
uloZeny prvni nenulové nediagonalni prvky jednotlivych
Tadkl matice
= 1dX[N 1] ukazuje za posledni prvek val[]
= dalSi prvky val[] jsou nenulové nediagonalni prvky matice
usporadané po Fadcich a sloupcich
= dalSi prvky idx[] jsou indexy sloupcti odpovidajicich
prvkd val[]
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Ridké matice

UloZeni v paméti

= plvodni matice

2 3

3 01 0O

0O 4 0 0 O

0O 7 5 9 0

0O 0 0O 0 2

O 0 O 6 5

@ je reprezentovana

12|33 4 5 6 718|910 |11
idx[]|7|/8|8(10| 11| 12 |3 |2 |4 | 5 | 4
val[] |34 |5| 0 | 5 |nfa|1|7|9| 2 | 6

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Ridké matice
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PAO81:

\R{id ké matice Programovani

numerickych

q P VYpOCtd

Sherman-Morrisontlv postup P
A. Kfenek

2 Tidké matice, které se ,,trochu lisi* od znamého vzoru
= navic fadek, sloupec apod.
= obecne A’ A u Vv

2 |ze ukazat
Ridké matice
A lu vA 1

A A uv oAt T
1 VA “u

= nékterou z hotovych metod vypotteme A 1
@ aplikaci vzorce ziskame AY 1
= je-li A ! ¥idka v Fadu O N , narotnost celé metody je O N
@ postup lze opakovat pro ruzna u;v
@ existuji dalsSi zobecnéni (Woodbury, viz literatura)
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PAO81:

IteraCni metody programovini

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ obecn€& méng presné nez primé metody
@ TeSeni Fidkych systémtl
= neexistuje prima metoda pro konkrétni vzor
= vypotet iteratniho kroju je zpravidla O N ety
= nevyzaduje dalSi pamét
@ témer singularni systémy
= primé metody ztraci presnost kumulaci chyby
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PAO81:

IteraCni metody programovini

numerickych

£ s VYpOCtd
Prosta iterace P

A. Kfenek

® rovnici AXx b prevedeme na tvar x A’x b?
@ opakovang pocitame iteracni krok
@ Kritérium konvergence

= zobrazeni x , A’ b’ musi byt kontrakce

= stejné jako u nelinearnich rovnic

= naplnéni predpokladli véty o pevném bodg et
2 limgsq J Al Kj 0 pro n&jakou maticovou normu -
= Frobeniova norma Sx
JAl aj;
)
= spektralni norma
jAj ATA
kde je maximalni absolutni hotnota vlastnich hodnot
matice
= maximalni soucet sloupce nebo Ffadku
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IteraCni metody

Prosta iterace — priklady konkrétnich metod

& Jacobi: zrozkladu A D L U dostaneme
x DL Ux D bt

@ Gauss-Seidel: x D L ux D L lub
(0]

1
x X1 = @p; k 1 L kA

! Aii

Ize recyklovat ulozeni x
@ konvergence neni zarucena automaticky

= pro konkrétni A nékteré metody konverguiji, jiné ne
= specificka kritéria viz literatura

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Iteracni
metody
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PAO81:

IteraCni metody programovini

numerickych
Metoda konjugovanych gradientl Ea
@ |ze vyuzit i metody reSeni nelinedrnich rovnic
= smysl to mé jen ve velmi specifickych pripadech
= vyjimkou je metoda konjugovanych gradientt

@ minimalizujeme funkci

A. Kfenek

f x %XAX bx

Iteracni

@ v minimu je jeji gradient nulovy, tj. metody
0O rf Ax Db

tedy minimum F presng odpovida feSeni AXx b
@ metoda tedy najde minimum po N iteracich
= f je kvadratickd forma, viz minula prednaska
@ takto jednodusSe funguje jen pro pozitivné definitni A, lze
rozsirit
@ pri vypoctu je treba jen nasobit Ax
= to lze u Fidkych matic velmi efektivngé
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Linearni algebra rychle

@ proc ma smysl optimalizovat pravé algoritmy linearni
algebry?

@ frekventované problémy

@ zdanlivé jednoduché algoritmy (nasobeni matic) Ize
vyrazngé vylepsit

@ problematika se stale vyviji

@ naznaCime smeéry, kterymi se Ize vydat

@ rafinované algoritmy uz jednou nékdo vymyslel a
implementoval
= nema smysl ucit se je nazpamet’
= staCi o nich védét a rozumét zakladni myslence

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

LA rychle
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) PAO81:
Vyrovnavaci paméti iy

Vypoctd

A. Kfenek

@ hlavni pamét je Fadové pomalejSi nez procesor
= rychlou pamét’ v plné velikosti je technicky/financngé
nemozné vyrobit
@ hierarchie vyrovnavacich paméti (cache)
@ pro Intel Nehalem/Westmere
= L1 - plnéa rychlost, 32 kB instrukce, 32 kB data/jadro Vyrovnéavac!

= L2 — latence 10 cyklfi, 256 kB/jadro PRI
= L3 - latence 40 cyklti, 8 MB/procesor (sdilena mezi jadry)
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PAO81:

Vyrovn é.VaCI, pam\éti Programovani

numerickych
. o VYpOCtd
Organizace pristupu

A. Kfenek

@ Tadky (cache-line)
= typicky 64B (16 float, 8 double)
@ primo mapovana cache
= blok dat z hlavni paméti ma dan jeden Fadek v cache
adresa=velikost Tadku % pocet fadkl

= snadno dojde ke kolizim, napr. pro 32 kB

Vyrovnavaci
paméti

double pole[100][512][8];
for (i=0; i<100; i++) a += pole[i][0][0O];

= TeSenim je deklarace pole[100][513][8]
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PAO81:

Vyrovn é.VaCI, pam\éti Programovani

numerickych
. — VYpOCtd
Organizace pristupu

A. Kfenek

@ pln€ asociativni

= blok dat z hlavni paméti mtize byt umistén v kterémkoli

Fadku

= implementacné narocné, ve standardnich CPU se nepouziva
@ n-cestna asociativni

= kompromisni FeSeni Ve
sady po n Fadcich T
blok z hlavni paméti mtize skonCit v kterémkoli Fadku sady
Intel Nehalem/Westmere: n 8

8

8

8
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PAO81:

Vyrovn é.VaCI, pam\éti Programovani

numerickych

. P VYpOCtd

Praktické zasady "
A. Kfenek

@ optimalizovat pro vSechny drovné
@ vyuzit cely fadek
= napfr. mbze se vyplatit transponovat matici
@ dovolit procesoru/kompilatoru soucasné prenaset data a
pocitat
= dobre Titelny kod bez moznych vedlejsich efektl

@ zabranit predtasnym kolizim v jedné sadg Fadk

Vyrovnavaci
paméti

@ merit dosazeny vykon (flop/s)
@ atd. ...
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PAO81:

Vyrovn é.VaCI, pam\éti Programovani

numerickych

. P VYpOCtd

Praktické zasady "
A. Kfenek

@ optimalizovat pro vSechny drovné
@ vyuzit cely fadek
= napfr. mbze se vyplatit transponovat matici
@ dovolit procesoru/kompilatoru soucasné prenaset data a
pocitat
= dobre Titelny kod bez moznych vedlejsich efektl

@ zabranit predtasnym kolizim v jedné sadg Fadk

Vyrovnavaci
paméti

@ merit dosazeny vykon (flop/s)
@ atd. ...

@ aplikovat jen pro skutecng kritické sekce kodu
@ pouzivat specialni optimalizované knihovny, kde to jde
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Blokové algoritmy

@ zjednoduSeny model jen s L1
@ nasobeni vektoru maticiy: y AX

nacti x do cache
nacti y do cache
fori 1;:::;n
nacCti fadek A; do cache
forj 1;:::;n
Yi Yi AijXj
zapi$ y do hlavni pamégti

@ pocet pristupti do pomalé paméti m
= pocet aritmetickych operaci ¥ 2n?
@ efektivita f=m 2

3n n?

@ algoritmus je limitovany rychlosti pamegti

= pomtize recyklace fadkll cache - vyplati se ukladat vektory

spojitE, ne jako sloupce matice (v C)
= jinak se s tim neda nic moc délat

PAO81.
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Blokové
algoritmy
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PAO81:

BIOkOVé algoritmy Programovani

numerickych

- P - VYpOCtd

Maticové nasobeni P
A. Kfenek

@ nasobeni maticC C AB

fori 1;:::5;n
nacCti fadek A; do cache
forj 1;:::;n
nacti Cj; do cache
nacti sloupec B j do cache
fork 1;:::;n
Cij GCij AikBkj
zapi$ Cjj do hlavni paméti
Blokové

2 n3 2n2 algoritmy

@ pristupy do pamétim n
® aritmetické operace ¥ 2n3
@ efektivita opet 2
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Blokové algoritmy

Maticové nasobeni

@ matice rozdélime na N2 blokt velikosti b

forj 1;:::;N
nacti blok Cjj do cache

fork 1;:::;
nacti blok Aji do cache
nacti blok By; do cache

Cij Cij
zapis blok Cj; do cache

AjkBgj (maticové nasobeni)

@ pristupy do paméti

= Tteni blokdi A: N3 n=N 2

= dtto B: N

n

2

= Tteni a zéapis C: 2n?

& efektivita f=m

2n3

2N 2 n2

N

b

n

b;b

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Blokové
algoritmy
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PA081:

Blokove algoritmy programovéni

numerickych

- ) - P Vypoctd

Maticové nasobeni 2
A. KFenek

@ velikost realné L1 cache je 32 kB,
@ do L1 se vejdou 3 matice velikosti 36 36 (v double)
@ L2 cache je 10 pomalejsi
@ procesor je dobre vyuzit
= | pri vyuziti vektorovych instrukci
= proto je cache prave tak velka
@ zadouci aplikovat rekurzivng i pro L2 a L3
@ implementovano v optimalizovanych knihovnach

Blokové
algoritmy

@ nasobeni matic je na sou€asnych procesorech jeden

z nejefektivngjsich algoritm

= redukce problému na mat. ndsobeni pfi Fadovém zachovani
poctu operaci témer vzdy vede k vyraznému zrychleni

37/46



PAO81:

Knihovna BLAS Programovn

numerickych
Vypoctd

@ Basic Linear Algebra Subprograms, A. KFenek
http://www.netlib.org/blas
@ zakladni operace, napr.
= DOT: xy
= AXPY:y AX
= NRM2: jxj?
= TRMV: AX
= TRSV: A 1x
= GEMM: C AB

@ verze pro typy float,double,complex

@ specializované varianty pro symetrické, trojuhelnikové, a
nékteré Fidké matice
BLAS
@ de-facto standardizované rozhrani
@ implementace vyladéné pro konkrétni typy CPU
@ vyuzivané v knihovnéach vyssi Grovné (napr. LU
dekompozice)
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http://www.netlib.org/blas

PA081:

Asymptoticka slozitost e
VYpOCtd
= Tasova slozitost nasobeni matic je O n3 A. KFenek

Asymptoticka
slozitost
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Asymptotickéa slozitost

= Tasova sloZitost ndsobeni matic je O n®
® Strassen (1969): O n%81

@ rozd€leni matic na2 2 bloky, potom

My
Mz
Ms
My
Ms
Ms
M7

@ rekurzivni aplikace, poCet operaci T n

T

A1 Az Bix B
A1 Az By

Ci1
A11 Bz Boa

Ci2
Az B2y Bix

Ca
A1x Az Bz

Ca2

A2z Ain B B
A1z Az Ba1 Bx

n 7T n=2 18 n=22 O n'%7

M1
Ms
Mz
M1

My
Ms
My
Mz

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Ms My
Mz Me
Asymptoticka
slozitost
o) n2:81
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Asymptotickéa slozitost

= Tasova sloZitost ndsobeni matic je O n®

® Strassen (1969): O n%81
@ rozd€leni matic na2 2 bloky, potom

My Aunn Ax Bix Ba
Mz Aai Az Bug

Ci1
Mz A1 Biz Bz

Ci2
Mg Az B2z Bax

Ca
Ms  Aux A2 B

Ca2

Ms A2z A Bux Biz
Mz A Ax Bai B2

@ rekurzivni aplikace, poCet operaci T n

Tn 7T n=2 18 n=22 O n'9%’

M1
Ms
Mz
M1

= Coppersmith-Winograd (1987): O n2376

My
Ms
My
Mz

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Ms My
Mz Me
Asymptoticka
slozitost
o) n2:81
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Domaci ukol

@ implementujte co nejefektivngji Strassentiv algoritmus
@ od urcité velikosti matice prepnéte na BLAS

@ vyhodnot'te chovani (kdy zacne byt vyhodngjsi, co to stoji)

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Asymptoticka
slozitost
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LU dekompozice
@ rekurzivni formulace algoritmu

1
Aoo ‘ ao1 Aoz
T T
810 1 3gp X
Az | @21 Ax

= skalarni a blokova verze

A1l A11
a1 a,= 11 — LU —
T e A21 Az1
a;, zUstava A LA
Az Azx aziap Ass Az LotA

@ podstatna Cast operaci je nasobeni matic

@ takto implementuje knihovna LAPACK

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

LU
dekompozice
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) PA081:' )
LU dekompozice meickson
vypoctl

@ rekurzivni formulace algoritmu ) A. Krenek

1
Aoo ‘ ao1 Aoz
T T
810 1 3gp X
Az | @21 Ax

skalarni a blokova verze

£

— e

A1l A11
a1 ax= 11 — Lu —
T A21 A21
a;, zUstava A LA
Az Azx aziap Ass Az LotA

B

podstatna Cast operaci je nasobeni matic

8

takto implementuje knihovna LAPACK

problém algoritmu - ,,dlouhé“ matice Az1 a A12 dekompozice

B

B

Quintana et. al (2008): algoritmus s bloky 2p p
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PAO81:

Paralelni blokové algoritmy Programovnt

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ paralelismus na urovni BLAS
= existuji optimalizované implementace
= implicitni synchronizace na konci kazdého volani
= nemusi byt dosazitelny optimalni vykon

@ blokové operace jsou efektivni provedené vcelku
= vSechna data se dostanou naraz do cache
= na urovni L1/L2 se vyplati na jednom jadru CPU

@ vzajemngé nezavislé blokové operace na vice jadrech

LU
dekompozice
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Paralelni blokoveé algoritmy

@ Quintana et. al (2008) — prototypova implementace
SuperMatrix
= konkrétni algoritmus probéhne ,,abstraktng*
= blokové operace s deklarovanymi zavislostmi se pouze
zaradi do fronty
= nasledngé se vyhodnoti poradi zpracovani
= operace se provedou potencialng paralelng

@ Citelnd formulace algoritmu bez explicitniho paralelismu

@ efektivni provedeni

= matice n > 5000
= 16 jader CPU
= LU dekompozice na vice nez 50 % teoretického vykonu

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

LU
dekompozice
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PAO81:

Vektorové instrukce Programovéni

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

B

historie — napr. Cray v predsali budovy D

@ soucasné vektorové systémy (napr. NEC SX)
= TeSeni velmi specializovanych problémti

= nizky vykon na skalarnich operacich

B

vektorova rozsireni v architekture x86

= MMX: pouze cela Cisla, kolize s float registry

= SSE: 8 (16) registrti po 128 bitech, postupng pridavané
instrukce (rsqgrt)

= AVX: 256 bitové registry, 3-operandové instrukce

@ snazsSi vyuZziti plného vykonu procesoru

Vektorové
instrukce
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Vektorové instrukce

@ trivialni priklad

int i;
for (i=0; i<4; i++) a[i] += b[il;

float a[4],b[4];

movaps 32(%rsp), %xmmO
addps (%rsp), %xmmO
movaps %xmm0, 32(%rsp)

@ vektorizaci kodu provede chytrejSi kompilator (icc)

= musime hlidat, abychom tomu nebranili

= recyklace promé&nnych, vedlejsi efekty in-line funkci, . ..
= vyplati se kontrola vygenerovaného assembleru

PAO81.
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Vektorové
instrukce
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PAO81:

VyU z i tl, G P U Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ témer vse, co plati o cache, plati také o GPU

= rychla pamét omezené velikosti

= netrivialni rezie kopirovani z/do hlavni pamgti
@ paralelni kod

= daleko masivngjsi (desitky az stovky)

@ viz PV197: GPU Programming

Vektorové
instrukce

46/46



PAO81:

Sh rn utl’ Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ TeSeni linearnich rovnic je soucast Ffady problémt

@ v operacich LA se travi velka €ast vypocetniho Casu

@ ma smysl hledat optimalizované a numericky stabilni
algoritmy

@ neexistuje univerzalni feSeni

@ k dispozici fada optimalizovanych implementaci

Vektorové
instrukce
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