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Projekt netradi¢ni zdkladni u¢ebnice matematiky pro stu-
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Predmluva

Ptiprava této ucebnice byla motivovana predndskami pro informatické obory na Masarykové uni-
verzité, kde je cely program zaloZen na preciznim matematickém piistupu.

Chtéli jsme proto rychle, ale zdroven potfddné, pokryt zhruba tolik matematickych metod, jako je
obvyklé u vétsich kurzt v klasickych technickych oborech opfenych o matematické metody. Zaroven
jsme ale necht€li rezignovat na dplny a matematicky korektni vyklad. Chtéli jsme vedle sebe vyloZit
i obtiZn€jsi partie matematiky a spoustu elementarnich i obtiZnéjSich konkrétnich prikladd, jak s uve-
denymi postupy ve skutecnosti pracovat. Nechtéli jsme pritom za Ctendfe fesit, v jakém potadi a kolik
Lteorie® Ci ,,praxe procitat.

Z téchto podnétd vznikl dvousloupcovy format s oddélenymi teoretickymi Gvahami a praktickymi
postupy, ktery kopiruje i skute¢né rozdéleni vykladu na predndSkich na ,teoretické prednaSky* a
,,demonstrovana cviceni*.

SnaZzime se tim vyjit vstiic jak ¢tenditim, ktefi si napred chtéji procvicit postupy pfi feSeni tloh a
teprve pak premyslet, pro€ a jak algoritmy funguji, tak tém druhym, ktef{ si napted chtéji délat jasno
o tom pro¢ a jak véci funguji a pak piipadné zkousi pocitat priklady. Zaroveii tim snad zbavujeme
¢tendfe stresu, Ze by mél precist pln€ vSe. Naopak, mél by mit radost z brouzdéni textem a proZitku
objevovani vlastni cesticky.

Text se pritom v obou svych ¢4stech snazi prezentovat standardni vyklad matematiky s akcentem
na smysl a obsah predstavovanych matematickych metod. Re$ené tlohy procvicuji zakladni pojmy,
ale zarover se snazime davat co nejlepsi piiklady uZiti matematickych modeld.

Teoreticky text je prezentovan dosti kompaktnim zptisobem, mnoho prostoru je ponechano pro
dotfeseni podrobnosti ¢tendri. Uvadeéné piiklady se snaZi pokryt celou $kdlu sloZitosti, od bandlnich
az po perlicky ke skute¢nému premysleni. Studenti navic fesili a odevzdavali kazdy tyden zaddvané
priklady.

Ctenaftim bychom radi pomohli:

e presné formulovat definice zdkladnich pojmi a dokazovat jednoducha matematicka tvrzent,

e vnimat obsah i priblizné¢ formulovanych zavislosti, vlastnosti a vyhled pouZiti matematic-
kych néstroju,

e vstiebat ndvody na uZivani matematickych modell a osvojit si jejich vyuZiti.

K témto ambiciéznim ciliim nelze dojit lehce a pro vétSinu lidi to znamen4 hledat si vlastni cestu
s tdpanim riznymi sméry (s potfebnym pifekondvanim odporu ¢i nechuté). I proto je cely vyklad
strukturovdn tak, aby se pojmy a postupy vZdy nékolikrét vracely s postupné rostouci sloZitosti a Sif{
diskuse. Jsme si védomi, Ze se tento postup mtiZe jevit jako chaoticky. Domnivdme se ale, Ze dava
mnohem lepsi Sanci na pochopeni u téch, ktefi vytrvaji.

Vstup do matematiky je skoro pro kazdého obtiZny — pokud uZ ,,vime*, nechce se ndm pie-
myslet, pokud ,,nevime®, je to jeSté horsi. Jediny spolehlivy postup pro orientaci v matematice je
hledat porozumnéni v mnoha pokusech a to, pokud mozno, pfi ¢etbé v riznych zdrojich. Urcité nepo-
vazujeme tento text za dostatecny jediny zdroj pro kazdého. Doufame, Ze miiZe byt dobrym zacatkem
a piipadné i dlouhodobym pomocnikem, zvI4sté pro ty, kdo se k jednotlivym ¢4astem budou znovu a
znovu vracet.

Pro ulehCeni vicekolového pfistupu ke Cteni je text doprovdzen emotivné ladénymi ikonkami,

N

které snad nejen oZivi obvyklou strohou strukturu matematického textu, ale naznaci ctenéfi, kde by

slozitéjsi text mél byt Cten pozornéji, ale urcité ne preskakovén, pripadné kde by bylo mozZnd 1€pe
naro¢né pasdze prinejmensim napoprvé viibec necist.



Volba jednotlivych ikonek samoziejmé odrazi hlavné pocity autorti. Piesto by postupné mohly
byt dobrym voditkem pro ¢tendrfe. Sloupec zaméfeny na vyklad teorie (uzsi sloupec) a sloupec za-
méfujici se na prikadovou ¢ast jsou pritom znaceny odlisSnymi sadami ikonek. Co se tyce sloupce
teorie pouzivame ikonky varujici pfed pracnosti/slozitosti/naro¢nosti, napft.

Dalsi oznacuji ne tpln€ pohodovou zdlouhavost prace a potiebu trpélivosti ¢i nadhledu, jako jsou

tyto
4 = = =Y

adost ze hry, tfeba nasledujici
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, =
A kone¢né méame také ikonky vyjadfujici pohodu nebo r

SER

pro zdkladni ptiklady, které by ¢tendf rozhodné mél byt schopen zvladdnout a pokracovat ve ¢teni

az po jejich vyreSeni, ikonky
=\

pro obtiznéjsi piiklady se zajimavym obratem, ¢i praktickou aplikaci, kone¢né ikonky

znadi velmi obtiZny piiklad, resp. posledni z nich indikuje, Ze pti feSeni prikladu je vhodné pouZit
vypocetni software.

SnaZili jsme se sloupce s piiklady sepsat tak, aby byly &itelné prakticky viceméné samostatné.
Bez ambici pohrit si s hlub§imi dtivody, pro¢ uvadéné postupy funguji (nebo s prostym cilem ,,projit
s pisemkou™), by mélo skoro stacit probirat se jen piiklady. Definice pojmii ¢i popisy jejich vlastnosti
pouzivanych pfi feseni ptikladi jsou v teoretickém sloupci zpravidla vyznaceny, aby o né bylo mozno
snadno pohledem zavadit. Souvislost fesenych piikladt s paralelné studovanou teorii je pritom spise
volnd, snaZili jsme ale ulehcit preskakovéni ,,z teorie do praxe a zpét“ co nejvice.

Obsahove je celd ucebnice ovlivnéna piedstavou, Ze pro praktické vyuZiti jsou velmi podstatné
metody tzv. diskrétni matematiky, zatimco tzv. spojité modely jsou matematicky dobie uchopitelna
pribliZeni veskrze diskrétniho svéta kolem nas. Pocitat koneckonct stejné umime vZdy jen s kone¢né
mnoha raciondlnimi Cisly nardz. Bez spojité matematiky si lze ale t€Zko dobfe pfedstavit koncepty
jako konvergence procesu k limitnimu stavu nebo robustnost vypoctu. Bylo by bez ni také obtiZné
pracovat s odhady chyb pfi numerickych procesech.

VSechna témata a velmi podstatnou ¢ést textu jsme v 1étech 2005 — 2012 ovétovali pfi vyuce stu-
dentl informatiky a pozdéji i matematiky na Masarykove univerzite€. Paraleln€ jsme pfitom vytvorili
také podklady pro praktické semindie matematického modelovdni a numerickych metod. V nich se
studenti vénuji skute¢nému vyuZziti vypoctovych nastrojii a modelt.



Zavérem struéné shrneme obsah celé ucebnice. Samoziejmé predpokladdme, Ze si kazdy Ctendf,
pripadné predndSejici, vybere témata a jejich poradi. Pokusime se proto zaroven vymezit bloky, se
kterymi Ize takto nezdvisle zachdzet.

Uvodni motiva¢ni kapitola se snaz{ ilustrovat nékolik p¥istupt k matematickému popisu problémii.
Zaciname nejjednodussimi funkcemi (zdkladni kombinatorické vzorce). Pak naznacujeme, jak praco-
vat se zadvislostmi zadanymi pomoci okamZitych zmén (jednoduché diferencni rovnice), uZziti kom-
binatoriky a mnoZinové algebry diskutujeme prostiednictvim kone¢né klasické pravdépodobnosti.
Pfredvadime maticovy pocet pro jednoduché tlohy rovinné geometrie (prace s pojmem pozice a trans-
formace) a zavérem vse trochu zformalizujeme (relace, uspordadni, ekvivalence). Nenechte se zde
uvrhnout do chaotického zmatku rychlym stfiddnim témat — cilem je nashromazdit néco mélo netri-
vidlnich namétt k pfemysleni a hledani jejich souvislosti i pouZiti, jesté¢ neZ zabfedneme do tGrovné
problémi a teorif sloZitéjSich. Ke v§em tématiim této Gvodni kapitoly se Casem vratime.

Dalsi dvé kapitoly jsou vénovany zdkladim poctu, ktery umoziiuje prici s vicerozmérnymi daty i
grafikou. Jde o postupy tzv. linedrni algebry, které jsou zdkladem a kone¢nym vypocetnim nistrojem
pro vétSinu matematickych modelt. Nejprve probirdme jednoduché postupy pro prici s vekfory a
maticemi, tfeti kapitola je pak vénovéana aplikacim maticového poctu v riiznych linedrnich modelech
(systémy linedarnich rovnic, linedrni procesy, linedrni diferencni rovnice, Markovovy procesy, linedrni
regrese). Ctvrté kapitola pak ilustruje pouZiti maticového potu v geometrickych tlohdch. Dozvime
se néco mélo o afinni, euklidovské a projektivni geometrii.

V tomto okamZiku pferusime diskusi diskrétnich modeld a ptfejdeme ke spojitym. Chceme co
nejnizornéji ukdzat, Ze zdkladni ideje, jak s funkcemi pracovat, byvaji jednoduché. Stru¢né feceno,
velmi jednoduché dvahy spojené s popisem okamZitych zmén sledovanych veli¢in umoziuji délat
zavery pro jejich celkové chovdni. SloZitosti se poji skoro vyhradné se zvlddnutim rozumné velké
tiidy funkci, pro které maji nase postupy byt pouZitelné.

Zacindme proto kapitolou, kde diskutujeme jaké funkce potiebujeme pro nelinedrni modely. Po
polynomech a splajnech postupné diskutujeme pojmy spojitosti, limity posloupnosti a funkci a deri-
vace funkct, pfipomeneme vSechny zdkladni elementdrni funkce a zavérem se sezndmime s mocnin-
nymi fadami. Tim je pfipravena ptida pro klasicky diferencidlni a integralni pocet. Ten prezentujeme v
kapitole Sesté s diirazem na co nejpiimocarejsi pochopeni souvislosti limitnich procesi, integracnich
procesu a aproximaci.

Sedma kapitola se vénuje ndznaktim aplikaci a snazi se co nejvice pfipominat analogie k po-
stuptim jednoduché linedrni algebry. Misto linedrnich zobrazeni mezi kone¢né rozmérnymi vektoro-
vymi prostory tak pracujeme s linedrnimi operacemi mezi vektorovymi prostory funkci, definovanymi
bud integralnimi nebo diferencidlnimi operatory.

Zatimco diskusi diferencidlni rovnic nechdvame na pozdéji, zde studujeme nejprve aproximace
funkci s pomoci vzdélenosti definované integridlem (tzv. Fourierovy rady). Pak se vénujeme souvis-
lostem s nékterymi integralnimi operatory (napf. konvoluce) a integralnimi transformacemi (zejména
Fourirerova transformace). Po cesté si neodpustime ilustraci obecného principu, Ze spojité modely
jsou zpravidla ideovym podkladem a zaroveni dobrou aproximaci pro modely diskrétni. Poslouzi ndm
k tomu stru¢né nahlédnuti na problematiky tzv. waveletii a diskrétni Fourierovy transformace.

V osmé kapitole pokracujeme v naSem stru¢ném nastinéni analytickych spojitych metod, tento-
kréat pro modely s mnoha proménnymi. Nejprve rozs§ime zdkladni postupy a vysledky tykajici se deri-
vaci na funkce vice proménnych, véetné funkci zadanych implicitné atzv. vazanych extrémii. Hned poté
rozsifime teorii integrovani o tzv. ndsobné integrily. Poté se vénujeme stru¢né¢ modelim opienym o
zndmou zménu naSich objektd, tj. diferencialnim rovnicim a malinko naznac¢ime obdobné problémy
variacni. Zavérem této kapitoly se pak stru¢né vénujeme numerickym piiblizenim a odhadim.

Devité kapitola je vénovana popisné statistice, matematické pravdépododobnosti a matematické
statistice. Sezndmime se s pojmy pravdépodobnostni prostor, hustota pravdépodobnosti, normdlni
rozdéleni, stredni hodnota, medidan, kvantil, rozptyl, priklady diskrétnich a spojitych rozdéleni a bu-
deme se ndznakem vénovat statistickému zpracovani dat, tj. vybérovym statistikym a jejich spolehli-
vosti.

V dal3{ kapitole zamitime zpét do svéta diskrétnich metod. Zabyvdme se v ni zdkladnimi pojmy
a poznatky teorie graft a jejich vyuZitim v praktickych problémech (napf. prohledavani do Sitky a



hloubky, minimdlni pokryvajici kostry, toky v sitich, hry popisované stromy). Zavérem se budeme
zajimat o vytvortujici funkce.

Posledni kapitola se zabyva nejprve obecnymi algebraickymi strukturami s diirazem na elemen-
tarni poznatky z teorie grup, okruhti polynomt. Zminime i néco malo aplikaci v kédovani. Déle se
vénujeme tivodu do teorie ¢isel a vybrané aplikace, vCetné Sifrovani informace.

PORADNE PODEKOVANT VSEM ZUCASTNENYM, KTERf NEBUDOU PRfMO V AUTORSKEM KOLEKTIVU,
STUDENTUM APOD.

72.77.2013, kolektiv autort



KAPITOLA 1

Rozcvicka

Cilem prvni kapitoly je uvést ¢tendfe do fascinujiciho
svéta matematického mysleni. Vybirdme si k tomu co nej-
konkrétnéjsi ptiklady modelovani redlnych situaci pomoci
abstraktnich objektd a souvislosti. Zaroven projdeme néko-
lik témat a postupd, ke kterym se postupné budeme vracet
a v zavéru kapitoly se budeme chvili vénovat samotnému ja-
zyku matematiky (se kterym budeme jinak zachazet spiSe in-
tuitivne).

O co jednodussi jsou vychodiska a objekty, se kterymi
zde budeme pracovat, o to sloZit&jsi je pochopit do disledku
jemnosti pouzitych ndstrojii a postupd. VétsSinou je mozné
proniknout k podstaté véci teprve v jejich souvislostech.
Proto je také ptredstavujeme hned z nékolika pohledt zaro-
veril.

Ptechdzeni od tématu k tématu se mozna bude zdét jako
zmatecné, ale to se jisté postupné spravi pti nasich ndvratech
k jednotlivym dvahdm a pojmim v pozdéjsSich kapitolach.

Nazev kapitoly 1ze chdpat i jako nabddani k trpélivosti. I
nejjednodussi dlohy a dvahy budou snadné jen pro ty, kteii
uz podobné fesili. K postupnému poznéni a ovladnuti mate-
matického mysleni vede jen pozvolnd a spletitd cesta.

Zacéneme s tim nejjednodussim: obycejnymi Cisly.

1. Cisla a funkce

Lidé odjakziva chtéji mit jasno ,kolik™ néceho je, pri-
... padné ,zakolik“ to je, ,,jak dlouho* néco
"o, trva apod. Vysledkem takovych tvah je
w2 vétSinou néjaké ,Cislo™. Za Cislo pritom

B 7, ( povazujeme néco, co umime sc¢itat a na-
sobit a spliiuje to obvyklé zakonitosti, af uz vSechny nebo
jen nekteré. Napriklad vysledek s¢itdni nezdvisi na poradi, v
jakém &isla s¢itdme, mame k dispozici ¢islo nula, které pricte-
nim vysledek nezméni, ¢islo jedna, kterym miZeme nésobit,
aniZ bychom zménili vysledek, apod.

Nejjednodussim piikladem jsou tzv. &isla prirozend, bu-
deme je znacit N = {0, 1,2, 3,...}. VSimnéme si, Ze jsme
mezi pfirozend Cisla vzali i nulu, jak je obvyklé zvlasté v in-
formatice.

Pocitat ,jedna, dvé, tii, se uéi déti uz ve
Skolce. O néco pozdéji se setkdvame s Cisly celymi
Z ={..,-2,—-1,0,1,2,...} a nakonec si zvykneme na

113

»hodnota, zména, poloha*
— co to je a jak to uchopit?

A. Cisla a funkce

S pfirozenymi, celymi, raciondlnimi a redlnymi Cisly jiZz pocitat
umime. Zamyslime se, pro¢ raciondlni ¢isla nestaci (byt v pocitaci s ji-
nymi doopravdy pocitat neumime) a pfipomeneme si tzv. ¢isla kom-

plexni (protoZe ani s redlnymi ¢isly si pfi vypoctech nevystacime).

1.1. Najdéte néjaké redlné Cislo, které neni raciondlni.

ReSeni. Jedna z mnoha moZnych odpovédi je +/2. JiZ staii Rekové
v&d&li, Ze predepiSeme-li plochu tverce a® = 2, pak nelze najit racio-
ndlni a, které by predpisu vyhovovalo. Pro¢?

2 N7

Vime, Ze kaZzdé ptirozené ¢islo n 1ze jednoznacnym zplisobem vy-
jadrit jako sou¢in n = pi' - p3* ... p}t, aZ na poradi v soucinu, kde
D1, - - -, P jsou po dvou rtiznd prvocisla.

Pokud by tedy platilo (p/¢)*> = 2 pro ptirozend &isla p a g, pak
tedy p?> = 24°. Na levé strané mdme v rozkladu na prvocisla 2 se
sudym r (pfipadné r = 0), na pravé stran€ ale bude vZdy mocnina
dvojky lichd. To je spor s nasim tvrzenim a tedy predpoklad nemtize
platit a Zadné raciondlni ¢islo nemiZze mit za svoji druhou mocninu

dvojku. ([



KAPITOLA 1. ROZCVICKA

desetinnd ¢isla a vime, co znamend 1.19-ndsobek ceny diky
19% dani z ptidané hodnoty.

1.1. Vlastnosti ¢isel. Abychom mohli s ¢isly pracovat
opravdu, musime se jejich definici a vlast-
nostem vénovat pofddnéji. V matematice
- se tém zdkladnim tvrzenim o vlastnostech
objekti, jejichZ platnost predpokladame, aniZ bychom se
zabyvali jejich dokazovanim, fikd axiomy. Vhodnd volba
axiomu predurcuje jak dosah z nich vychazejici teorie, tak
jeji pouZitelnost v matematickych modelech skute¢nosti.

Uvedmme si ted zdkladni vlastnosti operaci s¢itdni a né-
sobeni pro naSe polty s Cisly, kterd piSeme jako pismena
a,b,c,.... Obé tyto operace funguji tak, Ze vezmeme dvé
Cisla a, b a aplikaci s¢itdni nebo ndsobeni dostaneme vy-
sledné hodnoty a + b aa - b.

______l VLASTNOSTI SKALARU

Vlastnosti séitani:

(KG1)
(KG2)
(KG3) existuje 0 takova, Ze pro vSechna a platia + 0 = a
(KG4)

(a+b)+c=a+ (b+c), provsechnaa, b, c
a+b=>b+a, provsechnaa, b

pro vSechna a existuje b takové, Zea + b =0

Vlastnostem (KG1) — (KG4) fikame vlastnosti komutativni
grupy. Jsou to po fad€ asociativita, komutativita, existence
neutrdalniho prvku (fikdme u scitani také nulového prvku),
existence inverzniho prvku (fikdme u séitani také opacného
prvku k a a zna¢ime ho —a).

Vlastnosti nasobeni:

(01) (a-b)y-c=a-(b-c), provsechny a, b, c
(02) a-b=>b-a, provsechny a, b
(03)

existuje prvek 1 takovy, Ze pro vSechny a plati 1 -a = a
O4) a-(b+c)=a-b+a-c, provsechnya,b, c.
Vlastnosti (01)-(0O4) se postupné nazyvaji asociativita, ko-
mutativita, existence jednotkového prvku a distributivita s¢i-
tani viici ndasobeni.

MnoZiny s operacemi +, - a vlastnostmi (KG1)-(KG4),
(01)-(04) se nazyvaji komutativni okruhy.
Dalsi vlastnosti ndsobeni:

(P) prokazdé a # 0 existuje b takové, Ze a - b = 1.
(OD  je-li a-b=0,potombuda = 0nebob =0.
Vlastnost (P) se nazyva existence inverzniho prvku vzhledem
k nédsobeni (tento prvek se pak zna&i a~') a vlastnost (OI)
k4, Ze neexistuji ,,de¢litelé nuly*.

1.2. Poznamka. Lze dokonce dokazat, Ze odmocnina pfirozeného
stupné z prirozeného ¢isla je bud ptirozend, nebo neni raciondlni (viz
1G]

1.3. Najd&te feseni rovnice x*> = b pro libovolné redlné &islo b.

ReSeni. Vime, Ze tato rovnice ma vzdy feseni x v oboru redlnych &isel,
pokud je b nezdporné. JestliZe je b = —1, pak ale zjevné takové redlné
X existovat nemiiZe. Musime proto najit vétsi obor Cisel, ve kterém uz
feSeni existovat bude.

K redlnym ¢islim nejprve pfidime nové Cislo i, tzv. imagindrni
Jjednotku a zkusime dodefinovat s¢itdni a ndsobeni tak, abychom i na-
ddle zajistili obvyklé chovani ¢isel, jak je shrnuto v odstavei Il

Jisté musime umét nové ¢islo i ndsobit redlnymi Cisly a vysledky
sc¢itat s jakymikoliv redlnymi Cisly. Nutn€ proto musime v novém
¢iselném oboru komplexnich cisel C pracovat s formalnimi vyrazy
z=a+1ib.

Aby byly splnény vlatnosti asociativity a distributivity, zavedeme
scitani tak, Ze se nezdvisle s¢itaji redlné slozky a imagindrni slozky.
Stejné tak chceme ndsobeni tak, jak by se ndsobily dvoj¢leny redlnych
&isel s jedinym dodateénym pravidlem i2 = —1, tj.

(a+ib)+(ct+id)=(a+c)+i(b+d),
(a4+ib)-(c+id) = (ac —bd)+i(bc+ ad).
O

Redlnému ¢&islu a fikdme redlnd sloZka komplexniho ¢ila z, re-
dlnému Cislu b pak imagindrni sloZka komplexniho ¢isla z, piSeme

re(z) = a,im(z) = b.

1.4. Oveéite, Ze skutené plati vSechny vlastnosti (KG1-4), (O1-4) a
(P) skalart z .

ReSeni. Nulou je &islo 0 + i 0, jedni¢kou &islo 1 + i 0, obé tato &isla
pro jednoduchost opét piSeme jako O a 1. VSechny vlastnosti se overi
pfimocarym vypoctem. U

Komplexni ¢islo je ddno dvojici redlnych ¢isel, jde tedy o bod v re-

alné roviné R2.

1.5. Ukazte, Ze vzdélenost komplexniho ¢isla z = a+i b od pocatku
(znac¢ime ji |z|) je ddna vyrazem zz, kde 7 komplexné sdruZené cislo
a—ib.
ReSeni. Soucin

Z = (@*+b%) +i(—ab+ba)=a’>+b
je vzdy reédlné Cislo a dava ndm skute¢né kvadrat vzdalenosti Cisla z
od po¢atku 0. Plati tedy |z|* = zZ. ([
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Vlastnosti téchto operaci s¢itdni a ndsobeni budeme sou-
stavn€ vyuZivat, aniZ bychom museli pfesné
védét, s jakymi objekty skute¢né pracujeme.
, Tak se dostaneme k obecnym matematickym nd-
<= strojiim, je vSak vZdy dobré mit pedstavu o ty-
pickych piikladech.

s v

Cela ¢&isla Z jsou dobrym prikladem komutativni grupy,
prirozend c¢isla nikoliv, protoZe nespliiuji (KG4) (a pripadné
neobsahuji neutrdlni prvek, pokud nékdo nulu do N nezahr-
nuje).

Kdyz komutativni okruh navic spliuje i vlastnost (P), ho-
vofime o poli (Casto také o komutativnim telese).

Posledni uvedend vlastnost (OI) je automaticky splnéna,
pokud plati (P). Opacné to ovSem neplati a tak fikdme, Ze
vlastnost (OI) je slabsi neZ (P). Napt. okruh celych ¢isel Z
nespliiuje (P), ale splituje (OI). Hovofime v takovém piipadé
0 oboru integrity.

Vsimnéme si, Ze mnoZina v§ech nenulovych prvki v poli
spolecné s operaci ndsobeni spliiuje (O1), (02), (O3), (P), a
je proto také komutativni grupa. Jen se misto s¢itdni mluvi o
nasobeni. Jako priklad miiZeme vzit v§echna nenulova redlna
¢isla.

Prvky néjaké mnoZiny s operacemi + a - spliiujicimi
(ne nutné vSechny) vyse uvedené vlastnosti (tj. komutativni
okruh, obor integrity, pole) budeme nazyvat skaldry. Bu-
deme pro n€ vesmés uZivat mald latinska pismena ze za¢4tku
nebo konce abecedy.

Vsechny vlastnosti (KG1)-(KG4), (01)-(04), (P), (OI)
z naSich dvah je tieba brat jako axiomatickou definici ptislu-
$nych matematickych pojmd. Pro nase potfeby bude stacit
si pribézné uvédomovat, zZe pri dalSich diskusich budeme
dasledné pouZzivat pouze tyto vlastnosti skaldrti a Ze i nase
vysledky proto budou platné pro vSechny objekty s t€mito
vlastnostmi.

V tomto je prava sila matematickych teorii — nejsou
platné jen pro konkrétni feSeny piiklad. Naopak, pii rozumné
vystavbé maji vzZdy univerzdlni pouziti. Budeme se snaZit
tento aspekt zddrazniovat, prestoze nase ambice mohou byt
v ramci daného rozsahu ucebnice jen velice skromné.

g

1.2. Existence skalart. K tomu, aby ale skute¢né bylo

¢ mozné budovat matematickou teorii, je tfeba ovéfit,
Ze takové objekty mohou existovat. Pro poradek si
A2 proto budeme postupné ukazovat, jak je moZné zkon-
struovat zdkladni ¢iselné obory. Pro konstrukci pfiro-
zenych Cisel zacneme s predpokladem, Ze vime, co jsou to
mnoZziny.

Prazdnou mnoZinu si oznacime ¢ a definujeme

(1.1) 0:=0, n+1:=nU{n},
neboli

0:=0,1:={},2:={0,1},...,n+1:={0,1,...,n}

1.6. Poznamka. Vzdélenost |z| nazyvame téZ absolutni hodnotou

komplexniho ¢isla z.

1.7. Goniometricky tvar komplexniho ¢isla. Nejprve uvazme kom-
plexni ¢isla tvaru z = cos ¢ + i sin ¢, kde ¢ je redlny parametr uddva-
jici dhel mezi redlnou pfimkou a spojnicf z s po¢dtkem (métfeny v klad-
ném smyslu). Tato Cisla popisuji pravé vSechny body na jednotkové
kruznici v komplexni rovin€é. Kazdé nenulové Cislo z pak lze pravé

jednim zpisobem napsat jako
z = |z|(cos @ + i sin ¢).

Cislu ¢ ¥kdme argument komplexniho &isla z.

1.8. Nasobeni
Mgéjme déna Cisla z; =

komplexnich c¢isel v goniometrickém tvaru.

|z1] (cos(py) +i sin(py)) a zo =

|z2] (cos(¢y) + i sin(¢g,)), a upravujme jejich soucin:
2122 = lzil (cos(gr) + i sin(gy)) - |z2] (cos(g2) + i sin(¢2))

= |zillz2] |:COS(<P1) cos(gz) — sin(g;) sin(¢2) +

+i (cos(¢y) sin(¢z) + sin(¢;) COS(%))}
= |zillz2l [cos(er + @2) + i sin(g; + ¢2)],

posledni rovnost je diisledkem souctovych vzorct pro goniometrické
funkce. Opakovanou aplikaci predchoziho vztahu na soucin Cisla z

sama se sebou dostavame tzv. ,,Moivrovu vétu‘:

7" = [lzl(cos ¢ +isinp)]" = |z|"(cos(ng) + i sin(ng)).
1.9. Vyjadrete Cislo z; = 2 4 3i v goniometrickém tvaru a naopak
¢islo zp = 3(cos(m/3) + i sin(r/3)) v algebraickém tvaru.
Reseni. Absolutni hodnota daného &isla (vzdélenost bodu s kar-
tézskymi soufadnicemi [2,3] v roviné od pocdtku soufadnic) je
V22432 = 4/13. Z pravoihlého trojihelnika v obriazku pak
snadno spocCteme sin(p) = 3/4/13, cos(p) = 2/+/13. Je tedy
¢ = arcsin(3/+/13) = arccos(2/4/13) = 53, 3°. Celkem

Ptevod komplexniho ¢isla z goniometrického do algebraického je jesté

1+.«/§_3+.3J§
RN

O

jednodussi:

=13 (cos (%) +isin (%)) -
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Timto zapisem fikdme, Ze pokud uZ mame definovana
vSechna Cisla 0, 1, 2, ... n, pak ¢islo n + 1 definujeme jako
mnoZinu vSech predchozich ¢isel.

Prirozend Cisla takto ztotoZiujeme s pocty prvka kon-
krétnich mnozin. Cislo n je mnoZzina, kterd ma n prvkl a
dvé prirozena Cisla a, b jsou stejnd, pravé kdyz prislusné
mnoziny maji stejné prvkt. V teorii mnoZin se misto slovniho
spojeni ,,pocet prvkli mnoziny* pouZiva pojem ,,mohutnost
mnoziny*. Tento pojem ma smysl (narozdil od toho ptedcho-
ziho) i pro nekone¢né mnoZiny.

Na prvni pohled je také vidét obvykla definice uspofa-
danfi ptirozenych cisel podle velikosti (o ¢islu a fekneme, Ze
je ostie men$i neZ b tehdy a jen tehdy, kdyZa # baa C b
jako mnoZina). Dal§im formalnim krokem by méla byt defi-
nice sCitdni a ndsobeni a dlikaz vSech zdkladnich vlastnostni
prirozenych ¢isel, véetné vyse uvedenych axioml komutativ-
niho okruhu. Snadno lze napf. ukdzat, Ze kazdd podmnoZina
v N m4 nejmens{ prvek a spoustu dalSich vlastnosti o kterych
zpravidla uZ ddvno nepfemyslime a madme je za samozfejmé.

7 ¥z

Nebudeme se tu konstrukei ¢iselnych oborti zabyvat po-
drobné a pfedpokldddme, Ze Ctenaf Cisla raciondlni (Q), re-
alna (R) a komplexni (C) divérné zna. Obcas budeme jen pfi-
pominat teoretické i praktické souvislosti pfi dal§im vykladu.
Podrobné bude konstrukce raciondlnich ¢isel z ptirozenych
diskutovdna v [40. Konstrukci redlnych ¢isel bude vhodné
zminit pfi studiu limitnich procest pozdé¢ji a jiz difve budeme
z riznych algebraickych pohledli zkoumat ¢isla komplexni.
Obrazek naznacuje, jak je moZné vnimat Ciselné obory jako
vnorené jeden do druhého (tj. komplexni rovina obsahuje
mnohokrat vloZena prirozena nebo cel Cisla, redlnou piimku
atd.).

Navic, jak je v matematice obvyklé, budeme misto s isly
manipulovat s pismeny abecedy, pfipadné jinymi znaky, af uz
jejich hodnota je nebo neni predem zndma.

1.3. Skalarni funkce. Casto pracujeme s &iselnou hodno-
tou, kterd neni ddna jako konkrétni ¢islo. Misto
toho néco vime o zdvislosti nasi hodnoty na hod-
notdch jinych. Formdlné piSeme, Ze hodnota y =
= f(x) nasi ,,zavislé¢* proménné veliCiny y je ddna
,hezavislou“ velic¢inou x. Pfitom mazeme znalost f brét for-
mdlné (prosté je to néjakd, blize nespecifikovand, zavislost)
nebo operacné, tj. f(x) je ddno vzorcem posklddanym z (pro-
zatim si pfedstavme kone¢né mnoha) zndmych operaci. Po-
kud je hodnotou skaldr, hovofime o skaldrni funkci. Kazda
funkce je definovédna na néjaké mnoZin¢, mluvime o definic-
nim oboru funkce, a mnoZina vSech hodnot je pak tzv. obor
hodnot funkce.

Také mohou byt ale hodnoty funkce f ddny pouze pfi-
blizné nebo s jistou pravdépodobnosti.

Smyslem matematickych tvah pak byva z neformalniho
popisu zavislosti najit explicitni vzorce pro funkce, které je

1.10. Vyjddfete z = cos 0+ cos T +i sin T v goniometrickém tvaru.

ReSeni. Pro vyjadieni &isla z v goniometrickém tvaru, potiebujeme
zjistit jeho absolutni hodnotu a argument. Nejprve uréeme absolutni

hodnotu:
2
lz| = \/(c0s0+cos;1)2+sin2;1 = \/(1 + %)z—k (*?) = /3.

Nyni pro argument ¢ plati:

_re@ _ 4y A oo im@) 1
COSp == =5 =75, SMg=—rF=,
tedy ¢ = 7/6. Celkem jsme tak ziskali
z:«/g(cosjﬁl—l-ising).
O
1.11. Pomoci Moivreovy véty vypocitejte
x . . a3l
(cos g tism 6—)
ReSeni. Thned dostdvame
.. 31 .. ..
(cos§+zs1n61) :cos“T”+zsm3lT” :cos%”—l—zsm%’Z =
_V3 1
2 2"
O

112, Zjednoduste 3+
ReSeni. Zjednodusenim rozumime zejména odstranéni komplexnich
¢isel ze jmenovatele zlomku. Zlomek proto rozsifime komplexné sdru-
Zenym vyrazem ke jmenovateli (tim dostaneme ve jmenovateli redlné
¢islo):

I+ _ A+D@—i) _ 3+i

24 T Q+DQ2-) T 5

O
Dalsi priklady pro osvojeni zdkladnich vlastnosti komplexnich ¢i-
sel viz ||TTH|

1.13. Komplexni &isla nejsou pouze ndstrojem, abychom ziskali
»divnd“ feSeni kvadratickych rovnic, ale jsou potieba i k tomu,
abychom urcili redlnd feSeni kubickych rovnic. Jak vyjadfit feSeni
kubické rovnice

¥ ta +bx+c=0

pomoci redlnych koeficientd a, b, ¢? Ukazme si metodu, na kterou
prisli v Sestndctém stoleti panové Ferro, Cardano, Tartaglia a moZna
dal§i. Zavedme substituci x := ¢t — a/3 (abychom odstranili kvadra-

ticky ¢len v rovnici), dostaneme rovnici:

£+ pt+q=0,
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popisuji, nebo asponi explicitni vyjddieni pro konkrétni hod-
noty zavislych proménnych, pfipadné jejich pfibliZeni. Podle
typu ulohy a cile pracujeme:
e s pfesnym a kone¢nym vyrazem
e s nekone¢nym vyrazem
e s pribliZzenim nezndmé funkce zndmym odhadem (vétsi-
nou s vycislenou moznou chybou)
e s odhadem hodnot s vycislenim jejich pravdépodobnosti
apod.

Skaldrni funkcf je napf. roéni mzda pracovnika néjaké
firmy (hodnoty nezavislé veli¢iny, tj. defini¢ni obor funkce,
jsou jednotlivi pracovnici x z mnoziny vSech sledovanych
pracovnikl, f(x) je jejich roéni mzda za dané obdobi).
Stejné tak miiZeme sledovat mési¢ni mzdu konkrétniho pra-
covnika v Case (nezdvislou hodnotou je ¢as v mésicich, za-
vislou pfijem v jednom kazdém mésici). Jinym piikladem je
tteba plocha obrazce v roving, objem télesa v prostoru, rych-
lost konkrétniho auta v Case atd. Dovedeme si jisté predsta-
vit, Ze ve v§ech uvedenych piipadech miZe byt hodnota ddna
néjakou volné popsanou souvislosti nebo naméfena ptiblizné
nebo odhadnuta atd.

14. Operacne definované funkce. Funkce miZeme mit
_ dany vyctem jejich hodnot — napf. ve firme
je jen konecné¢ mnoho zaméstnancli a umime
A% =L — gestavit tabulku s jejich aktudlnimi mési¢nimi
platy Casté&ji ale mame misto hodnot pravidla, jak k hodno-

tdm dojit.
! FUNKCE FAKTORIAL L——N

Dilezitou skalarni funkci na pfirozenych Cislech je fak-
toridl, ktery definujeme vztahy

fO)=1, f(m)=n-fn—-1)

pron = 1,2,.... PiSeme f(n) = n! a definice zjevn¢ zna-
mena

nl=n-n—1)---1

Nase definice funkce faktoridl ¥ik4, jak se zméni hodnota
f(n), kdyZ zménime hodnotu »n o jedni¢ku. Vzorec pro n!
jiz explicitné tik4, kolik to je doopravdy. V tomto piipadé to
neni piili§ efektivni vzorec, protoZe se jeho sloZitost zvétSuje
s rostoucim n, lepsi ale téZzko hledat.

Podivejme se jesté na obycejné s¢itdni pfirozenych Cisel
jako na operacné definovanou skaldrni funkci. Defini¢nim
oborem je mnoZina vSech dvojic (a, b) pfirozenych Cisel. De-
finujeme a + b jako vysledek procedury, ve které k a néko-
likrat po sobé pfi¢itdme 1. Tak jsme vlastné obecné a + 1
definovali v rovnicich (). Pfi kaZdém pficteni odebereme
z b nejvetsi prvek a postupujeme tak, dokud neni b prdzdnd
(tj. b se postupné zmenSuje o jednicku a v kazdém kroku ndm
fik4, kolik jesté zbyva pricist).

Je evidentni, Ze takto definované s¢itani sice je ddno (ite-
rativnim) vzorcem, postup ale neni vhodny pro praktické
pocitani. Tak tomu bude v naSem vykladu ¢asto — teoreticky

kde p = b—a?/3aq = c+ (2a® —9ab)/27. Nyni zavedme neznimé
u, v splitujici podminky u + v = ¢t a 3uv + p = 0. Dosazenim prvni

podminky do plivodni rovnice dostdvdme
u3+v3+(3uv+p)(u+v)+q =0,

dosazenim druhé pak

3
P

val -2 o,
W+’ —

coZ je kvadratickd rovnice v nezndmé s = u>. Mdme tedy

2 3

g, [ p
S . R M ey
" \/2 4 T 27

Celkem pak zpétnym dosazenim

x=—-p/3u+u—a/3.

Ve vyrazu pro u je se vyskytuje tfeti odmocnina a abychom dostali

vSechna tfi feSeni, je nutno pracovat i s komplexnimi odmocninami.

3

Rovnice x° = a, a # 0, s nezndmou x m4 totiZ pravé tfi feSeni v oboru

komplexnich &isel (Zakladni véta algebry,
feSeni nazyvdme tieti odmocninou z &isla a. Je tedy vyraz /a v kom-
plexnim oboru trojznany. Pokud se chce pfisoudit vyrazu /a jedno-
znaCny vyznam, tak se za tfeti odmocninu uvazuje feseni s nejmensim
argumentem.

Navic jesté dodejme, Ze pfi popsaném postupu se mohlo vyskyt-
nout déleni nulou. V tom piipadé€ je nutno pouZit jiného (vétSinou snad-

néjsitho) postupu.

1.14. Reste rovnici

4+ -2x—-1=0.

ReSeni. Jak snadno zjistime, tak rovnice nema raciondlni kofeny (me-

Dosazenim do ziskanych vztahii ziskdme p = b — a?/3 = —7/3,

q = —7/27, pro u pak dostdvame
/28 + 124/—147

u = s

6
kde mizeme teoreticky volit azZ Sest moznosti pro u (dvé volby zna-

ménka plus ¢i minus a k tomu tfi nezdvislé volby tfeti odmocniny).
Jak v8ak snadno nahlédneme, dostdvdme pro x pouze tfi rtizné hod-

noty. Dosazenim do (]| 1.13]|) pak jeden z kofenti ma tvar

14 N /28 — 84ix/3 1

- -3 =1,247,
J3(28 — 84i/3)
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korektni definice pojmu ¢i operace neznamend, Ze ukony
s nimi spojené jsou efektivné vykonavatelné. Pravé k tomu
budeme postupné rozvijet celé teorie, abychom praktické na-
stroje ziskavali. Co se tyce pfirozenych Cisel, od skolky je
umime scitat zpaméti a rychle (pokud jsou mald), pro veétsi
zname ze zakladni Skoly algoritmus pisemného s¢itani a s vel-
kymi si poradi pocitace (pokud nejsou pfilis velka).

2. Kombinatorické veli¢iny

Typlckym ,.Lkombinatorickym* problémem je napocitat,
kolika rtznymi zplsoby se miZe néco stit.
__ Napt. kolika zpiisoby lze vybrat v samoobsluze
dva rtizné sendvice z dané nabidky? Myslime
2 si pfitom, Ze jsou vSechny sendvice v regilu
po dvou rzné nebo rozliSujeme jen rizné typy sendvica?
Pfipoustime pak, Ze si také miZeme vzit dva stejné?
Nepteberné takovych otdzek mame u karetnich a jinych her.

Pfi feSeni konrétnich problémi vét§inou pouZivime bud’
tzv. ,pravidlo soucinu®, kdyZ v navzdjem nezdvislych tko-
nech kombinujeme kaZzdy vysledek s kazdym, nebo ,,pravido
souctu”, kdyz s¢itdme pocty pro rtizné neslucitelné moznosti.
Prakticky to uvidime v mnoha ptikladech.

1.5. Permutace. JestliZze z mnoZiny n predmétt vytvaiime
néjaké potadi jejich prvkd, mame pro volbu prvniho prvku
n moznosti, dalsi je volen z n — 1 mozZnosti atd., aZ ndm
nakonec zbude jediny posledni prvek. Zjevné tedy je na
dané kone¢né mnozin€ S s n prvky pravé n! riznych poradi.
Procesu usporadavani prvkd mnoZziny S fikdme permutace
prvki mnoziny S. Vysledkem permutace je pak vZdy néjaké
potadi prvka. JestliZe si pfedem prvky v S oCislujeme, tj. zto-
toZnime si S s mnoZinou S = {1, ..., n} n pfirozenych ¢isel,
pak permutace odpovidaji moznym potadim ¢isel od jedné
do n. Mame tedy piiklad jednoduché matematické véty a nasi
pfedchozi diskusi je moZné povaZovat za jeji dlikaz:

PocCET PERMUTACT

Tvrzeni. Pocet p(n) riiznych poradi na konecné mnoziné s
n prvky je dan znamou funkci faktorial:

(1.2) p(n) =n!

1.6. Kombinace a variace. Dal$im jednoduchym piikla-
dem hodnoty uréené vzorcem jsou tzv. kom-
binacni ¢isla, kterd vyjadiuji, kolika zpisoby
. lze vybrat k riiznych rozliSitelnych piedméti z
) mnoziny n pfedméti. Zjevné mame

nn—1---n—k+1)

moznych vysledkil postupného vybéru nasich k prvkd, pfi-
tom ale stejnou vyslednou k—tici dostaneme v k! riznych
poradich. Pokud nam zaleZi i na potfadi vybrané k-tice prvk,
hovotime o variaci k—tého stupné.

obdobné pro ostatni dva kofeny (pfiblizné¢ —0, 445 a —1, 802). Jak
jsme predeslali, vidime, Ze i kdyZ se ve vzorcich pro kofeny vyskytuji

komplexni Cisla, tak vysledek je redlny. U

B. Kombinatorika

V této kapitole si budeme hrét s prirozenymi Cisly, kterd budou
popisovat rizné nedélitelné predméty nachézejici se v nasem Zivotnim
prostoru a budeme se zabyvat tim, jak spocitat pocet jejich usporadant,
preusporadani, vybeért a tak podobné. Ve velké vétsiné takovychto pro-
blémt lze vystacit se ,,selskym rozumem®™. Stac{ vhodné pouZzivat pra-

videl souctu a soucinu, kterd si ukdZeme na ndsledujicich prikladech:

1.15. Maminka chce Jenikovi a Mafence rozdélit pét hrusek a Sest
jablek. Kolika zplisoby to miiZe udélat? (Hrusky mezi sebou povazu-
jeme za nerozliSitelné, stejné tak jablka. Pfipoustime, Ze nékteré z déti

nic nedostane.)

ReSeni. P&t hrusek samostatné miize maminka rozdélit Sesti zptisoby.
(Rozdéleni je urceno tim, kolik hruSek déd Jenikovi, zbytek ptfipadne
Matence.) Sest jablek pak nezédvisle sedmi zptisoby. Podle pravidla

soucinu pak obé ovoce souc¢asné mtiZze rozdélit 6 - 7 = 42 zptisoby. [J

1.16. Urcete pocet Ctyfcifernych Cisel, kterd zacinaji cifrou 1 a ne-

kon¢i cifrou 2, nebo kondi cifrou 2 a nezacinaji cifrou 1.

ReSeni. MnoZina uvaZovanych ¢&isel je sloZena ze dvou disjunktnich
mnoZin, totiZ ¢isel, kterd zacinaji cifrou 1 a nekonci cifrou 2 (prvni
mnoZina) a ¢isel, kterd nezacinaji cifrou 1 a konci cifrou 2. Celkovy
pocet popsanych ¢isel dostaneme podle pravidla souctu tak, Ze seCteme
pocty cisel v téchto dvou mnoZindch. V prvni z t€chto mnoZin mame
¢isla tvaru ,,1XXY*, kde X je libovolnd cifra a Y je libovolnd Cislice
mimo dvojky. MtiZeme tedy provést deset voleb druhé cifry, nezavisle
na tom muiZeme provést deset voleb tieti cifry a opét nezavisle devét
voleb posledni cifry. Tyto tii nezavislé volby jednozna¢né urcuji dané
¢islo a podle pravidla sou¢inu méme tedy 10 - 10 - 9 = 900 takovych
800 disel (na

prvni cifru mdme pouze osm moznosti, nebof ¢islo nemiZe zacinat

¢isel. Obdobné ve druhé skupiné mame 8 - 10 - 10 =

nulou a jednicku mdme zakdzanu). Celkem podle pravidla souctu je
900 + 800 = 1700 uvaZovanych cisel. ([

1.17. Urcete pocet zplisobt, jak 1ze na Sachovnici (8 x 8 poli) postavit
bilou a ¢ernou véz tak, aby se neohrozovaly (nebyly ve stejném fadku

ani sloupci).
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KAPITOLA 1. ROZCVICKA

Jak jsme si pravé ovétili, poCet kombinaci a variaci uda-
vaji nédsledujici vzorce, které také nejsou pro vypocet moc
efektivni pfi velikych k a n, protoZe obsahuji vyrazy pro fak-

toridly.
|  Kompinace a variace L—
e

Tvrzeni. Pro pocet c(n, k) kombinaci k-tého stupné z n
prvkii, kde O < k < n, plati
(1.3)

c(n, k) = (

n\ nn—10...n—k+1) n!

k) k(k—1)...1 (=K
Pro pocet v(n, k) variaci plati

(1.4) vim,k)=nn—1)---n—k+1)

pro vSechny 0 < k < n (a nula jinak).

Kombinaéni ¢islo (Z) éteme ,,n nad k* a nazyvdme ho
také nckdy binomickym cislem. Tento ndzev ¢isla dostala od
tzv. binomického rozvoje, tj. rozndsobeni n-t€ mocniny dvo-
j¢lenu. Pocitame-li totiZ (a + b)", bude koeficient u mocniny
akb"* pro kazdé 0 < k < n roven pravé poctu moZnosti,
jak vybrat k—tici z n zdvorek v soucinu (ty, kde bereme do
vysledku a). Plati proto

(a+b)' = Z (Z)akb"k

k=0

(1.5)

a v§imnéme si, Ze pro odvozeni jsme potfebovali pouze distri-
butivitu, komutativitu a asociativitu nasobeni a s¢itani. For-
mule (I3) proto plati v kaZzdém komutativnim okruhu.

Jako dal$i jednoduchou ukézku, jak vypadd matematicky
dikaz si odvodme nékolik jednoduchych tvrzeni o kombinac-
nich ¢&islech. Pro zjednoduSeni formulaci definujme (’;) =0,
kdykoliv je bud k < 0 nebo k > n.

1.7. Tvrzeni. Pro vSechna p¥irozend Cisla k a n plati

(D G)=(")

) () = () + (1)
(3) Tioo (}) =2"

(4) Yiok(y) = n2""".

Dt¢kaz. Prvni tvrzeni je zjevné ptimo z formule (I3).
JestliZze vycislime pravou stranu z tvrzeni (2), dostdvame

n n n! n!
(k) + (k—i— 1) S0 T kDl —k=1)
(k + Dn! + (n — k)n!
T D =R
(n+ 1!
T (k+ Dl — k)

coZ je ale levd strana tohoto tvrzeni.

ReSeni. Nejprve umistime napf. bilou v&Z. Pro ni mdme na vyb&r
z 82 poli. Ve druhém kroku umistime v&% ernou. Nyni mdme ,k dis-
pozici“ 7% poli. Podle pravidla soucinu je vysledek 8% - 72 = 3136.
O

V nasledujicich piikladech uz budeme pfi feSeni pouzivat pojmd
kombinace, permutace, variace (pfipadné s opakovdnim), které jsme

definovali.

1.18. Béhem schlize md vystoupit 8 fecnikii. Stanovte pocet vSech

poradi, v nichZ dva pfedem uréeni fe¢nici nevystupuji ihned po sobé.

ReSeni. Oznaéme si zmin&né dva feniky jako osoby A a B. Pokud
hned po vystoupeni osoby A nésleduje vystoupeni osoby B, miZeme
na to nahliZet jako na projev jediného fe¢nika. Pocet vSech poradi, v ni-
chz vystupuje B ihned po A, je tedy roven poctu vSech permutaci ze
sedmi prvku. Stejny je pochopitelné také pocet vSech poradi, v nichZ
vystupuje A ihned po B. Nebof pocet v§ech moZnych potadi 8 fe¢niki

je 8!, ¢&islo 8! — 2 - 7! udava hledany pocet poradi. U

1.19. Kolik existuje presmycek slova PROBLEM takovych, Ze v nich

a) pismena B a R stoji vedle sebe,
b) pismena B a R nestoji vedle sebe.

ReSeni. a) Dvojici pismen B a R miizeme povaZovat za jedno nedé-
litelné dvojpismeno. Celkem tedy mame k dispozici Sest rtiznych pis-
men a Sestipismenych slov sloZenych z riiznych pismen je 6!. V naSem
piipadé vSak tento pocet musime jesté vyndsobit dvéma, nebof nase
dvojpismeno muze bit jak BR tak RB. Celkem dostdvame 2 - 6! rtiz-
nych pfesmycek.

b) 7! — 2 - 6! (dopln€k ¢4sti a) do poctu vSech sedmipismennych

slov sloZenych z riiznych pismen. (]

1.20. Kolika zplsoby miZe sportovec umistit 10 rtiznych pohart do

5 polic, jestliZe se na kazdou polici vejde vSech 10 pohard?

ReSeni. K pohariim pridame 4 navzdjem nerozligitelné predméty, kupt.
tuzky. Pocet vSech riiznych pofadi pohart a tuzek je ziejmé 14!/4! (tu-
7Ky jsou nerozliSitelné). KaZzdé umisténi pohari do polic ovSem odpo-
vid4 prave jednomu sefazeni pohard a tuZek. Staci tfeba fici, Ze pohdry
pred prvni tuzkou v poradi dime do prvni police (pfi zachovani poradi),
pohéry pifed druhou tuzkou do druhé police atd. To znamend, Ze ¢islo
141/4! je vysledkem. O

1.21.

nych cifer.

Urcete pocet Ctyicifernych Cisel sestavenych z pravé dvou rtiz-
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KAPITOLA 1. ROZCVICKA

Tvrzeni (3) dokaZeme tzv. matematickou indukci. Tento
.~ typ dikazu je vhodny pravé pro tvrzeni, kterd
s e d 5, fikaji, Ze néco md platit pro vSechna pfiro-
£ zend Cisla n. Matematickd indukce se skldda
ze dvou kroku. V prvnim se tvrzeni dokaze pro n = 0 (po-
pfipadé n = 1 nebo dalsi hodnoty n). V druhém, tzv. induk¢-
nim, kroku pfedpokladdme, Ze tvrzeni plati pro néjaké n (a
vSechny predeslé hodnoty), a za pomoci tohoto predpokladu
dokdzeme, Ze tvrzeni plati i pro n + 1. Dohromady z toho
pak vyvodime, Ze tvrzeni plati pro vSechna pfirozend n.
Tvrzeni (3) zjevné plati pro n = 0, protoze () = 1 =
20, (Stejné tak je pfimo vidét i pro n = 1.) Pfedpoklddejme,
Ze plati pro né&jaké n a spo¢téme piisluSnou sumu pro n + 1
s vyuZitim tvrzeni (2) i (3). Dostaneme

S (=3[0 ()

k=0
n n+1
— Z (Z) +Z (Z) — o +2n — 2n+1.
k=—1

k=0

Vsimnéme si, Ze vzorec (3) uddvd pocet vSech podm-
nozin n—prvkové mnoziny, neboft ( ) je pocet vsech jejich
k—prvkovych podmnoZin. V§imnéme si také, Ze tvrzeni (3)
plyne piimo z (1.5) volboua = b = 1.

Tvrzeni (4) dokdZeme op€t matematickou indukci, po-
dobné jako (3). Zjevné plati pro n = 0, ¢imZ je hotov
prvni krok. Indukéni predoklad tikd, Ze (4) plati pro néjaké n.
Spoctéme nyni prisluSnou sumu pro n + 1 s vyuZitim tvrzeni
(2) a induk¢niho pfedpokladu. Dostaneme

S ) =2 ) ()
= Z:l(H 1)(2) +g;k(’;)

n n) n n n n
=>(, )+ Zk( ) + Zk( )
k=0 <k k=0 k k=0 k
=2" 42" 2 = (n 4 12

Tim je proveden indukéni krok, a tvrzeni je dokdzano pro
vSechna pfirozend n. U

Druhd vlastnost z naSeho tvrzeni umoZiluje sestavit
vSechna kombinaéni &isla do tzv. Pascalova trojithelniku,
kde kazdé Cislo obdrZzime jako soucet dvou bezprostiedné
nad nim leZicich sousedd:

n=0: 1

n=1: 1 1

n=2: 1 2 1

n=3: 1 3 3 1
n=4: 1 4 6 4 1
n=>5: 1 5 10 10 5 1

Refeni. Dvé riizné cifry pouZité na zdpis mizeme vybrat () zpi-
soby, ze dvou vybranych cifer méizeme sestavit 2* — 2 riznych &ty
cifernych ¢isel (dvojku odecitime za dvé Cisla sloZend pouze z jedné
cifry). Celkem mdame ( 120) (2*—2) = 630 &isel. Nyni jsme ale zapocitali
i &isla za¢inajici nulou. Téch je (7)(2® — 1) = 63. Celkové dostdvdme
630 — 63 = 567 cisel. O

1.22. Urcete pocet sudych ctyfcifernych Cisel sestavenych z praveé
dvou rtznych cifer.

Reseni. Obdobné jako v predchozim piikladu se nejprve nebudeme
2)+5-523 —1) &isel

(nejprve pocitame Cisla pouze ze sudych cifer, druhy sc¢itanec udava

ohliZet na cifru nula. Dostaneme tak (3)(2* —

pocet sudych Ctyfcifernych ¢isel sloZenych ze sudé a liché cifry). Opét
musime odecist &isla zac¢inajici nulou, téch je (2° — 1)4 + (22 — 1)5.

Hledany pocet cifer tak je
5
(2) Q=2 +5-52°—1) -2 - 14— 2> - 1)5=272.

O

1.23. Nakoncerté je 730 lidi. Maji n¢ktefi z nich stejné inicidly? (Ne-

uvazujeme hacky ani ¢arky)

ReSeni. Pismen v abeced& (véetnd CH) je 27. Pocet viech moZnych

inicidld je tedy 27 = 729. Proto aspoii 2 lidé budou mit stejné inicidly.
O

1.24. Novi hraci se sejdou v jednom volejbalovém tymu (6 lid{). Ko-
likrat si pfi seznamovani (kazdy s kazdym) podaji ruce? Kolikrat si
hraci podaji ruce se soupefem po odehrdni zdpasu?

ReSeni. Seznamuje se kazdd dvojice z Sesti hraca. Pocet podani ru-
kou je teda roven kombinaci C(2, 6) = (g) = 15. Po z4pase si kazdy
z Sesti hracl poda ruku Sestkrat (s kazdym z Sesti soupeiti). Pocet je
teda dohromady 6% = 36. ]

1.25.

dva z nich majf fidi¢sky prikaz? Jak se miZe rozesadit 20 cestujicich

Jak se muZe rozesadit pét osob v pétimistném auté, kdyZ jen

eve

a dva fidi¢i v 25-mistném minibuse?

ReSeni. Na mist& fidi¢e mame dvé moZnosti a na zbylych mistech uz
je pofadi libovolné, tzn. pro spolujezdce 4 moZnosti, pro dals$i misto
3,pak 2 a 1. Celkové 2.4! = 48 mozZnosti. Podobné v minibuse mame
dvé mozZnosti na misté fidie a druhy fidi¢ plus cestujici mohou na zby-
Iych 24 mistech sedét libovoln€. Nejprve vybereme mista, kterd budou
obsazend, tj. (3;) a na téchto ml’stech miize byt 21! réiznych potadi.

Dohromady médme 2. ( )21' = 22! moZnosti. ([
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Vsimnéme si, Ze v jednotlivych fadcich mame pravé koefi-
cienty u jednotlivych mocnin z vyrazu (3), napf. posledni
uvedeny fadek fika

(a + b)° = d’° + 5a*b + 10a°b* + 10a°b> + 5ab* + b°.

1.8. Vybér s opakovanim. Potradi n prvkd, z nichZ mezi
nékterymi nerozliSujeme, nazyvidme permutace
s opakovanim.

Nechf je mezi n danymi prvky p; prvkd

Ay prvniho druhu, p, prvk druhého druhu, ...,
pr prvka k—tého druhu, p; 4+ p» + --- + pr = n, po-
tom pocet poradi té€chto prvkid s opakovanim budeme znacit
P(p1,..., pr).

Podobné jako u permutaci a kombinaci bez opakovani,
pro vybér prvniho z nich mdme n moZnosti, pro dalsi n — 1
a tak dale, aZ po posledni, ktery zbude. Pfitom ale za stejna
povazujeme poradi nerozliSitelnych objektd. Téch je pro ka-
Zdou skupinku o p; objektech pravé p;!, takZe zfejmeé plati

PERMUTACE S OPAKOVANIM

n!

, Pr) =

Volny vybér k prvkl z n moznosti, véetné poradi, nazy-
vame variace k-tého stupné s opakovanim, jejich pocet bu-
deme znacit V (n, k). Volny vybér v tomto piipadé znamena,
7e predpoklddame, Ze stidle mame pro vybér stejné moznosti,
napf. diky tomu, Ze vybrané prvky pred dal§im vybérem vra-
cime nebo tieba hazime potad stejnou kostkou. Ziejmé plati

J VARIACE S OPAKOVANIM

V(n, k) = n*.

Pokud nds vybér zajimd bez zohlednéni potadi, ho-
vofime o kombinacich s opakovanim a pro jejich pocet
piSeme C(n, k). Zde se na prvni pohled nezdd tak jednodu-
ché, jak vysledny pocet zjistit. Dlikaz nasledujici véty je pro
matematiku typicky — podaii se ndm novy problém pievést
na problém jiny, ktery jsme uz difve zvladli. V naSem
piipad€ je to pievedeni na problém standardnich kombinaci
bez opakovani:

J KOMBINACE S OPAKOVANIM L——

Véta. Pocet kombinaci s opakovanim k-té t¥idy z n prvkii je
provsechnyk > 0an > 1

Cln k) = (n—i—k— 1>‘

k

Dtkaz. Ditikaz je opfen o trik (jednoduchy, jakmile ho
pochopime). Uvedeme dva rizné postupy.

1.26. Kolika zptisoby Ize do tfi rtiznych obalek rozmistit pét shod-
nych stokorun a pét shodnych tisicikorun tak, aby Zidna neztstala
prazdnd?
ReSeni. Nejdfive zjistime viechna rozmisténi bez podminky neprézd-
nosti. Téch je podle pravidla soucinu (rozmistujeme nezavisle stoko-
runy a tisicikoruny) C(3, 5)* = (;)2 Odecteme postupné rozmisténi,
kdy je pravé jedna obdlka prazdnd, a poté kdy jsou dvé obélky prazdné.
Celkem C(3, 5)2—-3(C(2,5)* —2) -3 = (;)2—3(62 —2)—3 =336.
O

1.27. Urcete pocet rtiznych vét, které vzniknou presmyckami v jed-
notlivych slovech véty ,,Skokan na koks* (vzniklé véty ani slova ne-
museji ddvat smysl).

Reseni. Uréime nejprve poéty piesmycek jednotlivych slov. Ze slova
,»skokan* dostaneme 6!/2 rtiznych pfesmycek (permutace s opakova-
nim P(1,1,1,1,2)), obdobné ze slova ,na“ dvé a ze slova ,koks*
4!1/2. Celkem podle pravidla soucinu (6!/2) - 2 - (41/2) = 8640. [

1.28. Kolik existuje rtiznych presmycek slova ,krakatit takovych,
7e mezi pismeny ,.k* je pravé jedno jiné pismeno.

ReSeni. V uvaZovanych presmy&kach je Sest moznosti, jak umistit sku-
pinu dvou ,k*. Fixujeme-li pevné mista pro dvé pismena ,k“, pak

ostatni pismena miZeme rozmistit na zbylych Sest mist libovolné&, tedy
P(1, 1, 2, 2) zptsoby. Celkem podle pravidla soucinu je hledany pocet

6-6!
6-P(1,1,2,2) = ——— = 1080.
2.2

O

1.29. Kolika zptisoby miiZeme do péti riiznych dtlki vybrat po jedné
kouli, vybirdme-li ze ¢tyf bilych, ¢tyf modrych a tff cervenych kouli?

ReSeni. Nejprve fesme tlohu v piipadg, Ze bychom méli k dispozici
alespon pét koulf od kazdé barvy. V tomto piipadé se jednd o volny
vybér péti prvki ze tif moZnosti, tedy o variace s opakovanim (viz ).
Maiame

V(3,5) =3

Nyni odecteme ty vybéry, ve kterych se vyskytuji bud pouze koule
stejné barvy (takové vybéry jsou tfi), nebo pravé Ctyfi koule Cervené
(takovych vybért je 2 - 5 = 10; nejprve vybereme barvu koule, kterd
nebude Cervend — dvé moznosti — a poté dilek, ve kterém bude — pét

moznosti). Celkem tedy mdme
3> —3-10=1230
moznych vybért. ([
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Predstavme si nejprve, Ze tahdme postupné
karty z baliku n riznych karet a abychom mohli
pripadné nékterou z nich vytdhnout vicekrat,

pridame si k baliku jesté k — 1 rtiznych Zolikd (alespon jed-
nou ur¢ité chceme jednu z ptivodnich karet). Reknéme, Ze po-
stupné vytdhneme r ptivodnich karet a s Zoliku, tj. r +s = k.
7da se, ze bychom méli vymyslet postup, jak z téch s Zoliki
poznat, které karty ndm zastupuji. Ve skute¢nosti ndm ale
staci diskuse poctd moZnosti takovych voleb.

K tomu mtiZeme pouzit matematickou indukci a predpo-
kladat, Ze dokazovand véta plati pro mensi argumenty nez
jsou n a k. Skutecné, potfebujeme obsdhnout kombinace s—
té tfidy s opakovanim z pouze r piivodnich karet, coz dava
(") = ("), coz je pravé pocet kombinaci s-tého
stupné (bez opakoviani) ze vSech Zolikd. Tim je véta doka-
zéna.

Druhy pfistup (bez matematické indukce): Na mnoZing

S={a1"'~,an}a

ze které vybirame kombinace, si zafixujeme uvedené potradi
prvki a pro nase volby prvkt z S si pfipravime n prihradek,
do kterych si jiz pfedem ddme v ndmi zvoleném potadi po
prave jednom prvku z S.

Jednotlivé volby x; € S pfiddvame do pfihradky, kterd
jiz tento prvek obsahuje. Nyni si uvédomme, Ze pro rozpo-
znani pivodni kombinace ndm staci védét, kolik je prvkt
v jednotlivych prihradkéach. Napiiklad,

a | bbb | cc|d = % | %%x%]|%x| %,

vypovidd o volbé b, b, ¢ z mnoZiny S = {a, b, c, d}.

V obecném piipadé vybéru k prvkl z n moZnych tedy
mame fetézec n + k znakl a pocet C(n, k) je roven poctu
moznych umisténi prihrddek | mezi jednotlivé znaky. To od-
povidd vybéru n — 1 pozic z n + k — 1 moZnych. ProtoZe
je

n+k—1\ n+k—1 _(nt+k—1
k C\n+k—1-k) \ n—-1)
je véta dokazana i podruhé. O

3. Diferenc¢ni rovnice

V ptedchozich odstavcich jsme vidéli vzorce, které za-
ddvaly hodnotu skaldrni funkce definované na ptirozenych
¢islech (faktoridl) nebo dvojicich ¢isel (binomicka ¢isla) po-
moci pfedchazejicich hodnot. Zatimco v odstavci I3 jsou
kombinaéni &isla definovdna piimo spocitatelnym vyrazem,
lze rozumét vztahim v X také tak, Ze misto hodnoty nasi
funkce zaddvdme jeji zménu pifi odpovidajici zméné nezé-
vislé proménné.

Takto se skute¢né velice ¢asto postupuje pfi matematické

‘ formulaci modelt, které popisuji redlné sys-

47, témy v ekonomice, biologii apod. My si tu po-
= vS§imneme jen n€kolika jednoduchych piipadd
a budeme se k této tématice postupné vracet.

1.30. Kolika zpisoby mohla skoncit tabulka prvni fotbalové ligy,
vime-li o ni, Ze Zadné dva z trojice tymid Zbrojovka Brno, Banik Os-
trava a Sigma Olomouc spolu v tabulce ,,nesousedi*“?(Ligu hraje 16

muzstev.)

ReSeni. Prvni zpiisob. Hledany pocet spoéitime podle principu in-
kluze a exkluze tak, Ze od poctu vSech moZnych tabulek odecteme
pocet tabulek, ve kterych sousedi nékterd dvojice z uvedenych ti tymt
a pricteme pocet téch tabulek, ve kterych soused{ v§echny tfi tymy. Hle-
dany pocet tedy je

3
16! — (2> -21-151 431 - 14! = 13599813427200.

Jiné reseni. Zminéné tfi tymy budeme povazovat za ,,oddélovace*.
Zbylych tfindct tyml musime rozdélit tak, aby mezi libovolnymi
dvéma oddélovaci byl alesporii jeden tym. Navic zbylé tymy miZeme
mezi sebou nezdvisle permutovat a rovnéztak oddélovace. Celkem

tedy dostavame
14
(3) - 13131 = 13599813427200

mozZnosti. O

1.31. Pro libovolné pevné n € N urcete pocet vSech feSeni rovnice

X+ x4t xe=n

v mnoZiné nezdpornych, kladnych celych Cisel.

Reseni. Kazdé feseni ri, ..., re), Zle r; = n miZeme jednoznacné
zaSifrovat jako posloupnost jednic¢ek a nul, ve které napiSeme nejprve
r1 jednicek, pak nulu, pak r, jednicek, nulu a tak ddle. Posloupnost
bude celkem obsahovat n jednicek a k — 1 nul. Kazd4 takova posloup-
nost navic zfejmé urcuje néjaké feSeni dané rovnice. Je tedy feSeni
tolik, kolik je posloupnosti, tedy ("**7"). O

n

C. Diferen¢ni rovnice

Diferencni rovnice (jinak feceno té€Z rekurentni vztahy) jsou
vztahy mezi Cleny néjaké posloupnosti, pfi¢emZ ndsledujici ¢len
je dan pomoci ¢lend predchozich. Vyfesit diferencni rovnici pak
znamend najit explicitni vzorec pro n-ty (libovolny) clen dané
posloupnosti. Rekurentni vztah ndm totiZ po zaddni nékolika prvnich
¢lent posloupnosti zaddva n-ty ¢len piimo pouze pomoci postupného
vycisleni vSech predchozich ¢lent.

Pokud je nasledujici ¢len posloupnosti ur¢en pouze piredchozim

¢lenem, hovofime o diferenc¢nich rovnicich prvniho fadu. S nimi se
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KAPITOLA 1. ROZCVICKA

1.9. Linearni diferen¢ni rovnice prvniho fadu. Obecnou
diferencni rovnici prvniho 7ddu rozumime vyraz

fn+1) =F(n, f(n),

kde F je zndmd skaldrni funkce zdvisld na dvojicich pfiro-
zenych Cisel. Zname-li ,,pocatecni* hodnotu f(0), miZeme
spocitat f(1) = F(0, f£(0)), poté f(2) = F(, f(1)) atd.
Timto postupnym zptisobem mutZeme tedy nakonec spoci-
tat hodnotu f(n) pro libovolné n € N. VSimnéme si, Ze
tato dvaha je podobnd konstrukci pfirozenych ¢isel z prazdné
mnoZiny nebo principu matematické indukce.

Jako priklad mtiZe slouzit defini¢ni formule pro faktorial,
tj.

m+D!'=m+1)-n!

Vidime, Ze skutecné vztah pro f(n + 1) zavisi na n i na hod-
noté f(n).

Dalsim obzvlasf jednoduchym piikladem je f(n) = C
pro néjaky pevny skaldr C a vSechna n a tzv. linedrni difere-
ncni rovnice

(1.6) fn+1) =a- f(n)+b,

kde a # 0, a b jsou znamé skaldary.

Takovou diferen¢ni rovnici umime snadno fesit, je-li b =
0. Pak se totiZ jednd o dobfe znamou rekurentni definici geo-
metrické posloupnosti a plati

f() =af©0), f@)=af(l)=ad*f0) atd.

Maiéme tedy pro vSechna n
f(n) =a"f(0).

To je napf. vztah pro tzv. Malthusidnsky model popula¢niho
ristu, ktery vychdzi z ptredstavy, Ze za zvoleny Casovy inter-
val vzroste populace s konstantni imérou a vici predcho-
zimu stavu.

DokézZeme si obecny vysledek pro rovnice prvniho fadu,
které se podobaji linedrnim, ale pfipousti promé&nné koefici-
entya ab,

Nejdiivé se ale zamysleme, co mohou takové rovnice popiso-
vat.

Linearni diferenéni rovnici (') mtizZeme pékné inter-
pretovat jako matematicky model pro spofeni nebo splaceni
uvéru s pevnou trokovou mirou a a pevnou splatkou b (tyto
dva piipady se 1i§i pouze znaménkem u parametru b).

S proménnymi parametry dostivdme obdobny model,
o ovSem s proménlivymi jak troky, tak splatkami.

a, bude vyjadfovat drokovou miru v mésici n,
b, ptislusnou splatku v mésici n.

mutzeme v Zivot¢ opravdu setkat, napiiklad, pokud si chceme zjis-
tit dobu splaceni néjaké pijcky pfi pevné meésicni splatce, nebo na-
opak chceme zjistit vy$i mésicni spldtky, zaddme-li si dobu, za kterou

chceme pijcku splatit.

1.32. Mirek si chce koupit nové
auto. Auto stoji 300 000 K¢&. Mi-

rek by chtél auto koupit na mésicni

splatky. Prodavajici spole¢nost mu
nabizi ptjcku na koupi auta s roc- //
nim drokem 6%. Mirek bych chtél

~

auto splatit za tfi roky. Jak vysoka
bude mésic¢ni splatka?

ReSeni. Oznaéme S Mirkovu mési¢ni splitku. Predpokladejme, Ze pii
koupi‘“ auta Mirek zaplati jednu mési¢ni splatku a pak po mésici vzdy
dalsi. Céstku, kterou bude Mirek dluZit po uplynuti k mésicti oznaéme
dy. Cenu auta ozna¢me C a mésicni drok u (je tedy u = %). Po

prvnim mésici bude Mirek dluZit
di=C—-8+u(C-29).

(Na pocatku Mirek splati jednu splatku, zbytek dluhu se pak droci).

Obecné po uplynuti k-tého mésice dluzi Mirek

(1.1)

Podle vztahu (1.9) je d; dano ndsledovné

dk = dk—l -S4+ Mdk_l.

k _ 1 1 k+1 _ 1
d, =doq’<—s(q ) = (1 +wkc - (L) S.
qg—1 u
Splaceni po tfech letech se rovnd podmince dzs = 0, odkud dosté-
vame
1 36
(12) s—c (LT ) - gesy
(I+uw’¥ -1

([
Vsimnéme si, Ze rekurentni vztah (]|1.1|]) miZeme pouZit na nas
priklad pouze tak dlouho, dokud budou vSechna y(n) kladn4, tj. dokud

bude Mirek skute¢n€ néco dluZit.

1.33. Uvazujme situaci z predchoziho prikladu. Jak dlouho by Mirek
auto splacel, kdyby chtél mési¢né spldcet S000 K&?
ReSeni. Pfi oznateni qg = 1,005, C = 300000 ndm podminka d; = 0

dava vztah
S

Cu—3S’

¢ =-
jehoz logaritmovdnim obdrZzime
I — InS — In(S — Cu)
Ing

9’
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KAPITOLA 1. ROZCVICKA

Nedéste se zdanlivé sloZitého s¢itdni a ndsobeni v nésle-
dujicim vysledku. Jde o typicky pfiklad technického matema-
tického tvrzenti, kdy tézké je ,,uhodnout”, jak zni. Naopak di-
kaz je uz pak jen docela snadné cviceni na zdkladni vlastnosti
skalart a matematickou indukci. Skute¢né zajimavé jsou te-
prve dasledky, viz [T niZe.

Ve formulaci pouzivame vedle obvyklych znaki pro sou-
et ) také obdobné znaky pro souin [[. V dal$im budeme
vzdy pouzivat také konvenci, Ze pokud u souctu je mnozina
uvedenych indexti prazdnd, pak je soucet nula, zatimco u sou-
¢inu je ve stejném piipadé vysledek jedna.

1.10. Tvrzeni. Obecné rFeSeni diferencni rovnice (L) prv-
niho 7ddu s pocatecni podminkou f(0) = yg je dano vzta-
hem

n—1 n—2 n—1
(18) f(n)= (Hm) vor Y| TT @ | bj +bu-r.
i=0 j=0 i=j+1

Dt¢kaz. Tvrzeni dokdZeme matematickou indukci.
Zjevné tvrzeni plati pro n = 1,
kdy se jednd pravé o defini¢ni vztah
' f (1) = agyo + bo.

Ptredpokldddme-li, Ze tvrzeni plati pro néjaké pevné zvo-
lené n, miizeme snadno spocist:

n—1 n—2 n—1
fon+1) =a, (Hm) o+ Y | TT @ |6 +bas
i=0 =0 \i=j+1
—"_ bil
n n—1 n
:(Ha,)yo—i-z 1_[ a; bj+bn,
i=0 j=0 i=j+1
jak se primo vidi rozndsobenim vyrazt. O

Opét si v§imnéme, Ze jsme pro diikaz nepotiebovali o
pouzitych skaldrech nic vic neZ vlastnosti komutativniho
okruhu.

1.11. Disledek. Obecné reseni linedrni diferencni rovnice
(LA) s a # 1 a pocdtecni podminkou f(0) = yy je
1 —a"
1—a

Dtkaz. Dosazenim konstantnich hodnot za a; a b; do
obecného vzorce (ICH) dostdvame

n—2
fm) =a"yo+ b(l + Za"—f—l).
=0

J=!

(1.9) fn) =a"yo+ b.

Pro vycisleni souctu soucinti v druhém scitanci si je tfeba
vsimnout, Ze se jednd o vyrazy (1 +a + --- + a"~)b. Sou-
cet této geometrické fady spocteme ze vztahu 1 — a" =
(1—a)(1+a+---+a""") adostaneme pravé poZzadovany
vysledek. (|

coz pro § = 5000 dava priblizné k = 71, 5, tedy splaceni pdjcky by tr-
valo 72 mésict, tj. Sest let (posledni splatka by nebyla plnych 5 000 K¢).
O

0
n=1°

1.34. Urcete posloupnost {y,} kterd vyhovuje ndsledujicimu reku-

rentnimu vztahu

Linedrni rekurentni vtahy se mohou vyskytnout napiiklad v geo-
metrickych problémech:

1.35. Na kolik nejvyse oblasti mize délit rovinu n pfimek?

Reseni. Ozna¢me hledany pocet oblasti p,. Pokud v roving nemame
ddnu Zadnou piimku, je celd rovina jedinou oblasti, je tedy pg = 1.
Pokud je v rovin€ ddno n piimek, tak ptiddnim n + 1 pfibude nejvyse
(n 4+ 1) oblasti: oblasti pribude pravé tolik, kolika (ptivodnimi) ob-
lastmi bude pfimka prochdzet (kazdou takovou oblast rozdéli na dvé
Césti, jedna oblast tedy ptibude). Pfidand pifimka miiZe mit nejvyse n
riiznych prise¢iki s n pfimkami, které uz v rovning byly. Cst pifmky
mezi libovolnymi dvéma sousednimi priseciky prochdzi pravé jednou
oblasti, celkem miZe pfidana pfimka prochazet nejvyse n+1 oblastmi,
tedy miZe pribyt maximdlné n + 1 oblasti, navic v roviné bylo pied
pridanim (n + 1)-ni pfimky nejvySe p, oblasti (tak jsme ¢islo p,, totiZ
definovali).

Celkem dostavame rekurentni vztah

Dnt1 = Pn +(m+1),
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KAPITOLA 1. ROZCVICKA

Vs1mneme si, Ze pro vypocet soucCtu geometrické fady
jsme pottebovali existenci inverze pro nenulové
__skalary. To bychom nad celymi ¢isly neuméli.
Posledni vysledek tedy plati pro pole skalarti a
< miZeme jej bez problému pouZit pro linedrni di-
ferencm rovnice, kde koeficienty a, b a pocatecni podminka
f(0) = yg jsou raciondlni, redlné nebo komplexni, ale také
nad okruhem zbytkovych tfid Z; s prvociselnym k (zbytkové
tiidy budeme definovat v odstavci [-4T).

Pozoruhodné je, Ze ve skutecnosti vzorec (IT9) plati i s
celociselnymi koeficienty a poc¢ate¢ni podminkou. Pak totiZ
predem vime, Ze vSechny f(n) budou také celociselné, a celd
¢isla jsou podmnoZinou v ¢islech raciondlnich. Musi proto
nutné nas vzorec ddvat ta spravnd celo¢iselnd feseni.

Pti pozorné€j$im pohledu na diikaz je ziejmé, Ze 1 —a” je
vzdy délitelné 1 — a, takZe nés posledni pozorovini nemélo
prekvapit. Nicméné je vidét, Ze tieba nad skaldry ze Z,4 a
treba a = 3 uZ neuspéjeme, protoZe pak 1 — a = 2 je délite-
lem nuly.

1.12. Nelinearni priklad. Vrafme se na chvili k rovnici prv-
1_\\ niho fadu (CA), kterou jsme pouZili na velice

“, primitivni model populaéniho riistu zavisejici
;[,j/}'// pfimo imérné na okamzité velikosti populace
”" p. Na prvni pohled je ziejmé, Ze takovy model
vede pri uméfe a > 1 k pfili§ rychlému a hlavné neomeze-
nému rastu.

Realistic¢téj$i model bude mit takto dmérnou zménu po-
pulace Ap(n) = p(n + 1) — p(n) jen pti malych hodnotich
p, tj. Ap/p ~ r > 0. Pokud tedy budeme chtit nechat rast
populaci o 5% za obdobi pfi malém p, budeme r volit 0, 05.
Pfi urcité limitn{ hodnoté¢ p = K > 0 ale naopak uZ popu-
lace neroste a pfi jeSté vétSich uz klesd (tfeba protoZe zdroje
pro jeji obZivu jsou omezené, jedinci ve veliké populaci si
navzdjem prekdZi apod.).

Predpokladejme, Ze pravé hodnoty y, = Ap(n)/pn)
se v zdvislosti na p(n) méni linedrné. Graficky si tedy tuto
zavislost miiZzeme predstavit jako piimku v rovin€ promén-
nych p a y, kterd prochédzi body [0, r] (tj. pfi p = 0 mame
y =r)al[K, 0] (coz ddva druhou podminku, Ze pii p = K
se populace neménf{). PoloZime proto

" p+
= —— r.
y KP

Dosazenim y, za y a p(n) za p dostdvame

p(n+1) — p(n)
p(n)

= —%p(n) + 7,

tj. rozndsobenim dostdvdme diferen¢ni rovnici prvniho fddu
(kde hodnota p(n) vystupuje v prvni i v druhé mocning)

(1.10) pn+1) = pm)(1 - %p(n) +7).

ze kterého ziskame explicitni formuli pro p, bud’ pomoci vzorce 10

nebo piimo:

Pn=Pn1+n=p,o+m—1)+n=

:pn—3+(7’l—2)—|—(n—])—|—n:...:p0+zi:
i=1
=1+n(n+1):n2+n+2
2 2

vvvvvv

prvniho fadu. Uvedime si piiklady kombinatorickych tloh, pfi jejichZ

reSeni se miiZeme rekurze s vyhodou vyuZit.

1.36. Kolik existuje slov délky 12 sloZenych pouze z pismen A a B,
které neobsahuji skupinu BBB?

ReSeni. Nechf a, zna&i pocet slov délky n sloZenych pouze z pismen
A, B, neobsahujicich skupinu BBB. Pak pro a, (n > 3) plati reku-

rentni vztah
a, =day—1 + ap_2 + a,_3,

nebof slova délky n spliiujici danou podminku musi koncit bud na A,
nebo na AB, nebo na ABB. Slov koncicich na A je pravé a,—; (pred
poslednim A miiZe byt libovolné slovo délky n — 1 spliujici danou
podminku. Obdobné pro zbylé dvé skupiny. Ddle snadno vycislime

a; = 2,ay, =4, az = 7. Postupnym dopocitinim
app = 1705.

Téz bychom mohli odvodit explicitni vzorec pro n-ty ¢len takto za-
dané posloupnosti, dle uvedené teorie. Charakteristicky polynom dané

rekurentni rovnice je x* —x?

—x —1 s jednim redlnym a dal$imi dvéma
komplexnimi kofeny, které mtiZeme vyjadtit pomoci vztaht (||TI3|)).

O

1.37. Skére basketbalového utkdni mezi tymy Ceska a Ruska vy-

Oznac¢ime-li Py pocet zplsobt,
kterymi se mohlo vyvijet skére basket-
balového utkani, které skoncilo k : [,

tak pro k, [ > 3 plati rekurentni vztah:

rozdélime na Sest po dvou disjunktnich podmnoZin podle toho, které
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Zkuste si promyslet nebo vyzkousSet chovéni tohoto mo-
_ delu pro rizné hodnoty r a K. Na obrazku je
prubeh hodnot pro parametry r = 0, 05 (tj. pé-
4 — _tiprocentni nartist v idedlnim stavu), K = 100
(t] zdro;e limituji hodnotu na 100 jedincti) a p(0) jsou dva
jedinci.

NEL//VEA%N//ZAMM 7
( e /1,:“ oo
N
ot
6o
4o
20T

o 5'0 7:0" 'I,'S‘U éoo

Vsimnéme si, Ze poc¢atecni priblizné exponencidlni rlst
se skutecné pozdéji zlomi a hodnota se postupné bliZ{ kyZe-
nému limitu 100 jedinct. Pro p blizké jedné a K daleko vétsi
neZ r bude prava strana rovnice (I”I0) pfiblizn€ p(n)(1 +r),
tzn. chovéani je obdobné Malthusidnskému modelu. Naopak
pti p ptibliZzné K bude pravé strana priblizné p(n). Pro vétsi
pocétecni hodnoty p neZ K budou hodnoty klesat, pro mensi
nez K rust, takZe systém bude zpravidla postupné oscilovat
kolem hodnoty K.

4. Pravdépodobnost

Ted se podivime na jiny obvykly piipad skaldrnich
. hodnot funkci — sledované hodnoty Casto
N .. Nejsou zndmy ani explicitné vzorcem,
2~ ani implicitné néjakym popisem. Jsou
~ vysledkem né&jaké nahodilosti a my se
snazime popsat s jakou pravdépodobnosti nastane ta ¢i ona
moZnost.

1.13. Co je pravdépodobnost? Jako jednoduchy priklad
muzZe slouzit obvyklé hazeni kostkou se Sesti sténami s ozna-
¢enimi
1, 2,3, 4,5, 6.

Pokud popisujeme matematicky model takového hdzeni
,poctivou* kostkou, budeme ocekdvat a tudiz i pfedepisovat,
Ze kazd4 ze stran pada stejn€ Casto. Slovy to vyjadifujeme
»kazdd predem vybrand sténa padne s pravdépodobnosti ¢ Le

Pokud ale si tfeba sami noZikem vyrobime takovou
kostku z kusu dfeva, je jisté, Ze skute¢né relativni Cetnosti
vysledkti nebudou stejné. Pak miizeme z velikého poctu
pokust usoudit na relativni Cetnosti jednotlivych vysledki
hodi a tyto ustanovit jako pravdépodobnosti v naSem ma-
tematickém popisu. Nicméné pri sebevétsim poctu pokust
nemuZeme vyloucit moZnost, Ze se ndhodou povedla velice
nepravdépodobnd kombinace vysledkl a Ze jsme proto nas
matematicky model skute¢nosti pro naSi kostku nevybrali
dobfte.

druzstvo vstrelilo ko$ a za kolik bodt (1, 2, ¢i 3).) Ze symetrie tlohy

zfejmé plati P ;) = Py x. Déle pro k > 3 plati:

Py = Pu-32 + Pi—22 + Py-12 + Pr,1) + Py,
Piy = Pu-z 1+ Pu—21)+ Pu-1,1) + Pr.o),
Pyoy = Pu-3z0 + Pi—20 + Pr-1,0>

coz spolu s po¢ate¢nimi podminkami P oy = 1, P10y = 1, Po,o) = 2,
Pzoy =4, Pay =2, Poy = Payy + Poy + Pooy =35, Pog =
P(()yz) + P(1,2) + P(z,l) + P(z,()) = 14, dava

P20 = 497178513
O

vvvvvv

formu, nez kterou jsme se zabyvali v teorii a tudiZ neumime vycis-
lit libovolné ¢islo Py jy explicitn€, nybrz pouze postupnym vypoctem
od pocatecnich ¢lent. Takové rovnice nazyvame parcidlni diferencni
rovnice, protoze ¢leny posloupnosti jsou znaceny dvéma nezavislymi
proménnymi (k, [).

O linedrnich rekurentnich formulich (diferen¢nich rovnicich) vy-

$8ich radi s konstantimi koeficienty si povime vice v kapitole 3.

D. Pravdépodobnost

Uvedme si n¢kolik jednoduchych piikladd na klasickou pravdé-
podobnost, kdy zkoumdme né&jaky pokus, ktery méd konecné mnoho
moznych vysledkd (,,vSechny pfipady*) a nds zajim4, kdy vysledek po-
kusu bude néleZet néjaké podmnoZiné mozZnych vysledk (,,pfiznivé
pripady*). Hledand pravdépodobnost je pak rovna poméru poctu pii-
znivych piipadt ku poctu vSech piipadt. Klasickou pravdépodobnost
muzZeme pouZit tam, kde pfedpokladame (vime), Ze kazdy z moznych
vysledkii ma stejnou pravdépodobnost toho, Ze nastane (napiiklad pfi
hodech kostkou).

1.38.

¢islo vétsi nez 47?

Jaké je pravdépodobnost, Ze pfi hodu Sestibokou kostkou padne
ReSeni. mnoZzinu
{1,2,3,4,5,6}), priznivé moZnosti jsou dvé ({5,6}). Hledana
pravdépodobnost je tedy 2/6 = 1/3. U

Vsech moZnych vysledki je Sest (tvori

1.39. Ze skupiny osmi muZzii a ¢tyf Zen ndhodné€ vybereme skupinu
péti lidi. Jaké je pravdépodobnost, Ze v ni budou alespoii tfi Zeny?

ReSeni. Pravdépodobnost spocitime jako podil potu piiznivych pii-
padil ku poctu vSech piipadd. Priznivé piipady rozdélime podle toho,

kolik je v ndhodné vybrané skupiné muzii: mohou v ni byt bud’ dva,
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V dal$im budeme pracovat s abstraktnim matematickym
popisem pravdépodobnosti v nejjednodusim pii-
bliZzeni. To, do jaké miry je takovy popis ade-
kvéatni pro konkrétni pokusy ¢i jiny problém, je
zalezitosti mimo samotnou matematiku. To ale
neznamend, Ze by se takovym pfemyslenim neméli zaby-
vat matematikové (nejspiSe ve spolupraci s jinymi experty).
Pozdéji se vratime k pravdépodobnosti coby teorii popisu-
jici chovani nahodilych procesti nebo i pln€ determinovanych
déji, kde ovSem nezndme presné vSechny urcujici parametry.

Matematicka statistika pak umoziiuje posuzovat, do jaké
miry lze oCekdvat, Ze vybrany model je ve shod¢ s realitou,
resp. umoZziiuje urcit parametry modelu tak, aby dochazelo
k co nejlepsi shodé s pozorovanim a zaroveni umi odhadnout
miru spolehlivosti zvoleného modelu.

K matematické pravdépodobnosti i statistice ov§em bu-
deme potiebovat dosti rozsdhly matematicky apardt, ktery bu-
deme mezitim nékolik semestrti budovat.

Na piikladu nasi neumélé kostky si to miZeme predstavit
tak, Ze v teorii pravdépodobnosti budeme pracovat s parame-
try p; pro pravdépodobnost jednotlivych hodnot stran a bu-
deme pozadovat pouze aby vSechny tyto pravdépodobnosti
byly nezdporné a jejich soucet byl

A

p1+p2+p3+ps+ps+ps=1.

Pti volbé konkrétnich hodnot p; pro konkrétni kostku pak
v matematické statistice budeme schopni odhadnout s jakou
spolehlivosti tento model nasi kostce odpovida.

Nasim skromnym cilem je ted pouze naznacit, jak abs-
traktn€ zachytit pravdépodobnostni tvahy ve
formalizovanych matematickych objektech. N4-
sledujici odstavce tak budou ve své podstaté
pouhymi cvi¢enimi v jednoduchych operacich
nad mnoZinami a jednoduché kombinatorice (tj. vypoctech
poctu moZnosti, jak mohou byt splnény dané podminky kla-
dené na kone¢né mnozZiny prvku).

1.14. Nahodné jevy. Budeme pracovat s neprazdnou pevné
zvolenou mnoZinou €2 vSech moZnych vysledk, kterou na-
zyvame zdkladni prostor. Pro jednoduchost bude pro nds 2
konec¢nd mnoZina s prvky wy, ..., ®,, pfedstavujicimi jed-
notlivé mozné vysledky. Kazda podmnozina A C 2 predsta-
vuje mozny jev. Systém podmnozin A zdkladniho prostoru
se nazyva jevové pole, jestlize

e Q € A (tj. zékladni prostor, je jevem),

e je-li A, B € A,pak A\ B € A (tj. pro kazdé dva jevy je
jevem i jejich mnoZinovy rozdil),

e jsou-li A, B € A, pak AU B € A (tj. pro kazdé dva jevy
je jevem i jejich sjednocent).

nebo jeden muZz. Skupinek o péti lidech s jednim muZem je osm (z4-
lezi pouze na vybéru muZe, Zeny v ni musi byt vSechny), skupinek se
dvéma muZi je potom c(8, 2) - ¢(4, 3) = (g) . (‘3‘) (vybereme dva muze
z osmi a nezdvisle na tom tfi Zeny ze Ctyf, tyto dva vybéry miZeme
nezdvisle kombinovat a podle pravidla soucinu dostivime uvedeny
pocet skupin). VSech moznych skupin o péti lidech pak mtiZzeme se-

stavit c(12, 5) = (152). Hledan4 pravdépodobnost je tedy

4\ (8
8+()()
(5)
5
O
Uvedme si piiklad, pri jehoZ feSeni neni vhodné pouzivat klasické

pravdépodobnosti:

1.40.
pristi tyden alesporni milién dolart v loterii?

Jaka je pravdépodobnost toho, Ze Ctendr této dlohy vyhraje

ReSeni. Takovito formulace tlohy je netiplnd, neposkytuje dostatek

’“

udajt. Pfedvedme ,,chybné* feSeni Zakladni prostor v§ech mozny jevt
je dvouprvkovy: bud' vyhraje nebo nevyhraje. Pfiznivy jev je jeden (vy-
hraje), hledané pravdépodobnost je tedy 1/2 (a to je zjevné Spatnd od-
poved). U
Poznamka. V pifedchozim piiklad€ je porusSena zdkladni podminka
pouZiti klasické pravdépodobnosti, totiZ to, Ze kazdy z elementdrnich

jevi ma stejnou pravdépodobnost toho, Ze nastane.

1.41.

n Zen. Jaka je pravdépodobnost, Ze Zddné dvé osoby stejného pohlavi

Do tfady v kin€ o 2n mistech je ndhodn¢€ rozmisténo n muzi a

nebudou sedét vedle sebe?

/////

Splnl.IJlClCh podminky je 2(n!)>: mdme dv& moZnosti Vyberu pozice
muzi, tedy i Zen — bud’ vSichni muZi budou sedét na lichych mistech
(a tedy Zeny na sudych), nebo vSchni muZi na sudych (a tedy Zeny na
lichych mistech); na nich jsou pak muzi i Zeny rozmistény libovolné.
Vysledna pravdépodobnost je tedy

2 2
p) = 20 L)

o = 0,33, p(5) = 0,0079, p(8) =0, 00016.

O

1.42. Do vytahu osmipatrové budovy nastoupilo 5 osob. Kazda
z nich vystoupi se stejnou pravdépodobnosti v libovolném poschodi.
Jaké je pravdépodobnost, Ze vystoupi

i) vSichni v Sestém poschodi,

ii) vSichni ve stejném poschodi,

iii) kazdy v jiném poschodi?
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“PRAY DEPOPOENOST

PIAVB)=P(A)+ P(BA)

Zjevné je i komplement A° = Q\ A jevu A jevem, ktery
nazyvame opacny jev k jevu A. Prinik dvou jevi je opét je-
vem, protoZe pro kazdé dvé podmnoZiny A, B C 2 plati

A\ (Q\B)=ANB.

Slovy se tak dé jevové pole charakterizovat jako systém
podmnoZin (konecného) zdkladniho prostoru uzavieny na
priniky, sjednoceni a rozdily. Jednotlivé mnoziny A € A
nazyvame ndhodné jevy (vzhledem k A).

Pro nase hdzeni kostkou je Q@ = {1,2,3,4,5, 6} a je-
vové pole je tvofeno vSemi podmnoZinami mnoZiny €2. Napf.
ndhodny jev {1, 3, 5} pak interpretujeme jako ,,padne liché
¢islo®.

Néco madlo terminologie, kterd by méla déle pfipominat
souvislosti s popisem skute¢nych modelt:

e cely zékladni prostor €2 se nazyv4 jisty jev, prazdna pod-
mnozina @ € A se nazyva nemozny jev,

e jednoprvkové podmnoZiny {w} C 2 se nazyvaji elemen-
tarni jevy,

e spolecné nastoupeni jevii A;, i € [, odpovidd jevu
Nie1 A;, nastoupeni alesporii jednoho z jevii A;, i € 1,
odpovidd jevu U;c; A;,

e A, B € A jsou neslucitelné jevy, je-li AN B = @,

e jev A ma za diisledek jev B, kdyz A C B,

Prestavte si priklady vSech uvedenych pojml pro jevovy
prostor popisujici hdzeni kostkou nebo obdobné pro hdzeni
minci!

Reseni. Zakladni prostor viech moZnych jevi je prostor viech moz-
nych zplsobii vystoupeni 5 osob z vytahu. Téch je 8.

V prvnim piipadé€ je jedind priznivd moZnost vystoupeni, hledand
pravdépodobnost je tedy 8%, ve druhém pripadé mdme osm mozZnosti,
hledana pravdépodobnost je tedy 8—14 a konec¢né ve tfetim je pocet pii-
znivych pfipadl dan pétiprvkovou variaci z osmi prvkl (z osmi pater
vybirdme pét, ve kterych se vystoupi a ddle ktefi 1idé vystoupi ve vy-
branych poschodich), celkem je hledand pravdépodobnost ve tietim

pfipadé rovna (viz [T a [R)

v(5.8) 8.7---4
V(5,8 0000 8

=0, 2050781250.

O

1.43. Nihodné vybereme celé kladné &islo mensi nez 10°. Jakd je
pravdépodobnost, Ze bude sloZeno pouze z cifer 0, 1, 5 a zdroveni bude

délitelné Cislem 5?

Reseni. Cisel spiiujich danou podminku je 2 - 3* — 1 (kromé& posledni
cifry madme na kazdy fdd na vybér ze tif cifer, pfipadné Cislice O na
za¢4tku slova nepiSeme. Viech celych kladnych &isel mensich nez 10°
je 10° — 1, podle klasické pravdépodobnosti dostdvdme, 7e hledand

pravdépodobnost je 2]3: :11 . (]

1.44. Ze sacku s péti bilymi a péti Cervenymi koulemi ndhodné vy-
tdhneme tfi (koule do sd¢ku nevracime). Jak4 je pravdépodobnost, Ze

dvé budou bil¢ a jedna Cervend?

ReSeni. Rozd&lme uvaZovany jev na sjednoceni tii disjunktnich jevi:
podle toho, kolikdtou vytdhneme cervenou kouli. Pravdépodobnosti,
Ze vytdhneme koule piesné€ ve zvoleném poradi jsou: 5 -5 -3, 553,
% : % . % Celkem 15—2

Jiné FeSeni. Uvazme pocet vSech mozZnych trojic vytaZzenych kouli
(koule jsou mezi sebou rozliSitelné), tedy (130). Trojic, které obsahuji
pravé dvé bilé koule je potom (i) . (?) (dvé bilé koule miZzeme vytah-

nout (;) zpUlsoby, k nim pak ¢ervenou péti zpiisoby). U

1.45. Z klobouku, ve kterém je pét bilych, pét Cervenych a Sest er-
nych kouli, ndhodné vytahujeme koule (bez vraceni). Jakd je pravdé-

podobnost, Ze patd vytazend koule bude cerna?

ReSeni. Spocitime dokonce obecngjii tilohu. TotiZ pravdépodobnost
toho, Ze i-td vytazend koule bude Cernd, je stejnd pro vSechna i, 1 <
i < 16. MiiZeme si totiZ predstavit, Ze vytdhneme postupné vSechny

koule. Kazd4 takovd posloupnost vytaZzenych kouli (od prvni vytazené
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1.15. Definice. Pravdépodobnostni prostor je trojice
(2, A, P), kde A je jevové pole podmnoZin
(kone¢ného) zdkladniho prostoru €2, na kterém
je definovdna skaldrni funkce P : A — R's

ndsledujicimi vlastnostmi:

e P jenezédpornd, tj. P(A) > 0 pro vSechny jevy A,
e P je aditivni, tj. P(A U B) = P(A) + P(B), kdykoliv
jeA,Be AaANB =4,
e pravdépodobnost jistého jevu je 1, tj. P(2) = 1.
Funkci P nazyvame pravdépodobnosti na jevovém poli A.

Zjevng je okamzitym dasledkem naSich definic fada
prostych ale uZite¢nych tvrzeni. Napf. pro vSechny jevy plati

P(A°) = 1 — P(A).

Déle miZeme matematickou indukci snadno rozsitit aditiv-
nost na jakykoliv konecny pocet vzdjemné neslucitelnych
jevi A; C Q,i € 1, 4.

P(UieiAi) = Y P(Ay),
iel

kdykoliv A; N A; =@, pro vSechnai # j, i, j € I.

1.16. Definice. Nechf 2 je kone¢ny zdkladni prostor a ne-
cht jevové pole A je pravé systém vSech podm-
nozin v Q. Klasickd pravdépodobnost je prav-
dépodobnostni prostor (€2, A, P) s pravdépo-
dobnostni funkci

P(A) = ﬂ,

|€2]
kde |A| znadi pocet prvki mnoZiny A € A.

P: A— R,

Zjevné takto zadand funkce skute¢né definuje pravdépo-
dobnost, ovéite si samostatné v§echny poZadované axiomy.

1.17. S¢itani pravdépodobnosti. U neslucitelnych jevi je
0 scitdni pravdépodobnosti pro vyskyt alespoii jednoho
z nich pfimo poZadovano v zdkladni definici pravdé-
A2’ podobnosti. Obecné je s¢itani pravdépodobnosti pro
f vyskyty jevi sloZité. Problém totiZ je, Ze pokud jsou
jevy slucitelné, ¢4stecné mame v souctu pravdépodobnosti
zapocteny priznivé vyskyty vicekrat.

Nejjednodussi je si nejprve predstavit situci se dvéma slu-
¢itelnymi jevy A, B. UvaZme nejprve klasickou pravdépo-
dobnost, kde jde vlastné o pocitani prvkl v podmnoZinach.
Pravdépodobnost vyskytu alespoii jednoho z nich, tj. pravdé-
podobnost jejich sjednoceni, je ddna vztahem

(1.11) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

protoZe ty prvky, které patii do mnoZiny A i B, jsme nejprve
zapodetli dvakrét a tak je musime jednou odecist.

TentyZ vysledek dostaneme i pro obecnou pravdépodob-
nost P na néjakém jevovém poli. Protoze AN B a A\ B jsou
nezavislé jevy,

P(A)=P(A\B+P(ANDB),

koule po posledni), sloZend z péti bilych, péti Cervenych a Sesti Cer-
nych kouli, m4 stejnou pravdépodobnost vytaZeni a pro vypocet hle-

dané pravdépodobnosti miiZeme opét pouZit model klasické pravdépo-

dobnosti. Zminénych posloupnosti je P(5,5,6) = #6,'6,

sloupnosti, kde na i-tém misté je ¢ernd koule, zbytek libovolny, je to-

Pocet po-

lik, kolik je libovolych posloupnosti péti bilych, péti Cervenych a péti
&ernych kouli, tedy P(5, 5, 5) = =2 Celkem tedy je hledana pravdg-

515151
podobnost
P(5,55 s5s 3
P(5,5,6) oL T8

O

Vratme se k hazeni kostkou a zkusme popsat jevy ze zdkladniho
prostoru €2 vznikajici pfi hdzeni tak dlouho, dokud nepadne Sestka, ne
vSak vice neZ stokrat.

Pro jeden hod samostatné je zdkladnim prostorem Sest ¢isel od
jedné do Sesti a jde o klasickou pravdépodobnost. Pro celé série naSich
hodi bude zakladni prostor daleko vét$i — bude to mnoZina kone¢nych
posloupnosti ¢isel od jedné do Sestky, které bud konci Sestkou, maji
nejvyse 100 ¢lent a vSechna pfedchozi ¢isla jsou mensi nez Sest, nebo
jde o 100 cisel od jedné do péti. Jevem A miZe byt napf. podmnoZina
»hdzeni konc¢i druhym pokusem®. VSechny pfiznivé elementirni jevy

pak jsou

[1,6], [2,6], [3,6], [4,6], [5,6].

Ze zndmé klasické pravdépodobnosti pro jednotlivé hody umime odvo-
dit pravdépodobnosti nasich jevil v 2. Neni to ale jisté klasickd pravdé-
podobnost. Tak pro diskutovany jev chceme popsat, s jakou pravdépo-
dobnosti nepadne Sestka pii prvém hodu a zdroven padne pti druhém.

Vnucuje se feSen{
pyS 1 5

6 6 36
protoZe v prvém hodu padne s pravdépodobnosti 1 — % jiné &islo nez
Sest a druhy hod, ve kterém naopak poZadujeme Sestku, je zcela ne-
zavisly na prvnim. Samozfejmé toto neni pomér poctu pfiznivych vy-

sledkti k velikosti celého stavového prostoru!
Obecnéji miZeme Tici, Ze po pravé 1 < k < 100 hodech pokus

)k—l A

skonéi s pravdépodobnosti (% é Ze vSech moZnosti je tedy nej-

Jiny ptiklad, jak z hazeni kostkou dostat rtizn€ pravdépodobné jevy
je pozorovat soucty pii hodu vice kostkami. UvaZujme takto: pfi hodu
jednou kostkou je kazdy vysledek stejné pravdépodobny s pravdépo-
dobnosti é. Pfi hodu dvémi kostkami je kazdy predem zvoleny vy-

sledek (a, b), tj. dvojice pfirozenych Cisel od jedné do Sesti (vCetné
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podobné pro B, ale také mame
P(AUB)=P(A\B)+ P(B\ A)+ P(ANB).

Dosazenim za pravdépodobnosti mnoZinovych rozdilti dosta-
vame opét vztah (CIT).

Nasledujici véta je pfimym promitnutim tzv. kombinato-
rického principu inkluze a exkluze do nasi ko-
[ », neCné pravdépodobnosti a fikd, jakym zpilso-
" bem vicendsobné zapo&itdvani vysledkd kom-
= penzovat v obecném piipadé.

Jde patrné o dobry pfiklad matematického tvrzeni, kde
nejtéz8i je najit dobrou formulaci a pak se d4 fici, Ze (intui-
tivné) je tvrzeni zfejmé.

PRINCIT INKLUZE A FXKUZE.

Na obrazku je situace zndzornéna pro tfi mnoZiny A, B,
C apro klasickou pravdépodobnost. Jednoduse Srafované ob-
lasti v prostém souctu mame dvakrat, dvojité Srafované tii-
krét. Pak ty jednoduSe Srafované jednou odeéteme, pritom ty
dvojité Srafované opét tfikrat odecteme, proto je tam nakonec
jeste jednou zapocteme.

Obecné, diky aditivni vlastnosti pravdépodobnosti, si
muzeme predstavit, Ze kazdy jev rozloZime na elementarni
(tj. jednobodové) jevy, jakkoliv ve skutecnosti nemusi jedno-
prvkové podmnoziny do uvazovaného jevového pole patfit.
Pak je pravdépodobnost kazdého jevu ddna souctem prav-
dépodobnosti jednotlivych elementarnich jevl do néj patii-
cich a miZzeme pii vyjadfeni pravdépodobnosti nastoupeni
alespori jednoho z jevi takto: seteme vSechny pravdépodob-
nosti vysledkt pro vSechna A; zv1ast, pak ovS§em musime ode-
Cist ty, které tam jsou zapocteny dvakrét (tj. prvky v prinicich
dvou). Ted si ov§em dovolujeme odecist prili§ mnoho tam,
kde ve skuteCnosti byly prvky tfikrat, tj. korigujeme pticte-
nim pravdépodobnosti ze tietiho Clenu, atd.

Véta. Budte Ay, ..., Ax € A libovolné jevy na zdkladnim
prostoru Q2 s jevovym polem A. Pak plati

k k—1 k
P(U_A) =) P(A) =) D P(A;NA))
i=1

i=1 j=i+1
k=2 k—1 k

+ > P(ANA;NAY)
i=1 j=i+1 t=j+1

+(=DP(AI N A NN Ap).

poradi), stejné pravdépodobny s pravdépodobnosti 31—6. Pokud se bu-
deme ptat po dvou pétkdch, je tedy pravdépodobnost polovi¢ni nez
u dvou rtiznych hodnot bez uvedeni potadi. Pro jednotlivé moZné sou-
¢ty uvedené v hornim fddku ndm vychdazi pocet moznosti v fadku dol-
nim:

]Souéet\2\3\4\5\6\7\8\9\10\11\12\

(Poet [1]2]3]4(5]6]5

Podobné vyjde pravdépodobnost 21? jednotlivych vysledkt hodu tremi
kostkami, véetné uréeného poradi. Pokud se budeme ptat na pravdé-
podobnost vysledného souctu pii hodu vice kostkami, musime pouze
urcit, kolik je mozZnosti, jak daného souctu dosdhnout a piislusné prav-
dépodobnosti secist.

1.46. Princip

Sest dopisi Sesti rdznym lidem. Dopisy pro rdzné adresity

inkluze a exkluze. Sekretitka mad rozeslat
vklddd do obdlek s adresami ndhodné. Jakd je pravdépodob-

nost, Ze alespol jeden clovék dostane dopis ureny pro néj?

ReSeni. Spocitejme pravdépodobnost jevu opacného, tedy toho, Ze ani
jeden Clovék neobdrZi spravny dopis. Stavovy prostor vSech moznych
jevi odpovida vS§em moZnym poradim péti prvki (obdlek). Oznacime-
li jak obdlky tak dopisy ¢isly od jedné do Sesti, tak vSechny pfiznivé
jevy (tedy Zadny dopis neprijde do obdlky se stejnym c¢islem) odpovi-
daji takovym potadim Sesti prvkd, kdy i-ty prvek nenf na i-tém misté

(i=1,...,06),tzv. poradim bez pevného bodu. Jejich pocet spocitime
pomoci principu inkluze a exkluze. Oznac¢ime-li M; mnoZinu permu-

taci s pevnym bodem i (permutace v M; ale mohou mit i jiné pevné
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Dtkaz. Aby se vySe naznaceny postup stal dikazem,
=~ je zapotiebi si ujasnit, Ze skutecné vSechny ko-
/ rekce, tak jak jsou popsény, jsou skutecné s koe-
VR . . . oy . .

&,_f} ficienty jedna. Misto toho miZeme snaze dat

Vv,

=

E= dohromady formalné;jsi dikaz matematickou in-
dukci pfes pocet k jevi, jejichZ pravdépodobnosti s¢itdme.
Zkuste si pribézné porovnavat oba postupy, mélo by to vést
k vyjasnéni, co to znamend ,,dokazat“ a co ,,porozumeét*.

Pro k = 1 tvrzeni zjevné plati, vztah pro k = 2 je to-
tozny s rovnosti (ICT) a tu jsme pro obecné pravdépodob-
nostni funkce jiz dokazali také.

Ptredpokladejme tedy, Ze véta plati pro vSechny pocty
mnoZin azZ do pevné zvoleného &k > 1. Nyni miZeme pra-
covat v indukénim kroku se vztahem pro k 4 1 jevd, kdyZ
sjednoceni prvnich k jevli bereme jako A ve vzorci ([CIT)
vySe, zatimco zbyvajici jev hraje roli B:

P(UA) = P((U_ A)) U Ay

k
-Y(evn ¥
j=1

P(Ai N mAij)>
lfi]<~--<i_,‘§k
+ P(Agy1) — P((A U - U A ) N Agpg).

To uZ pfipomind formuli pro k + 1 séitanych jevl, nicméné
ndm ve velké sumé chybéji vSechny vyrazy obsahujici Az
a ¢len s pravdépodobnosti soucasného nastoupeni vsech jevu.
Zato ndm vSak pfebyva posledni ¢len. Tento ¢len vyrazu
miZeme nahradit vyrazem

—P((Ar N Ags) U- - U (Ag N Agp)

a pro tento vyraz opét pouZit indukéni predpoklad, tj. for-
muli ve vété. Pfi troSe trpélivosti (a dostatecné velkém pa-

piru na rozepsani vSech ¢lenti) ovéiime, Ze tim prave pridime
vSechny dosud chybéjici Cleny. O

1.18. Princip inkluze a exkluze. Specidlnim piipadem
. pfedchozi véty je ptipad klasické pravdépodobnosti,
’ kdy vSechny konec¢né podmnozniny zdkladniho
A2 prostoru jsou jevy a viechny elementdrni jevy maiji
stejnou pravdépodobnost. Ve vzorci z ptedchozi véty
pak vSechny pravdépodobnosti ddvaji pravé pocet prvki
pfislu$nych podmnoZin, aZ na spole¢ny faktor ﬁ, kde n je
pocet prvki zdkladniho prostoru.

Takto miZeme z véty [T vycCist ndsledujici tvrzeni
pro mohutnosti obecné kone¢né mnoZiny M a jejich podm-
nozin Ay, ..., Ag. Jako obvykle piSeme | M| pro pocet prvkil
mnoZziny M.

Samoziejmé pro konecnou mnoZinu M a jeji podm-
noZiny plati

IM\ (Us_ A = M| — | Us_ Al

Nyni mtZzeme dosadit z pfedchozi véty za mohutnost sjed-
noceni na pravé stran¢ a dostdvame tvrzeni, kterému se fika

body), tak vysledny pocet d permutaci bez pevného bodu je roven
d=6!—|M;U---UMg|

Pocet prvka priniku |M; N---NM; |,k =1,...,6,je (6—k)! (pofadi

prvkidiy, ..., i je pevné dano, ostatnich 6 —k prvkia fadime libovoln¢).

Podle principu inkluze a exkluze je

6
My U - U Mg| = Z(—l)"+1 (Z)w —k)!
k=1

a tedy pro hledany pocet d dostdvdme vztah

6 6
6! = Y (=Dt (k> (n—k)!
k=1
6 6 6 (—l)k
= Z(—l)k<k>(6 —kl=6!Y" X
k=0 k=0

d =

Pravdépodobnost toho, Ze Zadny ¢lovék neobdrZi ,,sviij* dopis je tedy
®, (=D
k!
k=0
a hledand pravdépodobnost pak
6
(—DF 53
1 - =—.
Z k! 144
k=0
O

Poznamka. VSimnéme si, Ze odpovéd na stejnou otdzku, se s rostou-

cim pocétem dopist pfilis neméni. Pro n dopisti je pravdépodobnost, Ze
sekretdfka nedd Zddny do spravné obdlky
—~(=DF .1
1— =1—--
Z k! e

k=0

jak totiZ uvidime pozd¢ji, uvedend suma konverguje (bliZi se) k hod-
noté 1/e.

Podobné 1ze fesit priklad ||[CI335||

Naésledujici piiklad je jednoduchym modelem, ktery odhaduje
pravdépodobnost imrti osoby pfi dopravni nehodé¢.

1.47. Roéné zahyne na silnicich v CR pfiblizné 1200 &eskych ob&and.
Uréete pravdépodobnost, Ze nékdo z vybrané skupiny péti set Cechi
zemie v ndsledujicich deseti letech pfi dopravni nehod¢. Predpokla-
dejte pro zjednoduSeni, Ze kazdy obCan md v jednom roce stejnou
,Sanci* zemfit pfi dopravni nehodé a to 1200/10”.

ReSeni. Spocitejme nejprve pravdépodobnost, Ze jeden vybrany ¢lo-
v&k v nasledujicich deseti letech nezahyne pti dopravni nehodég. Prav-
%). Pravdépodob-
nost, Ze nezahyne v nasledujicich deseti letech, je pak (1 —%)10

dépodobnost, Ze v ndsledujicich deseti letech nezahyne nikdo z danych

dépodobnost, Ze nezahyne v jednom roce, je (1 —

. Prav-
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princip inkluze a exkluze.

|M\ (Ul A)| =

k
= |M| + Z((—l)f > 1Ay N
J=1

I<ij<--<ij<k

)

Opét je snadné nakreslit si tvrzeni pro dvé nebo tfi mnoZiny,
viz obrazek pred vétou [T

1.19. Nezavislé jevy. Vrafme se na chvili k jednoduchému
modelu dokonalé hraci kostky. Bude nds zajimat, jak mohou
byt jevy zavislé.

Napt. pravdépodobnost, Ze nastanou zdroven jevy
,padne liché éislo“ a ,padne alespon trojka®, je 3 1 To je
totéz Jako tedy soucin pravdépodobnosti Jednothvych
jevia. To odpov1da predstavé, Ze mizeme nezdvisle testovat
obé podminky a vyslednd pravdépodobnost soucasného
splnéni bude dadna soudinem pravdépodobnostni dil¢ich.
Naopak, jestliZe budeme uvaZovat neslucitelné jevy, jako
jsou napf. ,,padne sudé Cislo* a ,,padne liché ¢islo®, bude
pravdépodobnost soucasného vyskytu obou nulova, zatimco
soucin dil¢ich pravdépodobnosti nulovy neni. To odpovida
prestaveé, Ze tyto dva jevy musi byt zdvislé, protoZe vyskyt
jednoho z nich ten druhy uz vylucuje. Samozfejmé miiZe
nastdvat slab$i zdvislost, napt. jev ,,padne liché ¢islo® je
dasledkem jevu ,padne trojka” a proto také neni dina
pravdépodobnost spoleéného vyskytu téchto dvou jevi
pomoci soudinu.

Pro pravdépodobnosti P na libovolnych jevovych polich
fekneme Ze jevy A a B jsou stochasticky nezavislé jestlize
plati

P(ANB)= P(A)- P(B).

Zkusme ale tutéZ hru s kostkou s vice jevy, tiebas jev A
»padne liché ¢islo®, jev B ,,padne alespon 3“ a jev C ,,padne
nejvyse 3. Pravdépodobnosti jsou P(A) = 1 , P(B) =
PO = %, P(ANBNC) = % =5- 5 -5 alepodvopclch
dostdvdme napt. P(ANC) = % * %

Obecné tedy definujeme nezav1sle jevy takto:

Definice. Uvazme libovolny pravdépodobnostni prostor
7 . (A, P) avném k jevi Ay, ..., A Rek-
neme, 7e tyto jevy jsou stochasticky nezavislé
- =~ (vzhledem k pravdépodobnosti P), jestliZze pro
11bovolne z nich vybrané jevy A;,, ..., A;,, 1 < £ < k plati

P(A;,N---NA;)=P(A;) ...  P(A;).

Zjevné je kazdy podsystém stochasticky nezdvislych jevil
opét stochasticky nezdvisly. Ddle si pro dva stochasticky ne-
zavislé jevy A, B spo¢téme

P(ANB)=P(A\B)=P(A)— P(ANB) =
= P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B°).

peti set 1idi, je opét podle pravidla soucinu (jednd se o nezdvislé jevy)
a - %)5000. Pravdépodobnost jevu opacného, tedy toho, Ze nékdo
z vybranych péti set lidi zahyne, je tedy
12 \ 3000
1—(1—-— =0, 4512.
(- )

O
Poznamka. Model, ktery jsme pouzili v pfedchozim piikladu k po-
pisu zadané situace, je pouze pfiblizny. Problém spocivé v podmince,
7e kazdy obcan z vySetfovaného vzorku ma stejnou pravdépodobnost
toho, Ze v pribéhu roku zahyne, kterou jsme odhadli z po¢tu usmrce-
nych osob za rok. Pocet tragickych nehod se totiZ rok od roku méni a
i kdyby se neménil, tak se méni populace. Ukazme si jednu s nepfes-
nosti piikladu na jiném zpisobu feseni: zahyne-li 1200 osob za rok,
tak za deset let zahyne 12000. Pravdépodobnost toho, Ze konkrétni ¢lo-
vék zahyne v pribéhu deseti let tedy miiZeme odhadnout i zlomkem
12000/107. Pravdépodobnost, Ze konkrétni osoba nezahyne v priib&hu
10 letje tedy (1 —

(I—4 05 12410y Celkem dostdvame anolagicky jako v pfedchozim fesen{

]04) (to jsou prvni dva ¢leny binomického rozvoje

odhad pravdépodobnosti

Vidime, Ze oba odhady jsou velmi blizké.

Snaha pouZit matematickych znalosti k vyhte v nejriznéjsich ha-

zardnich hrich je velmi stard. Podivejme se na jednoduchy pitiklad.

1.48. Alesovi zbylo 2500 K¢ z pofadani tdbora. AlesS neni Zadny nou-
ma: 50 K¢ pridal z kasi¢ky a rozhodl se jit hrat ruletu na automaty.
Ales sdzi pouze na barvu. Pravdépodobnost vyhry pfi sdzce na barvu
je 18/37. Zacina sazet na 10 K¢ a pokud prohraje, v dalsi sdzce vsadi
dvojnésobek toho, co v pfedchozi (pokud na to jesté ma, pokud ne, tak
kon¢i s hrou — byf by mél jesté penize na néjakou mensi sazku). Pokud
néjakou sdzku vyhraje, v ndsledujici sdzce hraje opét o 10 K¢&. Jakd
je pravdépodobnost, Ze pfi tomto postupu vyhraje dalSich 2550 K&?
(jakmile bude 2550 K¢& v plusu, tak koncf)

ReSeni. Nejprve spocitejme, kolikrat po sobé miize Ale§ prohrit. Za-

¢ind-li s 10 K¢, tak na n vsazeni potfebuje

n—1
. M _
10420+ - -4+10-2""' = 10- 2] = 10-
20+ -+ (Z ) (2_

1
1 ) =10-2"—1).

i=0
Jak snadno nahlédneme, ¢islo 2550 je tvaru 10(2" — 1) ato pron = 8.
Ales tedy miZe sdzet osmkrat po sobé bez ohledu na vysledek sdzky,
na devét sazek by poteboval jiz 10(2° — 1) = 5110 K& a to v priibéhu
hry nikdy mit nebude (jakmile bude mit 5100 K&, tak konci). Aby tedy
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Odtud uz snadno dovodime, Ze zdiménou jednoho nebo vice
stochasticky nezavislych jevi za jejich opacné jevy obdrzime
opét stochasticky nezavislé jevy.
Casto je potiebnd pravdépodobnost, Ze nastane alespoii
jeden ze stochasticky nezavislych jevi, tzn. hleddime P(A; U
-+ U Ay). MiZeme pak pouzit elementarni vlastnosti mnozi-
novych operaci, tzv. de Morganova pravidla,

(Uier A))° = Nier A}
(NierAj) = Ujer A}
a dostavame:

(1.12) P(AjU---UAp) =1— P(ASN

=1-(10-P(AD)...

N Az‘) =
(1 = P(Ax).

1.20. Podminéna pravdépodobnost. Miru zavislosti dvou
- jevi miZeme preformulovat s predstavou, Ze
zkoumdme jeden z nich za podminky, Ze druhy
nastal. U nezdvislych by podminka neméla mit
2 Zadny vliv. Napf. ,,jaka je pravdépodobnost, Ze

pri hodu dvémi kostkami padly dvé pétky, je-li soucet hod-
not deset?**. Formalizovat takovy postup umime nasledovné.

PODMINENA PRAVDEPODOBNOST g

I Definice. Nechf H je jev s nenulovou pravdépodobnosti v

jevovém poli A v pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P).
Podminénd pravdépodobnost P(A|H) jevu A € A vzhle-
dem k hypotéze H je definovdna vztahem
P(ANH)

P(H)

P(A|H) =

Jak je vidét ptfimo z definice, hypotéza H a jev A jsou
skute¢né nezdvislé tehdy a jen tehdy, je-li P(A) = P(A|H).
Piimo z definice také vyplyvé tzv. ,,véta o ndsobeni pravdépo-
dobnosti*. Mdme-li dva jevy A;, A, splilujici P(A; N Ap) >
0, potom

P(A1 N Ay) = P(A2)P(A1|A2) = P(A) P(Az]Ay).

Vsechna tato ¢isla vyjadiuji pravdépodobnost toho, Ze nasta-
nou oba jevy A; i A,, jenom jinymi zpisoby. Napiiklad v
poslednim piipadé nejprve sledujeme, zda nastane prvni jev.
Potom za predpokladu, Ze ten prvni nastal, sledujeme zda na-
stane i ten druhy. Podobné, pro tii jevy A, A,, A3 splitujici
P(A; N A; N Ajz) > 0, dostaneme

P(AiNAyNA3) = P(A))P(A2]A))P(A3|A1 N Ay).

Slovy to lze opét popsat tak, Ze pravdépodobnost vyskytu
vSech tif jevil zaroveni miiZeme spocitat tak, Ze se nejprve za-
byvame vyskytem pouze prvniho z nich, potom druhého za
pfedpokladu, Ze prvni uZ nastal a naposledy tfetiho za pred-
pokladu, Ze oba predeslé jevy jiZ nastaly.

Maéme-li obecny pocet k jevli Ay, ..., Ay splilujicich
P(A;N---N Ap) > 0, pak véta ik nasledujici:

P(AiN---NAy) = P(A) P(Az|Ay)---P(Ag] AN - -NA_1).

jeho hra skoncila nedspéchem, musel by prohrat osmkrat v fadé. Prav-
dépodobnost prohry pfi jedné sdzce je 19/37, pravdépodbnost prohry
v osmi po sob& nasledujicich (nezdvislych) sdzkach je tedy (19/37)3.
Pravdépodobnost, Ze v t&chto osmi hrach vyhraje 10 K& (pfi daném
postupu) je tedy 1 — (19/37)%. Na to, aby vyhral 2500 K¢&, potiebuje
255 krat vyhrat po desetikoruné. Tedy opét podle pravidla soucinu je
pravdépodobnost vyhry

19\ 8 255
(1 — <3—7) ) =0, 29.

Tedy pravdépodobnost vyhry je niZsi, neZ kdyby vsadil rovnou vSe na

jednu barvu. (]

1.49. Samostatné si mizete vyzkousSet spocitat predchozi priklad za
predpokladu, Ze Ales sdzi stejnou metodou jako v predchozim pii-
kladé, konci vSak aZ v okamziku, kdy nemd zadné penize (pokud nema
na vsazeni dvojndsobku ¢astky prohrané v predchozi sdzce, ale ma
jesté néjaké penize, zacind sdzet znovu od 10 K&).

Nyni si procvicme tzv.
(2.

,podminénou* pravdépodobnost (viz

1.50.

padne soucet 7, vime-li, Ze ani na jedné z kostek nepadlo ¢islo 2?

Jaka je pravdépodobnost toho, Ze pii hodu dvéma kostkami

ReSeni. Oznacme jako B jev, Ze ani na jedné kostce nepadne dvojka,
jev ,,padne soucet 7“ oznacme jako A. MnoZinu vSech moZnych vy-

sledkti budeme znacit opét jako €2. Pak

PAB_P(AmB)_%_mmm
W= "pm ~ B T E

Cislo 7 miiZe padnout Etyfmi riiznymi zpisoby, pokud nepadne dvojka,
tedy [ANB| =4, |B| =5-5 =25, tedy

P(AIB) = .

Vsimnéme si, Ze P(A) = %, tedy jevy A a B jsou zavislé. U

1.51.

na seznam.cz. UZivatelské jméno ma stejné na obou serverech, hesla

Michal m4 dvé postovni schranky, jednu na gmail.com a jednu

rtiznd (ale nepamatuje si, které heslo ma na kterém serveru). Pfi zada-
vani hesla pfi pfistupu do schranky se splete s pravdépodobnosti 5% (t;.
jestliZe chce napsat zadat jemu zndmé slovo jako heslo, tak jej s prav-
dépodobnosti 95% skute¢né spravné na kldvesnici zadd). Michal zadal
na serveru seznam.cz jméno a heslo a server mu ozndmil, Ze néco neni
vporadku. Jaka je pravdépodobnost, Ze chtél zadat spravné heslo, ale
pouze se ,,preklepnul® pri zadavani? (Predpoklddame, Ze uzivatelské

jméno zad4 vZdy bez chyby.)
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Skute¢né, dle predpokladu jsou i pravdépodobnosti vSech
pranikd, které jsou brany ve vyrazu za hypotézy, nenulové.
Pokracenim Citateld a jmenovateldl ziskdme i napravo praveé
pravdépodobnost jevu odpovidajiciho priniku vSech uvazo-
vanych jeva.

1.21. Geometrlcka pravdépodobnost. V  praktickych

; problemech se casto setkavame S daleko
konecnou mnoZinou. Nemdme momentdlné
? k dispozici ani zdkladni ndstroje pro dostatecné
zobecnéni pojmu pravdépodobnosti, nicméné mtizeme uvést
alespon jednoduchou ilustraci.

UvaZme rovinu R? dvojic redlnych ¢&isel a v ni pod-
mnoZinu 2 se zndmym obsahem vol Q (symbol ,,vol“ je
od anglického ,,volume®, tj. obsah/objem). Pfikladem muze
slouzit tfeba jednotkovy ctverec. Nahodné jevy budou repre-
zentovany podmnoZinami A C €2 a za jevové pole A bereme
néjaky vhodny systém podmnoZin, u kterych umime urcit
jejich obsah. Nastoupeni nebo nenastoupeni jevu je ddno
vybérem bodu v 2, kterym se trefime nebo netrefime do
mnoziny reprezentujici jev A.

Uvazme jako pfiklad problém, kdy ndhodné vybereme
dvé hodnoty a < b v intervalu [0, 1] C R. VSechny hod-
noty a i b jsou stejné pravdépodobné a otdzka zni ,jakd je
pravdépodobnost, Ze interval (a, ) bude mit velikost ale-
spoii jedna polovina?“. Volba ¢isel a, b je volbou libovolného
bodu [a, b] ve vnitiku trojihelniku 2 s hrani¢nimi vrcholy
[0, 0], [0, 1], [1, 1] (viz obrazek).

1[61 r(oao'ves

!

Ulohu si miizeme predstavit jako popis problému, kdy se
hodné unaveny dcastnik vecirku nad rdnem pokousi dvéma
fezy rozdélit parek na tfi dily pro sebe a své dva kamarddy.
Jakd je pravdépodobnost, Ze se na nékoho dostane aspori
palka?

Odpovéd je docela jednoduchd: Podobné jako u klasické
pravdépodobnosti definujeme pravdépodobnostni funkci P :
A — R vztahem

vol A

P(a) = vol Q’

Reseni. Ozna¢me A jev, Ze Michal fyzicky zadal na serveru seznam.cz

$patné heslo. Tento jev je sjednocenim dvou disjunktnich jevi:

A : chtél zadat spravné heslo a prepsal se,
A, : chtél zadat Spatné heslo (to z gmail.com) a bud se pfepsal

nebo ne.
Hleddme tedy podminénou pravdépodobnost P(A;|A), ta je podle
vztahu pro podminénou pravdépodobnost rovna:

P(A NA)
P(A)

P(Ay)
T P(A,UA)

P(A)

Pldila) = P(A) + P(Ay)

potfebujeme tedy urcit pravdépodobnosti P(A;) a P(A3). Jev A4
je konjunkci (prinikem) dvou nezavislych jevi: Michal chtél zadat
spravné heslo a Michal se pfi zaddvani pfepsal. Dle zadan{ je pravdépo-
dobnost prvniho z nich 1/2, druhého 1/20, celkem P(A;) = 1 - 35 =
4% (pravdépodobnosti ndsobime, protoZe se jednd o nezdvislé jevy).
1. Celkem P(A) = P(A)) + P(A;) =

a mizZeme Vy01s11t

Dile je ze zadénf P(Ay) =
R) + 5 407
_PA) g 1

)= =0_

P = F 05 = 3

O

Metodu geometrické pravdépodobnosti mizeme pouZit v pripade,

Ze dany zdkladni prostor sestdva z nekonecné mnoha elementarnich
jevid, které dohromady vypliuji néjakou oblast na pfimce, rovning, pro-
). Predpokla-
ddme, Ze pravdépodobnost toho, Ze nastane elementédrni jev z urcité
.) k veli-

storu (u které umime urcit jeji délku, obsah, objem, ...

podoblasti je rovna poméru jeji velikosti (délce, obsahu, ..
kosti celého zakladniho prostoru.

N2

1.52. Z Té&sina vyjizdi Vlaky co pul hodinu (smerem na Bohumm) a
vlaky se mezi témito dvéma stanicemi pohybujl rovnomeérnou rychostl
72 km/h a jsou dlouhé 100 metrt, cesta trva 30 minut, vlaky se mijeji
nékde na trase. Nevyspaly hazardér Jarek si vybere jeden z t€chto vlakt
a béhem cesty z TéSina do Bohumina ndhodné& vystréi hlavu z okna na
pét vtetin nad kolejisté pro protéjsi smer. Jaka je pravdépodobnost, Ze
mu bude urazena? (Predpoklddame, Ze jiné neZ zminéné vlaky na trati

nejezdi.)

ReSeni. Vzdjemnd rychlost protijedoucich vlaki je 40m /s, protije-
douci vlak mine Jardovo okno za dvé a pul sekundy. Prostor vSech
moznosti je tedy interval (0, 1800 s), prostor ,,pfiznivych* mozZnosti je

potom interval délky 7, 5 s leZici nékde uvnitf pfedchozi tisecky. Prav-
dépodobnost uraZzeni hlavy je tedy 7, 5/1800 = 0, 004. ([
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kde A jsou podmnoZiny v roviné, které odpovidaji ndmi vy-
branym jevim.

Potfebujeme tedy znat plochu podmnoziny, kterd odpo-
vida bodim s b > a + % tj. vnitiku trojihelniku A ohra-
ni¢eného vrcholy [0, 31, [0, 1], [3, 1]. Evidentn& dostdvdme
P(A) = 1.

Zkuste si samostatné odpovédet na otazku ,,pro jakou
pozadovanou minimdlni délku intervalu (a, b) dostaneme
pravdépodobnost jedna polovina?*.

1.22. Metody Monte Carlo. Jednou z dcinnych vypocet-
0 nich metod pfibliznych hodnot je naopak simulace
%» znamé takovéto pravdépodobnosti pomoci relativni
A Cetnosti nastoupeni vhodné zvoleného jevu. Napi.
zndmd formule pro obsah kruhu o daném poloméru
tikd, Ze obsah jednotkového kruhu je roven pravé konstanté

m=3,1415...,

ktera vyjadfuje pomér obsahu kruhu a druhé mocniny jeho
poloméru. (Tady si také povSimnéme vychodiska, které jsme
nedokdzali — pro¢ by mél byt obsah kruhu roven konstant-
nimu nasobku druhé mocniny poloméru? Matematicky to
budeme umét ukazat, azZ zvladneme tzv. integrovani. Expe-
rimentalné si to ale mdZeme ovéfit nize uvedenym postupem
s riznymi velikostmi strany tverce.)

Pokud zvolime za €2 jednotkovy tverec a za A prinik €2
a jednotkového kruhu se sttedem v pocétku, pak vol A = A—ILJT.
Mame-li tedy spolehlivy generdtor ndhodnych ¢isel mezi nu-
lou a jednickou a pocitdme relativni Cetnosti, jak Casto bude
vzdélenost bodu [a, b] (uréeného vygenerovanou dvojici a,
b) od po&itku mensi ne? jedna, tj. a> + b*> < 1, pak vysle-
dek bude pfi velkém poctu pokusi s velikou jistotou dobie
aproximovat ¢islo }‘n.

Numerickym postuptim zaloZenym na tomto principu se
tikd metody Monte Carlo.

5. Geometrie v roviné

V poslednich odstavcich jsme intuitivné pouzivali ele-

; mentarni pojmy z geometrie redlné roviny. Ted
. budeme podrobnéji zkoumat, jak se vypofada-
AS—=—" "~ vat s potfebou popisovat ,,polohu v rovin&“,
resp. ddvat do souvislosti polohy riznych bod roviny.

Naéstrojem k tomu budou opét zobrazeni, tentokrét to ale

budou velice specidlni pravidla pfifazujici dvojicim hodnot
(x, ¥) dvojice (w, z) = F(x, y). Zaroven pijde o predzvést
Uvah z oblasti matematiky, které se tika linedrni algebra a
kterou se budeme podrobné zabyvat v dalsich tfech kapito-
lach.

1.23. Vektorovy prostor R2. Podivejme se na ,;rovinu‘ ja-
ko7to na mnoZinu dvojic redlnych &isel (x,y) € R>. Bu-
deme jim Fikat vektory v R?. Pro takové vektory umime de-
finovat sé¢itani ,,po slozkach®, tj. pro vektory u = (x,y) a

1.53.

nou vecerni vyjiZdi ndhodnég autobus z Kolo¢avy do UZhorodu. Jednou

Jednou denné nékdy mezi osmou hodinou ranni a osmou hodin-

denné ve stejném Casovém rozmezi jezdi jiny autobus ndhodné opac-
nym smérem. Cesta tam trvd pét hodin, zpét téZ pét hodin. Jaki je
pravdépodobnost, Ze se autobusy potkaji, jezdi-li po stejné trase?

ReSeni. Prostor viech moZnych jevi je &tverec 12 x 12, Oznacime-
li doby odjezdu obou autobusd x, resp. y, pak se tyto na trase
potkaji pravé kdyz |x — y| < 5. Tato nerovnost vymezuje
v daném cCtverci oblast ,pfiznivych jevi“. Obsah zbylé ¢asti
spolitame piimo jednoduSeji, nebof je sjednocenim dvou pravo-
dhlych rovnoramennych trojihelniki o odvésnich délky 7, tedy
je roven 49, obsah ¢&asti odpovidajici ,,priznivym jevim* je tedy
144 — 49 = 95, celkem je hledand pravdépodobnost p = 1% =0, 66.

KOLOCAYA - UZHOROD

O

4

T 13 /
1.54. Dvoumetrova tglé je nghodné rozdeI iR %f{< dily. Urcete prav-

dépodobnost, Ze alespori jeden dil bude nejvyse 20 cm dlouhy.

ReSeni. Néhodné rozd&leni ty&e na tii dily je dino dvéma body fezu,
¢isly x a y (nejprve ty€ rozfizneme ve vzdalenosti x od pocdtku, nehy-
beme s nf a déle ji roziizneme ve vzddlenosti y od pocatku). Pravdépo-
dobnostni prostor je tedy ¢tverec C o strané 2 m. Umistime-li Ctverec
C tak, aby dvé jeho strany leZely na kartézskych osach v roviné, tak
podminka, Ze alespoil jeden dil ma byt nejvyse 20 cm dlouhy, ndm
vymezuje ve ¢tverci ndsledujici oblast O:
0 ={(xyeCl(x=20)V(x=180) Vv (y =20) Vv (y = 180)
Vv (Ix = yI) < 20}
51

1
{00 obsahu

Jak snadno nahlédneme, zaujima takto vymezend oblast

ctverce.

= marl W 0
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v = (¥, ¥) klademe
u+v=x+x,y+)y).

Protoze pro jednotlivé sloZky plati vSechny vlastnosti komu-
tativni grupy, evidentn€ budou tyto vlastnosti platit i pro nase
nové sc¢itani vektort. Zejména tedy mame tzv. nulovy vektor
0 = (0, 0), jehoz pfictenim k jakémukoliv vektoru v dosta-
neme opét vektor v. Zameérné ted pouzivame tentyZz symbol 0
pro vektor i jeho skaldrni slozky — z kontextu je vZdy jasné,
jakou ,,nulu“ mame kdy na mysli.

Dile definujeme nédsobeni vektori a skalari tak, Ze pro
aeRav=(x,y) € R? klademe

a-v = (ax,ay).

Zpravidla budeme znak - vynechédvat a pouhé zietézeni znakd
a v bude oznacovat skaldrni ndsobek vektoru. Pfimo se ovéii
dalsi vlastnosti pro ndsobenf skaldry a, b a s¢itani vektort u,
v, napr.

a(u+v) =au+av, (a+b)u =au+bu, a(bu) = (ab)u,

kde opét pouzivime stejny znak plus pro s¢itdni vektord i
skaldrt.

Tyto operace si miZeme dobfe ptfedstavit, jestlize uvazu-
R jeme vektory v jako Sipky zacinajici v poc¢atku
0 =0, 0] a koncici v bodé [x, y] v roviné.
e Takové Sipky pak mtizeme prikladat jednu
(L 22— zadruhou a to pfesné odpovid4 s¢itdni vektori.
Nésobeni skaldrem a pak odpovidd nataZeni dané Sipky na
a—nasobek.

/
LINEARN/, KOMBINACE.
y/ 2204 -7’

—2um + 0+ P07

u=(x,y) =xe+yes.

Vyrazu napravo fikdme linedrni kombinace vektorii e| a e;.
Dvojici vektorG e = (ey, ep) fikdme bdze vektorového pro-
storu R2.

Jestlize si ale vybereme jiné dva vektory u, v, které
nejsou jeden nasobek druhého, tj. jinou bazi v R?, budeme
moci udélat totéz. Linedrni kombinace w = xu + y v ndm

E. Geometrie v roviné

Vrafme se na chvili ke komplexnim ¢islim. Komplexni rovnina je

T3

totiZ ,,normalni* rovina, kde ovSem mame dano néco navic:

1.55.

sdruZeného ¢isla jako geometrickou transformaci v roviné.

Interpretujte ndsobeni imagindrni jednotkou a vzeti komplexné

ReSeni. Imagindrni jednotka i odpovida bodu (0, 1) a viimnéme si, Ze
vyndsobeni jakéhokoliv ¢isla z = a + i b imaginarni jednotkou dava

vysledek
i-(a+ib)=—-b+ia

coZ je v interpertaci v roviné oto¢eni bodu z o pravy thel v kladném
smyslu, tj. proti sméru hodinovych rucicek.
Ptifazeni komplexné sdruZeného ¢isla je symetrie podle osy redl-

nych ¢isel:

z=(a+ib)— (a—ib)=zZ.

Nyni jeden zndmy, ale velmi pékny ptiklad.

1.56. Urcete soucet thli, které v roving R? sviraji s osou x postupné
vektory (1, 1), (2,1)a (3, 1)

ReSeni. Uvazime-li rovinu R? jakoZto Gaussovu rovinu komplexnich
¢isel, tak uvedené vektory odpovidaji komplexnim ¢islim 144, 2 4@
a 3 + i a mdme najit soucet jejich argumentd, tedy podle Moivrovy
véty argument jejich soucinu. Jejich soucin je (1 +)2 +i)(3+1i) =
(1 4 3i)(3 + i) = 104, tedy ryze imagindrni ¢islo s argumentem /2

a tedy hledany soudet je roven pravé m/2. U

1.57. Napiste obecnou rovnici piimky p : x =2 —t,y = 1 + 3¢,
t eR.

ReSeni. Vektor (—1, 3) je smérovym vektorem piimky p. Proto vek-
tor (3, 1) je jejim normdlovym vektorem a obecnd rovnice piimky p

ma tvar
3x+y+c=0

pro jisté ¢ € R. Tuto konstantu ¢ uré¢ime dosazenim x = 2,y = 1
(pfimka p prochédzi bodem [2, 1] danym volbou ¢ = 0). Ziskdvame
tak ¢ = —7 a nasledné vysledek 3x +y — 7 = 0. ([
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pro vSechny rtzné dvojice (x, y) da praveé vsechny vektory
w v roving.

Nakonec miiZzeme nahliZet vektory jako nase Sipky v abs-
traktni poloze, tj. zapomeneme na ztotoZnéni
bodt v roviné s dvojicemi ¢isel. Jenom budou
, nase Sipky vSechny ,,upoutdny v bod¢ 0, ktery

<= 1 je zédrovefi nulovym vektorem. Zfistanou ndim
operace scitdni a ndsobeni skalary a teprve volbou baze e,
e, ztotoznime nasi rovinu Sipek s R2.

1.24. Afinni rovina. KdyZ si pevné vyvolime néjaky vektor
u € R?, miiZeme jej piicitat (tj. coby Sipku piikladat) k libo-
volnému bodu P = [x, y]. Mdme tak tedy s pevnym vekto-
rem definované posunuti, které kazdy bod roviny P zobrazi

na P + u.

r AR
’Illﬂzli
- 2 L7

Zkusme ted tplné zapomenout na soufadnice a vnimat
& celou rovinu jako mnoZinu, na které funguji nase
@% posunuti. Takovou mnoZinu A = R? si mGiZzeme
Qﬁ“\\\ predstavit z pohledu pozorovatele, ktery sedi
&= v nekterém pevné zvoleném misté (mizeme mu
fikat treba bod O = [xg, o] € R?). Ptedpokladejme, Ze
ji voim4 jako nekonecnou desku bez jakychkoliv zvolenych
méfitek a popisti a jenom vi, co to znamend posunout se o
libovolny nasobek né&jakého vektoru u € R?. Takové roviné
budeme fikat ,,afinni rovina“.

Aby mohl vidét kolem sebe ,,dvojice redlnych cisel®,
musi si vybrat néjaky bod E, kterému fekne ,.bod [1, 0] a
jiny bod E,, kterému zacne fikat ,,bod [0, 1]*. Jinymi slovy,
zvoli si bazi e; = (1,0), e; = (0, 1) mezi vektory posunuti.
Do vsech ostatnich se pak dostane tak, Ze posko¢i ,,a—krét ve
sméru e; ““ a pak ,,b—krat ve sméru e, “ a takovému bodu bude
fikat ,,bod [a, b]“. Pokud to bude délat obvyklym zpisobem,
nebude vysledek zaviset na poradi, tzn. mizZe také napred jit
b—krit ve sméru e, a pak teprve ve sméru e;.

To, co jsme popsali, se nazyvé volba (afinniho) sourad-
ného systému v roviné, bod O je jeho pocdtkem, a obecné
kazdy bod P roviny je ztotoZnén s dvojici ¢isel [a, b], kterou
také budeme psét jako posunuti P — O.

Budeme déle pracovat v pevné zvolenych soufadnicich,
tj. s dvojicemi redlnych Cisel, ale pro lep$i orientaci budeme

1.58. Je dana pifimka
p: 12,014+1¢(3,2), t eR.
Urcete jeji obecnou rovnici a naleznéte priinik s pfimkou

qg: [-1,2]1+s(1,3), s e R.

ReSeni. Soufadnice bodii na pfimce jsou dny dle daného parametric-
kého zadéani jako x = 2 4 3fr a y = 0 + 2¢. Vyloucenim parametru ¢

ze soustavy téchto dvou rovnic dostdvdme obecnou rovnici piimky p:
2x —3y —4=0.

Prinik s pfimkou ¢ ziskime dosazenim parametrického vyjadieni

bodi pfimky ¢, tedy x = —1 + s a y = 2 4 3s, do obecné rovnice

pfimky p:
2(=1+5) —-32+4+3s)—4=0,
odkud s = —12/7 a dosazenim do parametrického vyjadieni piimky
q dostavame soufadnice priseciku P:
P = [—9, —g].
7 7

1.59. Stanovte prisecik piimek

p:x+y—4=0, g:x=—-142t,y=2+1 teR

ReSeni. Nejdiive poznamenejme, Ze smérovym vektorem piimky p
jeu, = (1, —1) (libovolny nenulovy vektor kolmy k vektoru (1, 1)
z obecné rovnice pfimky) a smérovym vektorem pifimky ¢q je u, =
(2, 1). To, ze vektor u,, neni ndsobkem vektoru u,, pak zarucuje, Ze se
pfimky protinaji (pfimky nejsou rovnobézné). Bod [x, y] je hledanym
prisecikem, pravé kdyZ jeho soufadnice vyhovuji rovnici piimky p
a soucasné existuje redlné ¢islo 7, pro které

x=—-142t y=2+t

Dosadime-li odsud do obecné rovnice p, obdrzime
-14+200+2+0n—-4=0.

Této rovnici vyhovuje praveé ¢t = 1, coz dava priisecik se souradnicemi

x=1,y=3. O

1.60. Najdéte obecnou rovnici pifimky p, jeZ prochazi bodem [2, 3]
a je rovnobéznd s primkou x — 3y + 2 = 0, a parametrickou rovnici
piimky ¢ prochdzejici body [1, 3] a [-2, 1].
Reseni. Kazdd piimka rovnobé&znd s piimkou x —3y+2 = 0 je zadéna
rovnici

x—=3y4+c=0

pro néjaké ¢ € R. Pfimka p prochazi bodem [2, 3]. Musi tedy platit

29



KAPITOLA 1. ROZCVICKA

vektory zapisovat s kulatymi zdvorkami misto hranatych u
soufadnic bodi v afinni roving.

POVNICE PEIMKY

77= A’+ﬁﬂf’

s
A

1.25. PiimKky v roviné. Kdyz se nas pozorovatel umi posou-
0 vat o libovolny ndsobek pevného vektoru, pak také vi,
co je to primka.

Je to podmnoZina p C A vroviné takova, Ze exis-
tuji bod O a nenulovy vektor v takové, Ze

p={PeA; P—-0=t-v,teR}.

PopiSme si P = P(#) € p ve zvolenych soufadnicich s

volbou v = («, B):
xO) =xota-t, yH=y+p-t

Protoze vektor v = («, B) je nenulovy, musi byt aspoii jedno
z ¢isel &, B rtizné od nuly. KdyZ pro urcitost predpokladame,
7e tfeba o # 0, pak vylou¢ime ¢ z parametrického vyjadieni
pro x a y a jednoduchym vypoctem dostaneme

—Px +ay = —pxo + ayo.
To je obecnd rovnice pfimky
(1.13) ax + by =c,

se zndmym vztahem dvojice ¢isel (a, b) = (—B, «) a sméro-
vého vektoru piimky v = («, f)

(1.14) aa + b = 0.

\é;& oS Fo e

A ‘?C')‘)DX: e

2

2-3-34+¢=0, §. c=T.
Pro piimku ¢ 1ze ihned uvést jeji parametrické vyjadieni

qg:[1,3]+t(1—-(=2),3—-1)=1[1,3]14+¢3,2), t e R.

1.61. Zjistéte, zda nékteré z piimek

p1:2x+3y—4=0, pr:x—y+3=0, p3:—-2x+2y=-6,

p4:—x—%y+2=0, ps:x =2+t y=-2—1 teR
(ne)jsou totoZné.
Reseni. Je vidét, 7e

—2-(—x—%y+2)=2x+3y—4.

Obecné rovnice p; a p4 tudizZ zadavaji stejnou piimku. Norméalovy vek-
tor pifimky p; je (2, 3), pro ptimku p, je (1, —1), pro ps3 je (=2, 2)
a pro ps je (1, 1) (kolmy vektor k vektoru (1, —1)). Pfimky p, a p3
jsou rovnobézné (normélovy vektor jedné je ndsobkem normdalového
vektoru druhé). Dal$i dvojice rovnobéznych pfimek neexistuji. Nebot

soustava
x—y+3=0, —-2x+4+2y+6=0

zjevné nemad feSeni, piimky p; a p4 tvofi jedinou dvojici totoznych

primek. ([

1.62. Urcete piimku p, kterd je kolma k pfimce g : 6x —7y+13 =0
a kterd prochdzi bodem [—6, 7].

ReSeni. ProtoZe normalovy vektor piimky ¢ je smérovy vektor pfim-

ky p, miZeme bezprostfedné napsat vysledek

p:x=—-6+6t,y=7-Tt t €R.
O

1.63. Udejte ptiklad ¢isel a, b € R, pro néz je vektor u norméalovym
vektorem piimky AB, je-li A = [1, 2], B = [2b, b], u = (a — b, 3).

ReSeni. Smérovym vektorem piimky AB je (2b — 1, b — 2) (tento
vektor je vZdy nenulovy), a proto jejim normélovym vektorem je (2 —

b, 2b — 1). PoloZime-li
2—b=a—-b, 2b—1=3,

dostivime a = b = 2. O
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Vyraz nalevo v rovnici pfimky (IT13) miZeme vidét jako
skalarni funkci F zéavislou na bodech v roviné
a s hodnotami v R, samu rovnici pak jako poZa-
davek na jeji hodnotu. Casem uvidime, Ze vek-
; — tor (a, b) je v tomto pripad€ pravé smérem, ve
kterem F nejrychleji roste. Proto bude smér kolmy na (a, b)
pravé tim smérem, ve kterém zlstdvd naSe funkce F kon-
stantni. Konstanta ¢ pak urcuje, kterou ze vSech rovnob¢z-
nych pfimek rovnice urcuje.
Méjme nyni dvé piimky p a g a ptejme se po jejich pri-
niku p N g. Ten bude popsan jako bod, splitujici obé rovnice
pfimek soucasné. PiSme je takto

ax+by=r
(1.15)
cx +dy =s.
Opét miiZzeme levou stranu vnimat jako ptitazeni, které kazdé
dvojici soufadnic [x, y] bodli P v roviné priradi vektor hod-
not dvou skaldrnich funkci F; a F, danych levymi stranami
jednotlivych rovnic (I'T¥). MiZeme tedy nase rovnice napsat
jako jediny vztah F (v) = w, kde F je prifazeni, které vektor
v popisujici polohu obecného bodu v roviné (v naSich sou-
fadnicich) zobrazi na vektor zadany levou stranou rovnic, a
poZadujeme, aby se toto zobrazeni strefilo do predem zadané
hodnoty w = (r, s).

1.26. Llnearnl zobrazeni a matice. Pfifazeni F, se kte-
>, rymi jsme pracovali pfi popisu priniku pfi-
mek, maji jednu velice podstatnou spole¢nou

Vlastnost respektuji operace s¢itani a ndso-
beni s Vektory a skaldry, tj. respektuji linedrni kombinace:

Fa-v+b-w)y=a-F)+b-F(w)

pro viechny a, b € R, v, w € R2. Rikdme, 7e F je linedrni
zobrazeni z R? do R?, a piSeme F : R? — RZ. Slovy lze
podminku také vyjadrit tak, Ze linedrni kombinace vektort
se zobrazuje na tutéZ linedrni kombinaci jejich obraz, tj. li-
nedrni zobrazeni jsou ta zobrazeni, kterd zachovdavaji linedrni
kombinace.

Se stejnym chovdnim jsme se setkali i v rovnici (I13)
pro pifmku, kde $lo o linedrni zobrazeni F : R? — R a
jeho predepsanou hodnotu c. To je také ddvodem, proc jsou
hodnoty zobrazeni z = F(x, y) na obrdzku vyobrazeny jako
rovina v R3.

Struén€ budeme zapisovat takovd zobrazeni pomoci
tzv. matic a jejich ndsobeni. Matici rozumime obdélnikové
schéma skalart, napr.

A:(a b) nebo v:<x),
c d y

hovoiime o (Ctvercové) matici A a (sloupcovém) vektoru v.
Jejich ndsobeni definujeme takto:

_(a b x\ _ (ax+by
vo=(00) 0) =)

1.64. Urcete vzdjemnou polohu piimek p, g v roving, jestliZe je p :
2x —y—5=0,q9 : x+2y — 5 = 0. Pokud se jedna o rtiznobézky,
naleznéte soufadnice jejich priseciku.

ReSeni. Z obecnych rovnic piimek p, g zname jejich normalové vek-

tory (2,

lovy vektor jedné ndsobkem norméalového vektoru druhé, coZ ziejmé

—1), (1, 2). Pfimky jsou rovnobézné prave tehdy, je-li norma-

pro pfimky p, g splnéno neni. Jde tedy o rtiznobézky. Prisecik nalez-

neme vyfeSenim soustavy

2x —y—5=0, x+4+2y—-5=0.
KdyZ z prvni rovnice vyjadiime y = 2x — 5 a dosadime za y do druhé,
ziskdme

x+22x -5 —-5=0, t. x=3.

Poté snadno ur¢ime y = 2 -3 — 5 = 1. Pfimky se tak protinaji v bo-
de [3, 1]. O

1.65. Uvazujme rovinu R? se standardni soustavou soufadnic.
Z pocatku [0, 0] je vysldn laserovy paprsek ve sméru (3, 1). Dopadne
na zrcadlovou piimku p danou parametricky jako

p:[4,31+1t(-2,1)

apoté se odrazi (ihel dopadu je shodny s tihlem odrazu). V jakém bodé

dopadne odraZeny paprsek na piimku g, danou parametricky jako

q:[7,—-10]+1t(-1,6)?

ReSeni. Smér paprsku svird s piimkou p thel 45°, odraZeny paprsek
tedy bude kolmy na dopadajici, jeho smérovy vektor bude (1, —3) (Po-
zor na orientaci! Dany smérovy vektor miZeme téZ ziskat napiiklad
zrcadlenim (osovou symetrif) podle kolmého vektoru k pfimce p.) Pa-

prsek dopadne v bodé [6, 2], odraZeny paprsek tedy bude mit rovnici
[6,2]+1(1,-3), 1 = 0.

Priinik pfimky dané odraZenym paprskem s piimkou ¢ je bod [4, 8],
coZ je mimo polopiimku, ktera je dand odrazenym paprskem (t = —2).
Odrazeny paprsek tedy primku g neprotne. ([

Poznamka. Odraz paprsku v tiirozmérném prostoru je studovan v pri-
kladu |B34)]|.

1.66. Z bodu [—2, 0] vyrazila v pravé poledne konstantni rychlost{

1 ms~!

ve sméru (3, 2) tsecka délky 1. RovnéZ v poledne vyrazila
z bodu [5, —2] druhd dsecka délky 1 ve sméru (—1, 1), ovSem dvojné-

sobnou rychlosti. Sraz{ se?
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Podobné, miiZeme misto vektoru v zprava nasobit jinou ma-

tici B stejného rozméru jako je A. Prosté aplikujeme pred-

chozi formule po jednotlivych sloupcich matice B a obr-
drzime jako vysledek opét ctvercovou matici.

Neumime nésobit vektor v zprava matici A protoZe nam

. nevychazi poCty skalard na fadcich v s pocty ska-

lart ve sloupcich A. Umime vSak napsat vektor

9 w do fadku skaldrt (tzv. transponovany vektor)

4w’ = (a b) aten zprava nasimi maticemi A nebo

e

vektory v jiZ ndsobit umime.

Snadno ovéfime tzv. asociativitu ndsobeni (propocitejte
pro obecné matice A, B a vektor v detailng):

(A-B)-v=A-(B-v).

Misto vektoru v miZeme samoziejmé psat i libovolnou ma-
tici C spravného rozméru. Stejné snadno je vidét i distributi-
vita

A-(B+C)=A-B+A-C,

neplati vSak komutativita a existuji ,,délitelé nuly*. Napf.

(o} o )=o) (26 0)= (0 o)

Zejména vidime, Ze ndsobeni vektori pevnou matici za-
dava linerdni zobrazeni, a naopak, pomoci hodnot linedr-
niho zobrazeni F na dvou pevnych vektorech bdze uz do-
staneme celé piislusné zobrazeni. Body v roviné jsou tedy
obecné vzory hodnot linedrnich zobrazeni F roviny do ro-
viny, pfimky jsou obecné vzory hodnot linedrnich zobrazeni
z roviny do redlné piimky R. S maticemi a vektory umime
rovnice pro piimky a body psét

W v =(a b)-();):c
020

Samoziejmé, ve zvlastnich situacich tomu tak byt ne-
musi. Tak tfeba priinikem dvou stejnych primek je opét sama
primka (a vzorem vhodné hodnoty pro takové linedrni zob-
razeni bude celd pifimka), nulové zobrazeni md za vzor nuly
celou rovinu. V prvém pripadé€ to pozndme tak, Ze jsou na-
levo v rovnicich (CI3) stejné vyrazy az na skaldrni ndsobek
(nebo jinak feceno, fadky matice A jsou stejné aZ na skaldrni
ndsobek). V takovém piipad¢ bud nebude v priniku prislus-
nych pfimek Zddny bod (rovnobé&zné riizné piimky) nebo tam
budou vSechny body piimky (stejné piimky). Tuto podminku
muZe vyjadrit tak, Ze poméry a/c a b/d musi byt stejné, ne-
boli
(1.16) ad —bc = 0.

Vsimnéme si, Ze toto vyjadfeni uz zahrnuje i ptipady, kdy ¢
nebo d je nulové.

ReSeni. Pfimky, po kterych se pohybuiji dané dsecky, miizeme popsat

parametrickym vyjddienim:
p  [-2,01+7r(,2),
qg : 5 —2]+s(—1,1).
Obecnd rovnice primky p je
2x =3y +4=0.

Dosazenim parametrického vyjadieni piimky g ziskdme prisecik P =
[1,2].

Nyni se snaZme zvolit jediny parametr ¢t pro ob& usecky tak,
aby ndm odpovidajici bod na piimkéich p, resp. g, popisoval polohu
pocatku prvni, resp. druhé, tsecky v Case £. V €ase 0 je prvni tisecka
v bod€ [—2, 0], druhd v bodé€ [5, —2]. Za Cas ¢t sekund urazi prvni
usecka ¢ jednotek délky ve sméru (3, 2) druhd pak 2¢ jednotek délky
ve sméru (—1, 1). Odpovidajici parametrizace jsou tedy

t
2,014 ——=G,2),
P 13

75
g : [5, =214 tV2(—1,1).

Pocatek prvni isecky dorazi do bodu [1, 2] v Case t; = +/13 s, pocétek
druhé tsecky v Case t = 2+/2 s, tedy vice neZ o pil vtefiny diive.
Tedy v dobé, kdy dorazi do priaseciku P pocatek prvni dsecky, bude

jiZz konec druhé dsecky pry€ a Usecky se tak nesrazi. (]

1.67. Rovinny fotbalista vystieli mi¢ z bodu F = [1, 0] ve sméru
(3,4) na branu (dsecku) ohrani¢enou body A = [23,36] a B =
[26, 30]. Sméfuje mi¢ do brany?

Reseni. Vzhledem k tomu, Ze se situace odehrdva v prvnim kvadrantu,
stadf uvaZovat smérnice vektorti F A, (3,4), FB. Tvofi-li (v tomto
potadi) bud’rostouci nebo klesajici posloupnost, mi¢ sméfuje na branu.
Tato posloupnost je 36/22, 4/3, 30/25, coz je klesajici posloupnost,

mic tedy smétuje do brany. U

1.68. Upravte (A — B)T - 2C - u, pFi¢emz

L R )

ReSeni. Dosazenim

25 2 -1 4 —4
A_B:(—l 1>’ (A_B)T:<5 1)’ 2C=<8 10)

a nasobenim matic dostavame
-2 -1 4 —4 3 -52
— T . . e . . fr—
(A-B)"-2C ”‘(5 1) (8 10) (2)_(64>'
O
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1.27. Determinant matice. Vyrazu nalevo v (I'I8) fikame
determinant matice A a piSeme pro n¢j

a b

detA = d

’ =ad — bc.
Nasi diskusi ted mdzeme vyjadrit takto:

Tvrzeni. Determinant je skaldrni funkce det A definovand na
v§ech maticich A a rovnice A-v = u je jednoznacné reSitelnd,
praveé kdyZ je det A # 0.

Zkuste promyslet, Ze pro tuto tivahu bylo podstatné, Ze

&\ pracujeme s polem skaldrti. Napiiklad nad ce-
@y, lymi Cisly obecné neplati. KdyZ prosté spoéteme
1, feSeni rovnic s celo¢iselnymi koeficienty (tj. ma-
7 / tice A ma pouze celociselné vstupy), tak toto
reSeni celoCiselné byt nemusi.

1.28. Aﬁnnl zobrazeni. Podivame se, jak maticovd symbo-
. lika umoZiluje pracovat s jednoduchymi zobra-
" zenimi v afinni rovind. Vidéli jsme, Ze ndsobe-
g £ nim matici je d4no linerdni zobrazeni. Posunuti
v aﬁnm roviné R? o pevny vektor t = (r, s) € R?> umime v
maticové formé také snadno zapsat:

r=(3) = ree=() () =G 3)

JestliZze k vysledku linedrniho zobrazeni jest€ dovolime

Ve v

pricist pevny vektor t = (r, 5), pak naSe zobrazeni bude mit

tvar
V= (x) = A-v+t= (ax—i—by—i—r)‘
y cx +dy+s
Takto jsou popsdna prave vSechna tzv. afinni zobrazeni roviny
do sebe.

Takova zobrazeni ndm umoZzni piepocitavani soufadnic
vzniklych riiznymi volbami pocéatkt a bazi
‘.{, sméri pro posunuti. Co se stane, kdyZ nas
" pozorovatel z odstavce 23 bude tutéZ rovinu

shliZet z jiného bodu nebo si aspoii vybere jiné
body E 1, E>? Zkuste si promyslet, Ze na trovni soufadnic
to skute¢né bude pravé zména realizovand pomoci afinniho
zobrazeni. Casem budeme vid&t obecné diivody, pro¢ tomu
tak je ve vSech dimenzich.

seTkANI na [2:1772

' £ —7
- ¢
M oﬁ_ﬁ./

1.69. Uvedte piiklad matic A a B, pro néz

(@ (A+B)-(A—-B)#A-A—- BB

(b) (A+B)-(A+B) #A-A+2A-B+ B-B.
ReSeni. Pfipomeiime, Ze uvazujeme dvojrozmérné (Stvercové) mati-
ce A a B. Pro libovolné matice A a B ov§em plati

(A+B)-(A—B)=A-A—A-B+B-A—B-B.
Identitu
(A+B)-(A—-B=A-A-B-B

tak dostaneme, pravé kdyZ je —A - B 4+ B - A nulovou matici, tj. pravé
kdyZ matice A a B komutuji. Pfikladem hledanych matic jsou tedy
praveé ty dvojice matic, které nekomutuji (matice soucinu se pfi ziméné
poradi ndsobenych matic zméni). MiZeme napf. zvolit
1 2 4 3
=9 =6
nebot pfi této volbé je
&8 5 13 20
A'B—<2o 13)’ B'A—(s 8)'
Analogicky pro kaZzdou dvojici matic A, B plati
(A+B)-(A+B)=A-A+A-B+B-A+B-B.
To znamena4, Ze
(A+B)-(A+B) =
je splnéno tehdy a jenom tehdy, kdyz A-B = B-A. Ve druhém pripadé

A-A+A-B+A-B+B-B

jsou tak hledané dvojice matic A, B zcela totozné s pifipadem prvnim.
O

1.70. Rozhodnéte, zda jsou zobrazeni F, G : R?> — R? zadan4 pfifa-

(x Tx — 3y
F : (y) — <—2x+5y>’ x,y €R,
(x 2x +2y — 4
G.(y) = <4x—9y—|—3)’ x,y€eR
ReSeni. Pro libovolny vektor (x, y)” € R?> miizeme vyjadfit

F((3)=(% 3)(0) <(()-

2 2 X —4
Odtud vyplyva, Ze obé zobrazeni jsou afinni. Pfipomenime, Ze afinni

zenimi
linearni.

. +
4 -9 y 3
zobrazeni je linedrni, praveé kdyz se nulovy vektor zobrazi sim na sebe.

Nebo F(()=0)- o((9)=(3).

zobrazeni F je linedrni, zobrazeni G nikoli. ([
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1.29. Euklidovska rovina. Pfidejme nyni schopnost
naseho pozorovatele vidét vzdalenosti. Napr. miZe véfrit
obvyklému vzorci pro velikost vektoru v = (a, b)

vl = va* + b?

v jim zvolenych afinnich soufadnicich. Okamzité pak
muzeme definovat pojmy jako jsou thel a otoceni v roving.

Jednoduse si to miZeme predstavit takto: nas ¢lovek se
>, rozhodne o n¢jakych bodech E; a E», Ze jsou
od néj ve vzdalenosti jedna, a zarovei si fekne,

¢ —  Ze jsou na sebe kolmé. Vzdalenosti ve smérech
souradnych os pak jsou dany piislusnym pomérem, obecné
pouzivad Euklidovu (nebo Pythagorovu) vétu. Odtud vyjde
pravé vyse uvedeny vzorec.

EukLiDovskA
J VZDALBVD-ST
b ] %
Vs
! llartl =P~ Qi = Jaze 57
Q 1 o

Nas pozorovatel roviny miiZe samoziejmeé postupovat i ji-
nak. MiZe pouZit néjaky standard pro skute¢né méteni vzda-
lenosti bodii P a Q v roving€ a fici, Ze to je pravé velikost
vektoru Q — P, ktery potiebujeme na posunuti z P do Q.
Pak si vybere néjaky z vektort, které skutecné maji velikost
1 a tfeba pomocf trojihelniku o stranich s velikostmi 3,4 a 5
zkonstruuje kolmy vektor o velikosti jedna a dale pokracuje
jako vyse.

Euklidovska rovina je afinni rovina s vySe zavedenym po-
jmem vzdélenosti.

1.30. Uhel vektord. Jak jsme jiz pouZivali pfi diskusi kom-
plexnich cisel coby bodl v roving, tzv. gonio-
__metrickd funkce cos ¢ je ddna hodnotou redlné
prvni soufadnice jednotkového vektoru, jehoZ
A thel s vektorem (1, 0) je ¢.

Z]evne je pak druhd souradnice takového vektoru ddna
redlnou hodnotou 0 < sin g < 1 spliiujici

(cos (p)2 + (sin (p)2 =1.

Obecné pak pro dva vektory v a w miZeme jejich dhel
popsat pomoci soufadnic v = (vy, vy), w = (wy, wy) takto:

VLKA Prod Vekropy

ﬁ
\1

)

imwry

1.71.

oznaceny poradé v kladném smyslu) se sttedem v bodé¢ S =

Bud dan pravidelny Sestitthelnik ABCDEF (vrcholy jsou
(1, 0]

a vrcholem A = [0, 2]. Urcete souradnice vrcholu C.

Reseni. Souiadnice vrcholu C ziskdme otoenim bodu A okolo stfedu
S Sestithelnika o 120° v kladném smyslu:

_ (cos(120°) —sin(120°)
¢ = (sin(l20°) cos(120°))(A_S)+S

1B\
( 2)(21>+[1,0]=[§—«/§,—1—‘/—§].

1
! 2
1.72. Urcete tihel, ktery sviraji vektory
(a) u= (_39 _2)5 V= (_27 3),
(b) u= (Za 6)9 V= (_3’ _9)

[\ )
[Sui—

ReSeni. Hledany thel ¢ vypo&itaime ze vzorce (IZ38). Viimnéme si,
Ze vektor (—3, —2) mlzZeme ziskat tak, Ze zaménime poradi soutad-
nic ve vektoru (—2, 3) a jednu z nich vyndsobime cislem —1. To je
ovsem Uprava, kterd se provadi, kdyz chceme ze smérového vektoru
pfimky ziskat normdlovy (nebo naopak). Vektory ve varianté (a) jsou
/2. Nebof =3 - (2,6) = 2 - (=3,

varianté (b) vektor u ndsobkem vektoru v. Pokud jeden vektor piejde

tedy kolmé, tj. ¢ = —9), je ve
na druhy tak, Ze ho vyndsobime kladnym c¢islem, sviraji tyto vektory
evidentné nulovy dhel. V naSem piikladu je tfeba ndsobit zdpornym
¢islem, coz bezprostifedné dava ¢ = 7. ([

1.73. Urcete thel (odchylku) ¢, ktery sviraji thlopficky A3;A7 a
AsAjp pravidelného dvandctidhelnika AgA1A; ... Aq;.

ReSeni. Odchylka nezévisi na velikosti daného dvanictitihelnika.
Volme dvandctidhelnik vepsany do kruZnice o poloméru 1. Jako
v pfedchozim piiklad€ ur¢ime soufadnice jeho vrchold a podle vzorce

1
,tedy ¢ = 75°.

. 2V2+4/3 A

Jiné reSeni. Ulohu lze fesit Cisté metodami syntetické geometrie: ozna-

snadno dopocitdme, Ze cos(p) =

2%

¢ime § stfed dvandctithelnika a 7" prisecik thlopficek A3 A7 a AsAjp.

Nyni |L A7A5A 19| = 45° (obvodovy thel prislusny stfedovému thlu
A7S8A0, ktery je pravy), dile |L AsA;7A3| = 30° (obvodovy uhel
piislusny sttedovému tihlu A5SAs;, jehoZz velikost je 60°). Velikost thlu
AsT A7 je pak dopiikem vyse zminénych Ghlt do 180°, tedy je rovna
105°. Hledan4 odchylka je pak 180° — 105° = 75°. U

1.74. Spoctéte délky stran trojihelniku s vrcholy A = [2,2], B =
(3,01, C =1[4,3].

ReSeni. Uzitim znamého vzorce pro velikost vektoru

lull = Jui +u3,  u=(u1,uz) € R?
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Tento vztah si snadno ovéfime, pokud véfime, Ze otoceni
< roviny kolem pocatku neméni thly. Pak totiz
mutzeme napied libovolné zvolené vektory
vynasobit vhodnymi skaldry tak, abychom
R dostali vektory velikosti jedna (n4s vzorec totiZ
po nasobeni vektord libovolnymi skaldry dava pochopitlené
neménné vysledky). Poté mizeme vhodnym otocenim
nasi roviny dosdhnout toho, Ze prvni z vektor bude pravé
prvnim bazovym vektorem (1, 0). Potom dava nas vzorec

Wy

COS = s
Y Tl

coZ je pouze opakovanim definice funkce cos ¢.

1.31. Rotace kolem bodu v roviné. Matici libovolného zna-
mého zobrazeni F : R> — R? Ize vcelku snadno uh4dnout:
Je-li totiZ vysledkem matice se sloupci (a, ¢) a (b, d), pak
prvni sloupec dostaneme nasobenim této matice s prvnim
vektorem bdze (1, 0) a druhy je vy¢islenim na druhém vek-
toru baze (0, 1).

Z obrazku je proto vidét, Ze pro rotaci o thel ¥ proti
sméru hodinovych rucek jsou v matici sloupce

(£ 26)-() (¢ D0)-(x)

Smér proti sméru hodinovych ruc¢ek oznacujeme jako kladny
smér rotace, opacny je pak zdporny. Proto dostdvidme tvr-

zeni:
! MATICE ROTACE L_—

Rotace o pfedem dany thel ¢ v kladném sméru kolem
pocétku soufadnic je ddna matici Ry, :
—sinyr X
cos ¥ v/

X cos
U:(y>l—>R1/,-’U:(Sinw

obdrzime vysledky

|AB| = ||A = B|| = V(2 —-3)>+ 2 - 0> =5,
|BC| = 1B — Cl| =3 =42+ (0 -3) = V10,
|ACI = ||A—Cll =V (2 - 4>+ (2 -3 = 5.

O

1.75. Buddan rovnostranny trojihelnik s vrcholy [1, 0] a [0, 1] leZici

cely v prvnim kvadrantu. Urcete soufadnice jeho tfettho vrcholu.

ResSeni. Treti soutadnice je [% + ‘/73 % ‘/7§] (ota¢ime bod [1, 0] 0 60°
kolem bodu [0, 1] v kladném smyslu). U

1.76. Urcete soufadnice vrchold trojihelnika, ktery vznikne otoce-
nim rovnostranného trojihelnika, jehoZ dva vrcholy jsou A = [1, 1]
a B = [2,3] (tfeti pak v poloroviné¢ dané pifimkou AB a bodem
S = [0, 0]) 0 60° v kladném smyslu kolem bodu S.

ReSeni. Treti vrchol trojihelnika dostaneme napf. oto&enim o 60°
jednoho z vrcholt kolem druhého (ve spravném smyslu). Hledané
body maji pak soufadnice [—%«/g, V3 - % , [% — % 3, %\/5 + %],
[1-3v3.V3+31. O

1.77. Najdéte matice A takové, Ze

L () O
A:i§ 12.
2 2

Népovéda: jaké geometrické zobrazeni v roviné zad4dva matice A%?

ReSeni. A2 je matice rotace o 60° v kladném smyslu, takZe hledané

N
A=+ :
2 2

tj. jsou to matice rotace o 30°, resp. 0 210°. ([

matice jsou

Who|—

1.78. Stanovte A - A pro
A (cps ®
sing  cos¢
ReSeni. Vime, 7e zobrazeni

(x)H(cpsgo —s1n<p>.<x>’ .y R
y sing  cosg y

je rotaci roviny R? kolem poc&atku soustavy soufadnic o thel ¢ v klad-

—sm<p>’ kde ¢ € R.

ném smyslu. Vzhledem k asociativité¢ ndsobeni matic dostavame, Ze
zobrazen{

(x)i_) <09s¢ —sm(p>.<cgs<p —smgo)‘(x)’ xyeR
y sing  cosg sing  cosg y
je rotaci o dhel 2¢. To znamend, Ze plati
A A= cpsZgo —sin2¢ .
sin2¢  cos2¢

35



KAPITOLA 1. ROZCVICKA

Nyni, kdyZ uz vime, jak vypadd matice otoceni v ro-
7 = vin¢, mizZeme ovefit, Ze otoeni zacho-
Y I vava vzdalenosti a dhly (definované pfe-

= deslym vzorcem). Oznaéime-li obraz vek-

toru v jako

/ .
v Uy COS Y — vy Sin
U/=()/C)=Rw"l):<x. l/f Y 1//)’
vy, Uy SINY + vy, COS Y
/

a podobné w' =
opravdu plati

Ry - w, pak lze snadno pfepocitat, Ze

'l = Tl

/
y = UxWx + Vyw,.

Predchozi vyraz lze pomoci vektori a matic napsat na-
sledovné

/ / /
VW, + VW

(Ry - w)T(R¢ cv) =wlo.
Transponovany vektor (Ry - w)” je roven w” - R}, kde R},
je tzv. transponovand matice k matici Ry,. To je matice, jejiZ
fadky tvoii sloupce ptivodni matice a sloupce naopak tvoii
fadky piivodni matice. Vidime tedy, Ze matice otoCeni spliiuji
vztah RVT, Ry = I, matice I (nékdy piSeme prost€ 1 a mdme
tim na mysli jednotku v okruhu matic), je tzv. jednotkova ma-

tice
1 0
)

Tim jsme odvodili pozoruhodné tvrzeni — matice F' s vlast-
nosti, ze F - Ry, = I (budeme takové fikat inverzni matice
k matici rotace Ry ) je matici transponovanou k ptivodni. To
je logické, nebof inverzni zobrazeni k rotaci o tihel ¥ je opét
rotace, ale o thel —1/, tj. inverzni matice RIIT, je rovna matici

R — cos(—y) —sin(—=y)\ [ cosy siny
V7 \sin(—y)  cos(—y) ) \—siny cosy )

Pokud bychom chtéli zapsat rotaci kolem jiného bodu
P =0+ w, P = [w,, w,], opét pomoci matice, snadno
napiSeme potiebny vzorec pomoci posunuti:

ROTACE S PoSUNUTIN

Stadi si k tomu uvédomit, Ze miZeme misto rotace kolem
daného bodu P napted posunout P do naseho pocatku, pak

Poznamenejme, Ze jsme samoziejmeé mohli pfimo vyndsobit A - A
(a aplikovat vzorce pro sinus a kosinus dvojndsobného thlu). Opakova-
nim vySe uvedeného (piip. pouZitim matematické indukce) 1ze ovSem

snadné&ji obdrZet

. _ [cosng —sinng _
A _<sinng0 cosn<p>’ n=23 ...,
jestlize klademe A2 = A- A, A3 =A-A-Aatd. (]

1.79. Zrcadleni. Najdéte matici zrcadleni v rovin€ (tj. osové symet-

rie) podle pfimky y = x.
ReSeni. Namalujte si obrazek. V bazi uréené vektory (1, 1), (1, —1)

je matice zrcadlen{ zfejmé <(1) _01) Ve standardni bazi je tedy rovna

(D) G

Inverzni matici je v tomto piipad€ jednoduché najit, protoZze vektory
ve sloupcich jsou kolmé, tj. matice je (skoro) ortogondlni. Mame

() =260 = (o =)

Vyndsobenim pfislusnych matic dostaneme vysledek (? (1)) Tento

vysledek se d4 uhddnout i pfimo z obrazku. (]

1.80. Zjistéte, jak4 linedrni zobrazeni R? do R? jsou zaddna mati-

cemi (tj. popiSte jejich geometricky vyznam)

10 10 _2
A1=(0 0), A2=<O 1), A3=<2 2>,
2 2

ReSeni. Necht (x, y)” je nadile libovolny redlny vektor. Pro matici

()= G 6)-()= ()

coZz znamend, 7e linedrni zobrazeni, které tato matice zaddva, je

fsealis
S

A dostavame

(kolmad) projekce na osu x. Podobné vidime, Ze matice A, urcuje zrca-

dleni vzhledem k ose y, protoze
()= 0)-0)-0)
y 0 1/ \y y
Matici As lze vyjadrit ve tvaru
(cos ¢ —sin <p>
sing  cos @
pro ¢ = m/4, a tudiz zadava otoceni roviny kolem pocétku o thel /4

(v kladném smyslu, tj. proti pohybu hodinovych rucicek). ([

36



KAPITOLA 1. ROZCVICKA

provést rotaci a pak udélat opané posunuti, kterym celou
rovinu vratime tam, kde méla celou dobu byt, viz obrazek.
Pocitejme tedy

v:(§)|—>v—w|—>R¢,-(v—w)
= Ry -(v—w)+w

[ cosY(x — wy) —sinP(y — wy) + wy
o \sinyr(x — wy) FcosyY(y —wy)) +wy )

1.32. Zrcadleni. Dalsim dobie zndmym piikladem zobra-
zeni, kterd zachovdvaji velikosti, je tzv. zrca-
== dleni vzhledem k pFimce. Opét ndm bude stacit
7 popsat zrcadleni vzhledem k pifmkdm procha-
N7z zejicim pocatkem O a ostatni se z nich odvodi
pomoci posunuti, resp. rotaci.
Hledejme tedy matici Z,, zrcadleni vzhledem k pfimce s
jednotkovym smérovym vektorem v svirajicim tihel ¥ s vek-

torem (1, 0). Nejprve si uvédomme, Ze

1 0
)

( ﬂ—/b)

Jr—r
(‘f 0) \

(41’13)

a\ /10 “')
(2)+>(%) (a~1)["
Obecné miZzeme kazdou primku otocit do sméru vektoru
(1, 0) a tedy zapsat obecnou matici zrcadleni jako
Zy =Ry -Zy-R_y,

kdy nejprve oto¢ime matici R_, pfimku do ,,nulové* polohy,

odzrcadlime matici Z( a vratime zpét otoCenim Ry,.
MiZeme proto (diky asociativit¢ ndsobeni matic)

spocist:
7. cosy —siny 1 0 cosy  sinyr
V= \siny  cosy ) \O —1) \—siny cosy

__(cosyr  siny cosy  siny
“\siny —cosy ) \—siny cosy
_ (cos’ ¢ —sin® ¥ 2'sin ¥ cos Y
“\ 2sinycosy  —(cos? Y — sin® )
__[cos2y  sin2y
T \sin2y  —cos2y )’

Pouzili jsme ptitom obvyklé souctové vzorce pro goniomet-
rické funkce. PovSimnéme si také, Ze Zy, - Zy je dano:

cos2y  sin2y I 0\  [(cos2y —sin2y
sin2y  —cos2y ) \0 —1)~ \sin2¢ cos2y J°

Toto pozorovani Ize zakreslit a zformulovat nasledovné

1.81.

stroju tzv. ,,rovnobéZnikovou rovnost“: Jsou-li u, v € R?, pak:

Rovnobéznikova rovnost. DokaZme jako ilustraci nasich na-

2(Jull* + vl1*) = llu + o> + lu — v|*.

2%

Neboli soucet druhych mocnin délek tihlopficek rovnobéznika je roven
dvojnésobku souctu druhych mocnin délek jeho stran.

ReSeni. Rozepsanim obou stran do soufadnic u = (uy, us), v =

(v1, v) obdrzime:

2(1lull* + llv]1*)
=2(ui + uj + vi + v3)
= u7 4 2uyvy + v; +u3 4 2urv0 + v3+
+ut — 2uivy + v} + U3 — 202 + V3
= (1 +v1)? + (2 + v2)* + (g — 1) + (U2 — v2)?
= llu 4[> + [lu — v|*.

O

1.82. UkaZte, Ze sloZzenim lichého poctu stfedovych soumérnosti

v roviné dostaneme opét stfedovou symetrii.

ReSeni. Stiedovou soumérnost v roviné se stfedem S reprezentujme
predpisem X — S — (X —S), neboli X — 25 — X. (Obraz bodu X ve
stfedové symetrii podle stfedu S dostaneme tak, Ze k soufadnicim bodu
S pri¢teme soutfadnice vektoru opacného k vektoru X — S.) Postupnou
aplikaci tif stredovych soumérnosti se stfedy S, T a U tak dostavame
X 25— X 2T -Q2S—X)—» 2U - Q2T - 25 - X)) =
2(U0—-T+ 98 — X, celkem X — 2(U — T + S) — X, coZ je sttedovd
soumérnost se sttedem S — T + U. SloZeni libovolného lichého poctu
sttedovych soumérnosti tak postupné redukujeme az na slozen{ tif ste-
dovych soumérnosti, jde tedy o stfedovou symetrii (v principu se jedna

o dtikaz matematickou indukci, zkuste si jej sami zformulovat). [

1.83. Sestrojte (2n + 1)-thelnik, jsou-li ddny vSechny stfedy jeho
stran.

ReSeni. K feSeni vyuZijeme toho, Ze sloZenim lichého poctu stie-
dovych soumérnosti je opét stfedova soumérnost (viz predchozi pri-
klad). Oznac¢me vrcholy hledaného (2n + 1)-tihelnika po fadé Aj,
Ay, ..., Ayy4 astfedy stran (pocinaje stfedem strany A A,) postupné
S1, S2, ... S2u41. Provedeme-li stfedové soumérnosti po fadé podle
téchto stfedd, tak bod A, je zjevné pevnym bodem vysledné stiedové
soumérnost, tedy jejim stfedem. K jeho nalezeni tedy staci provést uve-
denou stfedovou soumérnost s libovolnym bodem X roviny. Bod A;

lezi pak ve stiedu tseCky X X', kde X’ je obrazem bodu X ve zminéné
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N

\%.\ .
, A

>Q %ﬁ‘f(@f%ﬂ? = /w-

Tvrzeni. Otoceni o tihel r obdrZime naslednym provedenim
dvou zrcadleni vzhledem ke smériim, které spolu sviraji iihel
AZ

Pokud umime oddvodnit pfedchozi tvrzeni ryze
geometrickou tdvahou (zkuste si zahrdt na
y ), ,.syntetického geometra®), dokdzali jsme pravé
@’/// standardni vzorce pro goniometrické funkce
\ 722/ dvojndsobného thlu.
HIubsi je nasledujici rekapitulace predchozich dvah
(skoro si muZeme fici, Ze uZ umime dokazat skutecné
zajimavy matematicky vysledek):

ZOBRAZENT ZACHOVAVAJICI VELIKOSTI

1.33. Véta. Linedrni zobrazeni euklidovské roviny je sloZeno '

Z jednoho nebo vice zrcadleni, pravé kdy? je
ddno matici R spliiujici

Rz(z Z), ab+cd =0, >+ =P +d=1.

To nastane, praveé kdy? toto zobrazeni zachovdva velikosti.

Otocenim je takové zobrazeni pritom pravé tehdy, kdyZ
Jje determinant matice R roven jedné, coZ odpovida sudému
poctu zrcadleni. P¥i lichém poctu zrcadleni je determinant
roven —1.

Dtkaz. Zkusme napied spocist, jak mulze vypadat
7 = obecné matice A, kdyZ piislusné zob-
1N I razeni zachovdva velikosti. Tj. mdame
zobrazeni

()= (2)0)=(28)

., Aoy Ziskdme zobrazovanim
.y S2n+1. O

sttedové symetrii. Dal§i vrcholy A,, . .

bodu A, ve stfedovych soumérnostech podle S, ..

1.84. Urcete obsah trojihelniku ABC, je-li A =
[_27 0]’ C= [59 9]

ReSeni. Vime, Ze obsah je roven poloviné determinantu matice, jejiz

[-8,1], B =

prvni sloupec je dan vektorem B — A a druhy sloupec vektorem C — A,
tj. determinantu matice
<—2 —(-8) 5-— (—8))
0—1 9—-1 J°
Jednoduchy vypocet tak dava vysledek
SU(=2-(=8)-O—-D—-G—-(=8)-(0-1) =9.

Dodejme, Ze pfi zaméné potadi vektort by hodnota determinantu méla
opacné znaménko (jeji absolutni hodnota by tedy ziistala stejnd) a Ze

by se vlibec nezménila, kdybychom vektory (pfi zachovani poradi) na-
psali do radka. U
1.85. Spoctéte obsah S Ctyithelniku vymezeného jeho vrcholy [1, 1],
[6, 1], [11, 4], [2, 4].
ReSeni. Nejprve si oznaéme vrcholy (proti sméru pohybu hodinovych
rucicek)

A=[1,1], B=16,1], C=[11,4], D =][2,4].
Pokud rozdélime ctyfihelnik A BCD na trojihelniky ABC a ACD,

muzeme ziskat jeho obsah jako soucet obsahti téchto trojihelnikt, a to

vycislenim determinantd

d_6—1 1—1] |5 10
'“ =1 4-1|"10 3|
g |i=12-1f_[10 1
270 4—-1 4—-1|" |3 3|’

kde ve sloupcich jsou postupné vektory B—A, C —A (prod;) aC —A,
D — A (pro d»). Potom

_d | & _ 53-100 | 103-13 _ 15427 _
S=5+5="7 +-5 =7 =2L

(diky uspotddani vrchold v kladném smyslu, vysli vS§echny determi-
nanty kladné). Spravnost vysledku miiZzeme snadno potvrdit, nebof
¢tyfuhelnik ABCD je lichobéZnikem se zakladnami délek 5, 9 a je-

jich vzdélenosti v = 3. U

1.86. Stanovte rozlohu louky, kterd je na pozemkové mapé ohra-
nicena body o kétach [-7, 1], [—1, 0], [29, 0], [25, 1], [24, 2] a[17, 5].
(Jednotky neuvazujte. Jsou ureny pomérem pozemkové mapy vuci
skute¢nosti.)

Reseni. UvaZovany Sestidhelnik miizeme rozdélit napt. na Gtyfi troji-
helniky s vrcholy

[—7,1],[-1,0], [17, 5]; [—1, 0], [24, 2], [17, 5];
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Zachovani velikosti tedy znamend, Ze pro vSechna x a y je

x2+yz

= (ax + by)> + (cx +dy)* =
= (@* + A)x* + b + &)y + 2(ab + cd)xy.

ProtoZe ma tato rovnost platit pro vSechna x a y, musi si byt
rovny koeficienty u jednotlivych mocnin x2, y* a xy na pravé
i levé strané. Tim jsme spocetli, Ze rovnosti kladené na ma-
tici R v prvnim tvrzeni dokazované véty jsou ekvivalentni
vlastnosti, Ze prislusné zobrazeni zachovava velikosti.

Diky vztahu a®> + ¢> = 1 miZeme piedpoklddat, Ze
a = cos¢ ac = sing pro vhodny dhel ¢. Jakmile takto
zvolime prvni sloupec matice R, aZ na nasobek ndm vztah
ab + cd = 0 urcuje i druhy sloupec. Zarovei ale vime, Ze i
velikost vektoru ve druhém sloupci je jedna a dostavame tedy
pravé dvé moZnosti pro matici R:

sin ¢
— oS (p) )

cosgp —sing cos @

<singo cos @ ) ’ (sin(p

V prvém piipadé jde o rotaci o thel ¢, ve druhém pak o ro-
taci slozenou se zrcadlenim podle prvni soufadné osy. Jak
jsme vidéli v pfedchozim tvrzeni 31, kazda rotace odpo-
vid4 dvéma zrcadlenim a determinant matice R je v téchto
dvou piipadéch skutecné jedna nebo minus jedna a rozliSuje
je. O

1.34. Obsah trojihelnika. Zavérem naseho malého vyletu
do geometrie se zaméfme na obsah rovinnych
objektti. Budou nam stacit trojihelniky. Kazdy
trojuhelnik je vymezen dvojici vektord v a w,

2 které, ptiloZeny do jednoho z vrchold P, zadaji
Zbyle dva vrcholy. Chtéli bychom tedy najit vzorec (skalarni
funkci vol), ktera dvéma vektortim priradi ¢islo rovné obsahu
vol A (v, w) takto definovaného trojihelniku A (v, w), kde si
pro urcitost za P volime pocatek a posunutim se obsah stejné
nemeéni.

Ze zadan{ je vidét, Ze hledand hodnota je polovinou plo-
chy rovnobéZniku natazeného na vektory v a w a snadno se
spocte (pomoci zndmého vzorecku: zdkladna krat prisluSna
vyska) nebo prosté vidi z obrazku, Ze nutné plati

vol A(v + v, w) = vol A(v, w) + vol A(v', w)

vol A(av, w) = avol A(v, w).

LINEAZITA V ARGUMENTH

thsah A < {lz obcahu 27
Stegne” obsaﬁa«/

Nakonec jesté pfiddme k nasemu zadani pozadavek
vol A(v, w) = —vol A(w, v),

ktery odpovidd predstavé€, Ze opatiime plochu znaménkem
podle toho, v jakém potadi bereme vektory (tj. jestli se na
ni divdme shora nebo zespodu).

[—1,01,[25, 1], [24, 2]; [—1,01,[29, 0], [25, 1].
Jejich obsahy jsou po fadé 24, 89/2, 27/2 a 15, coz dava vysledek
24+443 4131 4+15=97.

O

1.87. Urcete obsah trojihelnika Ay A3A |y, kde AgA; ...

choly pravidelného dvanictidhelnika vepsaného do kruZnice o polo-

Aj] jsou vr-

méru 1.

ReSeni. Vrcholy dvanictithelnika miZeme ztotoZnit s dvanactymi od-
mocninami z ¢isla 1 v komplexni roviné. Zvolime-li navic Ay = 1,
pak mizZeme psiat Ay = cos(2km/12) + i sin(2km/12). Pro vrcholy
zkoumaného trojihelnika mame: A, = cos(w/3) + isin(w/3) =
1/2 +iv/3/2, A3 = cos(n/2) + i sin(r/2) = i, Ay = cos(—m/6) +

i sin(—1/6) = +/3/2 — i/2, neboli soufadnice t&chto bodii v kom-
plexni rovniné jsou A, = [1/2, \/_/2 = [0,1], A,y =
[V3/2, ——] Podle vzorce pro obsah trOJuhelnfka je potom hledany
obsah S roven

1 /3 1,43 —
sol|A—An| 11— 349 _3-V3
2 |A3 — Ap 2 _é % 4

Vzhledem ke kladnosti pfedchoziho determinantu jsme mohli z este-

tickych divodd vynechat jeho absolutni hodnotu. ([

1.88. Které strany Ctyfuhelniku zadaného vrcholy [—2, —2], [1, 4],
[3, 3] a[2, 1] jsou viditelné z pozice bodu [3, & — 2]?

Reseni. Jednd se o modelovou tlohu na viditelnost stran konvexniho
mnohouhelniku v roving. V prvnim kroku uspordddme vrcholy tak,
aby jejich poradi odpovidalo sméru proti pohybu hodinovych rucicek.
Kdyz jako prvni vrchol zvolime napt. A = [—2, —2], je dals{ poradi
B=[2,1],C =

spole¢né s bodem X = [3, m — 2] zaddv4 matici

—2-3 2-3
—2—-—m-=-2) 1—(r-2)

tak, Ze jeji prvni sloupec je rozdilem A — X a druhy sloupec je B — X.

[3,3], D = [1, 4]. UvaZujme nejprve stranu AB. Ta

To, zda je vidét z bodu [3, m — 2], pak uruje znaménko determinantu
—-2-3 2—-13 -5 -1
—(r-2) 1—-(#x-2)| |-® 3—m7m
—5-@B—m)—(—D)(—m) <O.

Zapornd hodnota znamend, Ze strana je vidét. Dopliime, Ze nezdleZi
na tom, zda uvazujeme rozdily A — X a B — X,nebo X — Aa X —
B. Kdybychom vsSak zaménili poradi sloupct, prislu$nd strana by byla
vidét prave tehdy, kdyZ by byl determinant kladny.

Pro stranu BC analogicky obdrZime
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Pokud vektory v a w napiSeme do sloupcti matice A, pak
A= (v,w) > detA

spliiuje vSechny tfi nasSe poZadavky. Kolik takovych zobra-
zeni ale miiZze byt? KaZzdy vektor umime vyjadfit pomoci
dvou bazovych vektordi e; = (1,0) ae; = (0,1) a
diky linearité je tedy kazdd mozZnost pro vol A jednoznacné
uréena uz vycislenim na téchto vektorech. ProtoZe ale pro
obsabh, stejné jako pro determinant, je zjevné vol A(ey, e;) =
vol A(ey, e;) = 0 (kvili poZadované antisymetrii), je nutng
kazd4 takova skaldrni funkce jednoznacné€ zaddna hodnotou
na jediné dvojici argumentd (e, ¢2). Jsou si tedy vSechny
mozZnosti rovny aZ na skaldrni ndsobek. Ten umime urcit
poZadavkem

1
vol A(eq, e2) = 3

tj. volime orientaci a méritko pomoci volby bazovych vek-
torl a chceme aby jednotkovy ¢vtverec mél plochu jedna.

Vidime tedy, Ze determinant zaddva plochu rovnobéz-
niku uréeného sloupci matice A a plocha trojihelniku je tedy
polovic¢ni.

1.35. Viditelnost v roviné. Ptedchozi popis hodnot pro ori-
¢ entovany obsah ndm ddva do rukou elegantni néstroj
("~ # pro uréovani pozice bodu vici orientovanym usec-
A2 kam. Orientovanou dseckou rozumime dva body v ro-
‘U1 ving R? s uréenym pofadim. MiZeme si ji predstavit
jako Sipku od prvého k druhému bodu. Takova orientovana
usecka ndm rozdéluje rovinu na dvé poloroviny, fikejme jim
»levou a ,,pravou”. Pro dany bod chceme poznat, jestli je v
té levé nebo pravé.

Takové ulohy Casto potkdvame v pocitacové grafice pri
reSeni viditelnosti objektt. Pro zjednoduseni si zde jen pred-
stavme, Ze usecku ,,je vidét“ z bodt napravo a neni vidét z
téch nalevo (coZ odpovidd predstavé, Ze objekt ohraniceny
orientovanymi hranami proti sméru hodinovych rucicek ma
nalevo od nich svij vnitiek, ptes ktery tedy nenf hranu vidét).

, nevids visedka” )

Mame-li dén néjaky bod C, spoct€éme orientovanou plo-
chu prislusného trojihelniku zadaného vektory A — C a
B — C. Pokud jsme s bodem C nalevo od dsecky, pak pfi
obvyklé kladné orientaci proti sméru hodinovych ruc¢ek bude
vektor A — C dfive neZ ten druhy a proto vyslednd plocha (tj.
hodnota determinantu matice jejimiZ sloupci jsou tyto dva

2-3 3-3 —1 0
l1—(r—=2) 3—(r—=2) 3—7 5—nm
—1-5—-—m)—-0<0.

Tato strana je tudiz vidét. Zbyvaji strany CD a D A. Pro né dostdvame

po fadé
‘ 3-3 1-3 _‘ 0 -2 |
3—(r—-2) 4—(7x—-2) |5—-7m 6—m|
0—(=2)-(5—m) >0,
1-3 —2-3 -2 =5
‘4—(71—2) —2—(Tr—-2) 6—m1 -7
—2-(=m)—(=5-(6-—m)>0.

Z bodu X jsou tedy vidét pravé strany urené dvojicemi vrcho-
la [_2s _2]7 [2’ 1] a [2’ 1]a [3’ 3] U

1.89. Uvedte strany pétidhelniku s vrcholy v bodech [—2, —2],

[—2,2], [1,4], [3,1] a [2,—11/6], které je mozné vidét z bo-
du [300, 1].
ReSeni. Pro zjednoduseni zdpisi ,,tradi¢n&“ poloZme
A=[-2,-2], B=[2,-11/6], C=[3,1], D=
(1,4], E=[-2,2].

Strany BC a CD jsou zjevné z pozice bodu [300, 1] viditeIné; naopak
strany DE a EA byt vidét nemohou. Pro stranu A B rad¢ji urCeme

—2-300 2-300
-2-1 -4
Odsud plyne, Ze tato strana je z bodu [300, 1] vidét. U

= —302- (—) = (-298) - (-3) < 0.

1.90. Viditelnost stran trojihelnika. Je dan trojtihelnik s vrcholy
A =1[5,6], B=17,8], C =[5, 8]. UrCete, které jeho strany je vidét
zbodu P = [0, 1].

ReSeni. Uspofadame vrcholy v kladném smyslu, tedy proti sméru ho-
dinovych rucicek: [5, 6], [7, 8], [5, 8]. Pomoci prislusSnych determi-

6 X

nantt uréime, je-li bod [0, 1] ,,nalevo” ¢i ,,napravo” od jednotlivych

stran trojihelnika uvaZzovanych jako orientované tsecky,

B—P|_|77|_, |Cc-P|_|57]_,
c—pr|=|57|7Y" |a-pP|T|5 5|7
A-P|_|55|_,
B—pP|=|7 7|7

Z nulovosti posledniho determinantu vidime, Ze body [0, 1], [5, 6] a
[7, 8] lezi na pfimce, stranu A B tedy nevidime. Stranu BC rovnéZ tak
nevidime, na rozdil od strany AC, pro kterou je pfislusny determinant

zéporny. U

1.91. Urcete, které strany Ctyithelnika s vrcholy A = [95,99], B =
[130, 106], C = [40, 60], D = [130, 120]. jsou viditelné z bodu [2, 0].
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vektory) bude kladnd. Naopak, pfi opacné poloze bude vy-
sledkem zdporna hodnota determinantu a podle zdporné hod-
noty determinantu zjistime, Ze je nd$ bod od tsecky napravo.
Uvedeny jednoduchy postup je skute¢né ¢asto vyuZivan
pro testovan{ polohy pfi standardnich dlohéach v 2D grafice.

6. Relace a zobrazeni

V této zaveérecné Casti ivodni motivacni kapitoly se vra-

. time k formalnimu popisu matematickych struk-
tur, budeme se je ale pribézné snazit ilustrovat
\ najiz zndmych prikladech. Zaroveni mtizeme tuto
= _~ w4 C4st brat jako cviceni ve formalnim piistupu k ob-
Jekturn a konceptum matematiky.

1.36. Relace mezi mnoZinami. Nejprve potfebujeme defi-
novat kartézsky soucin A x B dvou mnozin A a B. Je to
mnoZina vSech uspofddanych dvojic (a, b) takovych, Ze a €
A a b € B. Bindrni relaci mezi mnoZinami A a B pak rozu-
mime libovolnou podmnoZinu R kartézského soucinu A x B.

Casto piseme a ~y b pro vyjddieni skutecnosti, Ze
(a,b) € R, tj. Zebodya € Aab € B jsouv relaci R.
Definicnim oborem relace je podmnoZina

D CA, ={a € A;3b € B, (a,b) € R}.

Slovy vyjadfené, je to mnoZina prvkid a z mnoziny A tako-
vych, Ze existuje prvek b z mnoZiny B tak, Ze (a, b) patii do
relace R. Strucnéji, jsou to takové prvky z A, které maji obraz
v B. Podobné oborem hodnot relace je podmnoZina

ICB, [I={eB;3dacA,/ (a,b) e R}

to znamend takové prvky v B, které maji vzor v A.

Spemalmm pfipadem relace mezi mnoZinami je zobra-
zeni z mnoZiny A do mnoZiny B. Je to pfi-
, pad, kdy pro kazdy prvek defini¢niho oboru re-

="~ lace existuje pravé jeden prvek z oboru hodnot,
ktery je s ‘nfm v relaci. Nam zndmym piipadem zobrazeni
jsou vSechny skaldrni funkce, kde oborem hodnot zobrazeni
je mnoZzina skalard, tieba celych nebo redlnych ¢isel. Pro zob-
razeni zpravidla pouZivdme znaceni, které jsme také u skalar-
nich funci zavedli. PiSeme

f:DCA—>ICB, f(a)=>b
pro vyjadieni skutec¢nosti, Ze (a, b) patii do relace, a fikdme,
Ze b je hodnotou zobrazeni f v bodé€ a. Déle fikame, Ze f je
e zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B, jestlize je D = A,
e zobrazeni mnoZiny A na mnoZinu B, jestlize je D = A
a I = B, Casto také surjektivni zobrazeni
e prosté (Casto také injektivni zobrazeni), jestlize je D =
A apro kazdé b € [ existuje prave jeden vzor a € A,
fa)=b.

Vyjadreni zobrazeni f : A — B jakoZto relace

fSAxB,  f={@ fa)acA}

zndme také pod ndzvem graf zobrazeni f.

ReSeni. Nejprve je tieba urdit strany &tyfdhelnika (,,spravné” poradi
vrcholt): ACBD. Po spocitani prislusnych determinanti jako v pred-
chozich prikladech zjistime, Ze je vidét pouze strana CB. U

F. Zobrazeni a relace

1.92. Rozhodnéte, zda nasledujici relace na mnozin€ M jsou relace

ekvivalence:
i) M={f:R— R}, kde (f ~ g), pokud f(0) = g(0).
ii) M ={f : R — R}, kde (f ~ g), pokud f(0) = g(1).

iii) M je mnoZina pfimek v roving, pficemz dvé pfimky jsou v re-
laci, jestliZze se neprotinaji.

iv) M je mnoZina pfimek v roviné, pricemz dvé ptimky jsou v re-
laci, jestliZze jsou rovnobéZné.

v) M = N, kde (m ~ n), pokud S(m) + S(n) = 20, pric¢emz
S(n) znaci ciferny soucet Cisla n.

vi) M = N, kde (m ~ n), pokud C(m) = C(n), kde C(n) =
S(n), pokud je ciferny soucet S(n) mensi neZ 10, jinak defi-

nujeme C(n) = C(S(n)) (je tedy vidy C(n) < 10).

Reseni.
i) Ano. Ovéfime tfi vlastnosti ekvivalence:
i) Reflexivita: pro libovolnou redlnou funkci f je f(0) =
f(0).
ii) Symetrie: jestliZze plati f(0) = g(0), paki g(0) = f(0).
iii) Tranzitivita: jestlize plati f(0) = g(0) a g(0) = h(0),
pak platii f(0) = h(0).
ii) Ne. Definovand relace neni reflexivni, napt pro funkci sin
mdme sin 0 # sin 1 a nen{ ani tranzitivni.
iii) Ne. Relace opét nenf reflexivni (kazd4 primka protind sama
sebe) ani tranzitivni.
iv) Ano. Ttidy ekvivalence pak tvoifi mnoZinu neorientovanych
smérd v roving.
v) Ne. Relace neni reflexivni. S(1) + S(1) = 2.

vi) Ano.

O
1.93. Mame mnozinu {3, 4, 5, 6, 7}. Napiste explicitné relaci
i) a déli b
ii) a déli b nebo b déli a
iii) a a b jsou soudélnd
@
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1.37. Skladani relaci a funkci. U zobrazenf je jasnd kon-
cepce, jak se sklddaji. Mdme-li dvé zobrazeni f : A — B a
g : B — C, pak jejich sloZeni go f : A — C je definovdno

(g o f)la) = g(f(a)).

Ve znaceni pouZivaném pro relace totéZ miiZeme zapsat jako

fSAxB, f={a,f(a);acA}
gS BxC, g={(b,gb));bec B}

gofCAXC, gof={(a g(f(a));acA}

Zcela obdobné definujeme sklddani relaci, v ptedcho-
' zich vztazich jen doplnime existencni kvantlﬁ—
katory, tj. musime uvazovat v§echny ,,vzory*
.Y, VSechny ,obrazy*. Uvazme relace R C A x B,
)\ SCBxC.PotomSoRC AxC,

SoR=1{(a,c);3b e B,(a,b) € R, (b,c) € S}.

Zvlastnim pripadem relace je identické zobrazeni

idg ={(a,a) € A x A;a € A}

na mnozin€ A. Je neutralni vzhledem ke skladani s kazdou
relaci s defini¢nim oborem nebo oborem hodnot A.

./ PRGN r (n‘,}ék&mqa

1.94. Nechf je na R? definovana relace R tak, Ze ((a, b), (¢, d)) € R
pro libovolnd a, b, c,d € R, pravé kdyz b = d. Zjistéte, zda se jednd
o relaci ekvivalence. Pokud jde o relaci ekvivalence, popiSte geomet-
ricky rozklad, ktery urcuje.

ReSeni. Z ((a, b), (a, b)) € R proviechnaa, b € R plyne, Ze relace je
reflexivni. Stejné snadno vidime, Ze relace je symetricka, nebof v rov-
nosti (druhych sloZek) miZeme zaménit levou a pravou stranu. Je-li
((a,b), (c,d)) e Ra((c,d), (e, f)) e R, tj.plati-lib=dad = f,
lehce dostdvdme splnéni tranzitivni podminky ((a, b), (e, f)) € R,
tji. b = f. Relace R je relaci ekvivalence, kdy body roviny jsou spolu
v relaci, pravé kdyZ maji stejnou druhou soufadnici (pfimka jimi za-
dand je kolmd na osu y). PfisluSny rozklad proto rozdéli rovinu na

pfimky rovnobézné s osou x. ]

1.95. Urcete, kolik riznych bindrnich relaci lze zavést mezi mnoZzi-
nou X a mnozinou vsech jejich podmnoZzin, mé-li mnoZina X praveé 3
prvky.

Reseni. Nejprve si uvédomme, e mnoZina viech podmnozin X ma
23 = 8 prvki, a tudiZ jeji kartézsky soucin s mnoZzinou X ma 8 - 3 =
24 prvki. UvaZovanymi bindrnimi relacemi jsou pravé podmnoZiny

tohoto kartézského soucinu, kterych je celkem 224, U

1.96. Uvedte defini¢ni obor D a obor hodnot I relace

R ={(a,v), (b,x), (c, x), (c,u), (d,v), (f, »)}
mezi mnozinami A = {a, b,c,d, e, f} a B = {x, y, u, v, w}. Je rela-
ce R zobrazeni?

ReSeni. Pifmo z definice defini¢niho oboru a oboru hodnot relace do-
stdvame
D=\{a,b,c,d, f} C A,

Nejednd se o zobrazeni, protoZe (c, x), (c,u) € R,tj. ¢ € D ma dva

I ={x,y,u,v} CB.

obrazy. O

1.97. O kazdé€ z nésledujicich relaci na mnoZiné {a, b, c, d} rozhod-

néte, zda se jednd o relaci uspotfddani (prip. zda se jednd o tplné

usporadani):

Ry ={(a,a), (b,b),(c,c), (d,d), (b,a), (], c), (b,d)},

Ry, ={(a,a), (b, ), (c,0), (d, d), d, a), (a,d)},

R. ={(a,a), (b, b), (c,c), (d,d), (a, D), (b, c), (b, d)},

Ry ={(a,a), (b, b), (c,c), (a,b),(a,c),(a,d), (b, c), (b,d), (c,d)},

R, ={(a,a), (b, b), (c,¢), (d,d), (a, D), (a,c), (a,d), (b, c), (b, d),
(c.d)}.
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Pro kaZzdou relaci R € A x B definujeme inverzni relaci

' ={(b,a);(a,b) € Ry C B x A.

Pozor, u zobrazeni, je stejny pojem uZivdn ve specifictéjsi
situaci. Samoziejmé, Ze existuje pro kazdé zobrazeni jeho in-
vezni relace, ta vSak nemusi byt zobrazenim. Zcela logicky
proto hovofime o existenci inverzniho zobrazeni, pokud ka-
Zdy prvek b € B je obrazem pro pravé jeden vzor v A. V
takovém pripad¢ je samoziejmé inverzni zobrazeni pravé in-
verzni relaci.

Vsimnéme si, Ze sloZenim zobrazeni a jeho inverzniho
zobrazeni (pokud obé€ existuji) vZdy vznikne identické obra-
zeni, u obecnych relaci tomu tak byt nemusi.
1.38. Relace na mnoZiné. V piipadé A = B hovoiime o
relaci na mnoZiné A. Rikdme, Ze relace R je:

e reflexivni, pokud id4 C R, tj. (a,a) € R pro vSechny
acA,

e symetrickd, pokud R~! = R, tj. pokud (a, b) € R, pak i
(b,a) € R,

e antisymetrickd, pokud R™'NR Cidy,, tj. pokud (a, b) €
R a zérovei (b, a) € R, paka = b,

e tranzitivni, pokud R o R C R, tj. pokud z (a,b) € R a
(b,c) € Rvyplyvdi (a,c) € R.

Relace se nazyvéa ekvivalence, pokud je souCasné refle-
xivni, symetrickd i tranzitivni.

Relace se nazyvd uspordddni jestlize je
reflexivni, tranzitivni a antisymetrickd. Relaci
uspofdddni obvykle znacime symbolem <, t;.
skutecnost 7e prvek a je v relaci s prvkem b, znacime
a<b.

ReSeni. R, je uspofddani, které neni dplné (napf. (a,c¢) ¢ R, ani
(c,a) ¢ R,). Relace R, neni antisymetrickd (je totiZ (a,d) € Ry i
(d, a) € Rp), atudiZ se nejednd o usporddani (jde o ekvivalenci). Re-
lace R. a R; rovnéZ nejsou usporddanimi, protoZe R, neni tranzitivni
((a,b), (b,c) € R, (a,c) ¢ R.)a R, neni reflexivni ((d,d) ¢ Ry).
Relace R, je uplné usporadani (pokud budeme (a, b) € R interpreto-

vat jakoa < b,paka <b < c <d). O

1.98. Rozhodnéte, zda je zobrazeni f injektivni, resp. surjektivni,
jestlize

@ f:ZXZ—17Z, f((x,y)=x+y—10x*

b) f:N>NxN, f(x = (2x,x2+10).

ReSeni. Ve varianté (a) je uvedeno surjektivni zobrazeni (postacuje
poloZit x = 0), které neni injektivni (staci zvolit (x, y) = (0, —9)
a (x,y) = (1,0)). Ve varianté (b) se naopak jednd o injektivni zobra-
zeni (obé jeho slozky, tj. funkce y = 2x a y = x>+ 10, jsou evidentng
rostouci na N), které neni surjektivni (napf. dvojice (1, 1) nema vzor).
([

1.99. Stanovte pocet zobrazeni mnoZiny {1, 2} do mnoziny {a, b, c}.
Kolik z nich je surjektivnich a kolik injektivnich?

ReSeni. Prvku 1 miiZzeme v ramci zobrazeni pfifadit libovoln& jeden
ze tii prvkl a, b, c. Podobné také pro prvek 2 mdme tfi moZnosti.
Podle (kombinatorického) pravidla soucinu tak existuje celkem 32 zob-
razeni mnoziny {1, 2} do mnoZiny {a, b, c}. Surjektivni Zddné z nich
byt nemize, nebof kone¢nd mnozina {a, b, c} ma vice prvkl nez mno-
Zina {1, 2}. Pfi libovolném zobrazeni prvku 1 (tfi moZnosti) obdrZime
injektivni zobrazeni, pravé kdyZz prvek 2 zobrazime na jiny prvek (dvé
mozZnosti). Vidime tedy, Ze injektivnich zobrazeni mnoZiny {1, 2} do

mnoZiny {a, b, c} je 6. U

1.100. Urcete pocet injektivnich zobrazeni mnoZziny {1, 2,3} do
mnoZiny {1, 2, 3, 4}.

ReSeni. Libovolné injektivni zobrazeni mezi uvaZovanymi mnoZi-
nami je ddno vyb&rem (usporadané) trojice z mnozZiny {1, 2, 3, 4}
(prvky ve vybrané trojici budou po fad€ obrazy Cisel 1, 2, 3) a ob-
rdcené kazdé injektivni zobrazeni ndm zaddva takovou trojici. Je tedy
hledanych injektivnich zobrazeni stejn¢ jako moZnosti vybéru uspora-

danych trojic ze Ctyf prvkd, tedy v(3,4) =4 -3 -2 = 24. U

1.101.

mnoZinu {1, 2, 3}.

Urcete pocet surjektivnich zobrazeni mnoZiny {1, 2, 3, 4} na

ReSeni. Hledany pocet uréime tak, Ze od poctu vSech zobrazeni ode-

Cteme ta, kterd nejsou surjektivni, to jest ta, jejichZ obor hodnot je
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Zde je dobré si uvédomit, Ze relace <, tj. ,,byti ostfe me-
n8i nez, mezi redlnymi (raciondlnimi, celymi, pfirozenymi)
Cisly neni relace usporadani, protoZe neni reflexivni.

Dobrym prikladem uspotfddani je inkluze. Uvazme
mnoZinu 2* viech podmnoZin kone¢né mnoziny A (znaceni
je specidlnim piipadem obvyklé notace B4 pro mnoZinu
vSech zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B; prvky mnoZiny
24 jsou tedy zobrazeni A — {0, 1}, které "fikaji", zda
urcity prvek je ¢i neni v dané podmnozing). Na mnozZiné
24 mdme relaci C danou vlastnosti ,)byt podmnoZinou®. Je
tedy X C Z pravé, kdyz je X podmnoZinou v Z. Evidentné
jsou pfitom splnény vSechny tfi vlastnosti pro uspofadani:
skute¢né, je-li X C Y a zdrovel Y € X musi byt nutné
mnoZiny X a Y stejné. Je-li X C Y C Zjetaké X C Z a
také reflexivita je zfejma.

Rikdme, 7e uspofadani < na mnoZin& A je ipiné, kdyz
pro kazdé dva prvky a, b € A plati, Ze jsou srovnatelné, tj.
buda < b nebo b < a. V§imnéme si, Ze ne v§echny dvojice
(X, Y) podmnoZin v A jsou srovnatelné v tomto smyslu. Pres-
néji, pokud je v A vice neZ jeden prvek, existuji podmnoZiny
XaY,kdyneniani X C Y ani ¥ C X.

Pripometime rekurentni definici pfirozenych ¢&isel N =
{0,1,2,3,...}, kde

0=¢, n+1=1{0,1,2,...,n.

Na této mnoZiné N definujeme relaci < ndsledovné: m <
n, pravé kdyZ m € n nebo m = n. Evidentné jde o uplné
Usporddédni. Napf. 2 < 4, protozZe

2=1{0.{0}} € {0, {0}, (0. {4}}. {0, (9}, {0, {(¥}}}} = 4.

Jinak fe¢eno, samotna rekurentni definice zadava vztah n <
n + 1 a tranzitivné pak n < k pro vSechna k, kterd jsou timto
postupem definovdna pozdéji.

1.39. Rozklad podle ekvivalence. KaZda ekvivalence R na
mnoziné A zaddva zdroven rozklad mnoZiny
~.{, A na podmnoziny vzdjemné ekvivalentnich
prvkd, tzv. tfidy ekvivalence. Pro libovolné
_==a a € A uvazujeme tfidu (mnoZinu) prvka, které

jsou ekvivalentni s prvkem a, tj.

R, =1{b e A; (a,b) € R}.

Casto budeme psét pro R, prosté [a], je-li z kontextu zfejmé,
o kterou ekvivalenci jde.

Zjevné R, = Ry, pravé kdyZ (a, b) € R a kazda takova
tiida ekvivalence je tedy reprezentovdna kterymkoliv svym
prvkem, tzv. reprezentantem. Zarovein R, N R, # (), pravé
kdyZz R, = Ry, tj. tiidy ekvivalence jsou po dvou disjunktni.
Konecng, A = U,ca R, tj. celd mnoZina A se skute¢né roz-
loZi na jednotlivé tridy.

Mizeme také tfidam rozkladu rozumét tak, ze tfidu [a]
vnimame jako prvek a ,,a7 na ekvivalenci®.

bud jednoprvkovou nebo dvouprvkovou mnoZinou. Vsech zobrazeni
je V(3,4) = 3%, zobrazeni, jejichZ oborem hodnot je jednoprvkova
mnoZina, jsou tfi. PoCet zobrazeni, jejichZ oborem hodnot je dvouprv-
kovd mnozina, je (3)(2* —2) ((3) zptisoby miZeme vybrat obor hodnot
a mame-li jiz dva prvky fixovany, mame 2* — 2 moZnosti, jak na né

zobrazit Ctyfi prvky). Celkem je tedy pocet hledanych surjektivnich

zobrazeni
(1.3) 34— @) (24 —2) — 3 =36.

O
1.102. Hasseiiv diagram usporadani. Hasseliv diagram daného

usporddani < na n-prvkové mnoziné M je diagram s n vrcholy (kazdy
vrchol odpovidé pravé jednomu prvku mnoziny), pfiCemz dva vrcholy
(prvky) a, b jsou spojeny (viceméné svislou) ¢arou (tak, Ze a je ,,dole*
a b ,nahote’), pravé kdyZ b pokryvd a, tj. a < b a neexistuje c € M

tak,Zea < cac < b.

1.103. Urcete pocet relaci usporddani na ¢tyfprvkové mnoZiné.

ReSeni. Postupné projdeme viechny mozné Hasseovy diagramy
usporddani na néjaké Ctyfprvkové mnoziné M a spocitdme, kolik
riznych uspofddani (tj. podmnoZin mnoZiny M x M) ma dany

Hassetliv diagram, viz obr.:

ceeel e YL AL eV | N x
E BN 4| 4
RN
O I I TN I N T

Celkem tedy je 219 uspotfadani na Ctyiprvkové mnozing. ([

1.104. Urcete pocet relaci uspordddni mnoZziny {1, 2, 3, 4, 5} takovych,

7e pravé dvé dvojice prvki jsou nesrovnatelné. O

1.105. Vypiste vSechny relace na dvouprvkové mnoZiné {1, 2}, jez
soucasné nejsou reflexivni, jsou symetrické a nejsou tranzitivni.
ReSeni. Reflexni relace jsou pravé ty, které obsahuji obé dvojice (1, 1),
(2, 2). Tim jsme vyloucili relace
{1, D, 2,2}, {(,D,2,2),(,2)}, {(1,1),(2,2),2 D},
{(1,1),(2,2),(1,2), 2, D).

Zbyvajici relace, které jsou symetrické a nejsou tranzitivni, museji
obsahovat (1, 2), (2, 1). Pokud takova relace obsahuje jednu z téchto
dvou usporddanych dvojic, musi obsahovat rovnéz druhou (podminka
symetrie). Kdyby neobsahovala ani jednu z téchto dvou usporddanych
dvojic, pak by ocividné byla tranzitivni. Z celkového poctu 16 relaci

na dvouprvkové mnoZiné jsme tak vybrali
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1.40. Konstrukce celych a racionalnich ¢isel. Na pfiroze-
.41 nych &islech umime sice scitat a vime, Ze prictenim
nuly se ¢islo nezméni. Umime i definovat odecitant,
A2 pfi ném ale jen n&kdy existuje vysledek v mnoZiné

Zékladni ideou konstrukce celych ¢isel z ptirozenych je
tedy pridat k nim chybéjici rozdily. To miZeme udélat tak,
7Ze misto vysledku odecitini budeme pracovat s uspordda-
nymi dvojicemi Cisel, které ndm samoziejmé vZdy vysledek
dobre reprezentuji. Zbyva jen dobie definovat, kdy jsou (z
hlediska vysledku odecitan{) takové dvojice ekvivalentni. Po-
ttebny vztah tedy je:

(a,b) ~ @, V) < a—b=d-b < a+b =da+b.

Vsimnéme si, Ze zatimco vyrazy v prostiedni rovnosti v pfi-
rozenych ¢islech neumime, vyrazy vpravo uz ano. Snadno
ovéiime, Ze skutecné jde o ekvivalenci a jeji tfidy oznacime
jako cela ¢isla Z. Na nich definujeme operaci sCitani (a s nf i
odecitani) pomoci reprezentantl. Napf.

[(a,D)] +[(c,d)] =[(a+c,b+d)],

coz zjevné nezdvisi na vybéru reprezentantd.

Lze si pfitom vZdy volit reprezentanty (a, 0) pro kladna
¢isla a reprezentanty (0, @) pro ¢isla zdpornd, se kterymi se
ndm bude patrné pocitat nejlépe.

Tento jednoduchy piiklad ukazuje, jak dileZzité je umét
nahliZet na tfidy ekvivalence jako na celistvy objekt a sou-
stiedit se na vlastnosti téchto objektti, nikoliv formalni popisy
jejich konstrukei. Ty jsou vSak dileZité k ovéieni, Ze takové
objekty viibec existuji.

U celych ¢isel ndm uZ plati vSechny vlastnosti skalari
(KG1)—(KG4) a (O1)—(04), viz odstavce I a T3. Pro na-
soben{ je neutrdlnim prvkem jednicka, ale pro Zadné ¢islo a
riizné od nuly a jedni¢ky neumime najit &islo a ' s vlastnosti
a-a~' = 1, tzn. chybi ndm inverzni prvky pro ndsobeni.

Zarovenl si pov§imnéme, Ze plati vlastnost oboru integrity
(OD), viz 3, tzn. je-li soucin dvou ¢isel nulovy, musi byt
alespori jedno z nich nula.

Diky posledni jmenované vlastnosti miZzeme zkonstru-
ovat raciondln{ ¢isla Q pfidanim vSech chybéjicich inverzi
zcela obdobnym zpisobem, jak jsme konstruovali Z z
mnoziny N. Na mnozin€ usporadanych dvojic (p, q), g # 0,
celych Cisel definujeme relaci ~ tak, jak oCekdvame, Ze se
maji chovat podily p/q:

(p.9)~ (p'.q) <= pla=7'lqd < p-d=p"-q

Opét neumime ocekdvané chovini v prostiedni rovnosti
v mnoZiné Z formulovat, nicmén€ rovnost na pravé stran¢
ano. Zjevn€ jde o dobfe definovanou relaci ekvivalence
(ovéfte podrobnosti!) a raciondlni ¢isla jsou pak jeji tiidy
ekvivalence. KdyZ budeme formélné psét p/q misto dvojic

(p, q), budeme definovat operace ndsobeni a scitani pravé
pomoci formuli, které ndm jsou jist¢ dobie znadmy.

{(1,2), 2, D}, {(1.2), 2, D, d, D} {(1,2), 2, D, (2,2)}.
Je vidét, ze kazda z téchto 3 relaci neni reflexivni, je symetrickd a neni

tranzitivni. O

1.106. Urcete pocet relaci ekvivalence na mnoZiné {1, 2, 3, 4}.

ReSeni. Ekvivalence miizeme pocitat podle toho, kolik prvki maji je-
jich tfidy rozkladu. Pro pocty prvki tfid rozkladu ekvivalenci na Ctyi-

prvkové mnozing jsou tyto moznosti:

Pocty prvkt ve tfidach rozkladu | pocet ekvivalenci daného typu
1,1,1,1 1
211 ()
14
22 2 (2)
4
3.1 ()
4 1
Celkem tedy mdme 15 riznych ekvivalenci. U

Poznamka. Obecné pocet tiid rozkladu n-prvkové mnozZiny udava

Bellovo cislo B, .y, pro které 1ze odvodit rekurentni formuli
n

Bui =3 (i) Be
k=0

1.107. Kolik existuje relaci na n-prvkové mnoZiné?
ReSeni. Relace je libovolnd podmnoZzina kartézského soucinu
mnoZiny se sebou samou. Tento kartézsky soucin md n? prvki, a je

« . . vi x Anl
tedy pocet vSech relaci na n-prvkové mnoziné 2" . O

1.108. Kolik existuje reflexivnich relaci na n-prvkové mnozing?

ReSeni. Relace na mnozin& M je reflexivni, pravé kdy? je diagondlni
relace Ay = {(a, a), kde a € M} jeji podmnoZinou. U zbylych n*>—n
usporddanych dvojic v kartézském soucinu M x M mame nezdvislou
volbu, jestli dana dvojice v dané relaci bude ¢i ne. Celkem tedy mame

2, o o . < gy
2" =" rtiznych reflexivnich relaci na n-prvkové mnoziné. (]

1.109. Kolik existuje symetrickych relaci na n-prvkové mnoZiné?

ReSeni. Relace na mnoZiné M je symetrickd, pravé kdy?z je jeji pri-
nik s kazdou mnoZinou {(a, b), (b, a), kdea # b, a,b € M} bud
celd dana dvouprvkova mnoZina, nebo je tento prinik prazdny. Dvou-
prvkovych podmnoZin mnoZiny M je (;) a pokud kromé prinikd s té-
mito mnoZinami jest¢ ur¢ime prinik dané relace s diagondlni relaci
Ay = {(a, a), kde a € M}, je timto dan4 relace jednoznaéné urcena.
Celkem miiZeme provést (’;) + n nezdvislych voleb mezi dvéma alter-
nativami: kazd4d mnoZzina typu {(a, ), (b, a)| kde a, b € M, a # b} je
bud podmnoZinou dané relace, nebo ani jeden z jejich prvkt v dané re-

laci nelezi a kazda dvojice (a, a), a € M, potom také bud'v relaci lezi
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1.41. Zbytkové tridy. Jinym dobrym a jednoduchym pii-

: kladem jsou tzv. zbytkové tiidy celych cisel.
=%~ Pro pevné zvolené piirozené ¢islo k definujeme
ekvivalenci ~ tak, Ze dvé Cisla a, b € Z jsou
Wiz ekvivalentni, jestliZe jejich zbytek po dé&lent &fs-

lem k je stejny. Vyslednou mnozinu tfid ekvivalence oznacu-
jeme Zy. Nejjednodussi je tato procedura pro k = 2. To dosta-

s Y2

vame Z; = {0, 1}, kde nula reprezentuje suda cisla, zatimco
jednicka ¢isla lichd. Opét 1ze snadno zjistit, Ze pomoci repre-
zentantli mizeme koerektné definovat nasobeni a s¢itani na
kazdém Z.

Véta. Zbytkové tFidy 7y jsou komutativnim télesem skaldrii
(tj. splituji i vlastnost (P) z odstavce [3), pravé kdyZ je k pr-
vocislo.

Pokud k prvocislem neni, obsahuje 7, vidy délitele nuly,
neni proto ani obor integrity.

Dtkaz. OkamfZité je vidét druhé tvrzeni — jestliZe x -
y = k pro ptirozend ¢isla x, y, pak samoziejmé je vysledek
ndsobeni prislu$nych tiid [x] - [y] nulovy.

Naopak, jsou-li x a k nesoudélnd, existuji podle tzv. Bez-
outovy rovnosti, kterou dovodime pozdéji (viz ??) ptirozena
¢isla a a b spliujici

ax+bk=1,
coz pro odpovidajici tfidy ekvivalence dava

[a] - [x] + [0] = [a] - [x] = [1]

a proto je [a] inverznim prvkem k [x]. O

nebo ne. Celkem tedy mame 2(3)+n symetrickych relaci na n-prvkové
mnozing. O
1.110. Kolik existuje antisymetrickych relaci na n-prvkové
mnoZzingé?
ReSeni. Relace na mnoZing M je antisymetrickd, pravé kdy? jeji pri-
nik s kaZdou mnoZinou {(a, b), (b, a)} a # b, a,b € M neni dvoj-
prvkovy (jsou tedy tfi moznosti jak prinik vypada, bud je to mnoZina
{(a, b)}, nebo {(b, a)}, nebo je prinik prazdny). Prlnik s diagonalni
relaci pak miiZe byt libovolny. Uréenim téchto vSech priniki je relace
jednoznacné ur¢ena. Celkem mame 3()2n antisymetrickych relaci na
n-prvkové mnoZzing. ([
V [?] jsme si zavedli zbytkové tfidy a ukdzali, Ze Z, je téleso pro
libovolné prvocislo p. Presto se v tomto télese vyskytuji jevy, na které

nejsme u redlnych ¢i komplexnich &isel zvykli:

1.111. Nenulovy mnohoclen s nulovymi hodnotami. Najdéte ne-
nulovy mnohoclen jedné neznamé s koeficienty v Z, tj. vyraz typu
ap X" + -+ aix + ag, a; € 79, a, # 0, takovy, Ze na mnozing Z;
nabyva pouze nulovych hodnot (tj. dosadime-li za x libovolny z prvkt
Z7 a vyraz v Z7 vyCislime, dostaneme vzdy nulu).

ReSeni. Pii konstrukci tohoto mnoho&lenu se opfeme o Malou Fer-
matovu vétu, kterd iik4, Ze pro livovolné prvocislo p a ¢islo a s nim
nesoudélné plati:

a?~! = 1(mod p).
Hledany polynom je tedy naptiklad polynom x’ — x (polynom x5 — 1

by nemél nulovou hodnotu v &isle 0). U
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G. Dopliujici priklady k celé kapitole

1.112. Nechft am jsou kladni celd &isla. UkaZte, Ze Cislo 4/t je bud pfirozené, nebo neni racion4lni.

Reseni. Ukazte, e pokud uvaZovana odmocnina nenf piirozen4, pak nenf ani raciondlni. Pokud /¢
nenf pfirozend, tak existuje prvocislo r a pfirozené s takovd, ze r* d&li ¢, ! ned&li t a m nedéli s
(zdpis ord, t = s) Pfedpokladejte, Ze Wt = 5’ p,q € Z,neboli t - p™ = ¢". UvaZzte ord, L a ord, R

a jejich délitelnost ¢islem m. (L znaci levou stranu rovnice, ...) U

1.113. Stanovte
(2+30) (1+i¢§)
1—iv/3

ReSeni. Nebot absolutni hodnota sou¢inu (podilu) dvou libovolnych komplexnich &isel je soucin (po-
dil) jejich absolutnich hodnot a kaZdé komplexni ¢islo m4 stejnou absolutni hodnotu jako ¢islo s nim

komplexné sdruzené, plati

Q30 (1+iv3) | _ o i3] T oY) 2 _
‘—Hﬁ ‘_ 2430l B o 431 = V224 37 = VTS,

. 12
1.114. Cislo (5\/5 + 5i> zapiSte v co nejjednodussim tvaru.
Reseni. Upravy jako postupné umoctiovani nebo rozvoj podle binomické véty jsou v tomto piipadé
¢asov€ naro¢né. Pri vyjadreni
SV3+5i =10 (4 +5) =10 (cos 2 +isin )
uzitim Moivreovy véty v§ak snadno obdrzime

<5\/§ + Si) N = 10" (cos 127” + i sin 127”) =102,

O
1.115. Vyjadtete z1 + 22, 21 - 22, 21, |22, 2, pro
a) 21 :1—2i,22:4i—3
b) z1=2,20=1
@
1.116. Uvedte vzdélenost d ¢&isel z,z v komplexni rovinég, je-1i
- _ V3.3 3
=5 i5.

ReSeni. Neni obtizné si uvédomit, Ze komplexné sdruZend ¢isla jsou v komplexni roviné soumérné
sdruzend podle osy x a Ze vzdalenost komplexniho ¢isla od osy x je rovna absolutni hodnot€ jeho

imaginarni ¢asti. To jiz dava d = 3. ([
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1.117. Setkani se zidcastnilo Sest muzid. Pokud si vSichni navzdjem potfasli rukama, vycislete pocet
potieseni.

Reseni. Pocet potieseni rukou ziejmé odpovida poétu zpiisobi, jak 1ze vybrat neuspofddanou dvojici
ze 6 prvk, tj. vysledek je c (6, 2) = (5) = 15. O

1.118. Urcete, kolika zptlisoby lze z 15 poslanct vybrat ctyiclennou komisi, neni-li moZné, aby jisti
2 poslanci pracovali spolu.
ReSeni. Vysledek je
15 13
(4) - (2) = 1287.
odecteme pocet téch vybért, kdy oba zminéni poslanci budou vybréni (v takovém piipad€ vybirdme
pouze 2 dalsi ¢leny komise ze 13 poslanci). U

1.119. Kolika zpisoby miZeme rozdélit 8 Zen a 4 muze do 2 Sesti¢lennych skupin (v nichZ neroz-
lisSujeme poradi — jsou neusporddané) tak, aby v obou skupinach byl alespoil 1 muz?

Reseni. Rozd&leni 12 osob do 2 Sesti¢lennych skupin bez jakychkoli podminek je ddno libovolnym
vybérem 6 z nich do prvni ze skupin, coZ Ize provést (162) zpasoby. Skupiny ale nejsou rozliSitelné
(nevime, kterd z nich je prvni), a proto je pocet viech moznych rozdéleni § - (7). V (§) ptipadech pak
budou vsichni muzi v jedné skupiné (volime 2 Zeny z 8, které skupinu doplni). Spravna odpovéd je

tudiz

L) - () =4
U

1.120. Jaky je pocet Ctyfcifernych ¢isel sloZzenych z ¢islic 1, 3, 5, 6, 7 a9, ve kterych se Zadna z cifer
neopakuje?

ReSeni. K dispozici médme Sest riznych &islic. Ptame se: Kolik riznych usporddanych étvefic z nich
mutzeme vybrat? Vysledek je proto v (6,4) =6-5-4 -3 = 360. ([

1.121. Reckd abeceda se skldd4 z 24 pismen. Kolik riiznych slov majicich pravé pét pismen z ni 1ze
utvorit? (Bez ohledu na to, zda tato slova maji néjaky jazykovy vyznam.)

ReSeni. Pro kazdou z péti pozic ve slové mame 24 moZnosti, nebot pismena se mohou opakovat.
Vysledek je tedy V (24, 5) = 24°. O

1.122. K vytrvalostnimu zdvodu, v némZ béZci vybihaji jeden po druhém s danymi casovymi od-
stupy, se pfihldsilo k zdvodniki, mezi nimi také tfi kamaradi. Stanovte pocet startovnich listin, v rdmci

kterych Zadni dva z trojice kamaradd nestartuji tésné po sobé. Pro jednoduchost uvazujte k > 5.

ReSeni. Ostatnich k —3 z4vodnikti miiZeme sefadit (k —3)! zptisoby. Pro uvazované tii kamarady pak
mdame k — 2 mist (zacatek, konec a k — 4 mezer), na které je mizeme rozmistit v (k — 2, 3) zplsoby.
Podle (kombinatorického) pravidla soucinu je tak vysledek

k=3 (k—=2) - (k—=3)-(k—4) = (—2)! - (k—3) - (k —4).
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1.123. Turnaje se zucastni 32 lidi. Podle poZadavkl organizatorti se musi libovolnym zptisobem
rozdélit do Ctyf skupin tak, aby prvni skupina méla 10 dcastnikd, druha 8, tieti také 8 a posledn{
¢tvrtd potom 6. Kolika zpiisoby se mohou takto rozd¢lit?

ReSeni. Miizeme si predstavit, Ze z 32 G¢astniki vytvoiime fadu, kdy prvnich 10 utvoii prvni skupinu,
dalsich 8 druhou atd. Celkem miZeme ucastniky setfadit 32! zptsoby. Uvédomme si ovSem, Ze na
rozdéleni do skupin nemd vliv, kdyZ zaménime poradi osob, které patii do stejné skupiny. Proto je
pocet navzdjem rdznych rozdéleni roven

P (10,8,8,6) = mrarerer-

O

1.124. Je potieba ubytovat 9 osob v jednom Ctyflizkovém, jednom tfilizkovém a jednom dvoultiz-
kovém pokoji. Zjistéte, kolika zpisoby to Ize provést.
ReSeni. Jestlize napf. hostim ve &tyilazkovém pokoji, prifadime &islici 1, v tifliizkovém pokoji &isli-
ci 2 a v dvouliizkovém ¢islici 3, pak vytvafime permutace s opakovanim ze tif prvkd 1, 2, 3, v nichZ
jednicka se vyskytuje Ctyrikrat, dvojka tfikrat a trojka dvakrét. PrisluSny pocet permutaci je

P (4,3,2) = ;25 = 1260.

O

1.125. Kolika zptisoby mtizeme do fady posadit 50 lidi tak, aby Pavel s Petrem ob jedno misto a

Martin sousedil alespoii s jednim z nich? (Ve skupiné je prave jeden Pavel, Petr i Martin)

1.126. Urcete pocet zpisobd, jak Ize rozdélit mezi tii osoby A, B a C 33 rGznych minci tak, aby
osoby A a B mély dohromady pravé dvakrat vice minci, neZ mé osoba C.

ReSeni. Ze zaddni vyplyvd, Ze osoba C mé obdrZet 11 minci. To lze provést (ﬁ) zpusoby. Kazdou
ze zbyvajicich 22 minci miiZe ziskat osoba A nebo B, coZ ddva 2%? moZnosti. Z (kombinatorického)

pravidla sou¢inu plyne vysledek (77) - 222. O

1.127. Kolika zptisoby muZete mezi 4 chlapce rozdélit 40 stejnych kulicek?

ReSeni. Pridejme ke 40 kulikdam troje zdpalky. Posklddame-li kuli¢ky a zdpalky do fady, rozd&li
zapalky kulicky na 4 dseky. Ndhodn& sefadme chlapce. Dame-li prvnimu chlapci vSechny kulicky
z prvniho dseku, druhému chlapci vSechny kulicky z druhého dseku atd., je jiz vidét, Ze vSech roz-
délent je pravé (V) = 12341. O

1.128. Podle kvality délime vyrobky do skupin 1, I 1, I11, I V. Zjistéte pocet v§ech moznych roz-
déleni 9 vyrobki do téchto skupin, ktera se 1is{ poctem vyrobki v jednotlivych skupinich.

ReSeni. Zapisujeme-li pfimo uvaZované deviti¢lenné skupiny z prvka I, 11, I11, IV, vytvaiime
kombinace s opakovanim devaté tfidy ze Ctyt prvki. Pocet takovych kombinaci je (192) = 220. ([

1.129. Kolika zpdsoby mohla skoncit tabulka prvni fotbalové ligy, vime-li o ni pouze, Ze alespori
jeden z tymti z dvojice Ostrava, Olomouc je v tabulce za tymem Brna (ligu hraje 16 muZstev).

ReSeni. Nejprve uréime tfi mista, na kterych se umistily celky Brna, Olomouce a Ostravy. Ty lze
vybrat ¢(3,16) = (') zpiisoby. Z Sesti moznych pofadi zminénych tff tymi na vybranych tiech

sz s ¥

mistech vyhovuji podmince ze zadani Ctyti. Pro libovolné potadi téchto tymt na libovolné vybranych
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tfech mistech pak mtiiZeme nezavisle volit pofadi zbylych 13 tymt na ostatnich mistech tabulky. Podle
pravidla soucinu je tedy hledany pocet tabulek roven

16
(3) -4 - 13! = 13948526592000.

1.130. Kolik je moZnych uspotfadani (v fadé€) na fotce volejbalového tymu (6 hraci), kdyz
i) Gouald a Bamba chtéji stat vedle sebe

ii) Gouald a Bamba cht&ji stit vedle sebe a uprostfed

iii) Gouald a Kamil nechté&ji stit vedle sebe
Reseni.
i) Goualda a Bambu miiZeme v tomto pfipadé pocitat za jednoho, rozlisime jen jak stoji vza-

jemné. Mame 2.5! = 240 potadi.

ii) Tady je to podobné,jen pozice Goualda a Bamby je pevné dand. Dostdvime 2.4! = 48
moznosti.

iii) Nejjednodussi je asi odecist pripady, kdy stoji vedle sebe (viz (i)) od vSech poradi. Dosta-
neme 6! —2.5! = 720 — 240 = 480.

(|
1.131. Hazeni minci. Sestkrat hodime minci.
i) Kolik je vSech riiznych posloupnosti panna, orel
ii) Kolik je takovych, Ze padnou praveé Ctyfi panny.
iii) Kolik je takovych, Ze padnou asponi dvé panny.
@)

1.132. Kolik existuje presmycek slova BAZILIKA takovych, Ze se v nich stfidaji souhlasky a sa-
mohlésky?

ReSeni. ProtoZe souhldsky i samohldsky jsou v daném slové Ctyfi, tak se v kazdé takové pre-
smycce stfidaji pravidelné souhldsky a samohlédsky. Slovo tedy muze byt typu BABABABA
nebo ABABABAB. Na danych ¢tyfech mistech mtiZeme pak samohldsky permutovat mezi sebou
(P,(2,2) = % zplsoby) a nezdvisle na tom i souhldsky (4! zptsoby). Hledany pocet je pak dle

pravidla souinu 2 - 4! - . = 288. O

1.133. Kolika zptisoby lze rozd¢lit 9 dévcat a 6 chlapci do dvou skupin tak, aby kazda skupina
obsahovala alespoii dva chlapce?

ReSeni. Rozdélime zvl4st dévéata a chlapce: 2°(2° — 7) = 12800. O

1.134. Material je tvofen péti vrstvami, kazdd z nich mé vldkna v jednom z danych Sesti smért.
Kolik takovych materiald existuje? Kolik je jich takovych, Ze dvé sousedni vrstvy nemaji vldkna ve
stejném sméru?

ReSeni. 6526 - 5. O
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1.135. Pro libovolné pevné n € N urcete pocet vSech feseni rovnice
Xit+x2+---+x=n

v mnoZiné nezdpornych, kladnych celych ¢isel.

ReSeni. Hleddme-li feseni v oboru kladnych celych ¢isel, tak si vSimnéme, Ze pfirozend ¢isla xy, . .. x
jsou feSenim dané rovnice, pravé kdyz jsou celd nezdpornd ¢islay;, = x; — 1,1 =1, ..., k, feSenim
rovnice

ittt w=n—k
Téch je podle I3T)| (;~}). O

1.136. Na kruzZnici stoji n pevnosti (n > 3), o¢islovanych po fadé€ &isly 1,..., n. V jeden okamZik

¥ kazdd vystieli na jednu ze dvou sousednich (pevnost 1 sousedi s pevnosti n). Oznacme P (n)

pocet moznych vysledki stfelby (za vysledek stfelby povaZzujeme mnoZzinu Cisel praveé téch
N pevnosti, které byly pri stielbé zasaZeny, nerozliSujeme pritom mezi jednim a dvéma zdsahy).
Dokazte, Ze P(n) a P(n + 1) jsou nesoudé€lnd.

ReSeni. Ozna¢ime-li zasaZené pevnosti ernym koleckem a nezasaZené bilym, tloha je ekvivalentni
dloze urcit pocet vS§ech moZnych obarveni n koleCek, umisténych na kruZnici, Cernou a bilou barvou
tak, aby nebyla Zddna dvé bild kolecka ,,objedno®. Pro lichd » je tento pocet roven poctu K(n) obar-
veni ¢ernou a bilou barvou tak, aby Zddnd dvé bild kolecka nestdla vedle sebe (pfecislujeme pevnosti
tak, Ze zaCneme u kolecka 1 a ¢islujeme popotadé vzestupné po lichych Cislech a poté vzestupné po
sudych). V pifpadé sudého n je tento pocet roven K (n/2)?, kvadritu poctu obarveni n/2 kolecek na
obvodu kruhu tak, aby Zaddnd dve bila nestdla vedle sebe (barvime nezavisle kolecka na lichych a na
sudych pozicich).

Pro K(n) snadno odvodime rekurentni formuli K(n) = K(n — 1) + K(n — 2). Navic snadno
spocteme, Ze K(2) = 3, K(3) = 4, K(4) = 7,tedy K(2) = F(4) — F(0), K(3) = F(5) — F(1),
K(4) = F(6) — F(2) aindukci snadno dokdzeme K(n) = F(n+2) — F(n —2), kde F(n) znaci n-ty
¢len Fibonacciho posloupnosti (F(0) = 0, F(1) = F(2) = 1). Navic protoZe (K(2), K(3)) = 1,
méme pro n > 3 obdobné jako u Fibonacciho posloupnosti

(K(n), K(n — 1)) = (K(n) — K(n — 1), K(n — 1)) =
=(Kn-2),Kn-1)=---=1.

UkdZeme nyni, Ze pro kazdé sudé n = 2a je P(n) = K(a)? nesoudélné jak s P(n + 1) =
KQa+1),taks P(n — 1) = K(2a — 1). K tomu stac¢i ndsledujici: pro a > 2 je totiZ

(K(a), K2a+ 1)) = (K(a), FQ)KQa) + F(DKQ2a — 1)) =

= (K(a), FQOKRa—-1)+FQ2)KQRa—-2)=...

= (K(a),Fla+1)K(@a+1)+ F(a)K(a)) =

= (K@, Fla+1)=(Fa+2)—Fla—2), Fla+1) =

= (F@+2)—Fa+1)—-F@-2),Fa+1))=

= (Fl@—-F@—-2,F@a+1)=

= (Fla—-1,Fla+1)=(F@-1),F@)=1

(K(a), K2a — 1)) = (K(a), F(2)K(2a —2) + F(DK(Q2a - 3)) =
= (K(a), F3)KQRa—-3)+F(2)K(2a —4)) =
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= ...= (K@), F(@K(a)+ Fa—-1)Ka—-1)) =

= (K@), Fla—1)=(Fla+2) —Fa-2),Fa-1)) =
= (Fa+2) - F(a), Fla—1)) =

= (F@a+2)—Fa+1),Fa-1)=(F(@),Fla—1))=1.

Tim je tvrzeni dokdzédno. U
1.137. Kolik penéz naspofim na stavebnim spofeni za pét let, vkladam-1i 3000 K¢ mésicné (vzdy

k 1. v mésici), vklad je drocen ro¢ni drokovou mirou 3% (roceni probihd jednou za rok) a od stitu

obdrzim ro¢né piispevek 1500 K¢ (statni piispévek se pripisuje vZdy az 1. kvétna nésledujiciho roku)?

ReSeni. Ozna¢me mnozZstvi naspofenych penéz po n-tém roce jako x,,. Potom dostdvame (pro n > 2)

ndsledujici rekurentni formuli (navic pfedpokldddme, Ze kazdy mésic je presné dvandctina roku)

Xp1 = 1,03(x,) + 36000 + 1500+

11 1
.03 4+ — 4. —
0,03 3000( +12+ +12)+

uroky z vkladi za aktudlni rok

2
+ 0,03-5-1500 =

[ —
urok ze stitniho ptispévku pripsaného v aktudlnim roce

=1, 03(x,) + 38115.

Tedy

n—2
x, = 38115 2(1, 03)" + (1, 03)" 'x; + 1500,
=0

pricemz x; = 36000 + 0, 03 - 3000 (1 + 13 + - - - + 75) = 36585, celkem

(1,03)* — 1

x5 = 38115 ( ) + (1, 03)* - 36585 + 1500 = 202136.

’

O

1.138. Poznamka. Ve skutecnosti uroceni probiha podle poctu dni, které jsou penize na dctu. Ob-
starejte si skutecny vypis ze stavebniho spofeni, zjistéte si jeho troceni a zkuste si spocitat pripsané
uroky za rok. Porovnejte je se skute¢né pfipsanou sumou. Pocitejte tak dlouho, dokud sumy nebudou

souhlasit ...

1.139. Na kolik maximdalné ¢asti déli rovinu n kruZnic?
ReSeni. Pro maximalni pocet p,, oblasti, na které déli rovinu kruZnice odvodime rekurentni vzorec

DPntl = Pp +2n.

s s

Vsimnéme si totiz, Ze (n + 1)-ni kruZnice protind n pfedchozich maximalné v 2n prisecicich (a tato

situace skute¢né€ muZe nastat).
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PEIDANT TEET KRUSNICE.

-

Navic zifejmé p; = 2. Pro pocet p, tedy dostdvame

Ph=DPi1+20—D)=p, 2o +20—-2)+2(n—-1)=...
n—1

:p1+22i:n2—n—|—2.

i=1

1.140. Na kolik nejvyse casti d€li tfirozmérny prostor n rovin?

ReSeni. Oznatme hledany pocet r,. Vidime, Ze ryp = 1. Podobné jako prikladu (]|[I33]|) uvaZujme,
Ze mame v prostoru n rovin, pridejme jednu dalsi a ptejme se, kolik nejvyse Casti prostoru pribude.
Opét to bude presné tolik, kolika piivodnimi ¢astmi prostoru pfidand rovina prochazi. Kolik to mize
byt? Pocet ¢asti prostoru, kterymi (n + 1)-ni rovina prochdzi je roven poctu ¢4sti, na které je pfidana
(n + 1)-ni rovina rozdélena priiseCnicemi s n rovinami, které v prostoru jizZ byly rozmistény. Téchto
&asti vak miiZe byt podle predchoziho piikladu nejvyse 1/2 - (n? 4 n + 2), dostdvame tak rekurentni
formuli

n?+n+2

—

Danou rovnici opét miizeme vytesit piimo:

Tn41 =T1p

n—1D>24+m-1)+2 n?>—n+2
rn = Fy_1+ =Tn—1 -
2 2
m—1D>—m—-D+2 n*—n+2
- rn—2+ ) + ) =
n m-1D%> n -1
= rpo+—4-— — — 14+1=
a2t 5+ = 5 + 1+
n” m-1D2> m-=-3? n m-1) ®m-=2)
R T A T S R B
+l+1+1=

= "'=F0+%Zi2—%Zi+ZI:
i=1 i=1 i=1

nn+1)2n+1) nnr+1)
12 Tt

n’+6n4+5

e

= 14
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kde jsme pouZili zndmého vztahu

iiz _n(n+1D)Q2n+1)
= . ,
i=1

ktery 1ze snadno dokdzat matematickou indukei.

1.141. Na kolik maximdlné ¢4sti d€li trojrozmérny prostor n kouli? @

1.142. Na kolik ¢asti d€li prostor n navzdjem rtznych rovin, které vSechny prochazi jednim danym
bodem?

ReSeni. Pro hledany po&et x, odvodime rekurentni formuli
Xy = Xp—1 +2(n— 1),

dale x; = 2, tedy
X, =nn—1)4+2.

O

1.143. Z balicku 52 karet ndhodné vybereme 16 karet. Vyjadiete pravdépodobnost, Ze vybereme

pravé 10 Cervenych a 6 Cernych karet.

ReSeni. Nejdiive si uvédomme, 7¢ nemusime zohlediiovat pofadi vybéru karet. (Ve vysledném
zlomku bychom usporddané vybéry ziskali tak, Ze bychom cCislem 16! vyndsobili Citatele i jmeno-
vatele.) Pocet vSech moZnych (neuspofddanych) vybéra 16 karet z 52 je (f é) Podobné je pocet vSech

26
10

10 karet z 26 Cervenych a 6 karet z 26 Cernych, uziti (kombinatorického) pravidla soucinu dava vysle-
dek

moZnych vybérd 10 karet z 26 roven (¢) a 6 karet z 26 pak (%7). Nebof vybirdme nezdvisle na sobé

(i0)-(5)
(i6)

=0, 118.

O

1.144. 'V urné je 7 bilych, 6 Zlutych a 5 modrych kouli. Vylosujeme (bez vraceni) 3 koule. Urcete
pravdépodobnost, Ze prave 2 jsou bilé.

ReSeni. Celkem méame (7+§’+5) zpisobt, jak lze vybrat 3 koule. Vylosovat pravé 2 bilé umoziiuje

(Z) vybért bilych a soucasné (111) vybért zbylé (tfeti) koule. Podle pravidla soucinu je tak pocet zpt-

sobt, jak lze vylosovat pravé 2 bilé, roven (;) . (]11). Odsud jiZ plyne vysledek

:
QL - () 283,
(3)
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1.145. Z karetni hry o 108 kartach (2 x 52 + 4 Zolici) bez vraceni vybereme 4 karty. Jak4 je prav-

dépodobnost, Ze aspoii jedna z nich je eso nebo Zolik?

ReSeni. Lehce miizeme urdit pravd&podobnost opaéného (komplementirniho) jevu znamenajiciho,
Ze ve vybrané Ctvefici nenf Zadna z 12 uvaZovanych karet (8 es a 4 Zolikli). Tato pravdépodobnost je
ddna pomérem poctu vyberi 4 karet z 96 a poctu vybeéri 4 karet ze 108, tj. je rovna (%46) / (128). Opacny
jev ma tudiz pravdépodobnost

96
1 — L) =0 380.

(%)
O

1.146. Pri hazeni kostkou padla jedenactkrat po sobé Ctyrka. Uvedte pravdépodobnost, Ze padne

podvan4cté.

ReSeni. Predchozi vysledky (podle nagich predpokladi) nijak neovliviiuji, co padne na kostce pfi
dalSich hodech. Proto je hledand pravdépodobnost 1/6. O

1.147. Z balicku 32 karet ndhodné vypadne 6 karet. Jaka je pravdépodobnost, Ze jsou vSechny téze
barvy?

ReSeni. K tomu, abychom ziskali vysledek

8
o) =1 2341074,
(6)

staci nejprve zvolit jednu ze 4 barev a uvédomit si, Ze existuje (g) zpisobt, jak vybrat 6 karet z 8 této

barvy. U

1.148. T¥i hraci dostanou po 10 kartach a 2 zbudou (z balicku pfipraveného na marias nebo prsi —
32 karet, z toho 4 esa). Je pravdépodobné;jsi, Ze n€kdo dostane listovou sedmu, osmu a devitku, nebo

to, Ze zbyla dvé esa?

ReSeni. ProtoZe pravdépodobnost, Ze n&jaky z hract dostane uvedené tfi karty, je rovna hodnot&
29
36
(io)
zatimco pravdépodobnost, Ze zbudou dvé esa, je rovna ¢islu
()
je pravdépodobnéjsi, Ze néjaky z hraci dostal zminéné tfi karty. Poznamenejme, Ze dok4zat nerovnost
e
(10) ()

Ize Gpravou obou jejich stran, kdy opakovanym krécenim (po vyjidfeni kombinacnich ¢isel dle defi-

nice) lehce dostaneme 6 > 1. U

1.149. Hodime n kostkami. Jaka je pravdépodobnost, Ze mezi ¢isly, kterd padnou, nebudou hodno-
ty1,3a6?

Reseni. Ulohu miZeme preformulovat tak, Ze n-krat po sob& hodime 1 kostkou. Pravdépodobnost,
Ze pfi prvnim hodu nepadne 1, 3 nebo 6, je 1/2. Pravdépodobnost, Ze pfi prvnim a druhém hodu
nepadne 1, 3 ani 6, je zjevné 1/4 (vysledek prvniho hodu neovliviiuje vysledek druhého). Vzhledem
k tomu, Ze jev uréeny vysledkem jistého hodu a jakykoli jev uréeny vysledkem jiného hodu jsou vzdy
(stochasticky) nezavislé, hledand pravdépodobnost je 1/2". ([
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1.150. Dva pratelé€ stiileji nezavisle na sobé do jednoho terée, kazdy po jednom vystielu. Pravdépo-
dobnost zdsahu terce pro prvniho je 0, 4, pro druhého je 0, 3. Naleznéte pravdépodobnost P jevu, Ze

po stielbé bude v terci pravé jeden zdsah.

ReSeni. Vysledek stanovime tak, 7e se¢teme pravdépodobnosti téchto dvou nesluitelnych jevi: trefil
se prvni stfelec a druhy nikoli; prvni stielec minul, zatimco druhy ter¢ zasahl. Pfi nezavislosti jevt
(kterd se zachovava také tehdy, kdyZ uvazujeme komplementy nekterych z jevt) je pravdépodobnost

spole¢ného nastoupeni ddna soucinem pravdépodobnosti jednotlivych jevt. UZitim toho dostdvame

P=0,4-1-0,3)+(1-0,4)-0,3=0,46.

O

1.151. Dvandctkrit po sob& hdzime tfemi mincemi. Jaké je pravdépodobnost, Ze alespoii v jednom

hodu padnou tfi lice?

ReSeni. Uvazime-li, Ze pti opakovani téhoZ pokusu jsou jednotlivé vysledky nezavislé, a oznacime-li

proi € {1, ..., 12} jako A; jev ,,pfi i-tém hodu padly tfi lice, uréujeme
12
P (U Ai) =1-(0—=P(A)) (1= P(A2)---(1 = P(A2)).
i=1
Prokazdé i € {1, ..., 12} je vSak P(A;) = 1/8, nebot na kazdé ze tif minci padne lic s pravdépo-

dobnosti 1/2 nezavisle na tom, zda na ostatnim mincich padl lic, piip. rub. Nyni jiZ miZeme napsat

vysledek

2
- ()"
O

1.152. V jisté zemi maji parlament, ve kterém zasedd 200 poslancti. Dvé hlavni politické strany,
které v zemi existuji, si pfi ,,volbdch* hdzeji o kazdy poslanecky mandat zvlast minci. Kazda z téchto
stran m4 pridélenu jednu stranu mince. Té€ strané&, jejiZ strana mince padne, ndlezi mandat, o ktery se

prave losovalo. Jaka je pravdépodobnost, Ze kazda ze stran ziskd 100 mandatd? (mince je ,,poctiva®)

ReSeni. VSech moZnych vysledki losovani (uvazovanych jako dvousetélenné posloupnosti rubl a

licti) je 2°%. Pokud kazd4 strana ziskd pravé sto manditi, je ve vylosované posloupnosti pravé sto

200
100

sto ¢lent z dvou set moZnych, na kterych budou napf. lice). Celkem je hledana pravdépodobnost

lict a sto rubti. Takovych posloupnosti je ( ) (takovd posloupnost je jednoznacné uréend vybérem

(2%) 200!
100/ _ 10001000 -
2200 — 9200 = 0, 056.

O

1.153. Sedm Cechii a pét Angli¢anti ndhodné rozdélime na dvé (neprazdné) skupiny. Jak4 je prav-
dépodobnost, Ze v jedna ze skupin bude tvofena pouze Cechy?

ReSeni. Viech mozZnosti je 2'? — 1. JestliZe jsou v jedné skupin& pouze Cesi, znamend to, Ze viichni
Angli¢ané jsou v jedné skupiné (bud’ v prvni nebo druhé). Zbyva rozdélit Cechy na dvé neprazdné

skupiny, to miizeme 27 — 1 zplisoby. Na z4vér jesté pficist rozdéleni, kdy jsou skupiny podle nirod-

nosti.
2-2"-1D+1

22
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O

1.154. 7 deseti karet, z nichZ pravé jedna je eso, namatkou vybereme kartu a vratime ji zpét. Koli-
krat takovy vybér musime provést, aby pravdépodobnost, Ze asponi jednou vybereme eso, byla vétsi
nez 0, 9?
ReSeni. Oznaéme A; jev ,,pii i-tém vybéru bylo vytaZeno eso“. Nebot jednotlivé jevy A; jsou (sto-
chasticky) nezdvislé, vime, Ze

P (U Ai) =1-(0—=P(A))- (1= P(A))---(1—-P(A,)

i=1
pro kazdé n € N. Pfipomefime, Ze hleddme n € N takové, aby platilo
P (U A,~> =1—-(1—=P(A))-(1—=P(Ay))---(1—P(A))) >0,9.

i=1

Ziejmé je P(A;) = 1/10 pro libovolné i € N. Proto staci vyfeSit nerovnici
1- ()" >0,9,

ze které lze vyjadrit

log, 0,1
n> e kdea > 1.
og, 0,9
Vycislenim potom zjistime, Ze dany pokus musime provést alesponi dvaadvacetkrat. U

1.155. Texas hold’em. Nyni spocitejme né€kolik jednoduchych tloh tykajicich se populdrni karetni
hry Texas hold’em, jejiZ pravidla zde nebudeme uvéadét (pokud je ¢tendf neznd, snadno je dohledd na

internetu). Jaka je pravdépodobnost, Ze

i) jako startovni kominaci dostanu dvojici stejnych symbold?

ii) ve své startovni dvojici karet budu mit eso?

iii) na konci budu mit jednu z Sesti nejlepSich kombinaci karet?

iv) vyhraji, pokud drzim v ruce eso a trojku (libovolné barvy), na flopu je eso a dve dvojky a
na turnu je tieti trojka a vSechny tyto Ctyfi karty maji riiznou barvu? (posledni karta river
jesté neni otocena)

Reseni.

i) Pocet riznych symbolti je 13 a jsou vzdy ¢tyfi (pro kaZzdou barvu jeden). Proto je pocet
dvojic se stejnymi symboly 13(3) = 78. Po&et viech moznych dvojic je ('3*) = 1326.
Pravdépodobnost stejnych symbolt je tedy % =0, 06.

ii) Jedna karta je eso, to jsou Ctyfi moZnosti a druhd je libovolnd, to je 51 moZnosti. Dvojice

s obéma esama, kterych je (‘2‘) = 6 jsme ale takto zapocitali dvakrét. Dostdvame tedy 4.51 —

6 = 198 dvojic a pravdépodobnost je % =0, 15.

iii) Spocitdme pravdépodobnosti jednotlivych nejlepSich kombinaci:
ROYAL FLUSH: Takové kobinace jsou ziejmé jen Ctyfi - pro kazdou barvu jedna. VSech
kombinaci péti karet je (%) = 2598960. Pravdépodobnost je tak rovna asi 1, 5.107°. Hodné

mala :)

v s

STRAIGHT FLUSH: Postupka, kterd kon¢i nejvyssi kartou v rozmezi 6 aZ K, tj. 8 moZnosti

3 - 2 - -5
pro kaZzdou barvu. Dostédvime 5555 = 1,2.107°.

POKER: Ctyfi stejné symboly - 13 moZnosti (pro kazdy symbol jedna). P4t4 karta miiZe byt
libovolna, to znamena 48 moznosti. Odtud: % =2,4.107%.

FULL HOUSE: Tti stejné symboly 13(‘3‘) = 52 mozZnosti a k tomu dva stejné symboly je
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12(3) = 72 moznosti. Pravdépodobnost je sk = 1,4.1073.

FLUSH: VSech pét karet stejné barvy znamena 4(153) = 5148 moZnosti a pravdépodobnost
je pak 528 = 21072,

STRAIGHT: Nejvyssi katrta postupky je v rozmezi 6 aZ A, tj. 9 moZnosti. Barva kazdé karty
je pak libovoln4, tj. dohromady 9.4° = 9216 moZznosti. Zde jsme ale zapocitali jak straight
flush, tak i royal flush. Ty je potfeba odecist.

Pro zjisténi pravdépodobnosti néjaké z Sesti nejlepsich kombinaci to ale ani nemusime délat,
jen prvni dvé kombinace nezapoéteme. Celkové tedy dostdvame pravdépodobnost zhruba
3,510 +2.107 + 1,410 +2,4.107* = 7, 14.10°.

iv) Evidentné je situace hodné dobrd a proto bude lepsi spocitat nepiiznivé situace, tj. kdy bude
mit souper leps$i kombinaci. J4 mdm v tuto chvili full house ze dvou es a tif dvojek. Jedind
kombinace, kterd by mmé mohla porazit v tuto chvili je bud full house ze tfi es a dvou dvojek
nebo dvojkovy poker. To znamen4, Ze souper by urcité musel drZet eso nebo posledni dvojku.
Pokud drzi dvojku a libovolnou jinou kartu, pak urcit€ vyhraje bez ohledu na kartu na riveru.
Kolik je moZznosti pro tuto kartu ke dvojce? 3 +4 + - - - +4 4+ 2 = 45 (jednu trojku a dvé
esa uZ mit v ruce nemtize). Vcech zbylych kombinaci je (426) = 1035 a pravdépodobnost
takové prohry je tak 0,043. Pokud drZi v ruce eso, pak se mtiZe stat ndsledujici. Pokud drZ{

(zbyld) dve esa, tak opét vyhraje, pokud na riveru nepfijde dvojka - pak by byl split poker.

143
103544

eso a néjakou jinou kartu, neZ 2 a A, tak ndsleduje remiza bez ohledu na river. Celkova

Pravdépodobnost (podminénd) mé prohry je tedy = 1073, pokud drZi soupef v ruce

pravdépodobnost vyhry je tak skoro 96 %.

0

1.156. Osm karet, ¢tyfi esa a Ctyfi krdle rozdélime po dvou mezi ¢tyti hrdce. Jakd je pravdépodobnost,

Ze nékdo dostane alesponi dvé esa? Vysledek vyjadiete ve tvaru podilu dvou dvojcifernych cisel. [)

1.157.5.(5b.) Ales ma dvé specidlni hraci kostky, na jedné pada vZdy Sestka, na druhé padad pouze
Ctyika, petka, ¢i Sestka, kazdé ¢islo se tfetinovou pravdépodobnosti. Jaka je pravdépodobnost, Ze mu
pfi hodu témito dvéma kostkami padne vySsi soucet neZ Martinovi, ktery hdZe se dvéma poctivymi

kostkami. Vysledek vyjadfete ve tvaru podilu dvou dvoucifernych &isel.

1.158. Volejbalovy tym (s liberem, tj. celkem sedm osob) sedi po zdpase v hospod¢ a popiji zaslou-
Zené pivo. Je ale malo kriglti a proto hospodsky pouziva porad té€ch sedm samych. Jaka je pravdépo-

%

dobnost, Ze pristé

i) pravé jeden nedostane ten svij, ze kterého pil

ii) nikdo nedostane ten svij
iii) pravé tfi dostanou ten svij.

Reseni.

i) Pokud Sest lidi dostne ten sviij, tak zdkonité i ten Sesty. pravdépodobnost je tedy nulova.

ii) Nechf M je mnoZina vSech uspotfadani a jev A; je usporadani, kdy i-ty hra¢ dostane sviij
k
krigl. Chceme spocitat |M — U; A;|. Dostavame 7! Z:o % = 1854. A pravdépodobnost

. 1854 _ 103 -
je 5000 = 250 = 0. 37.
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iii) Vybereme, ktefi tii dostanou ten svij - (Z) = 35 moZnosti. Zbyli ¢tyfi musi dostat jiné nez

k
svoje. To je opét vzorec z minulého bodu, konkrétné jde o 4! i:o %

Mame tedy dohromady 9 - 35 = 315 moznosti a pravdépodobnost je % = %.

9 moZznosti.

O

YN

1.159. Kolika zpiisoby lze rozestavit n shodnych véZi na Sachovnici n x n tak, aby bylo kazdé

neobsazené pole ohroZovano nékterou z vézi?

Reseni. Dand rozestaveni jsou sjednocenim dvou mnozin: mnoZiny rozestavent, kdy je alespoti v jed-
nom fadku jedna vézZ (tedy v kazdém fadku prave jedna; tato mnoZina ma n” prvki — v kazdém radku
vybereme nezdvisle jedno pole pro vé€Z) a mnoZiny rozestaveni, kdy je v kazdém sloupci alespoii (tedy
praveé) jedna véz (stejnou tvahou jako u prvni mnoZiny ma tato mnoZina rovnéz n” prvkl). Prinik
téchto mnoZin pak ma n! prvka (mista pro véze vybirdme postupné od prvniho fadku — tam mame n
moznosti, ve druhém pak jiZ pouze n — 1 moZnosti — jeden sloupec je jiZ obsazen, ...). Podle principu

inkluze a exkluze je pocet hledanych rozestaven:
2n" — nl.

O

1.160. Zjistéte pravdépodobnost, Ze pii hodu dvéma kostkami padla alespoii na jedné kostce Ctyika,

jestliZe padl soucet 7.

v vz

ReSeni. Piiklad fesime pomoci klasické pravd&podobnosti, kdy podminku interpretujeme jako ziiZeni
pravdépodobnostniho prostoru. Ten ma vzhledem k podmince tedy 6 prvkd, z ¢ehoz pravé 2 jsou

pfiznivé vySetfovanému jevu. Spravnd odpovéd’je 2/6 = 1/3. (]

1.161. Hodime dvéma kostkami. Urcete podminénou pravdépodobnost, Ze na prvni kostce padla
pétka za podminky, Ze padl soucet 9. Na zdklad¢ tohoto vysledku rozhodnéte o nezavislosti jevi ,,na

prvni kostce padla pétka“ a ,,padl soucet 9*.

ReSeni. Oznacime-li jev ,,na prvni kostce padla pétka“ jako A a jev ,,padl soucet 9° jako H, pak plati

_1

P(AIH) = "5t = % = L.

P(H)
Uvédomme si, Ze souCet 9 mtiizeme ziskat tak, Ze na prvni kostce padne 3 a na druhé 6, na prvni 4 a na

|5~

36

druhé 5, na prvni 5 a na druhé 4 nebo na prvni 6 a na druhé 3. Z téchto Ctyf (stejné pravdépodobnych)
vysledkid jevu A vyhovuje pravé jeden. Protoze pravdépodobnost jevu A je ocividné 1/6 # 1/4,

nejsou uvedené jevy nezavislé. O

1.162. Mc¢jme balicek 32 karet. Vytdhneme-li dvakrét po jedné karté, naleznéte pravdépodobnost,
Ze druha taZend karta bude eso, kdyZ prvni kartu vratime, a také tehdy, kdyz ji do balicku nevratime

(druhou kartu potom vybirdme z balicku 31 karet).

ReSeni. Pokud kartu do bali¢ku vritime, zjevné opakujeme pokus, ktery ma 32 moZnych (stejné prav-
dépodobnych) vysledki, pficemz pravé 4 z nich vyhovuji ndmi uvazovanému jevu. Vidime, Ze tomto
pripadeé je hledand pravdépodobnost 1/8. Ve druhém piipad€, kdy prvni kartu do balicku nevratime, je
ovsem hledand pravdépodobnost stejnd. Postacuje napt. uvazit, Ze pri vytazeni postupné vSech karet je

pravdépodobnost vytaZeni esa jako prvni karty totoZnd s pravdépodobnosti, Ze druhd vytaZend karta
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bude eso. Pochopitelné bylo mozné vyuZit toho, Ze mdme zavedenu podminénou pravdépodobnost.
Tak bychom mohli obdrzet

S

4 3
T

(.x)ll\)
oo
w
o
oo~

O

1.163. UvaZujme rodiny se dvéma détmi a pro jednoduchost pfedpokladejme, Ze vSechny moZnosti
v mnoziné Q = {kk, kh, hk, hh}, kde k znaci ,,kluk* a h znamend ,holka* pfi zohlednéni staii déti,

jsou stejné pravdépodobné. Zavedime ndhodné jevy
H, —rodina m4 kluka, A; —rodina m4 2 kluky.

Vypoctéte P (A(|H,).
Podobné uvazujme rodiny se tremi détmi, kdy je

Q = {kkk, kkh, khk, hkk, khh, hkh, hhk, hhh}.
Jestlize
H, — rodina md kluka i holku, A, — rodina ma nejvyse jednu holku,
rozhodnéte o nezavislosti ndhodnych jevli A, a H,.

ReSeni. Uvazenim, které ze Gtyf prvki mnoZiny Q (ne)vyhovuji jevu Ay, resp. Hj, lehce ziskdvame

— PAINHY) _ PAD _ 3 _
POAH) = Zpimy = piay = 1 =

FN[SFSEN

1
3
Déle mame zjistit, zda plati

P(A;NHy) =P (Ay) - P(Hy).

Opét si staci pouze uvédomit, Ze jevu A, vyhovuji pravé prvky kkk, kkh, khk, hkk mnoZiny 2, jeva H,
prvky kkh, khk, hkk, khh, hkh, hhk a jeva A, N Hy prvky kkh, khk, hkk. Odtud plyne

P(AxNH) =2=%-2=P(A) P (H),

coZ znamena, Ze jevy A, a H, jsou nezavislé. U

1.164. Pétkrat jsme hodili minci. Pokud padl lic, dali jsme do klobouku bilou kuli¢ku. KdyZ padl
rub, dali jsme do téhoZz klobouku kuli¢ku ¢ernou. Vyjadiete pravdépodobnost, Ze v klobouku je vice
¢ernych kulic¢ek nez bilych, je-li v klobouku alespoii jedna ¢ernd kulicka.

ReSeni. Zavedime jevy

A — v klobouku je vic ¢ernych kulicek nez bilych,

H - v klobouku je aspoii jedna ¢ernd kulicka.

Chceme stanovit P (A|H). Uvédomme si, Ze pravdépodobnost P (H C) opacného jevu k jevu H je 27>
a Ze pravdépodobnost jevu A je stejnd jako pravdépodobnost P (AC) jevu opacného (v klobouku je
vic bilych kuli¢ek). Nutné tedy P(H) = 1 — 27>, P(A) = 1/2. Déle je P(A N H) = P(A), nebot
jev H obsahuje jev A (jev A ma za dtsledek jev H). Celkem jsme obdrzeli

1
P(A|H) = 2550 = 1 21)5 =

2
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1.165. 'V osudi je 9 Cervenych a 7 bilych kouli. Postupné vytdhneme 3 koule (bez vraceni). Urcete

pravdépodobnost, Ze prvni dvé budou Cervené a tieti bil4.

ReSeni. Piiklad budeme fesit pomoci véty o ndsobeni pravd&podobnosti. Nejprve poZadujeme vy-
tazeni Cervené koule, coZ se podaii s pravdépodobnosti 9/16. Pokud byla poprvé vytaZena Cervena
koule, pfi druhém tahu vytdhneme znovu ¢ervenou kouli s pravdépodobnosti 8/15 (v osudi je 15 kou-
Ii, z toho 8 Cervenych). Konec¢né, pokud byla dvakrit vytaZzena Cervend koule, pravdépodobnost, Ze

potom bude vytaZena bil4, je 7/14 (v osudi je 7 bilych kouli a 7 Cervenych kouli). Celkem dostdvdme

O

1.166. V osudi je 10 kouli, a to 5 Cernych a 5 bilych. Postupné budeme losovat po jedné kouli,
pricemz vytazenou kouli nevratime zpét. Stanovte pravdépodobnost, Ze nejprve vytdhneme bilou,

poté Cernou, pak bilou a v poslednim ¢tvrtém tahu opét bilou kouli.

ReSeni. PouZijeme vétu o ndsobeni pravd&podobnosti. V prvnim tahu vytahneme bilou kouli s prav-
dépodobnosti 5/10, poté cernou s pravdépodobnosti 5/9, ndsledné bilou s pravdépodobnosti 4/8 a na

zaveér bilou s pravdépodobnosti 3/7. Dohromady to ddva

O

1.167. Z balicku 32 karet ndhodné vybereme Sestkrat po sobé po jedné karté, a to bez vraceni.

Spoctéte pravdépodobnost, Ze prvni krdl bude vybran az pfi Sestém vybéru.

ReSeni. Podle véty o nasobeni pravd&podobnosti je vysledek

28 27 26 25 24 4 - 0. 0723.

O

1.168. Jaka je pravdépodobnost, Ze soucet dvou ndhodné zvolenych kladnych ¢isel menSich nez 1
bude mensi nez 3/7?

ReSeni. Je vidét, Ze jde o jednoduchy piiklad na geometrickou pravdépodobnost, kdy jako zdkladni
prostor €2 se nabizi ¢tverec s vrcholy [0, 0], [1, 0], [1, 11, [0, 1] (volime dv¢ ¢isla mezi 0 a 1). Zajima
nds pravdépodobnost jevu udavajiciho, Ze pro ndhodné zvoleny bod [x, y] v tomto ¢tverci bude platit
x +y < 3/7; tj. pravdépodobnost toho, Ze zvoleny bod se bude nachdzet uvnitf trojihelniku A

s vrcholy [0, 0], [3/7, 0], [0, 3/7]. Nyni jiZ snadno vyc¢islime

32
_ volA __ (7) /2 _ 9
P(A) = ng - 1 98"
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1.169. Necht je ndhodné rozlomena ty¢€ na tfi ¢asti. Stanovte pravdépodobnost, Ze délka druhé (pro-

stiedn{) ¢4sti bude vEtsi neZ dvé tietiny délky tyce pred jejim rozlomenim.

ReSeni. Nejprve si ozna¢me délku uvazované tyce jako d. Rozlomeni ty&e ve dvou mistech je ddno
volbou bodt, kde ji zlomime. Ozna¢me jako x bod, ve kterém je prvni (napf. bliZze né&jakému pied-
métu) zlom, a jako x 4+ y bod, ve kterém je druhy zlom. To ndm fikd, Ze za zdkladni prostor Ize
povazovat mnozinu {[x, y]; x € (0,d),y € (0,d — x)}, tj. trojihelnik s vrcholy v bodech [0, 0],

[d, 0], [0, d]. Délka prostfedni ¢4sti je dina hodnotou y. PoZadavek ze zadani lze nyni zapsat v jedno-
duchém tvaru y > 2d/3, coZ odpovida trojihelniku s vrcholy [0, 2d/3], [d/3, 2d/3], [0, d]. Obsahy

uvazovanych pravotihlych rovnoramennych trojihelnikt jsou d?/2 a (d/3)?/2, a proto je hledand

pravdépodobnost

[N

N\a,;|:§>

o=

(]
1.170. Tyc o délce 2 m je ndhodné rozifezdna na tfi casti. Naleznéte pravdépodobnost jevu, Ze tfet
Cast méfi méné nez 1, 5 m.
ReSeni. Tento piiklad je na uZiti geometrické pravdépodobnosti, kdy hleddme pravdépodobnost toho,
7e soucet délek prvnich dvou Easti je vétsi neZ Ctvrtina délky tyce. Ur¢eme pravdépodobnost opacného
jevu, tj. pravdépodobnost, kdyZ budou ndhodné (a nezdvisle na sob&) zvolena dvé mista, ve kterych
bude ty¢ roziezana, Ze budou ob& v prvni &tvrting tyde. Pravdépodobnost tohoto jevu je 1/42, nebof
pravdépodobnost vybéru mista v prvni ctvrting tyCe je zfejmé 1/4 a tento vybér se (nezdvisle) jednou
opakuje. Pravdépodobnost hledaného (opacného) jevu je tak 15/16. ([

1.171. Mirek a Marek chodi na obédy do univerzitni menzy. Menza ma otevieno od 11h do 14h.
KaZdy z nich strdvi na ob&dé pll hodiny a dobu pfichodu (mezi 11h a 14h) si vybird ndhodné. Jaka

je pravdépodobnost, Ze se na obédé v dany den potkaji, seddvaji-li oba u stejného stolu?

ReSeni. Prostor viech mozZnych jevi je &tverec 3 x 3. Oznaéime-li x dobu piichodu Mirka a y dobu
prichodu Marka, tak tito se potkaji, pravé kdyZ |x — y| < 1/2. Tato nerovnost vymezuje ve ¢tverci
moznych uddlosti oblast, jejizZ obsah je roven 11/36 obsahu ¢tverce. Tomuto zlomku je tedy rovna i

hledana pravdépodobnost. (]

1.172. Z Brna vyrazi ndhodné nékdy mezi polednem a ¢tvrtou hodinou odpoledni Honza autem do
Prahy a opa¢nym smérem ne¢kdy ve stejném intervalu autem Martin. Oba si davaji pdl hodiny pauzu
v motorestu v poloving cesty (pristupném pro oba sméry). Jaka je pravdépodobnost, Ze se tam potkaji,
jezdi-li Honza rychlosti 150 km/h a Martin 100 km/h? (Vzdélenost Brno-Praha je 200 km)

Reseni. Oznacime-li dobu odjezdu Martina x a dobu odjezdu Honzy y a pro mensi vyskyt zlomkit
v nésledujicich vypoctech zvolime za jednotku deset minut, tak stavovym prostorem bude ¢tverec 24 x
24. Doba piijezdu Martina do motorestu je x + 6, do pfijezdu Honzy x 4 4. Stejné jako v pfedchozim
prikladu to, Ze se v motorestu potkaji, je ekvivalentni tomu, Ze doby jejich pfijezdu se nelisi o vice
neZ o pdl hodiny, tedy |(x +6) — (y +4)| < 3. Tato podminka ndm pak ve stavovém Ctverci vymezuje
oblast o obsahu 24 — %(232 + 19?) (viz obr.) a hledand pravdépodobnost je
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2t —— -
1 [2‘91257

IX—adaz |£3 &>

Sy | Ex-1& Aa,éx-;—_s’

242 — 12324 19%) 131
2 .
— = — =0,227.
p 242 576

1.173. Mirek vyjede ndhodné mezi desatou hodinou dopoledni a osmou hodinou vecerni z Brna do
Prahy. Marek vyjede ndhodné ve stejném intervalu z Prahy do Brna. Ob€ma trva cesta 2 hodiny. Jaka

je pravdépodobnost, Ze se po cesté potkaji (jezdi po stejné trase)?

ReSeni. Resime naprosto analogicky jako v piedchozim piiklad&. Prostor viech mozZnych jevii je

......

N

|x-9l4 2.

Hledan4 pravdépodobnost je p = % = % = 0,36.

'fo-‘—

24

1.174. Dvoumetrova ty¢ je ndhodné rozdélena na tfi dily. Urcete pravdépodobnost, Ze ze vzniklych

dild ptjde sestavit trojihelnik.

ReSeni. Rozdé&leni tyGe je ddno stejné jako v predchozim piikladé body fezu x a y a jevovym prosto-
rem je opét Ctverec 2 x 2. Aby z Casti bylo mozZno sestavit trojihelnik, museji jejich délky spliiovat
tzv. trojihelnikové nerovnosti, tedy soucet délek libovolnych dvou ¢asti musi byt vétsi nez délka treti
¢asti. Vzhledem k tomu, Ze soucet délek je roven 2 m, je tato podminka ekvivalentni podmince, Ze
kazda s ¢asti musi byt mensi neZ 1 m. To pomoci fezil x a y vyjadiime tak, Ze nesmi platit soucasné
x <lay < Inebosoucasnéx > 1lay > 1 (odpovidd podminkdm, Ze krajni dily tyce jsou mensi neZ
1), navic |x — y| < 1 (prostfedni dil musi byt mensi neZ jedna). Tyto podminky spliiuje vySrafovana

oblast na obrazku a jak snadno nahlédneme, jeji obsah je 1/4.
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- \\\
s

O
1.175. Je rovnice

@) 4x; — Bxs = 3,

X - Zﬁxz = -2
) 4x, — Bxy = 16,

X1 — 2\/7)62 = —7;

dx; + 2x = T,
(C) —2)61 — Xy = -3

jednoznacné feSitelnd (m4 pravé 1 feSeni)?

ReSeni. Soustava linedrnich rovnic je jednozna¢né fesitelnd pravé tehdy, kdyZ je nenulovy determi-
nant matice uréené koeficienty na levé stran€ soustavy. Zejména tedy absolutni ¢leny rovnic (¢isla na
pravé stran¢) neovliviiuji jednoznacnost feSeni soustavy. Musime tedy ve variantdch (a) a (b) dostat

stejnou odpovéd. ProtoZe

{8 () () e

5 Jl=4 - =0,
maji soustavy ve variantdch (a) a (b) pravé 1 feseni a posledni soustava nikoliv. Vyndsobime-li druhou

‘42

rovnici v (¢) ¢islem —2, vidime, Ze tato soustava nema feseni. U

1.176. V R? urete vrcholy né&jakého rovnostranného trojtihelnika A BC o stran& délky 1, s bodem
C = [1, 1] a zékladnou A B rovnob&Znou s pifmkou 3x + 4y = 10°. @

1.177. Vypocitejte obsah S ¢tyfihelniku zadaného vrcholy
[0, -2], [-1,1], [L,5], [1,-1].
ReSeni. Pfi obvyklém oznaceni vrchold
A=][0,-2], B=I[l,-1], C=][1,5], D=][-1,1]

aneméné obvyklém rozdé€leni ¢tyithelniku na trojuhelniky ABC a ACD s obsahy S; a S, dostdvame
1-0 1—0‘ 1=0 —=1-0

S=85+5%=3|_1,19 542/ T3l542 142

1
2

‘:%(7—1)+%(3+7):8.
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1.178. Urcete obsah ¢tyithelnika ABCD s vrcholy A = [1,0], B = [11,13],C = [2,5]a D =
[—2, —5].
ReSeni. Ctyfthelnik rozd&lime na dva trojihelniky ABC a ACD. Jejich obsahy pak spo&itime po-
moci patficnych determinantti, viz 34,

1'1 5 ' ‘1‘1 5“_47
2110 13 21-3 =5|| 2°

S =

1.179. Spocitejte obsah rovnobézniku s vrcholy v bodech [5, 5], [6, 8] a [6, 9].

ReSeni. PrestoZe takovy rovnob&znik neni zadan jednoznaéné (neni uveden &tvrty vrchol), trojihelnik
s vrcholy [5, 5], [6, 8] a [6, 9] musi byt nutné polovinou kazdého rovnobézniku s t€émito tfemi vrcholy
(jedna ze stran trojihelniku se stane ihloptickou rovnobé€zniku). Proto je hledany obsah vzdy roven
determinantu
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1.180. Urcete pocet relaci na mnozing {1, 2, 3, 4}, které jsou soucasn¢€ symetrické i tranzitivni.
ReSeni. Relace uvedenych vlastnosti je relaci ekvivalence na n&jaké podmnozin& mnoziny {1, 2, 3, 4}.
Celkem 1 +4-1+4(3) -2+ (}) - 5S+15=>52. O

1.181. Urcete pocCet relaci uspotfadani na tfiprvkové mnozing. @

1.182. Urcete pocet relaci usporadani na mnozin€ {1, 2, 3, 4} takovych, Ze prvky 1 a 2 jsou nesrovna-
telné (tedy neplati 1 < 2 ani 2 < 1, kde < je oznaceni uvazované relace uspotradani). O

1.183. Urcete pocet surjektivnich zobrazeni f mnoziny {1, 2, 3, 4, 5} na mnozinu {1, 2, 3} takovych,
ze f(1) = f(2).

ReSeni. KaZdé takové zobrazeni je jednozna¢né dano obrazem prvkii {1, 3, 4, 5}, téchto zobrazeni je
tedy presné tolik, kolik je zobrazenf surjektivnich zobrazeni mnoZiny {1, 3, 4, 5} na mnozinu {1, 2, 3},
tedy 36, jak vime z pfedchoziho piikladu. ([

1.184. Vyctem prvki zadejte S o R, je-li
R={2,4),4,4),4,5}cNxN,
S={3,1,3,2,3.,5,41),4 4} CcNxN.
ReSeni. Uvédzenim viech vybérti dvou usporddanych dvojic
2,49,41D; 2,4,44; “G4.&0D; 449, @D
spliiujicich, Ze druhd slozka prvni usporddané dvojice, ktera je prvkem R, je rovna prvni sloZce druhé
usporddané dvojice, kterd je prvkem S, dostdvame

SoR={(2,1),2,4),4,1), 44}

(]

1.185. Necht je ddna binarni relace

R = {(O’ 4)’ (_37 0)’ (59 T[)v (5’ 2)9 (O’ 2)}
mezi mnoZinami A = Z a B = R. Vyjddiete R"'a Ro R™".
ReSeni. Thned vidime, Ze
R™'={(4,0),(0,-3), (7, 5),(2,5), (2,0)).
Odtud pak dale
RoR™'={(44),(0,0), (7, 7),(2,2), 4,2), (7,2), 2, 7), (2, H)}.

(|

1.186. Rozhodnéte, zda je relace R urc¢end podminkou

(@) (a,b) € R <= |a| <|bl;
(b) (a,b) e R < |a|l = |2b|
na mnozing celych ¢isel Z tranzitivni.
ReSeni. V prvnim piipadé relace R tranzitivni je, protoZe plati
lal <|bl, |b] <|c| = lal<|c|

Ve druhém piipadé relace R tranzitivni neni. Staci napt. uvazit, Ze
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4,2),2,1)eR, 4, 1)¢R

O

1.187. Najdéte vSechny relace na M = {1, 2}, které nejsou antisymetrické. Které z nich jsou tranzi-
tivni?
ReSeni. Hledané relace, jeZ nejsou antisymetrické, jsou &tyfi. Jsou to pravé ty podmnoziny {1, 2} x
{1, 2}, které obsahuji prvky (1, 2), (2, 1) (jinak nemiiZe byt podminka antisymetrie porusena). Z téch-
to Ctyf je tranzitivni pouze jedind relace

{(I,D,(1,2),2, D, 2,2)} =M x M,

protoZe nezahrnuti dvojic (1, 1) a (2, 2) do tranzitivni relace by znamenalo, Ze nemiiZe obsahovat
zaroven (1,2)a (2, 1). O

1.188. Existuje relace ekvivalence, kterd je soucasné relaci usporddani, na mnozin€ vSech primek

v rovine?

R

ReSeni. Relace ekvivalence (piip. relace uspoiadani) musi byt reflexivni, a proto kazdé pifmka musi
byt v relaci sama se sebou. Déle poZadujeme, aby hledand relace byla symetrickd (ekvivalence)
a zaroven antisymetrickd (uspotradani). To dava, Ze pfimka muzZe byt v relaci pouze sama se sebou.
Zavedeme-li ovSem relaci tak, Ze dvé piimky jsou v relaci pravé tehdy, kdyZ jsou totoZné, dostaneme
,-velmi pfirozenou* relaci ekvivalence i relaci uspofddani. Stac¢i si uvédomit, Ze je trividlné tranzitivni.

Hledanou relac{ je prave identické zobrazeni mnoZiny vSech piimek v roviné. (]

1.189. Urcete, zda je relace
R={(k,) e ZXZ; |k| =L}
na mnozin€ Z ekvivalence, usporadani.

Reseni. Relace R neni ekvivalenci: neni symetricka (kupf. (6, 2) € R, (2, 6) ¢ R); neniusporadanim:
neni antisymetrickd (mj. (2, —2) € R, (—2,2) € R). O

1.190. Ukazte, Ze prinik libovolnych relaci ekvivalence na libovoln¢ dané mnoZiné X je rovnéz
relace ekvivalence a Ze sjednoceni dvou relaci uspofddani na X nemusi byt relace usporadani.
ReSeni. Postupné uvidime, e prinik relaci ekvivalence je reflexivni, symetricky a tranzitivni.
Vsechny relace ekvivalence na X musi obsahovat dvojici (x, x) pro kazdé x € X, a proto ji musi
obsahovat také dany prinik. Pokud v priniku ekvivalenci je prvek (x, y), musi v ném byt rovnéz
prvek (y, x) (staci vyuZit toho, Ze kazda ekvivalence je symetrickd). To, Ze do priniku ekvivalenci
naleZi prvky (x, y) a (y, z), znamena4, Ze se jedna o prvky kazdé z ekvivalenci. Z tranzitivnosti v§ech
jednotlivych ekvivalenci jiz vyplyva, Ze do priniku ndleZzi také prvek (x, z).

Zvolime-li X = {1, 2} a relace usporadani

Ri={(1,D),2.2.(1,2)), R={1 122,21}

na X, dostavame relaci

Rl U R2 = {(1, 1)5 (2’ 2)’ (15 2)9 (2’ 1)},

kterd zfejmé neni antisymetrickd, a tedy ani usporddanim. ([
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1.191. Na mnoziné M = {1, 2,..., 19, 20} je zavedena relace ekvivalence ~ tak, Ze a ~ b pro
libovolnd a, b € M préavé tehdy, kdyzZ prvni cifry ¢isel a, b jsou stejné. Sestrojte rozklad dany touto
ekvivalenci.

ReSeni. Dvé &isla z mnoziny M jsou ve stejné tfidé ekvivalence, pravé kdy? jsou spolu v relaci (prvni
cifra je stejnd). Rozklad ji urceny se tedy skladd z mnozZin

{1,10, 11, ..., 18, 19}, {2, 20}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}, {8}, {9}.

O

1.192. Je déan rozklad se dvéma tfidami {b, c}, {a, d, e} mnoZiny X = {a, b, c, d, e}. Napiste relaci
ekvivalence R na mnozin¢ X pfislusnou tomuto rozkladu.
ReSeni. Ekvivalence R je uréena tim, 7e v relaci jsou spolu ty prvky, které jsou ve stejné tfid& roz-
kladu, a to v obou poradich (R musi byt symetrickd) a kazdy sdm se sebou (R musi byt reflexivni).
Proto R obsahuje pravé
(a,a), (b, D), (c,c), (d,d), (e, e),
(b, 0),(c,b), (a,d), (a,e), (d,a), (d e), (e, a),(ed.

O

1.193. Na nésledujicich tfech obrazkach jsou ikony spojeny Carami tak, jak by je mozZna pfifadili

lidé v rtiznych ¢astech svéta. UrCete, zda jde o zobrazeni, zda je injektivni, surjektivni nebo bijektivni.

ReSeni. V prvnim piipadé jde o zobrazeni, které je surjektivni, ale neni injektivni, protoZe had i
pavouk jsou oznaceni jako jedovati. Druhy pripad neni zobrazeni ale jen relace, protoZe pes je urcen
jako doméci zvite i na jidlo. V tfetim pripadé mame opét zobrazeni. Tentokrat neni ani injektivni, ani

surjektivni. ([
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1.194. M¢jme mnoZinu {a, b, c, d} a na ni relaci
{(a,a), (D, D), (a,D), (b, c), (c, )}

Jaké €leny je potfeba minimalné doplnit do této relace, aby to byla ekvivalence?

ReSeni. Postupné projdeme viechny tfi vlastnosti, které definuji ekvivalenci. Za prvé je to reflexivita.
Musime tedy doplnit dvojice {(c, ¢), (d, d)}. Za druhé symetrie —musime doplnit (b, a) a za treti
musime udélat tzv. tranzitivni obal. ProtoZe je a v relaci s b a b v relaci s ¢, musi byti a v relaci s c.

Nakonec tedy potfebujeme ptidat (a, c¢) a (c, a). ([
1.195. UvaZme mnoZinu ¢isel, které maji pét cifer ve dvojkovém zdpisu a relaci takovou, Ze dvé ¢isla
jsou v relaci, pravé kdyZ jejich ciferny soucet ma stejnou paritu. NapiSte prislusné tfidy ekvivalence.
ReSeni. Dostivame dvé tiidy ekvivalence (o osmi ¢lenech):

[10000] = {10000, 10011, 10101, 10110, 11001, 11010, 11100, 11111}

odpovida mnoziné€ {16, 19, 21, 22, 25, 26, 28, 31} a

[10001] = {10001, 10010, 10100, 11000, 10111, 11011, 11101, 11110}

odpovidd mnoziné {17, 18, 20, 24, 23, 27, 29, 30}. U

1.196. UvaZme mnoZinu ¢isel, které maji tfi cifry ve trojkové soustave a relaci takovou, Ze dvé ¢isla

jsou v relaci, pravé kdyZ v této soustavé
i) zacinaji stejnym dvojcislim.

ii) konci stejnym dvojcislim.
Napiste prislusné tiidy ekvivalence.
Reseni.

i) Dostdvame Sest tfiprvkovych tiid

[100] = {100, 101, 102} odpovida {9, 10, 11}

[110] = {110, 111, 112} odpovidé {12, 13, 14}

[120] = {120, 121, 122} odpovid4 {15, 16, 17}

[200] = {200, 201, 202} odpovida {18, 19, 20}

[210] = {210, 211, 212} odpovida {21, 22, 23}

[220] = {220, 221, 222} odpovida {24, 25, 26}
ii) V tomto piipadé mame devét dvouprvkovych tiid

[100] = {100, 200} odpovida {9, 18}

[101] = {101, 201} odpovida {10, 19}
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[102] = {102, 202} odpovidd {11, 20}
[110] = {110, 210} odpovid4 {12, 21}
[111] = {111, 211} odpovidd {13, 22}
[112] = {112, 212} odpovid4 {14, 23}
[120] = {120, 220} odpovida {15, 24}
[121] = {121, 221} odpovid4 {16, 25}
[122] = {122, 222} odpovida {17, 26}

O

1.197. Pro jaky maximdlni defini¢ni obor D a obor hodnot H je zobrazeni bijektivni a jakd je v tom
pfipadé€ inverzni funkce?

i) x> x*
i) x > x°
L
x+1

iii) x —
Reseni.
i) D = [0,00) a H = [0, 00) nebo také D = (—o00,0] a H = [0, 00). Inverzni funkce je
X Jx.
ii) D = H = R ainverze je x > J/x.
iii) D =R~ {—1}a H = R ~ {0}. Inverzni funkce je x > )l( —1.

O
1.198. UvaZme relaci na R x R. Bod je v relaci, pokud pro néj plati
x-D’+@G+D*=1
Mtizeme body popsat pomoci funkce y = f(x)? Nakreslete obrazek bodi v relaci.
ReSeni. Nemiizeme, protoZe napf. y = —1 md dva vzory: x = 0 ax = 2. Body leZi na kruZnici se
sttedem v bodé (1, —1) s polomérem 1. U

1.199. Nechf pro libovolna celd ¢isla &, [ plati (k, /) € R prave tehdy, kdyz je Cislo 4k — 41 celoci-
selnym ndsobkem 7. Je takto zavedend relace R ekvivalence, usporadani?

ReSeni. Uvédomme si, Ze dvé celd &isla jsou spolu v relaci R, pravé kdyZ dévaji stejny zbytek po
déleni 7. Jde tedy o piiklad tzv. zbytkové tidy celych ¢isel. Proto vime, Ze relace R je relaci ekviva-
lence. Jeji symetrie (naprt. (3, 10), (10, 3) € R, 3 # 10) pak implikuje, Ze se nejedna o usporadani.
n
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1.200. Necht je na mnoziné N = {3,4,5,...,n,n+ 1, ...} definovana relace R tak, Ze dv¢ ¢isla
jsou v relaci, pravé kdyz jsou nesoudé€lnd (tedy neobsahuje-li prvociselny rozklad uvazovanych dvou

¢isel ani jedno stejné prvocislo). Zjistéte, zda je tato relace reflexivni, symetrickd, antisymetricka,
tranzitivni.

ReSeni. Pro dvojici stejnych &isel plati, e (n,n) ¢ R. Nejedna se tedy o reflexivni relaci. Byt
,-soudélny* nebo ,,nesoudélny* pro dvojici ¢isel z N je zfejmé vlastnost neusporddané dvojice — ne-
zavisi na uvedeném poradi uvazovanych Cisel, a proto je relace R symetrickd. Ze symetrie relace R
plyne, Ze neni antisymetrickd (napf. (3,5) € R, 3 # 5). Nebof je R symetrickd a (n, n) ¢ R pro libo-

Z X7

volné ¢islon € N, volba dvou riiznych Cisel, kterd jsou spolu v této relaci, davé, Ze R nenf tranzitivni.

0
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ReSeni cviteni
1.34. y, =2(3)" - 2.
1.93.
i) (3,3),(4,4),(5,5),(6,6), (7,7), (3, 6) ovéite, Ze jde o relaci usporadani
ii) opét (i,i) proi = 1,...,7 ak tomu (3, 6), (6, 3) ovéite, Ze jde o relaci ekvivalence
iii) (i,i) proi = 1,...,7 ak tomu (3, 6), (6, 3), (4, 6), (6,4) ovéfte, Ze nejde o relaci ekvivalence,
protoZe neni spliiena tranzitivita.
1.104. Tti rizné Hasseovy diagramy vyhovujicich uspofddani. Celkem 5! + 5! + 5!/4 = 270.
1.115.
) 1 —3—2i4+4i = 242, 1-(=3) =82 +6i +4i =5+ 10i, 1 +2i, V42 + (-3)2 = 5,
_ 2B _ 2 : ‘hg 11, 2.
%_% =1-(=3)+8i"+6i —4i25 = —55 + 5zi.
b) 2+4i,2i2,1, 2 = —2i.
1.125. 3-46+2-2)-2-47!
1.131.
i) 26 =64
iy ) =15
ili) Zadnd panna je jedna moZnost (g) = 1, jedna panna (?) = 6 moznosti. Posloupnosti s nejvyse jednou
pannou je teda jen 7 a proto posloupnosti, kde jsou aspoil dvé panny je 64 — 7 = 57.
1.141. Maximalni pocet y, Casti, na které rozd€li n kruznic rovinu, je y, = y,—1 +2(n — 1), y; = 2, tedy
o =n%—n+2.
Pro maximdlni pocet p, Cdasti, na které potom rozdéli n kouli prostor, pak dostdvime rekurentni vztah
Pnt1 = Pn + Yn» 1 = 2, tedy celkem p, = 3(n? — 3n + 8).
1.156.
41.41 27

% 35

1.157. &.

1.176. Sméry stran jsou (3v/3/2 — 2,3/2 +2+/3) a (3v/3/2 + 2,2+/3 — 3). Jedna ze dvou moZnych dvojic
potomje A = [33 + 2,28 + T B =32 + 1 B+ 28,

1.181. 19.

1.182. 87.
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Elementarni linearni algebra

V minulé kapitole jsme se snad rozehtdli s relativné jed-
noduchymi tlohami, k jejichz feSeni nebylo potieba slozitych
ndstroji. Vystacili jsme si pritom se s¢itinim a nasobenim
skalart. V této a dalSich kapitolach se postupné budeme ve-
novat jednotlivym tématiim souvisleji.

Hned tii kapitoly budou v€novany ndstrojim pro praci
s daty, kdy operace spoCivaji v obzvlasf jednoduchych dko-
nech se skalary, jen je téch skalart povice nardz. Hovoifime o
»linedrnich objektech” a ,linedrni algebie*. Jakkoliv to ted
muze vypadat jako hodné specidlni ndstroj, uvidime pozdéji,
moci jejich ,linedrnich ptibliZeni*.

V této kapitole budeme pracovat piimo s kone¢nymi po-
&F sloupnostmi skaldrti. Takové se objevuji v prak-
» tickych tlohéch vSude, kde mame objekty popi-

sovany pomoci n€kolika parametri. Nedélejme

e si pfitom problémy s pfedstavou, jak vypada
prostor s vice neZ tfemi ,,soufadnicemi®. Smifme se se sku-
teCnosti, Ze malovat si budeme umét jednu, dvé nebo tii di-
menze, ale pfedstavovat ty obrdzky mohou jakykoliv jiny
pocet. A kdyZ budeme sledovat jakykoliv parametr u tieba
500 studentt (napt. jejich studijni vysledky), budou nase data
mit hned zrovna nékolikrat 500 poloZek a budeme s nimi chtit
pracovat. Nasim cilem bude vytvofit ndstroje, které budou
dobfe fungovat nezdvisle na skute¢ném poctu téchto poloZek.

Také se nedésme slovnich spojeni jako pole ¢i okruh ska-

; lart K. Prosté si miZeme piedstavit jakykoliv
/ konkrétni ¢iselny obor. Okruhy skalari pak za-
—" _~ hrnuji i celd ¢isla Z a vSechny zbytkové tiidy,
zatimco mezi poli jsou pouze R, Q, C a zbytkové tfidy Z;
s prvociselnym k. Zvlastni je mezi nimi Z,, kde ze vztahu
x = —x nemuZeme usoudit, Ze x = 0, zatimco u vSech ostat-
nich ¢iselnych obort tomu tak je.

1. Vektory a matice

VétSinou se o vektorech hovoii pouze ve spojeni s poli
skalart, protoZe obecnad teorie je pri existenci neivertibilnich
nenulovych skaldrd nesrovnatelné sloZzit€jsi. Jen v prvnich
dvou ¢éstech této kapitoly budeme pracovat s vektory a mati-

cemi v kontextu kone¢nych posloupnosti skaldrti a tam bude

neumite jesté pocitat se skaldary?
— zkusme to rovnou s maticemi...

A. Soustavy linearnich rovnic

Y v/

Na vektorové prostory pljdeme od lesa. Zacneme s né¢im zna-
mym, totiZ soustavami linedrnich rovnic. I za nimi jsou totiz skryty

vektorové prostory.

2.1. A ted’ vam to pé€kné natfeme. Firma zabyvajici se velkoplos-
nymi natéry si objednala 810 litri barvy, kterd ma obsahovat stejné
mnoZstvi cervené, zelené a modré barvy (tj. 810 litrd Cerné barvy).
Obchod muiZe splnit tuto zakdzku smichdnim bézn¢ proddvanych ba-

rev (md skladem jejich dostatecné zdsoby), a to
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zajimavé si i tfeba piipadu celych ¢isel pov§Simnout. Bude pfi-
tom snad pékné videt, jak silné vysledky lze dtislednym for-
malnim uvaZovanim odvodit.

2.1. Vektory nad skalary. Prozatim budeme vektorem ro-
zumét usporddanou n-tici skaldrd z K, kde
__pevné zvolené n € N budeme nazyvat dimenzi.
Skaldry umime scitat a ndsobit. Vektory bu-
< 2 deme také scitat, ndsobit vSak vektor budeme
umét jen skaldrem. To odpovidd predstavé, kterou jsme jiz
vidéli v roving R?, kde s¢itani odpovidalo sklddani vektori
coby Sipek vychdzejicich z pocatku a ndsobeni skaldrem pak
jejich patfiénému natahovéni.

Nésobeni vektoru u = (ay, ..., a,) skaldrem c tedy de-
finujeme tak, Ze kazdy prvek n-tice u vyndsobime stejnym
skalarem c a také s¢itani vektorti definujeme po slozkach. To
znamend

ZAKLADNI OPERACE S VEKTORY L__——]

u+tv==_(y,...,a,)+ by, ...
=(a1+b1,---7an+bn)
c-u=c-(ay,...,a,)=(-ay,...,

» bn)

c-ay,).

Pro séitani vektor a ndsobeni vektord skaldry budeme
pouZivat stile stejné symboly jako u skalari samotnych, tj.
symboly plus a bud tecku nebo prosté zfetézeni znakd.

Konvence zapisu vektori. Nebudeme, na rozdil od mnoha

- jinych ucebnic, v textu pouZivat pro vektory
74dné specidlni znaceni a ponechdvdme na cte-
ndfi, aby udrzoval svoji pozornost pfemyslenim
o kontextu. Pro skaldry ale spiSe budeme pouZi-
vat pismena ze zacC4tku abecedy a pro vektory od konce (pro-
sttedek ndm zlstane na indexy proménych ¢i komponent a
také pro scitaci indexy v souctech).

Casto budeme pozadovat, aby skalary byly z né&jakého
pole, viz [}, ale v této kapitole budeme vesmés pracovat s
operacemi, které tento prepoklad nepotfebuji. V literatute se
pak vétSinou misto o vektorovych prostorech hovoii o modu-
lech nad okruhy. U obecné teorie se ale v piiSti kapitole jiz
zcela omezime na pole skalard.

Pro s¢itani vektorti v K” zjevné plati (KG1)—(KG4) s nu-
lovym prvkem

0=1(0,...,0) e K".

Schvélng zde pouZivame i pro nulovy prvek stejny symbol
jako pro nulovy prvek skalard.

e nacervenalé barvy — obsahuje 50 % cervené, 25 % zelené
a 25 % modré barvy;

e nazelenalé barvy — obsahuje 12,5 % cervené, 75 % zelené
a 12,5 % modré barvy;

e namodralé barvy — obsahuje 20 % cervené, 20 % zelené
a 60 % modré barvy.

Kolik litrd od kazdé z uskladnénych barev se musi smichat, aby byly
splnény poZadavky zdkaznika?

ReSeni. Ozna¢me jako

e x —mnozstvi (v litrech) naCervenalé barvy, které se pouZije;
e y —mnozstvi (v litrech) nazelenalé barvy, které se pouzije;

e 7z —mnozstvi (v litrech) namodralé barvy, které se pouZije.

Smichanim barev chceme ziskat barvu, ktera bude obsahovat 270 litrd
Cervené barvy. Uvédomme si, Ze naCervenald barva obsahuje 50 % Cer-
vené, nazelenald obsahuje 12,5 % ¢ervené a namodrald 20 % cervené

barvy. Musi tudiZ platit

0,5x + 0,125y + 0,2z = 270.

Analogicky poZadujeme (pro zelenou a modrou barvu)

0,25x 4+ 0,75y + 0,2z =
0,25x 4+ 0,125y + 0,6z =

270,
270.
Nyni miZeme postupovat dvéma zptisoby. Bud’ budeme postupné vy-
jadfovat proménné pomoci ostatnich (z prvni rovnice je x = 540 —
0,25y — 0,4z, dosadime za x do druhé a tfeti rovnice a dostaneme
dvé linedrni rovnice o dvou nezndmych 2,75y + 0,4z = 540 a
0, 25y + 2z = 540. Ze druhé rovnice vyjadiime z = 270 — 0, 125y a
dosazenim do prvni dostdvame 2, 7y = 432, neboli y = 160, odkud
7 =270-0, 125-160 = 250 ax = 540-0, 25-160+0, 4-250 = 400.
Druhym zptisobem je zapsat si soustavu do matice, jejiZ prvni ra-
dek bude tvofen koeficienty u nezndmych v prvni rovnici, druhy koe-
ficienty ve druhé rovnici a tfeti ve tfeti. Je tedy matice soustavy
0,5 0,125 0,2
0,25 0,75 0,2 |,
0,25 0,125 0,6
rozSitenou matici soustavy potom ziskdme z matice soustavy pripsa-
nim sloupce pravych stran jednotlivych rovnic v systému:
0,5 0,125 0,2 270
0,25 0,75 0,2|270
0,25 0,125 0,6 270
Jejim postupnym upravovanim pomoci tzv. elementarnich fadko-

vych dprav (odpovidaji ekvivalentnim dpravdm rovnic, vice viz 271)
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i VLASTNOSTI VEKTORU I—__Q

I Pro vSechny vektory v, w € K" a skalary a, b € K plati
(V1)

a-Wtw)y=a-v+a-w

(V2) (a+b)-v=a-v+b-v
(V3) a-(b-v)y=(a-b)-v
(V4) l-v=v

Vlastnosti (V1)-(V4) naSich vektort, coby n—tic skaldrii
v K", se snadno ovéii pro kterykoliv okruh skaldrii K, pro-
toZe pfi ovéfovani vZdy pouZivame pro jednotlivé soufadnice
vektorli pouze vlastnosti skaldrti uvedené v [Tl a [3.

Budeme takto pracovat napt. s R”, Q", C", ale také Z",

(Z)"' n=1,2,3,....

vvvvvv

ktery budeme pfi praci s vektory pouZivat, jsou matice.

l———N

Matici typu m/n nad skaldry K rozumime obdéInikové
schéma A s m fadky a n sloupci

MATICE TYPU m /n

ay diz ... dip

azy dyp ... dy
A=

aml am2 Amn

kde a;; € KprovSechny 1 <i <m, 1 < j < n. Pro matici
A s prvky a;; pouzivime také zépis A = (a;;).
Vektory (a;1, aiz, . . ., ai,) € K" nazyvame (i—té) radky
matice A,i = 1,...,m, vektory (aij, azj, ..., an;) € K"
I nazyvame (j—té) sloupce matice A, j =1, ..., n.

Matici mtizeme také chapat jako zobrazeni
A:{l,....m} x{l,...,n} > K,

kde A(i, j) = a;j. Matice typu 1/n nebo n/1 jsou vlastné
pravé vektory v K”.

I obecné matice lze chdpat jako vektory v K™, prosté za-
7 = pomeneme na fddkovéni. Zejména tedy je
'Y , definovano s¢itani matic a nasobeni matic
- skaldry:

A+ B = (aij + bij),
kde A = (a,‘j), B = (bij), a € K.
Matice —A = (—a;;) se nazyva matice opacnd k matici
A a matice

a-A=(a-aj)

0 ... 0
0= : :
0 ... 0
se nazyva nulovd matice. Zapomenutim fadkovani tak zis-
kame ndasledujici tvrzeni, Ze matice jsou jen specificky za-
psané vektory:

pak dostdvame:

0,5 0,125 0,2 1270 1 0,25 0,4 540
0,25 0,75 0,2(270 | ~| 1 3 0,8]1080 |~
0,25 0,125 0,6 270 1 0,5 2,4]|1080
1 0,25 0,4]540 1 0,25 0,4| 540
0 2,75 0,4(540 |~ O 11 1,6|2160 | ~
0 0,25 2 |540 0 1 8 12160
1 0,25 0,4 540 1 0,25 0,4 540
0 1 8 12160 | ~1 O 1 8 2160
0 11 1,6|2160 0 0 —86,4|—-21600
A opét zpétné vypoclitdme
—21600
7= ——— =250,
—86,4

y =2160 — 8 - 250 = 160,
X =540 —0,4-250 — 0,25 - 160 = 400.

Je tedy potieba smisit po fadé 400 1, 160 1, 250 1 uvedenych barev. [J

2.2. Vypoctéte

X1 + 2x + 3x3 = 2,
2)61 - 3XQ — X3 = —3,
—3x; + X2 + 2x3 = 3.

Reseni. Zadanou soustavu linedrnich rovnic zapiSeme ve tvaru

roz§ifené matice

1 2 3|2
2 -3 -1|-31],
-3 1 2|3

kterou pomoci elementdrnich fddkovych transformaci postupné pieve-

deme na schodovity tvar

1 2 3|2 1 2 3|2
2 -3 -1|-3}~10 =7 =7|-7 |~
-3 1 2 | -3 0O 7 11| 3

1 2 3| 2 1 2 3
~1 0 1 1]1 ~1 0 1 1]1
00 4,4 00 1|-1

Nejdiive jsme pritom dvojndsobek prvniho fadku odecetli od druhého

2

a jeho trojndsobek pficetli ke tietimu. Poté jsme secetli druhy a tfeti
fadek (soucet napsali do tfetitho fddku) a druhy fadek vyndsobili ¢is-

lem 1/7. Pfejdeme nyni zpét k soustave rovnic

X1 + 2x + 3)63 = 2,
X + x3 = 1,
X3 = — 1.
Ihned vidime, Ze x3 = —1. Dosadime-li x3 = —1 do rovnice x, +x3 =
1, dostaneme x, = 2. Podobné dosazeni ziskanych hodnot x3 = —1,
X3 = 2 do prvni rovnice ddvd x; = 1. O
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Tvrzeni. Predpisy pro A+ B, a - A, —A, 0 zaddvaji na
mnoZiné vSech matic typu m/n operace scitani a nasobeni
skalary spliiujici axiomy (V1)—(V4).

2.3. Matice a rovnice. Velmi Casty ndstroj pro popis néja-
kych matematickych modelt jsou systémy linearnich rovnic.
Pravé matice 1ze vhodné vyuZit pro jejich zdpis. Zavedeme
si k tomu dcelu pojem skaldrni soucin dvou vektord, ktery
vektordm (ay, ..., a,) a (x1, ..., x,) prifadi jejich soucin

G Xp) =apx; + -+ apx,

(ala---,an)‘(xl,--

tj. postupné nasobime po dvou souradnice vektort a vysledky
s¢itame.

Kazdy systém m linedrnich rovnic v n proménnych

anxy +apxs + -+ apx, = by

arix1 + apxy + -+ -+ apx, = by

am1 X1 + amax2 + -+ -+ Qup Xy = bm

lze tedy vidét jako poZadavek na hodnoty m skaldrnich sou-
¢ind nezndmého vektoru (xi, ..., x,) s vektory soufadnic

(i1, .., Ain)-
Vektor proménnych mizeme také vidét jako sloupec v
7 matici typun/1, apodobné hodnoty by, ..., b,

| )Y, ~miZeme vnimat jako vektor u a to opét jako
jediny sloupec v matici typu n/1. N4§ systém
rovnic Ize pak formalné€ psat ve tvaru A - x = u takto:

S

an /AT X1

S ...

Ayl ... Ay Xn m

kde levou stranu interpretujeme jako m skaldrnich soucind
jednotlivych fadkid matice vytvérejicich sloupcovy vektor, je-
hoZ hodnotu rovnice urcuji. To znamend, Ze skute¢né rovnost
i—tych soufadnic zadava podminku ptivodni rovnice

aixy+ -+ ainx, = b;

azdapis A-x = u tak dava skute¢né ptivodni systém linedrnich
rovnic.

2.4. Soucin matic. V roviné, tj. pro vektory dimenze 2,
jsme uz zavedli pocet s maticemi a vidéli jsme,
Ze s nim Ize pracovat velice efektivné (viz [28).
., Nyni budeme postupovat obecnéji a zavedeme
) v¥echny ndstroje jiZ znamé z roviny pro viechny

=

dimenze n.

Nasobeni matic je mozné definovat pouze, kdyZ to roz-
méry sloupcti a fadk v maticich dovoli, tj. kdyZ je pro né
definovan skalarni soucin jako vyse:

Systémy linedrnich rovnic tedy lze zapisovat v maticovém tvaru.
Ale je to néjakd vyhoda, kdyZ je stejné¢ umime feSit, aniZ bychom
hovotili o maticich? Ano je, o feSeni midZeme hovoftit koncepénéji,
snadno v feci matic uréime, kolik m4 soustava feSeni a jazyk matic
pak daleko Iépe navadi k poc¢itacovému zpracovani problému. Zkusme
si tedy osvojit 1épe riizné operace, které miZzeme s maticemi provadét.
Jak jsme vidéli v pfedchozich prikladech, tak ekvivalentni dpravy line-
drnich rovnic odpovidaji v fe¢i matic elementdrnim fddkovym (sloup-
covym) Upravdm. Déle jsme vidé€li, Ze pfevedeme-li témito Gpravami
matici soustavy do schodovitého tvaru (tomuto procesu fikdme Gaus-
sova eliminace, viz 1), tak je jiZ vyfeSeni soustavy velmi jednoduché.
Ukazme si to jeSté na dalSich ptikladech, na kterych uvidime, Ze sou-

stava linedrnich rovnic miZe mit nekone¢né mnoho Feseni.

2.3. Vyfeste soustavu linedrnich rovnic

2x1 — Xy + 3)63 = 0,
3x; + 16x, + Tx3 = 0,
31 — Sxy, + 4x; = 0,
—Tx1 + Tx, + —10x3 = 0.

ReSeni. Vzhledem k nulovosti pravych stran viech rovnic (jednd se
tedy o homogenni systém) budeme upravovat pouze matici systému.
Reseni nalezneme prevodem na schodovity tvar pomoci elementarnich
radkovych transformaci, které odpovidaji ziméné poradi rovnic, vyna-
sobeni rovnice nenulovym ¢islem a pficitani ndsobkl rovnic. Navic
muiZeme kdykoli od maticového zapisu prejit zpét k zapisu rovnic s ne-

zndmymi x;. Postupné dostdvame:

2 -1 3 2 -1 3
3 16 7 | _[o0 352 52
3 -5 4 0 —7/2 —1/2
-7 7 -10 0 7/2 12

Odtud je vidét, Ze druhg, tfeti a Ctvrtd rovnice jsou ndsobky rovnice

7x7 4+ x3 = 0. Pokracujme vSak v Upravich matice:

2 -1 3 2 -1 3 2 -1 3
0 352 572 | [0 352 502 0 7 1
0 —7/2 —1/2 0 0 0 0o 0 0]
0 72 12 0 0 0 0 0 0

PtestoZe byly zadédny Ctyfi rovnice pro tfi nezndmé, ma celd soustava

nekone¢né mnoho feseni, nebot pro libovolné x3 € R maji zbylé rov-

nice
2x1 — x» 4+ 3x3 = 0,
Tx, + x3 = 0
feSeni. Nahradime tak proménnou x3; parametrem ¢ € R a vyjddiime
1 1 ; 1 ( 313) ;
Xp=—zx3=—=t a x1==(xX—3x3)=——1
2 743 7 =5 3 7
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| SoUCIN MATIC l
e | e

Pro libovolnou matici A = (a;;) typu m/n a libovolnou
matici B = (bj) typu n/q nad okruhem skaldri K definu-
jeme jejich soucin C = A - B = (c;;) jako matici typu m/q
s prvky

cik = Y _ aijbj, prolibovolné 1 <i <m,1 <k <gq.
j=1

Je tedy prvek cik] soucinu pravé skaldrnim soucinem i—tého
fadku matice nalevo a k—tého sloupce matice napravo. Napii-
klad mdme

2 1y (2 1 1\_(3 23
1 -1 -1 0 1) \3 1 0)°
2.5. Ctvercové matice. Je-li v matici stejny pocet fadki a

sloupcii, hovorime o ctvercové matici. Pocet fadkt a sloupct
pak nazyvame také dimenzi matice. Matici

1 ... 0
E=0p=]|: .
0 ... 1
se iika jednotkova matice. Takto definovanym ¢isliim §;; se fi-
kava Kroneckerovo delta. Na mnoZing ¢tvercovych matic nad
K dimenze n je soucin matic definovén pro kazdé dvé matice,

je tam tedy definovdna operace ndsobent, jejiZ vlastnosti jsou
velice podobné jako u skalari:

Tvrzenl Na mnoZiné vSech ctvercovych matic dimenze n
_ nad libovolnym okruhem skalarii K je defino-
vana operace ndsobeni s nasledujicimi vlast-
— nosti okruhii (viz [3):

(1) Platl asociativita ndasobeni (0O1).

(2) Jednotkova matice E = (8;;) je jednotkovym prvkem pro
ndsobeni dle (03).

(3) Plati distributivita scitani a ndsobeni (O4).

Obecné vSak neplati axiomy (02) ani (Ol). Ctvercové matice

pro n > 1 proto netvori obor integrity, zejména tedy nejsou

ani (nekomutativnim) télesem.

Dtxkaz. Asociativita ndsobeni — (O1): ProtoZe skalary jsou
asociativni, distributivni i komutativni, miZeme pro tii ma-
tice A = (a;;) typum/n, B = (by) typun/p aC = (cu)
typu p/q spocist

A-B= (Zaij.bjk), C = (ijk.ckl),
J k
(A-B)-C= (Z Zaz, ik Ckl) = (Zaij-bjk-ckl)»
J.k
A- (B . C) = (Za,l Zb]k Ckl ) = <Zal~j.bjk.ck1).
J.k

Pokud jesté nahradime ¢ = —7s, obdrZime vysledek v jednoduchém

tvaru

(x1, x2, x3) = (11s, s,

—7s) ,

s € R.

2.4. Naleznéte vSechna feSeni soustavy linedarnich rovnic

3)61 + 3)63 — SX4 = —8,
X1 — X2 + x3 — x4 = =2,
—2x1 — x» 4+ 4dx3 — 2x4 = 0,
2x1 4+ x» — x3 — x4 = 3.

ReSeni. Soustavé rovnic odpovida rozsifena matice

3 0 3 —-5|-8
1 -1 1 —-1]-=-2
-2 -1 4 =2]0
2 1 -1 —-1|-3
Zaménou poradi fadkil (rovnic) potom obdrZzime matici
1 -1 1 —=1]-=2
2 1 -1 —-1|-3
-2 -1 4 =210 ’
3 0 3 —-5|-8
kterou prevedeme na schodovity tvar:
1 -1 1 —=1]-=2 1 -1 1 —-1|-=-2
2 I -1 -1}-31 10 3 =31 1 N
-2 -1 4 =210 0 -3 6 —-4|-4
3 0 3 —-5|-8 0O 3 0 —-2|-2
1 -1 1 —-1|-=-2 1 -1 1 —-1|-=-2
0O 3 -3 1 1 N 0 3 -3 1 1
0 O 3 -3|-3 0 0 3 =33 ]
0 0 3 —3|-3 00 0 00 )

Soustava bude mit nekone¢né mnoho feSeni, nebot dostavdme tii rov-

nice pro Ctyfi neznamé, které maji praveé jedno feSeni pro kaZdou volbu

proménné x4 € R. Nezndmou x4 proto nahradime parametrem ¢ € R

a od maticového zapisu piejdeme zpét k rovnicim

X1 — Xy +  x3 — r = =2,
3x, — 3x3 + t = 1,
3x3 — 3t = -=3.

Z posledni rovnice madme x3 = t — 1. Dosazeni za x3 do druhé rovnice

potom dava

3x =3t+3+1=1,

Konec¢né podle prvni rovnice je

1
X1 — §(2t

— Dt —1—t=-2

L2
=@ -2,

1
G =5 Q-5

MnoZinu feSeni miZeme tudiZ zapsat (pro t = 3s) ve tvaru

2
-, 3s —1, 3s), SER}.
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Vsimnéme si, Ze jsme pfi vypoctu vychdzeli z toho, Ze je

jedno v jakém poradi uvedené soucty a souciny provadime,

tj. vyuzivali jsme podstatné nasich vlastnosti skalard.

Velmi snadno vidime, Ze ndsobeni jednotkovou matici

ma skute¢né vlastnost jednotkového prvku:

a]l te alm 0 1 . 0
A-E= =A
Aml  * Amm o0 ... 1

a stejné pro ndsobeni E zleva.

Zbyvé ukdzat distributivitu ndsobeni a s¢itani. Opét diky
distributivit¢ skaldr snadno spo¢teme pro matice A = (a;;)
typum/n, B = (bj) typun/p, C = (c;i) typun/p, D =
(di) typu p/q

A - (B + C) = (Zaij(bjk +Cjk))
J
= ((Zaijbjk) + (Z%‘j%k)) =A-B+A-C
J j
(B+0)-D= (Z(b/’k + Cjk)dkl)
K

= ((ijkdkl) + (chkdk,)) =B-D+C-D.

Jak jsme jiZ vid€li v 28, dvé matice dimenze 2 nemusi

komutovat: ((1) 8) | (8 (1)) - (8 <1))
606 0)-G 3)

Tim jsme ziskali zaroven protipiiklad na platnost (O2) i (OI).
Pro matice typu 1/1 ovSem oba axiomy samoziejmé plati,
protoZe je maji samy skaldry. Pro vét$i matice ziskdme pro-
tiptiklady snadno tak, Ze prav€ uvedené matice umistime do
levého horniho rohu pfislusnych ¢tvercovych schémat a do-
plnime nulami. (Ovéite si sami!) Il

V diikazu jsme vlastn€ pracovali s maticemi obecnéj$tho
typu, dokézali jsme tedy piislu$né vlastnosti obecnéji:

__J ASOCIATIVITA A DISTRIBUTIVITA NASOBEN{ MATIC

Disledek. Ndsobeni matic je asociativni a distributivni, tj.

A-(B-CO)=(A-B)-C
A-(B+C)=A-B+A-C,
kdykoliv jsou vSechny uvedené operace definovany. Jednot-

kova matice je neutrdlnim prvkem pro ndsobeni zleva i
zprava.

Nyni se vratme k rozSifené matici nasi soustavy a upravujme ji
ddle uZitim fadkovych transformaci tak, aby (pfi schodovitém tvaru)
prvni nenulové ¢islo kaZzdého fadku (tzv. pivor) bylo pravé ¢islo 1 a aby
vSechna ostatni ¢isla v jeho sloupci byla 0. Plati

1 -1 1 —-1|-2 1 -1 1 —-1|-2

03 =3 1|1 | [o 1 —11313]|._
0 0 3 -3|-3 00 1 -—1|-1
00 0 0]0 00 0 010

1 =10 0 | -1 100 —2/3|-5/3

0 1 0 —2/3-2/3|_ o010 —2/3|-2/3

0 0 1 -1 | -1 001 -1 | -1 |
0 0 0 O 0 000 O 0

pricemZ nejdfive jsme vyndsobili druhy a tfeti fadek ¢islem 1/3, pak
pricetli tfeti faddek ke druhému a jeho (—1)ndsobek k prvnimu a na
zavér pricetli druhy fadek k prvnimu. Z posledni matice snadno dosta-

vame vysledek

Xy —5/3 2/3
x| _ -2/3 np 2/3 . 1eR
X3 —1 1
X4 0 1

Volné proménné jsou totiz ty, jejichZ sloupce neobsahuji Zddného pi-
vota (v nasem piipadé neobsahuje pivota ¢tvrty sloupec, je tedy volna

¢tvrtd proménnd, tj. pouzivdme ji jako parametr). (]

2.5. Urcete feSeni systému rovnic

3)61 + 3)63 — SX4 = 8,
X1 — X2 + x3 — x4 = =2,
—2x1 — x» 4+ 4dx3 — 2x4 = 0,
2x1 4+ x» — x3 — x4 = 3.

ReSeni. Uvédomme si, Ze soustava rovnic v tomto piikladu se od sou-
stavy z pfedesSlého piikladu lisi pouze v hodnoté 8 (misto —8) na pravé
stran€ prvni rovnice. Provedeme-li totoZné fadkové tdpravy jako v mi-

nulém ptikladu, obdrZzime

3.0 3 -5[8 1 -1 1 —1]-2
1-1 1 —t|=2| [ 2 1t -1 -1]-3
-2 -1 4 2|0 2 -1 4 2|0
2 1 -1 —1|-3 3 0 3 -5|8
I -1 1 —1]-2 I -1 1 —1]-2
o3 =3 1|1 | _ o3 -3 1]1
0 0 3 -3/-3 00 3 -3/-3]
0 0 3 3|13

0 0 O O |16
kde posledni tipravou bylo odecteni tfetiho fadku od ¢tvrtého. Ze Ctvrté
rovnice 0 = 16 vyplyv4, Ze soustava nemd feSeni. Vyzdvihnéme, Ze
pri dpravé na schodovity tvar obdrZime rovnici 0 = a pro néjakéa # 0
(tj. nulovy fadek na levé strané a nenulové ¢islo za svislou ¢arou) praveé

tehdy, kdyZ soustava nemd feSend. ([
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2.6. Inverznl matice. Se skalary umime pocitat tak, Ze
zrovnosti a-x = b umime vyjadfitx =a~!-b,
__ kdykoliv inverze k a existuje. Podobné& bychom
to chtéli umét i s maticemi, mame ale problém,
jak poznat, zda takova existuje, a jak ji spocitat.
Rﬂ<ame 7e B je matice inverzni k matici A, kdyz

A-B=B-A=L.

PiSeme pak B = A~! a z definice je samoziejmé, Ze obé&
matice musi mit byt ctvercové se stejnou dimenzi n. Matici, k
niZ existuje matice inverzni, fikdme invertibilni matice nebo
také regularni ctvercova matice.

V nésledujicich odstavcich mimo jiné odvodime, Ze B je
inverzni k A, jakmile plati jedna z poZadovanych identit (tj.
druhd je pak disledkem).

Pokud A~! a B~! existuji, pak existuje i inverze k sou-
¢inuA-B
(2.1 (A-B'=B1. A"

Je totiZ, diky pravé dokdzané asociativité ndsobent,
B A (A-B=B"-(A"-A B=E
(A-B)-(B'-AhY=A-(B-B)-A"'=E

Protoze S matlceml umlme pocitat podobne Jako se ska-

vvvvvv

~~/ tence inverzni matice skute¢né hodne pomoci s
feSenim systémt linedrnich rovnic: JestliZze vy-
. jadfime soustavu n rovnic pro n nezndmych sou-
¢inem matic

an - din X b

am1 Amm Xm bm

a jestliZe existuje matice inverzni k matici A, pak lze ndsobit
zleva A~! a dostaneme

Al u=A"1""A . x=E -x=nx,

tj. A~ - u je hledané fesen.

Naopak rozepsanim podminky A-A~! = E pro nezndmé
skaldry v hledané matici A~! dostaneme n systémi linedr-
nich rovnic se stejnou matici na levé stran€ a riznymi vektory
napravo.

.....

rientovat v ptedchozi ivaze o systemech rovnic a jejich mati-
cich. Samozfejmé nds nalezeni inverzni matice stoji jisté dsili
— vetsi nez pfimé vyfeSeni rovnice. Podstatné vsak je, Ze po-
kud mdme mnohokrit za sebou feSit systémy se stejnou ma-
tici A ale riznymi pravymi stranami u, pak se nim nalezeni
A~! opravdu hodné& vyplati.

Dalsi priklady na systémy linedrnich rovnic naleznete na strané
3

B. Manipulace s maticemi

V této podkapitole budeme pracovat pouze s maticemi, abychom

si osvojili jejich vlastnosti.

2.6. Nasobeni matic. Provedte ndsobeni matic a zkontrolujte si vy-
= sledek. VSimnéte si, Ze proto, abychom mohli dvé
R atice nédsobit je nutnd a postacujici podminka, aby
meéla prvni matice stejné sloupcd, jako druhd radka.

Pocet fadkt vysledné matice je pak dan poctem fadkt prvni matice,

pocet sloupcti je roven poctu sloupcti druhé matice.
i) 1 2 I -1\ _ (51
YA -t 3) e 1 )T \s 4)
if) 1 -1 2\ (2 -1
Pl 1) \=13)70 7)

123}‘11_22_13_1271—5
1 -1 1) “\3 05 4)

3.2 1 0
1 3 1 1 7
iv) | -2 2 -1 3 1=17]
3.1 —4) \-3 18
1 -2 3
w13 =33 2 1= 7 18),
1 -1 —4
2
vi) (1 2 =2)-[1]=(-2).
3

Poznamka.Body i) a ii) v pfedchozim pfikladu ukazuji, Ze ndsobeni
¢tvercovych matic neni komutativni, v bodé¢ iii) vidime, dané obdélni-

kové matice miiZzeme mezi sebou ndsobit pouze v jednom ze dvou moz-

nych poradi. V bodech iv) a v) si pak v§imnéme, 7e (A-B)T = BT -AT.
2.7. Vypocitejte A> a A3, je-li
2 -1 1
A=1]-1 2 1
0 O 1
2.8. Nechf je
4 0 =5 72 0
A=12 7 15|, B=1]|0 O 3
2 7 13 0 —19 13

Lze matici A prevést na matici B pomoci elementarnich fadkovych

transformaci (pak fikdme, Ze jsou radkove ekvivalentni)?
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Z hlediska feSeni systémd rovnic A - x = u je jistt¢  ReSeni. Ob& matice jsou zfejm& fadkové ekvivalentni s trojrozmér-
pfirozené povazovat za ekvivalentni matice A oy jednotkovou matici. Snadno se vidi, ze fddkové ekvivalence na
a vektory u, které zaddvaji systémy rovnic se
stejnym feSenim. Zkusme se ted’ zamyslet nad
R mozZnostmi, jak zjednodufovat matici A tak, @ Bjsou tudiz fadkoveé ekvivalentni. g
abychom se k feseni blizili.

Za¢neme jednoduchymi manipulacemi s fadky rovnic,
které feSeni ovliviiovat nebudou, a stejnym zptisobem pak  schodovitém tvaru, kde

mnoZiné vSech matic danych rozméri je relaci ekvivalence. Matice A

2.9. Naleznéte néjakou matici B, pro kterou je matice C = B - A ve

muizZeme upravovat i vektor napravo. KdyZ se ndm u ctver- 3 -1 3 2
cové matice podafi vlevo dostat systém s jednotkovou matici, 5 -3 2 3
bude napravo feSeni piivodniho systému. Pokud pfi nasem A= 1 =3 =5 0
postupu néjaké radky tplné vypadnou (pfi tpravach se vynu- 7 -5 1 4
luji), bude to také davat dalsi pfimé informace o feSeni. NaSe
jednoduché tipravy jsou: ReSeni. Budeme-li matici A postupné nésobit zleva elementarnimi
ELEMENTARN{ RADKOVE TRANSFORMACE I____ maticemi (uvazte, jakym faddkovym Gpravam toto ndsobeni matic od-
e zdména dvou adk, povida)
e vyndsobeni vybraného fddku nenulovym skaldrem, 001 0 1 00 0
e pric¢teni fadku k jinému fadku. 010 0 -5 1 0 0
Témto operacim fkdme elementdrni Fadkové transformace. Er=1, 00 0} E>= 0O o1 0}
Je zjevné, Ze odpovidajici operace na Grovni rovnic v systému 0 0 01 0 0 0 1
skute¢né nemohou zménit mnoZinu vSech jeho feSeni, pokud
je néas okruh oborem integrity. | 1000 1000
0 1 0O 0 1 0O
- E3 = s E4 = s
Analogicky, elementdrni sloupcové transformace matic =3 0 1.0 0 010
isou 0 00 1) ~7.0 0 1
e zdmeéna dvou sloupct, 1 0 0O 1 0 0O
e vyndsobeni vybraného sloupce nenulovym skaldrem, Es = 0 1/3 0 0 Eo = 0 I 00
e pricteni sloupce k jinému sloupci, 0o o 1 0} 0 -2 1 0)°
ty vSak nezachovavaji feSeni prisluSnych rovnic, protoZe 0 0 0 1) 0 01
mezi sebou michaji samotné proménné. 1 0 0 O 1 0 00
Systematicky mutzZeme pouZit elementarni fadkové 0O 1 00 0 1/4 0 0
©7 . upravy k postupné eliminaci proménnych. Er=1o o 1 0ol B=1l0o 0o 1 ol
44 Postup je algoritmicky a vétSinou se mu fika 0 —4 0 1 O 0 0 1
A =L Gaussova eliminace proménnych. obdr¥ime
____l GAUSSOVA ELIMINACE PROMENNYCH L——I 0 0 1 0
Tvrzeni. Nenulovou matici nad libovolnym okruhem skaldrii B = EsE7E¢EsELE;ELE| = (1) i/zl/% _15 //31 2 8 ,
K Ize konecné mnoha elementdrnimi radkovymi transforma- 0 —4/3 —1/3 1
cemi prevést na tzv. (fadkové) schodovity tvar:
o Je-li ajx = 0 provSechnak =1,..., j, potom a;j = 0 I -3 -5 0
pro vSechna k > i, C = 0 1 9/4 1/4
o je-li ag_yyj prvni nenulovy prvek na (i — 1)-nim radku, 0 0 0 0
pak a;; = 0. 0 0 0 0
I 0

DOkaz. Matice v fddkové schodovitém tvaru vypada  2.10. Komplexni disla jako matice. UvaZzme mnoZinu matic

takto 0 0 Z) ,a,b e R}. Vsimnéte si, Ze C je uzaviend na
ayj oo e el Alm

0 ... 0 (1)] oam ... a;m a nasobeni matic a ddle ukazte, Ze pfifazeni f : C — C,

: > a + bi spliiuje f(M + N) = f(M) + f(N) i

o ... ... ... ... 0 @ ... f(M-N)= f(M)- f(N) (nalevych stranic rovnosti se jednd o s¢i-

tdni a ndsobeni matic, na pravych o s¢itdni a ndsobeni komplexnich
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a matice miiZe, ale nemusi, koncit né¢kolika nulovymi radky.
K prevodu libovolné matice mizZeme pouZit jednoduchy al-
goritmus, kterym se postupné, fddek za fadkem, bliZzime k
vyslednému schodovitému tvaru:

ALGORITMUS GAUSSOVY ELIMINACE L__

l (1) Ptipadnou zaménou fadkd docilime, Ze v prvnim fadku

bude v prvnim nenulovém sloupci nenulovy prvek, necht
je to j-ty sloupec.

(2) Proi = 2, ..., vyndsobenim prvniho fddku prvkem a;;,
i-t€ho fadku prvkem a; ; a odeCtenim vynulujeme prvek
a;j na i-tém fadku.

(3) Opakovanou aplikaci bodl (1) a (2), vzdy pro dosud
neupraveny zbytek fadkd a sloupcd v ziskané matici
dospéjeme po kone¢ném poctu krokd k poZadovanému
tvaru.

Tim je tvrzeni dokdzano g

Uvedeny postup je skutecné pravé obvykld eliminace
proménnych v systémech linedrnich rovnic.

Zcela analogickym postupem definujeme sloupcové
schodovity tvar matic a zdménou fadkovych na sloupcové
transformace obdrZzime algoritmus prevddéjici matici na
takovy tvar.

Poznamka. Gaussovu eliminaci jsme zformulovali pro
f obecné skaldry z néjakého okruhu. Zdd se byt
’ prirozené, Ze ve schodovitém tvaru jeSté vyndso-
A2 benim vhodnymi skaldry dosdhneme jednotkovych
U1 koeficientd na vysledné nenulové ,.diagondle” nad
nulami v matici a dopocitdme feSeni. To ale pro obecné
skaldry neptijde, pfedstavte si tieba celd Cisla Z.

Pro feSeni systémi rovnic nemd ale viibec uvedeny po-
stup rozumny smysl, kdyZ jsou mezi skaldry délitelé nuly.
Promyslete si peclivé rozdil mezi K = Z, K = R a piipadné
Z> nebo Zy.

2.8. Matice elementarnich transformaci. V dal$im
budeme uZ pracovat jen s polem skaldrt K, kazdy nenulovy
skalar tedy md inverzni prvek.

Vsimnéme si, Ze elementdrni fddkové (resp. sloupcové)
transformace odpovidaji vyndsobenim zleva (resp. zprava)
ndsledujicimi maticemi:

(1) Prehozeni i-tého a j-tého fadku (resp. sloupce)
1 0

0

¢isel). Na mnoZinu C spolu s ndsobenim a s¢itdnim matic Ize tedy
nahliZet jako na téleso C komplexnich Cisel. Zobrazeni f se pak

nazyva izomorfismem (téles). Je tedy napiiklad
35 8 =9\ (69 13
-5 3)°\9 8] \-13 69)°
coz odpovida tomu, Ze (3 + 5i) - (8 — 9i) = 69 — 13i.

2.11. Vyfeste maticové rovnice

Go)o=G ) = G3)-63)

ReSeni. Zjevné€ neznamé X a X, museji byt matice 2 x 2 (aby uvazo-

vané souciny matic existovaly a vysledkem byla matice 2 x 2). PoloZme

_f(a1 b _(ax b
a=(0 a) =29

a rozndsobme matice v prvni zadané rovnici. M4 platit

ay+3ci bi+3di\ _ (1 2
3a; +8c; 3b1+8d;)  \3 4)°
tj. ma byt
ap + 3C1 = 1,
by + 3d, = 2,
3a; + 8¢y = 3,
3b, + 8 = 4.

Sectenim (—3)ndsobku prvni rovnice se tfeti dostdvame ¢; = 0 a na-
sledn€ a; = 1. Podobné seCtenim (—3)nasobku druhé rovnice se Ctvr-

tou dostdvdme d; = 2 a poté b; = —4. Je tedy

1 —4
o= ( )

Hodnoty a5, b;, ¢», d» najdeme odliSnym zplGsobem. VyuZijeme

a b\ 1 d —b
c d) ~ ad—bc\—c a)’

ktery plati pro libovolna ¢islaa, b, ¢, d € R (Ize snadno odvodit; plyne

vztah

také piimo z 2), spoltéme

G =(32)

Vynédsobeni zadané rovnice touto matici zprava ddva
1 2 -8 3
w62 (35
-2 1
X2 = <—12 5) '

2.12. Reste maticovou rovnici

(3)-6 )

a tudiz
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(2) Vyndsobeni i-té€ho faddku (resp. sloupce) skaldrem a:
1

1

(3) Secteni i-tého fadku (resp. sloupce) s j-tym:
1 0
0

T

J
Toto prostinké pozorovédni je ve skutecnosti velice pod-
statné, protoZe soucin invertibilnich matic je in-
. Y, vertibilni (viz rovnost (1)) a vSechny elemen-
tarni transformace jsou nad polem skalart in-
el vertibilni (sama definice elementarnich trans-
formaci zajistuje, Ze inverzni transformace je stejného typu
a je také snadné urcit jeji matici).

Pro libovolnou matici A tedy dostaneme ndsobenim
vhodnou invertibiln{ matici P = Py --- P, zleva (postupné
ndsobeni k& maticemi zleva) jeji ekvivalentni fadkovy
schodovity tvar A’ = P - A.

JestliZze obecné aplikujeme tentyZ eliminacni postup na
sloupce, dostaneme z kazdé matice B jeji sloucovy schodo-
vity tvar B’ vyndsobenim zprava vhodnou invertibilni matici
QO = Q;---Qy. Pokud ale zaCneme s matici B = A’ v
fadkové schodovitém tvaru, eliminuje takovy postup pouze
vSechny dosud nenulové prvky mimo diagondlu matice a z4-
vérem lze jesté i tyto elementdrnimi operacemi zmeénit na
jednicky. Celkem jsme tedy ovérili dileZzity vysledek, ke kte-
rému se budeme mnohokrét vracet:

2.9. Véta. Pro kazdou matici A typu m /n nad polem skalarii
K existuji ctvercové invertibilni matice P dimenze m a Q
dimenze n takové, Ze matice P - A je v Fddkové schodovitém
tvaru a

1.0 0
0 10 0
P-A-0=1, 01 0 0
0 00 0 0

@

2.13. Vypocet inverzni matice. Spoctéte inverzni matice k maticim

4 3 2 1 01
A=1|5 6 3], B=|3 3 4
352 2 23
Poté urcete matici (A” - B) -
ReSeni. Inverzni matici nalezneme tak, Ze vedle sebe napiseme ma-
tici A a matici jednotkovou. Pomoci fadkovych transformaci pak pie-
vedeme matici A na jednotkovou. Timto matice jednotkova piejde na

matici A~!. Postupnymi dpravami dostdvame

4 3 211 00 1 -2 0|1 0 -1

56 3/]010]~]5 6 3/01 0 ~

352|001 35 2(0 0 1
1 =2 0|1 0 -1 1 =2 0] 1 0 -1
0 16 3|-5 1 5 ~10 5 1}]-21 1 ~
0O 11 2/-3 0 4 0 11 2/-3 0 4
1 -2 01 0 -1 1 003 —4 3
0o 5 1}1-2 1 1 ~1 00 1]-7 11 -9
o 1 o1 -2 2 0101 =2 2

1 003 —4 3
~1 0101 =2 2 ,

00 1}-7 11 -9
pfi¢emZ v prvnim kroku jsme odecetli od prvniho fadku tfeti, ve dru-
hém jsme (—5)ndsobek prvniho pficetli ke druhému a soucasné jeho
(—3)ndsobek ke tretimu, ve tfetim kroku jsme odecetli od druhého
radku tieti, ve ¢tvrtém jsme (—2)ndsobek druhého pricetli ke tretimu,
v patém kroku jsme (—5)ndsobek tfetiho fadku pficetli ke druhému
a jeho 2ndsobek k prvnimu, v poslednim kroku jsme pak zaménili

druhy a tieti fadek. Zdiiraznéme vysledek

3 —4 3
Al=1 -2 2
-7 11 -9

Upozornéme, Ze pti uréovani matice A~! jsme diky vhodnym ¥ad-
kovym dpravdm nemuseli pocitat se zlomky. PfestoZe bychom si mohli
obdobné pocinat pii uréovani matice B~', budeme radéji provadét vice

ndzorné (nabizejici se) fadkové tdpravy. Plati

10 1[1 00 1Lo1/1 00
334/010])~1031/-310]|~
2 23001 02 1]-201

1o 1|1 0 0 1 11 0 o

031—310~01%—1§ ~

2
00 1/3]0 -2/3 1 00 3]0 =21
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2.10. Algoritmus pro vypocet inverzni matice. V pred-
< chozich dvahach jsme se dostali prakticky k tpl-

nému algoritmu pro vypocet inverzni matice.
Béhem jednoduchého niZe uvedeného postupu
bud zjistime, Ze inverze neexistuje, nebo bude in-
verze spoctena. I naddle pracujeme nad polem skalart.

Ekvivalentni fadkové transformace se ¢tvercovou matici
A dimenze n vedou k matici P’ takové, Ze matice P’- A bude v
radkove schodovitém tvaru. Pritom miZe (ale nemusi) byt je-
den nebo vice poslednich fadki nulovych. Jestlize ma existo-
vat inverzni matice k A, pak existuje i inverzni matice k P’-A
Jestlize vSak je posledni fadek v P’ - A nulovy, bude nulovy i
posledni fddek v P’ - A - B pro jakoukoliv matici B dimenze
n. Existence takového nulového fadku ve vysledku (fadkové)
Gaussovy eliminace tedy vylucuje existenci A~

Predpoklddejme nyni, e A~' existuje. Podle pfedcho-
ziho, nalezneme fddkové schodovity tvar bez nulového fadku,
tzn. Ze v8echny diagondlni prvky v P’- A jsou nenulové. Pak
ovSem pokracovdnim eliminace pomoci fddkovych elemen-
tarnich transformaci od pravého dolniho rohu zpét a vynor-
movanim diagondlnich prvki na jednicky ziskdme jednotko-
vou matici E. Jinymi slovy, najdeme dal$i invertibilni ma-
tici P” takovou, ze pro P = P"” - P/ plati P - A = E. Vy-
ménou fddkovych a sloupcovych transformaci lze za pfedpo-
kladu existence A~! stejnym postupem najit Q takovou, Ze
A - Q= E. Odtud

0“‘%)

P=P.-E=P-(A-Q)=(P-A)-Q=0.

To ale znamend, Ze jsme nalezli hledanou inverzni matici
Al=pP= 0

k matici A. Zejména se tedy v okamziku nalezeni matice P
s vlastnosti P - A = E uZ nemusime s Zddnymi dalSimi vy-
pocty namahat, protoZe vime, Ze jiZ jisté jde o inverzni ma-
tici.

Prakticky tedy miZeme postupovat takto:

VYPOCET INVERZN{ MATICE L—

Vedle sebe napiSeme plivodni matici A a jednotkovou
matici E, matici A upravujeme fadkovymi elementdrnimi
tpravami nejprve na schodovity tvar, potom tzv. zpétnou eli-
minaci na diagondlni matici a v té ndsobime fddky inverz-
nimi prvky z K. TytéZ Gpravy postupné provadéné s E vedou
pravé k hledané matici A~'. Pokud tento algoritmus narazi
na vynulovani celého fadku v plivodni matici, znamen4 to, Ze
matice inverzni neexistuje.

2.11. Linearni zavislost a hodnost. V ptedchozich uva-
' hach a poctech s maticemi jsme stdle pracovali
//"/ff ./, se sCitdnim fadki nebo sloupcii coby vektori,
= spolu s jejich ndsobenim skaldry. Takové ope-
raci rﬂiame linedrni kombinace. V abstraktnim pojeti se k

S O =
S - O

t.

VyuZitim identity

(A7-B) =B (A1) =B (a7)]

a znalosti vySe vypocitanych inverznich matic 1ze obdrZet

(1 2 -3 3001 -7
B ' =(-1 1 -1]-|-4 2 11
0 -2 3 302 -9

(a7

—14 -9 42
=|-10 =5 27
17 10 —49

2.14. Vypocitejte inverzni matici k matici

1 0 =2
A=1]2 -2 1
5 =5 2

2.15. Naleznéte inverzni matici k matici

8 3 0 O
0
-1
0
0

SO O W
S oo
W —_= O O
whNo O OO

2.16. Zjistéte, zda existuje inverzni matice k matici
C =

Pokud ano, uréete tuto matici C~'.

2.17. Stanovte A~!, je-li

(a) A= 1. pfiCemZ i je imaginarn{ jednotka;

;)
1 -5 -3
b)yA=|-1 5 4
-1 6 2
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operacim s vektory vratime za chvili v 24, bude ale uZi-
teCné pochopit podstatu uzZ nyni. Linearni kombinaci radkd
(nebo sloupcil) matice A = (a;;) typu m/n rozumime vyraz

CilUj, +---+ CrlUi,
kde c¢; jsou skalary, u; = (aji,...,a;,) jsou fddky (nebo
uj = (ayj, ..., an;) jsou sloupce) matice A.

JestliZe existuje linedrni kombinace danych fadku s ale-
spoii jednim nenulovym skaldrnim koeficientem, jejimz vy-
sledkem je nulovy fadek, fikdme, Ze jsou tyto fadky linedrne
zavislé. V opacném pripade, tj. kdyZ jedinou moZnosti jak zis-
kat nulovy fddek je vynasobeni vyhradné nulovymi skalary,
jsou tyto fadky linedrné nezavislé.

Obdobné definujeme linedrné zavislé a nezdvislé
sloupce matice.

Predchozi vysledky o Gausové eliminaci miZeme ted
1 intepretovat tak, Ze pocet vyslednych nenulovych
»schodi® v fadkov€ nebo sloupcové schodovitém
A2 tvaru je vZdy roven poétu linearné nezavislych fadka
matice, resp. pocCtu linedrné nezavislych sloupct
matice. Oznaéme E; matici z véty Z9 s h jednickami na
diagondle a ptredpoklddejme, Ze dvéma rGznymi postupy
dostaneme riznd A’ < h. Pak ovSem podle naseho postupu
budou existovat také invertibilni matice P a Q takové, Ze

P-Ey-0Q=E,.

V soucinu E; - Q bude vice nulovych fadki ve spodni ¢asti
matice, neZ kolik ma byt jednicek v Ej a pritom se k nim
mame dostat uZ jen fadkovymi transformacemi. Zvysit pocet
linedrné nezavislych radkt ale pomoci elementarnich fddko-
vych transformaci nelze. Proto je pocet jedni¢ek v matici
P - A-Q ve vété 9 nezavisly na volbé naseho postupu elimi-
nace a je roven jak poctu linedrné nezavislych fadkt v A, tak
poctu linedrné nezavislych sloupcii v A. Tomuto ¢islu fikdme
hodnost matice a znatime je h(A). Zapamatujme si vysledné
tvrzeni:

Véta. Necht A je matice typu m /n nad polem skalariit K. Ma-
tice A ma stejny pocet h(A) lindrné nezavislych radkii a line-
arné nezavislych sloupcii. Zejména je hodnost vZidy nejvyse
rovna mensimu z rozméri matice A.

Algoristmus pro vypocet inverznich matic také tikd, Ze
¢tvercovd matice A dimenze m mad inverzi, pravé kdyz je jeji
hodnost rovna poctu fadkid m.

2.12. Matice jako zobrazeni. Zcela stejné, jak jsme s mati-
cemi pracovali v geometrii roviny, viz 29, miiZeme kazdou

¢tvercovou matici A interpretovat jako zobrazeni
A K'—-K' x— A-x

Diky distributivité ndsobeni matic je zfejmé, jak jsou zobra-
zovany linedrni kombinace vektord takovymi zobrazenimi:

A-(ax+by)y=a(A-x)+b(A-Y).

@
2.18. Napiste inverzni matici k n x n matici (n > 1)
2—n 1 e 1 1
1 2—n 1
A=
1 . 2—n 1
1 1 1 2—n
@

C. Permutace

Abychom mohli definovat stéZejni pojem kalkulu matic, totiz
determinant, je nutné se vénovat permutacim (bijekcim na konecné
mnoZiné€), zejména pak jejich parité.

Pro zédpis permutaci (tj. bijektivnich zobrazeni na dané konecné
mnoZin€) budeme pouZivat tzv. dvoutadkovy zdpis. (viz ZT4) V prv-
nim fadku uvedeme vSechny prvky uvazované mnoZziny, libovolny
sloupecek je pak tvofen dvojici vzor, obraz (v dané permutaci). Pro-

toZe permutace je bijekce, je druhy fddek vskutku permutaci (pofadim)

taddku prvniho, v souladu s ndzvoslovim pouZivanym v kombinatorice.

2.19. RozloZte permutaci
(1 2 3
=3 1 6

Na soucin transpozic.

NoleN
w
Ao
RV}

ReSeni. Nejprve rozloZime permutaci na souéin nezavislych cykli: za-
¢neme s prvnim prvkem (jednickou) a ve druhém fadku odecteme, na
jaky prvek se v dané permutaci zobrazuje. Je to trojka. Nynf se podi-
vame na sloupecek zacinajici trojkou a odecteme z néj, Ze se zobrazuje
na Sestku, atd. Pokracujeme tak dlouho, dokud se ndm né&jaky prvek
nezobrazi na poc¢atecni prvek (v tomto piipadé jednicku). Dostavime
ndsledujici posloupnost prvki, které se na sebe v dané permutaci zob-
razuji:

13— 69— 21 1.

Zobrazeni, které zobrazuje prvky vySe uvedenym zpisobem je tzv.
cyklus (viz Z18), ktery zapisujeme (1, 3, 6,9, 2).

Nyni vezmeme prvek, ktery neni obsaZeny v ziskaném cyklu a opa-
kujeme s nim postup jako z jednickou. Dostavame cyklus (4, 7, 5, 8).

Z postupu vyplyvd, Ze musi byt nezdvisly na prvnim. Kazdy prvek
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Piimo z definice je také vidét (diky asociativité nasobeni ma-
tic), Ze skladani zobrazeni odpovida ndsobeni matic v daném
poradi. Invertibilni matice tedy odpovidaji bijektivnim zobra-
zenim.

Z tohoto pohledu je velice zajimava véta Z9. Mtizeme ji
2 Cist tak, Ze hodnost matice uréuje, jak velky je
PP obraz celého K” v tomto zobrazeni. Skutedné,
=, je-li A = P - Ep - Q s matici E; s k jednic-
(22— kami jako v 9, pak invertibilni Q napied jen
bijektivné ,,zamichd* n—rozmérné vektory v K", matice Ej
pak ,,zkopiruje* prvnich k soufadnic a vynuluje n — k zbyva-
jicich. Tento ,k—rozmérny* obraz uz pak nisledné nasobeni
invertibilni P nemize zvétsit.

2.13. ReSeni systémii linearnich rovnic. K pojmim di-
- menze, linedrni nezdvislost apod. se vratime ve

: J tieti Casti této kapitoly. Jiz ted si ale miZeme
VR o P (. v
X N\ povsimnout, co pravé dovozené vysledky ifkaj

F

o feSeni systému linedrnich rovnic. Jestlize bu-
deme uvaZovat matici systému rovnic a pfiddme k ni jesté
sloupec pozadovanych hodnot, hovofime o rozsifené matici
systému. Postup, ktery jsme predvedli odpovidd postupné eli-
minaci proménnych v rovnicich a vySkrtdni linedrné zdvis-
Iych rovnic (ty jsou prosté disledkem ostatnich).

Dovodili jsme tedy kompletni informaci o velikosti
mnoZiny feSeni systému linedrnich rovnic v zdvislosti na
hodnosti matice systému. Pokud ndm pfi pfechodu na
fadkové schodovity tvar zistane v rozSifené matici vice
nenulovych fadkl neZ v matici systému, pak Zadné fesSeni
nemuzZe existovat (prost¢ se danym linedrnim zobrazenim
do poZadované hodnoty viibec netrefime). Pokud je hodnost
obou matic stejnd, pak ndm pii zpétném dopoctu feSeni
zlstane prave tolik volnych parametrt, kolik je rozdil mezi
poc¢tem proménnych n a hodnosti /1 (A).

2. Determinanty

V paté casti prvni kapitoly jsme vidéli (viz [X7), Ze
; pro ¢tvercové matice dimenze 2 nad redlnymi
Cisly existuje skaldrni funkce det, kterd matici
: —~ 7 prifadi nenulové Cislo, pravé kdyz existuje jeji
inverze. Netikali jsme to sice stejnymi slovy, ale snadno si to
ovéfite (viz odstavce pocinaje a vzorec (ICT18)). Determi-
nant byl uZite¢ny i jinak, viz odstavce 33 a T34, kde jsme
si volnou dvahou odvodili, Ze obsah rovnobéZnika by mél
byt linedrné zavisly na kazdém ze dvou vektort definujicich
rovnobéZnik a Ze je uZitecné zdroven poZadovat zménu zna-
ménka pii zméné poradi téchto vektort. ProtoZe tyto vlast-
nosti mél, aZ na pevny skaldrni ndsobek, jediné determinant,
odvodili jsme, Ze je obsah ddn pravé takto. Nyni uvidime, Ze

podobné 1ze postupovat v kazdé kone¢né dimenzi.
V této casti budeme pracovat s libovolnymi skaldary K
a maticemi nad témito skaldry. Nase vysledky o determi-
nantech tedy budou vesmés platit pro vSechny komutativni

okruhy, zejména tedy tfeba pro celoCislené matice.

z dané mnoziny ({1, 2, ..., 9}) se jiZ vyskytuje v nékterém z cykldg,

miZeme tedy psat:
c=1(1,3,6,9,2)0(4,7,5,8).
Pro cykly je rozklad na permutace jednoduchy. Je totiZ
(1,3,6,9,2) = (1, 3)o(3, 6)o(6,9)0(9, 2) = (1, 3)(3, 6)(6, 9)(9, 2).
Celkem dostdvame:
o =(1,3)(3,6)(6,9)(,2)4,7)(7,5)(5,8).
O

Poznamka. Upozornéme, Ze operace o je sklddani zobrazeni, je nutné
tedy zobrazeni ve sloZeni provadét ,,odzadu® tak, jak jsme u skldddni
zobrazeni zvykli. Aplikaci daného sloZeni transpozic kupiikladu na

prvek 2 miiZeme postupné zapsat:

[(1,3)(3,6)(6,9)(9, D]1(2) = [(1, 3)(3, 6)(6, D19, 2)(2)) =
[(1,3)(3,6)(6,9)109)
=[(1,3)(3,0)1(6) = (1,3)3) = L,

tedy vskutku zobrazuje dané zobrazeni prvek 2 na prvek 1 (je to totiz
pouze jinak zapsany cyklus (1, 3, 6, 9, 2). V zdpisu skladani permutaci
vSak znak ,,0“ ¢asto vypoustime a hovoiime o sou¢inu permutaci.

Pri zdpisu cyklu zapisujeme pouze prvky, na kterych cyklus (tj.
zobrazeni) netrividlné ptsobi (tj. zobrazuje je jinam, neZ na sebe
sama). Pevné body cyklu naopak v jeho notaci neuvadime. Je tu-
diZ nutné védét, na které mnoZin€ dany cyklus uvaZujeme (vétSinou
zfejmé z kontextu). Cyklus (4, 7, 5, 8) z ptedchoziho piikladu, ozna-
¢me tento cyklus jako c, je tedy zobrazeni (permutace), které by ve
dvojraddkovém zéapisu mélo tvar

1 234567289
1 237 865 49)

Pokud tedy m4 jiZ ptivodni permutace néjaké pevné body, tak se v
rozkladu na cykly neobjevuji.

Daéle si v§Simnéme, Ze zépis (1,2, 3) zadava stejny cyklus jako
(2,3,1)¢i (3,1, 2). Cyklus (1, 3, 2) je vSak jiZ jiné zobrazeni.

2.20. Urcete paritu nésledujicich permutaci:

(123456789) (1
= ‘[:2

316 7895 42

Reseni. Z predchoziho prikladu vime, e o = (1, 3)(3, 6)(6, 9)(9, 2)(4, 7)(7, 5)(5, 8).

Jeji parita je ddna paritou poctu transpozic v jejim rozkladu (ta je
narozdil od poctu transpozic v libovolném rozkladu dané permutace
stejnd). Transpozic je v rozkladu sedm, permutace je tudiZ lichd. Bez

znalosti rozkladu o na traspozice, bychom mohli spocitat pocet dvojic
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2.14. Definice determinantu. Pfipomeifime, Ze bijektivni
zobrazeni mnoZiny X na sebe se nazyva permutace mnoziny
X,viz[A Je-li X ={1,2,...,n}, lze permutace zapsat po-
moci vysledného poradi ve formé tabulky:

1 2 ... n
(0(1) o) ... a(n)) )

Prvek x € X se nazyvad samodruZznym bodem permutace
o, je-li o(x) x. Permutace o takovd, Ze existuji pravé
dva rizné prvky x,y € X s o(x) = y, zatimco vSechna
ostatni z € X jsou samodruZznd, se nazyva transpozice, zna-
¢ime ji (x, y). Samoziejmé pro takovou transpozici plati také
o (y) = x, odtud nézev.

V dimenzi 2 byl vzorec pro determinant jednoduchy —
R vezmeme vSechny mozné souciny dvou prvkda,
Z> ' po jednom z kazdého sloupce a fadku matice,
opatiime je znaménkem tak, aby pfi pfehozeni
2 dvou sloupcti doslo ke zméné celkového zna-
ménka, a vyrazy vSechny (tj. oba) seCteme:

A:(“ b), det A = ad — be.
c d

Obecné, uvazujme Ctvercové matice A = (a;;) dimenze
n nad K. Vzorec pro determinant matice A bude také poskla-
dany ze vSech moznych soucind prvki z jednotlivych fadki
a sloupcti:

] R
______l DEFINICE DETERMINANTU

Determinant matice A je skaldr det A = |A| definovany l
vztahem

lA] = Z sgn(0)aio(1) * A20(2) * * * Anotn)

o€,
kde X, je mnoZina v§ech moZnych permutacina {1, ...,n}a
znaménko sgn pro kazdou permutaci o jeSté musime popsat.
Kazdy z vyrazi
sgN(0)a1s(1) - A26(2) * * * Ano(n)

nazyvame clen determinantu |A|. |

V dimenzich 2 a 3 snadno uhddneme i spravna znaménka.
Soucin prvkl z diagondly mé byt s kladnym znaménkem a
chceme antisymetrii pfi pfehozeni dvou sloupcti nebo fadki.

____l DETERMINANTY V DIMENZI 2 A 3 L___-_l

Pro n = 2 je, jak jsme cekali

ayp an

= djidy — adpdayg.
an

azy

Podobné pron = 3

din diz di3 ai1ax0a33 — A13a22431 + A13a21432
dy; dpp Az =

—a11a3a3 + A12a23a31 — A12021033.
aszy dzp ass

Tomuto vzorci se k4 Saarusovo pravidlo.

(a,b) C {1,2,...,9} x {1,2,...,9}, které jsou v inverzi vici o
(viz II3: prochdzime postupné druhy fddek zdpisu permutace a pro
kazdé Cislo pficteme pocet Cisel, kterd jsou men$i neZ ono &islo a
kterd stoji v fddku za nim. Neni téZké si rozmyslet, Ze pocet inverzi
v dané permutaci je pravé pocet dvojic Cisel ,,vétsi pfed menSim* v
druhém fadku. Pro o pocitime (prochdzime druhy fadek): za trojkou

Ve w2z

Zadné mens{ Cislo, pficitdme 0, za Sestkou je pétka, ¢tyfka a dvojka,
tedy pri¢itdme 3, stejné tak za sedmicku, osmicku i devitku, za pétku
pfi¢itdme 2, za ctyfku 1 a dvojku nic. Celkem mdme 17 inverzi,
permutace je tedy vskutku licha.

Obdobné miZzeme rozloZit T bud na soucin transpozic (pomoci

rozkladu na nezdvislé cykly):
T=(1,2,4)3,6) = (1,2)(2,4(3, 6),

nebo zjistime pocet inverzi v t: 1 +2 + 3 4 0 4 1 = 7. Tak jako tak

zjistujeme, Ze T je rovnéZ lichd permutace.

D. Determinanty

Ovéite si nejprve na nésledujicim piikladu, Ze umite pocitat deter-

minanty matic 2 x 2 a 3 x 3 (pomoci Saarusova pravidla):

1 2 1 2 3
2.21. Urcete determinanty matic: , 1 -1 2
2 1
3 2 2
I 11
1 00
-2 0 1

2.22. Spocitejte determinant matice

_— 1 W
N — N W
— o

1
1
1
0

ReSeni. Za¢neme rozvijet podle prvniho sloupce, kde mame nejvice

(jednu) nul. Postupné dostdvame

56

a2y 222 35 6 35 6
1112:1-112—1-112—|—1222
01 2 1 1 21 1 21 1 21
Podle Saarg)vapravidla _2_9 + 6 =2,

(]
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2.15. Parita permutace. Jak tedy najit sprivna znaménka
. permutacf? Rikdme, 7e dvojice prvki a,b €

= {1, ..., n} tvofi inverzi v permutaci o, je-
li a < bao(a) > o(b). Permutace o se nazyva
sudd (resp. licha), obsahuje-li sudy (resp. lichy)

pocet inverzi.

Farita permutace o je (—1) a znacime
ji sgn(o). Tolik tedy definice znamének naSich Cclenti
determintu. Chceme ale védét, jak s paritou pocitat. Z
ndsledujiciho tvrzeni o permutacich uZ je jasné vidét, Ze
Saarusovo pravidlo skutec¢né pocitd determinant v dimenzi
3.

pocet inverz{

Véta. Na mnoZine X = {1,2,...,n} je pravé n! riiznych
permutact. Tyto Ize sefadit do posloupnosti tak, Ze kazdé dvé
po sobé jdouci se lisi prave jednou transpozici. Lze pFi tom
zacit libovolnou permutaci. KaZda transpozice méni paritu.

Dtkaz. Pro jednoprvkové a dvouprvkové X tvrzeni sa-
moziejmé plati. Budeme postupovat indukci pies dimenzi.

Ptfedpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro vSechny mnoZiny
sn — 1 prvky a uvaZzme permutaci 0 (1) = ay,...,0(n) =
a,. Podle induk¢niho pfedpokladu vSechny permutace, které
maji na poslednim misté a,, dostaneme z tohoto potadi po-
stupnym provadénim transpozic. Pfitom jich bude (n — 1)!.
V poslednim z nich prohodime o (1) = a, za néktery z prvkd,
ktery dosud nebyl na poslednim misté, a znovu uspordddme
vSechny permutace s timto vybranym prvkem na poslednim
misté do posloupnosti s poZadovanymi vlastnostmi. Po n—
ndsobné aplikaci tohoto postupu ziskdme n(n — 1) = n! za-
rucené rtiznych permutaci, tzn. vSechny, pravé predepsanym
zplsobem.

Vsimnéme si, Ze posledni véta dokazovaného tvrzeni se
nezda prilis dileZita pro jeho vyuZiti. Je vSak velice dileZitou
Casti postupu v nasem diikazu indukci pies pocet prvki v X.

Zbyva tvrzeni véty o paritdch. Uvazme poradi

(a1a~"7aivai+17"'aan),

ve kterém je r inverzi. Pak zjevné je v poradi

(alv--'aai—‘,—l’aiv"'van)

bud'r — 1 nebo r + 1 inverzi. Kazdou transpozici (a;, a;) lze
pritom ziskat postupnym provedenim (j —i)+ (j —i —1) =
2(j — i) — 1 transpozic sousednich prvki. Proto se provede-
nim libovolné transpozice parita permutace zméni. Navic jiz
vime, Ze vSechny permutace lze ziskat provadénim transpo-
zZic. U

Zjistili jsme, Ze provedeni libovolné transpozice zméni
paritu permutace a Ze kazdé potadi ¢isel {1, 2, ..., n} lze zis-
kat postupnymi transpozicemi sousednich prvka. Dokézali
jsme proto:

Disledek. Na kaZdé konecné mnoZiné X = {1,...,n}sn

prvky, n > 1, je prdavé %n! sudych a %n! lichych permutaci.

2.23. Naleznéte vSechny hodnoty argumentu a takové, Ze

a 1 1 1
Oall_1
01 a 1|
0 0 0 —a

Pro komplexni a uvedte bud’jeho algebraicky nebo goniometricky tvar.

Reseni. Spocitime determinant rozvinutim podle prvniho sloupce ma-

tice:

—_ Q=

1
1
a
0

S O OoOR

0

dale rozvijime podle posledniho fadku:

1 2,2
D_a ( a)l a _a(a_l).
Celkem dostdvdme nasledujici podminku pro a: a* — a®> + 1 = 0.
Substituci ¢ = a2, pak mame 2 —tr+1s kofeny t; = 1+;«/§ _

cos(m/3) + isin(mw/3), 11 = % = cos(/3) — isin(w/3)
cos(—m/3) + isin(—m/3), odkud snadno urc¢ime ¢tyfi mozné hod-
noty parametru a: a; = cos(mw/6) + isin(w/6) V3/2 +i/2,
ar = cos(77/6) + i sin(77/6) = —v/3/2 — i/2, a3 = cos(—n/6) +
i sin(—m/6) \/5/2 —i/2, a4 = cos(5m/6) + isin(57/6)
—V3/2+1i/2. O

2.24. Vandermondiv determinant. DokaZte vzorec pro tzv. Vander-

monduv determinant, tj. determinant Vandermondovy matice:

1 1 ... 1
a a ... a
V., = a2 a ... Cl2
n = 1 n (aj —a;),
: : : I<i<j<n
n—1 n—1
a; a ... a,

kdeal,...
aj —a;j, kde j > i.

, a, € R ana pravé stran¢ rovnosti je soucin vSech rozdilt

Reseni.
Ukéazeme opravdu nadherny diikaz indukci, nad nimZ srdce mate-

-z, /M8 matika zaplesd. Pron = 2 vztah trividlné plati. Nechf tedy plati
‘,, v,

pro determinant matice urcené &isly ay, ..., a; a dokdZeme,

N\
\

Ze plati i pro vypocet determinantu Vandermondovy matice
uréenou Cisly ay, .. ., ax+1. UvaZme determinant Vi jako polynom
P v proménné a;.,. Z definice determinantu vyplyva, Ze tento po-

Ilynom bude stupné k v této proménné a navic ¢isla ay,...,a; budou
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JestliZe sloZime dve permutace za sebou, znamend to pro-
vést napred vSechny transpozice tvofici prvni a pak druhou.
Proto pro libovolné permutace o, n : X — X plati

sgn(o o ) = sgn(o) - sgn()
a proto také
sgn(o_l) = sgn(o).

2.16. Rozklad permutace na cykly. Dobrym ndstrojem
pro praktickou préaci s permutacemi je jejich rozklad na tzv.

cykly.
—! CYKLY l

Permutace o na mnozin€ X = {1, ..., n} se nazyva cyk-
lus délky k, jestlize je mozné najit prvky ai,...,a; € X,
2 <k < n,takové, Zze o (q;) = aj41,i = 1,...,k —1, za-
timco o (a;) = a; aostatni prvky v X jsou pro o samodruzné.
Cykly délky dva jsou prave transpozice.

Kazda permutace je slozenim cykld. Cykly sudé délky
maji paritu —1, cykly liché délky majf paritu 1. |

Posledni tvrzeni musime jesté dokazat. Jestlize definu-
jeme pro danou permutaci o relaci R tak, Ze
(2, dva prvky x, y € X jsou v relaci pravé kdyz

0" (x) = y pro n¢jakou iteraci permutace o,
pak zjevné jde o relaci ekvivalence (ovérte si
podrobne') ProtoZe je X kone¢nd mnoZina, musi pro néjaké
£ byt o%(x) = x. Jestlize zvolime jednu tifdu ekvivalence
{x,0(x),...,0 " (x)} C X aostatni prvky definujeme jako
samodruzné, dostdvame cyklus. Evidentné je pak celd pi-
vodni permutace X sloZenim vSech téchto cykld pro jednot-
livé tiidy nasi ekvivalence a je jedno v jakém poradi cykly
skldaddme.

Pro urcenf parity si nyni staci pov§imnout, Ze cykly sudé
délky lze napsat jako lichy pocet transpozic, proto maji paritu
—1. Obdobné cyklus liché délky dostaneme ze sudého poctu
transpozic a proto maji paritu 1.

Jednoduché vlastnosti determinantu. Poznani vlast-
nosti permutaci a jejich parit z predchozich od-
7 stavell ndm ted umozni rychle odvodit zakladni
vlastnosti determinantd.

Pro kazdou matici A = (a;;) typu m/n nad
skalary z K definujeme matici transponovanou k A. Jde o
matici AT = (a; ;) s prvky a; ; = aji, kterd je typu n/m.

2.17.

Ctvercova matlce As vlastnosti A = AT se nazyvi sy-
metrickd. Jestlize plati A = —AT, pak se A nazyvd antisy-
metrickd.

___J JEDNODUCHE VLASTNOSTI DETERMINANTU L——-—,
Véta. Pro kaZdou ctvercovou matici A = (a;;) plati ndsledu-
Jicic tvrzeni:

T
(1) A7 = |A]

(2) Je-li jeden tadek v A tvoren nulovymi prvky z K, pak
Al = 0.

jeho koteny: nahradime-li totiz ve Vandermondové matici Vi po-
sledni sloupec tvofeny mocninami ¢isla ag4; libovolnym z predcho-
zich sloupcil tvofenym mocninami ¢isla a;, tak hodnota tohoto poz-
ménéného determinantu je vlastné hodnotou Vandermondova determi-
nantu (jakoZto polynomu v proménné a; 1) v bodé g;. Tato je ovsem
nulovd, nebof determinant z matice se dvéma shodnymi, tedy linearné
zavislymi, sloupci je nulovy. To znamen4, Ze a; je kofenem P. Nalezli
jsme tedy k kofend polynomu stupné &, tudiZ vSechny jeho kofeny a P
(ary1 — a), kde C

je néjaka konstanta, resp. vedouci koeficient polynomu P. UvadZime-

musi byt tvaru P = C(ags+1 — a1) (k1 — a2) - -

li v§ak vypocet determinantu V;; pomoci rozvoje podle posledniho
sloupce, tak vidime, Ze C = V}, coz uz dokazuje vzorec pro V.. U

Jiné feSeni. (viz Navody a feseni cviceni)

2.25. Zjistéte, zda je matice

32 -1 2
4 1 2 -4
-2 2 4 1
2 3 -4 8

invertibilni.

ReSeni. Matice je invertibilni (existuje k ni inverzni matice) pravé
tehdy, kdyzZ ji 1ze pomoci fddkovych transformaci prevést na jednot-
kovou matici. To je ekvivalentni napf. s tim, Ze ma nenulovy determi-
nant. Ten spocitdime pomoci Laplaceovy véty (I32) napiiklad rozvo-

jem podle prvniho faddku:

3 2 -1 2
4 1 2 -4
-2 2 4 1
2 3 —4 8
1 2 -4 4 2 -4 4 1 —4
= 3.2 4 1|-2-]-2 4 1|+CD-|-2 2 1
3 -4 8 2 —4 8 2 3
4 1 2
-2.1-2 2 4
2 3 —4
= 3-90—-2-180+(—1)-110 -2 - (—100) = 0,
tedy dand matice neni invertibilni. O

E. Soustavy lineirnich rovnic podruhé

Se soustavami linedrnich rovnic jsme se jiZ setkali na zac¢4tku kapi-
toly. Nyni se budeme vénovat této problematice podrobnéji. Zkusme
nejprve vyuzit vypoctu inverzni matice k feSeni systému linedrnich

soustav rovnic.
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(3) Jestlize matice B vznikla 7 A vyménou dvou vadkii, pak
|A] = —I|BI.

(4) Jestlize matice B vznikla z A vyndsobenim radku skald-
rema € K, pak |B] = a |A]|.

(5) Jsou-li prvky k-tého Fadku v A tvaru ayj = cy; + byj a
vSechny ostatni Fadky v maticich A, B = (b;;), C = (c;j)
Jsou stejné, pak |A| = |B| + |C).

(6) Determinant |A| se nezméni, pricteme-li k libovolnému
radku A linedarni kombinaci ostatnich radki.

Dokaz. (1) Cleny determinantd |A| a |AT| jsou
bijektivni korespondenci. Clenu
sgn(0)aio(1) - 20(2) * * * Ano(ny Pritom v
AT odpovidd ¢len (na potadi skaldrii v
soucinu totiz nezalezi)

SgH(U)Cla(l)] cAg(2)2 "

= sgn(0)ao-1(1) * Aap-1(2) * *

*Ao(n)yn =

“Apo=1(n) >

pricemz musime ovéfit, Ze je tento ¢len opatien spravnym
znaménkem. Parita o a 0! je ale stejnd, jde tedy opravdu o
¢len v determinantu |A”| a prvni tvrzeni je dokdzano.

(2) Plyne ptimo z definice determinantu, protoZe vSechny
jeho ¢leny obsahuji z kazdého fddku prave jeden ¢len. Je-li je-
den z fadkd nulovy, budou tedy vSechny ¢leny determinantu
nulové.

(3) Ve vSech Clenech | B| dojde ve srovndni s determinan-
tem |A| u permutaci k pfiddni jedné transpozice, znaménko
vSech Clend determinantu tedy bude opacné.

(4) Vyplyvéa pfimo z definice, protoZe Cleny determi-
nantu | B| jsou ¢leny |A| vyndsobené skaldrem a.

(5) V kazdém clenu |A| je pravé jeden soucinitel z k-
tého fadku matice A. ProtoZe plati distributivni zdkon pro
nasobeni a sc¢itdni v K, vyplyva tvrzeni pfimo z defini¢niho
vztahu pro determinanty.

(6) Jsou-li v A dva stejné fadky, jsou mezi ¢leny deter-
minantu vZdy dva s¢itance stejné aZ na znaménko. Proto je
v takovém piipadé |A| = 0. Je tedy podle tvrzeni (5) moZné
pricist k vybranému fadku libovolny jiny fadek, aniZ by se
zménila hodnota determinantu. Vzhledem k tvrzeni (4) lze

Vews

ale pricist i skalarni ndsobek libovolného jiného fadku. [

2.18. Vypocetnl disledky. Podle pfedchozi véty umime

Y . prevést elementdrnimi fadkovymi trans-
E7 .. formacemi kaZdou Ctvercovou matici A
~~ na faddkové schodovity tvar, aniZ bychom
, zménili hodnotu jejtho determinantu. Jen
musime dédvat pozor, abychom vZdy k upravovanému fadku

NP Ts

pouze pricitali linearni kombinace fadkd ostatnich.

2.26. Utastnici zajezdu. Dvoudenniho autobusového zdjezdu se zii-
Castnilo 45 osob. Prvni den se platilo vstupné na rozhlednu 30 K¢ za
dospélého, 16 K¢ za dité a 24 K¢ za seniora, celkem 1 116 K¢&. Druhy
den se platilo vstupné do botanické zahrady 40 K¢ za dospélého, 24 K¢
za dité a 34 K¢ za seniora, celkem 1 542 K¢. Kolik bylo mezi vyletniky
dospélych, déti a senior?
ReSeni. Zavedme proménné

x uddvajici ,,pocet dospélych*;

y udévajici ,,pocet déti;

z udavajici ,,pocet seniorti.
Zijezdu se zucastnilo 45 osob, a proto

x + y + z = 45

Celkové vstupné na rozhlednu a do botanické zahrady pfi zavedeni
nasSich proménnych a pfi zachovani poradi ¢ini 30x+16y+24z a 40x+
24y + 34z. My je ovSem zndme (1 116 K¢ a 1 542 K¢&). Mame tak

30x + 16y + 24z = 1116,
40x + 24y + 34z = 1542

Soustavu ti{ linedrnich rovnic zapiSeme maticové jako

11 1 X 45
30 16 24| -[y|=[1116
40 24 34 z 1542
Resenim je
X L1165 —4 45 | (132 22
yl==-[3 3 -3 16| == 72 1=112].
;] 0\_a0 —s 7 1542]  ©\ 66 11
nebof
11 1\ 16 5 —4
30 16 24| =-|30 3 -3
40 24 34 40 -8 7

Slovné vyjadieno, zdjezdu se zicastnilo 22 dospélych, 12 déti, 11 se-

niord. O
2.27. Za pomoci vypoctu inverzni matice urcete feSeni soustavy
Xt 4+ x2 + x3 + x4 = 2,
x|+ X2 — X3 — x4 =3,
X1 —XQ+X3—X4=3,
5

X1 — X2 — X3 + X4 =

@

Co kdyZ vSak matice soustavy neni invertibilni? Potom nemtiZeme
k jejimu feSeni inverzni matice vyuZit. Takova soustava pak ma jiny

pocet neZ jedno feSeni. Jak moznd Ctendr jiz vi, tak systém linedrnich
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_—-—l VYPOCET DETERMINANTU ELIMINACT

Je-li matice A v fddkovém schodovitém tvaru, pak v ka-
7dém clenu |A| je alespoil jeden soucinitel prvkem pod di-
agondlou s vyjimkou piipadu, kdy jsou vSechny jen na dia-
gondle. Pak je ale jedinym nenulovym ¢lenem determinantu
ten, ktery odpovidd identické permutaci. Vidime tedy, Ze de-
terminant takové matice ve schodovitém tvaru je

Al =aj -ax - an.

Predchozi véta tedy poskytuje velice efektivni metodu vy-
poctu determinantd pomoci Gaussovy elimina¢ni metody,
viz odstavec 7.

rovnic bud'nemd feseni, nebo ma jedno feSeni, nebo jich ma nekone¢né

mnoho (napfiklad nemtiZze mit praveé dvé feseni). Prostor feseni je bud

vektorovy prostor (v piipadé, Ze prava strana vSech rovnic v systému

je nulovd, hovofime o homogennim systému linedrnich rovnic) nebo

afinni prostor, viz B, (v piipadé, ze prava strana alespoii jedné z rov-

nic je nenulova, hovoifime o nehomogennim systému linedrnich rovnic).

Ukazme si tedy rizné moZzné typy feSeni soustavy linedrnich rovnic na
prikladech.

2.28. Pro jaké hodnoty parametrti a, b € R ma linedrni systém

Vsimnéme si také hezkého ddsledku prvniho tvrzeni

predchozi véty o rovnosti determinantti matice
<, a matice transponované. Zarucuje totiz, Ze kdy-
=/ koliv se ndm podaii dokdzat n&jaké tvrzeni o
=z> - determinantech formulované s vyuZzitim radka
prlslusne matice, pak analogické tvrzeni plati i pro sloupce.
Napf. tedy mtizeme okamZit€é vSechna tvrzeni (2)—(6) této
véty preformulovat i pro pficitan{ linedrnich kombinaci ostat-
nich sloupcti k vybranému. To mtiZeme hned pouZit pro odvo-
zeni nésledujiciho vzorce pro piimy vypocet feSeni systémil
linedrnich rovnic:

X1 —

ax, — 2x3 = b,

i + (I-ax = b-3,
x1 + —a)yx, + ax3 = 2b—1

(a) pravé 1 resent;

(b) Zadné fesent,

(c) alesponi 2 feSeni?

N1

ReSeni. Soustavu ,,tradi¢né* prepiSeme do rozsifené matice a upra-

vime

CRAMMEROVO PRAVIDLO

Uvazme systém n lindrnich rovnic pro n promén-
nych s matici sytému A = (a;;) a sloupcem hodnot
(b1, ...,by), tj. v maticovém zdpisu feSime rovnici

A - x = b. JestliZe existuje inverze A~!, pak jsou jednotlivé
komponenty jediného feseni x = (x, ..., x,,) ddny vztahem

= A1,

kde matice A; vznikne z matice systému A vyménou i-tého
sloupce za sloupec hodnot b.

—a =2
l1—a O
l—a a

b 1 —a -2 b
b-3 ~1 0 1 2 -3
2b -1 0 I a+2|b-1

0 0 a |b+2

Dodejme, Ze v prvnim kroku jsme prvni fadek odecetli od druhého

a od tietiho a ve druhém kroku pak druhy od tfetiho. Vidime, Ze sou-

stava bude mit pravé€ jedno feSeni (které lze urcit zpétnou eliminaci)

tehdy a jenom tehdy, kdyZ a # 0. Pro a = 0 totiZ ve tfetim sloupci

2 w2z

neni prvni nenulové &islo néjakého fadku. Je-lia = 0ab = —2, dosta-

| vame nulovy fadek, kdy volba x3 € R jako parametru ddvéd nekone¢né

Skutecné, jak jsme vidéli, inverze k matici systému exis-
tuje prave tehdy, kdyZ mad systém jediné feseni. Jestlize tedy
takové feSeni x mdme, miZeme za sloupec b dosadit do ma-
tice A; pfisluSnou kombinaci sloupcti matice A, tj. hodnoty
b; = a;1x1+- - -+a;, x,. Pak ale odeCtenim x;—nasobkl vSech
ostatnich sloupcii zlistane v i—tém sloupci pouze x;—ndsobek
piivodniho sloupce z A. Cislo x; tedy miiZzeme vytknout pred
determinant a ziskdme rovnost |4;||A| 7! = x;|A||A|7 = x;,
coZ je poZadované tvrzeni.

Dile si v§Simnéme, Ze vlastnosti (3)—(5) z pfedchozi véty
fikaji, Ze determinant jakoZto zobrazeni, které n vektorim
dimenze n (fddktm nebo sloupciim matice) pfifadi skaldr, je
antisymetrické zobrazeni linedrni v kaZdém svém argumentu,
presné jako jsme podle analogie z dimenze 2 poZadovali.

® mnoho riznych feseni. Proa = 0ab # —2 posledni rovnice a = b+2

nemuze byt splnéna — soustava nema4 feseni.

Poznamenejme, Ze pro a = 0, b = —2 jsou feSenimi

(x1, X2, x3) = (=2+42t, =3-2t, ), teR

apro a # 0 je jedinym feSenim trojice

(

a

’ 9

a a

—3a’—ab—4a+2b+4 2b+3a+4 b+2)

2.29. Zjistéte pocet feSeni soustav

(a)

12X1
X1
X1

+ V5x 4+ 1lx3 = -9,
— 5)C3 = —9,
+ 2x3 = _77
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2.19. Dalsi vlastnosti determinantu. Casem uvidime, Ze
skute¢né stejn€ jako v dimenzi dva je determi-
nant matice roven orientovanému objemu rov-
nobéZnosténu uréeného jejimi sloupci. Uvidime
také, Ze kdyZ uvdZime zobrazeni x — A - x
zadané Ctvercovou matici A na R”, pak midZeme determi-
nant této matice videt jako vyjadfeni poméru mezi objemem
rovnobéznosténti danych vektory xi, ...x, a jejich obrazy
A-xq,...,A-x,. Protoze skladani zobrazeni x — A - x —
B - (A - x) odpovida ndsobeni matic, je snad docela pochopi-
telna tzv. Cauchyova véta:

! CAUCHYOVA VETA L___§

Véta. Necht A = (a;;), B = (b;j) jsou ctvercové matice
dimenze n nad okruhem skaldari K. Pak |A - B| = |A| - | B|.

Vsimnéme si, Ze z Cauchyovy véty a z reprezentace ele-
mentdrnich fdkovych transformaci pomoci ndsobeni vhod-
nymi maticemi (viz IZ8), okamZité vyplyvaji tvrzeni (2), (3)
a (6) z Véty 1.

My ted tuto vétu odvodime ryze algebraicky uZz proto, Ze
&\ predchozi odvoldvka na geometricky argument
(oo, t€Zko mizZe fungovat pro libovolné skaldry. Z4-
@//// kladnim ndstrojem je tzv. rozvoj determinantu
\ 777/ podle jednoho nebo vice fadki & sloupci. Bu-
deme proto potiebovat néco malo technické piipravy. Cte-
néf, ktery by snad tolik abstrakce nestrdvil mtliZe tyto pasdZze
preskocit a vstfebat pouze znéni Laplaceovy véty a jejich
dasledka.

2.20. Minory matice. Pfi ivahich o maticich a jejich vlast-
nostech budeme ¢asto pracovat jen s jejich
¢astmi. Budeme si proto muset zavést né-
kolik pojmd.

I SUBMATICE A MINORY I
-y

Nechf A = (a;;) je maticetypum/nal <ij < ... <
ir <m,1 < j; <...< j; <njsoupevné zvolend pfirozena
¢isla. Pak matici
aiy je

Qi ji Qi

M =

iejr Digj2 Qi je

typu k/€ nazyvdme submatici matice A urCenou fadky
if,...,i; asloupci ji, ..., je. Zbyvajicimi (m — k) fadky a
(n — I) sloupci je ur€ena matice M* typu (m — k)/(n — £),
kterd se nazyva dopliikova submatice k M v A. Ptik = ¢
je definovan |M)|, ktery nazyvame subdeterminant nebo
minor Yadu k matice A. Je-lim = n, pak pii k = £ je i
M* Ctvercova a |M*| se nazyva doplnék minoru |M|, nebo
doplrikovy minor k submatici M v matici A. Skalar

(— 1)irtFiktitti | |

se nazyva algebraicky doplnék k minoru | M|.

(b)
4x1 + 2)62 — 12X3 = 0,
5x1 + 2)62 - X3 = 0,
=2x1 — x3 + 6x3 = 4

©
dx; + 2x, — 12x3 = 0,
5x1 4+ 2xp — x3 = 1,
—2)(1 — Xy + 6X3 = 0.

Reseni. Vektory (1, 0, —5), (1, 0, 2) jsou ocividné linearné nezavislé
(jeden neni nasobkem druhého) a vektor (12, +/5, 11) nemizZe byt je-
jich linearni kombinac{ (jeho druhd sloZka je nenulova), a proto matice,
jejimiz fadky jsou tyto tfi linedrn€ nezavislé vektory, je invertibilni.
Soustava ve varianté (a) ma tedy prave jedno feseni.

U soustav ve variantdch (b), (c) si sta¢i povSimnout, Ze je
4,2, —-12) = —-2(-2, —1,6).

V pripadé (b) tak seéteni prvni rovnice s dvojndsobkem tiet{ divd 0 =
8 — soustava nemd feseni; v pfipad¢ (c) je tfeti rovnice ndsobkem prvn{
— soustava ma zfejmée nekone¢né mnoho fesen. U
2.30. Najdéte (libovolny) linearni systém, jehoZ mnoZina feseni je
pravé

{(t + 1, 2¢t, 3¢, 41); t € R}.
ReSeni. Takovym systémem je napf.
4X3 — 3)64 =0.

2X1—X2=2, 2)62—)64:0,

Témto rovnicim totiZ uvedené feSeni vyhovuje pro kazdé r € R a vek-

tory
(2, _17 09 0)7 (07 2’ Oa _1)’ (07 07 4s _3)
zaddvajici levé strany rovnic jsou ziejmé linedrné nezavislé (mnoZina
reSeni obsahuje jeden parametr). ([
2.31. Stanovte hodnost matice
1 -3 0 1
1 -2 2 —4
A=l1 —10 1
-2 -1 1 =2
Poté stanovte pocet feSeni systému linedrnich rovnic
X1 + x4+ x3 — 2x4 = 4,
—3X1 — 2)62 - X3 — X4 = 5,
+ 2x; + x4 = 1,
X1 — 4x 4+ x3 — 2x4 = 3
a také vSechna feSeni systému
X1 + x2 4+ x3 — 2x4 = 0,
—3x; — 2% — x3 — x4 = 0,
+ 2x + x3 = 0,
xp — 4x, + x3 — 2x4 = 0
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Submatice tvotfené prvnimi k fadky a sloupci se nazy-
vaji vedouci hlavni submatice, jejich determinanty vedouct
hlavni minory matice A. Zvolime-li k po sobé€ jdoucich radki
a sloupct, poc¢inaje i—tym fadkem, hovorfime o hlavnich sub-
maticich, resp. hlavnich minorech.

Pti specidlni volbé k = £ = 1, m = n fikdme prislu-
$nému doplitkovému minoru algebraicky doplnék A;; prvku
a;; matice A.

2.21. Laplacetv rozvoj determinantu. Pokud je |M]|
hlavni minor matice A fadu k, pak pfimo z
‘,‘,, definice determinantu je vidét, Ze kazdy z
jednotlivych k!(n — k)! scitancii v soucinu
|M| s jeho algebraickym doplitkem je ¢lenem
|Al.

Obecné, uvazme submatici M, tj. ¢tvercovou matici,
urenou fadky i < i, < --- < igasloupci j; < -+ < ji.
Pak pomoci (i; — 1) 4+ --- 4+ (ix — k) vymén sousednich
fadki a (j; — 1)+ - - - 4+ (jx — k) vymén sousednich sloupcti
v A prevedeme tuto submatici M na hlavni submatici a do-
pliikovd matice pritom prejde pravé na doplitkovou matici.
Celd matice A prfejde pritom v matici B, pro kterou plati
podle 7T a definice determinantu |B| = (—1)%|A|, kde
@ =3"%_ Gp— ja) —2(1 + - - - + k). Tim jsme ovéfili:

A

determinantu

Tvrzeni. JestliZe je A je Ctvercova matice dimenze n a |M)|
Jje jeji minor vadu k < n, pak soucin libovolného clenu | M|
s libovolnym clenem jeho algebraického doplitku je clenem

|Al.

Toto tvrzeni uz podbizi predstavu, Ze by se pomoci tako-
vych soucinti mensich determinantt skute¢né mohl determi-
nant matic vyjadfovat. Vime, Ze |A| obsahuje pravé n! rz-
nych ¢lenti, praveé jeden pro kazdou permutaci. Tyto Cleny
jsou navzajem rtizné jakoZto polynomy v prvcich (nezndmé
obecné) matice A. JestliZze tedy ukdZeme, Ze navzijem riz-
nych vyrazt z pfedchoziho tvrzeni je pravé tolik, jako je tomu
u determinantu | A|, pak dostaneme jejich souctem prave de-
terminant |A]|.

Zbyva proto ukézat, Ze uvazované souciny |M| - |M*|
obsahuji praveé n! rtiznych ¢lenti z |A|.

Ze zvolenych k Fadkii Ize vybrat (}) minorii M a podle
pfedchoziho lematu je kazdy z k!(n — k)! ¢lenti v soucinech
|M| s jejich algebraickymi dopliiky ¢lenem |A|. Pfitom pro
rizné vybéry M nemiiZzeme nikdy obdrZet stejné Cleny a jed-
notlivé ¢leny v (—1)i1FFiktit=+i .| M| . |M*| jsou také
po dvou riizné. Celkem tedy mdme pravé poZadovany pocet
k'(n — k)!(Z) = n! ¢lent.

Tim jsme bezezbytku dokézali:

______..l LAPLACEOVA VETA  fummm

Véta. Necht A = (a;;) je Ctvercovd matice dimenze n
nad libovolnym okruhem skaldrii a necht je pevné zvo-
leno k jejich rdadkii. Pak |A| je soucet vSech (';) soucinii
(=D)ittikittit L\ M| . |M*| minorii ¥adu k vybranych
ze zvolenych vadkii, s jejich algebraickymi doplriky.

a systému
X1 — 3XQ = 1,
X1 — 2x + 2x3 = —4,
X1 — X2 = 1,
—2x1 — x2 + x3 = -=2.
ReSeni. ProtoZe je det A = —10, tedy nenulovy, jsou sloupce ma-

tice A linedrné nezdvislé, a tudiz se jeji hodnost rovnd jejimu rozméru.

Prvni z uvedenych tech systémi je zaddn rozsifenou matici

1 1 1 -214
-3 -2 -1 —-11|5
0 2 0 1 |1
1 -4 1 =213
Ovsem levd strana je pravé AT s determinantem |AT| = |A| # 0.

. . . -1 P L v 1 v~ s
Existuje tedy matice (AT) a soustava ma pravé 1 feSeni
-1
(x1, x2, x3, x)" = (A7) - 4,5,1,3)".

Druhy ze systémi ma totoznou levou stranu (uréenou matici A”)
s prvnim. ProtoZe absolutni ¢leny na pravé strané linedrnich systéma
neovliviluji pocet feseni a protoze kazdy homogenni systém ma nu-
lové feseni, dostdvame jako jediné feSeni druhého systému uspoidda-
nou c¢tvetici

(x1, x2, x3, x4) = (0,0,0,0).

Tteti systém ma roz§ifenou matici

1 =3 0] 1

1 -2 2|4

1 -1 0] 1 ’
-2 -1 1]-=2

coZ je matice A (pouze posledni sloupec je uveden za svislou ¢arou).
Pokud budeme tuto matici upravovat na schodovity tvar, musime ob-
drZet radek

(00 0fa), kde a#0.
Vime totiz, Ze sloupec na pravé strané nenf linearni kombinaci sloupcti

na levé stran€ (hodnost matice je 4). Tento systém nem4 feSeni. ([

2.32. Necht je dano

4 5 1 X1 bl
A=13 4 0], x=|x], b=|b
1 11 X3 b;

2 v

Najdéte takovd redlnd Cisla by, by, b3, aby systém linedrnich rovnic A -
x = b mél:

(a) nekonecné mnoho feseni;

(b) pravé jedno fesent;

(c) zadné feSenti;

(d) pravé 4 feseni.
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Laplaceova véta prevadi vypocet |A| na vypocet determi-
nantd nizsiho stupné. Této metod¢€ vypoctu se iika Laplaceiiv
rozvoj podle zvolenych fadki ¢i sloupcii. Napt. rozvoj podle
i-t€ho fadku nebo podle j-tého sloupce:

n

|A] = Zaiinj

j=1

kde A;; oznacuje algebraicky doplnék k prvku a;; (tj. k mi-
noru stupné 1).

Pfi praktickém pocitini determinanti byvd vyhodné
kombinovat Laplacedv rozvoj s pfimou metodou pficitani
linearnich kombinaci fadkd ¢i sloupct.

2.22. Dikaz Cauchyovy véty. Diikaz se opird o trikovou
@ ale elementdrni aplikaci Laplaceovy véty.

» PouZijeme prosté dvakrat Laplaceliv rozvoj na

/" vhodné matice.

- Uvazme nejprve ndsledujici matici H di-

menze 2n (pouZivame tzv. blokovou symboliku, tj. piSeme
matici jakoby sloZenou ze (sub)matic A, B atd.)

aynr ... Qdip 0o ... 0

H— A 0\ _ lan ... am 0o ... 0
“\-E B) |-1 0 by ... b
0 -1 by ... by,

Laplaceovym rozvojem podle prvnich n fadkt obdrzime
praveé |H| |A| - |B|.

linearni kombinace prvnich n sloupct tak, abychom obdrZeli
matici s nulami v pravém dolnim rohu. Dostaneme

agng ... ady €11 ... Cip

4. - Qun Cn1 ... Cpn
k= —1 0 0 0
0 -1 0 ... 0

Prvky submatice nahote vpravo pfitom musi spliiovat
cij = anbij + apbyj + -+ + ainby;

neboli jde pravé o prvky soucinu A - B a |K| = |H|. Pfitom
rozvojem podle poslednich n sloupcti dostdvame
K| = (=1 AB) = (~1)*" "V |A-B| = |A-B|.

Tim je Cauchyova véta bezezbytku dokédzana.

Reseni.

Pro Ctendfe jist¢ nebude problém najit odpovidajici hodnoty v

pfipadech a) a c¢) (staci volit by = b, + b3 v pfipadé a) a naopak

by # by + b3 v pripad€ c)). PovS§imneme si ddle, Ze |A| = 0, sou-

stava tak ma bud nekone¢né€ mnoho, nebo Zadné fesSeni. Obecné tvorii

mnoZina feSeni homogenni soustavy linedarnich rovnic vektorovy pro-

stor, varianta d) je proto apriori vylou¢ena. Varianta b) je moZnd pouze

pro reguldrni matici soustavy (jedinym feSenim je pak nulovy vektor).

O

2.33. Vyfeste systém homogennich linearnich rovnic zadany matici

0 V2 V3 6
2 V3 =2
2 V5 2V3
3

2
0
3

V3 =3

2.34. Urcete vSechna feSeni systému

3)61 —
X +
X1

2.35. Vyfteste

3x
5x
Tx

+

2.36. Rozhodnéte o fesitelnosti soustavy linedrnich rovnic

3)61
2X1
2X1
3X1

X2
ZXQ — 3X3
X2 = X3
- X3
5y + 2u
Ty — 4u
4y +

+ 3)62 +
+ 3)62 —
— 3XQ +
- 2x +

ttech proménnych x;, x;, x3.

2.37. Stanovte pocet feSeni 2 soustav 5 linedrnich rovnic

AT . x =(1,2,3,4,57,

kde

T
x=(x1,x2,x3)" a A=

AT

++ +

+

X3
X3
X3
X3

.x = (17 17 17 17 l)T’

N O W

0

—/5
—V3

0

X4
4X4
X4

4z
6z
3z

— O =

2.38. Urcete feSeni soustavy linedrnich rovnic

ax,
2)('1

+ 4x
+ 3)(?2 —

+2 X3
X3

O
W O W
O = O

(=]
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2.23. Determmant a inverzni matice. Predpoklddejme v zavislosti na parametru a € R. @
nejprve, Ze existuje matice inverzni k matici
A, tj. A- A~' = E. Protoze pro jednotkovou
matici plati vzdy |E| = 1, je pro kazdou  feSeni soustavy
invertibilni matici vzZdy |A| invertibilni skalar

2.39. V zdvislosti na hodnoté parametru a € R rozhodnéte o poctu

. 4 1 4 a Xy 2
a dﬂ<y Cauchyove véte plati |[A™!| = |A|7!. 2 3 6 8 X 5

My vSak nyni kombinaci Laplaceovy véty a Cauchyho 3 2 5 4 x| | 3
véty umime Fici vic. 6 —1 2 —8/) \x4 -3

VZOREC PRO INVERZN{ MATICI -
. < L. . @
Pro libovolnou Ctvercovou matici A = (a;;) dimenze
n definujeme matici A* = (al?"j), kde al?"j = Aj; jsou alge- ~ 2.40. Rozhodnéte, zda existuje homogenni soustava linedrnich rovnic
braické dopliiky k prvkiim aj; v A. Matici A* nazyvame al- (¢ promé&nnych, jej{Z mnoZinou fesen je
gebraicky adjungovand matice k matici A.
(@) {(0,0,0)};

(b) {(0,1,0),(0,0,0), (1, 1,0)};
©) {(x,1,0); x e R}
d {(x, y,2y); x,y € R}.

Véta. Pro kaZdou ctvercovou matici A nad okruhem skaldrii
K plati

(2.2) AA* =A"A = |A|-E
Zejména tedy

(1) A~" existuje jako matice nad okruhem skaldrii K, pravé
kdyZ |A|~" existuje v K. @)

(2) Pokud existuje A~', pak plati A=' = |A|7! . A*. < o . . ) o
2.41. Reste soustavu linedrnich rovnic v zavislosti na redlnych para-

metrech a, b.
Dtkaz. Jak jsme jiZ zminili, Cauchyova véta ukazuje, Ze
z existence A~! vyplyva invertibilita |A| € K. x+2y+bz = a
Pro libovolnou ¢tvercovou matici A spo¢teme piimym x—y+2z = 1

vypoctem A - A* = (¢;;), kde
" " 3x—y = 1.
Cij = Zaika,fj = ZaikAjk. O
k=1 k=1
Pokud i = j je to pravé Laplaceiiv rozvoj |A| podle i-t€ho  2.42. Naleznéte matici algebraicky adjungovanou a matici inverzni

fadku. Pokud i # j jde o rozvoj determinantu matice v nizZ Kk matici

je i-ty a j-ty fadek stejny a proto je ¢;; = 0. Odtud plyne 1 02 0
A - A* = |A| - E adokazali jsme rovnost (I2). 0 3 0 4
Predpokladejme navic, Ze |A| je invertibilni skalar. Jest- A= 506 0
lize zopakujeme predeSly vypoclet pro A* - A, obdrzime 07 0 8
|A|~'A* . A = E. Proto na$ vypocet skute¢né dava inverzni .
matici A, jak je tvrzeno ve v&tg. O  ReSeni. Adjungovand matice je
Jako ptimy diisledek této véty mizeme znovu ovéfit Cra- An An A Au\'
mmerovo pravidlo pro feseni systémt linedrnich rovnic, viz A — Ay Ay Axz Axu
D-IR. Skute¢né, pro feseni systému A - x = b sta&f disledné S An An A An|
precist v rovnosti Ay Ay Ay Au
x=A"1b=|A"TA* b kde A;; je algebraicky dopliiek prvku a;; matice A, tedy soucin

poslednf V)’/raz jako Lap]aceﬁv rozvoj determinantu matice Cisla (—1)i+j a determinantu trojrozmérné matice vzniklé z A vyne-
A; vzniklé vyménou i—tého sloupce v A za sloupec hodnot  ch4nim i-tého fadku a j-tého sloupce. Plati

b. 30 4 0 0 4
3. Vektorové prostory a linearni zobrazeni Ay =10 6 0]=-24, Ap =-|5 6 0/=0,.
7 0 8 0 0 8
2.24. Abstraktni vektorové prostory. Vratme se ted’ na
- chvilku k systémim m linedrnich rovnic pro n 100 102
proménnych z a predpoklddejme navic, Ze A = 2 S g =0, A = 2 (3; (6) =12

jde o homogenni systém rovnic A - x = 0, ;.
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a /AT X1 0

aml Amn Xn 0

Diky vlastnosti distributivity pro ndsobeni matic je ziejmé,
Ze soucet dvou feSeni x = (x1,...,x,) ay = (Vi .-+ V)
spliiuje

A-x+y=A-x+A-y=0
a je tedy také feSenim. Stejné tak zdstava fesenim i skalarni
ndsobek a-x. MnoZina vSech feSeni pevné zvoleného systému
rovnic je proto uzaviena na s¢itini vektord a nasobeni vek-
tort skalary. To byly zdkladni vlastnosti vektorti dimenze n v
K", viz . Ted’ ale mame vektory v prostoru feseni s n sou-
fadnicemi a ,,rozmér* tohoto prostoru je ddn rozdilem poctu
proménnych a hodnosti matice A. MidZeme tedy snadno mit
pti feSeni 1000 souradnic a jen jeden nebo dva volné parame-
try. Cely prostor feseni se pak bude chovat jako rovina nebo
pfimka, jak jsme je poznali jiZ v 23 na strané B0.
klad prostoru vSech feSeni homogenni linedrni diferencni rov-
nice (prvniho fddu). VSechna feSeni jsme dostali z jednoho
pomoci ndsobeni skalary a jsou tedy také uzaviend na sou-
¢ty a skaldrni ndsobky. Tyto ,,vektory* feSeni ovSem jsou ne-
kone¢né posloupnosti ¢isel, prestoZe intuitivné ocekdvame,
7e ,rozmér* celého prostoru feSeni by mél byt jedna. Potie-
bujeme proto obecnéjsi definici vektorového prostoru a jeho
dimenze:

DEFINICE VEKTOROVEHO PROSTORU l.__

Vektorovym prostorem V nad polem skaldari K rozu-
mime mnoZinu, na které jsou definovany
e operace sCitani spliujici axiomy (KG1)-(KG4) z od-
stavce [l na strané B,
e ndsobeni skalary, pro které plati axiomy (V1)-(V4) z od-
stavce 7Tl na strané [Z4.

Pripoméinme také nasi jednoduchou konvenci ohledné
znaCeni: skaldry budou zpravidla oznaCovany znaky z
pocéatku abecedy, tj. a, b, c, ..., zatimco pro vektory bu-
deme uZivat znaky z konce, u, v, w, x, y, z. Pfitom jesté
navic vétSinou x, y, z budou opravdu n-tice skalari. Pro
Uplnost vyctu, pismena z prostiedka, napt. i, j, k, £ budou
nejcastéji oznacovat indexy vyraza.

Abychom se trochu pocvicili ve formdlnim postupu,
> ovéfime jednoduché vlastnosti vektord,
které pro n-tice skalard byly samozfejmé,
nicméné ted’ je musime odvodit z axiomd.

2.25. Tvrzeni. Necht'V je vektorovy prostor nad polem ska-
lari K, dale uvaZme a, b, a; € K, vektory u,v,u; € V. Po-
tom

(1) a-u =0, pravé kdyZ a = 0 nebo u = 0,

(2) (=) -u=—u,

(3) a-(u—v)y=a-u—a-v,

Dosazenim ziskame

24 0 20 0\ /=24 0 8 0
o0 32 0 2| _[o0o 32 0 16
=18 o -4 of| T|l2 o -4 o
0 16 0 —12 0 28 0 —12

Inverzni matici A~! uréfme ze vztahu A~! = |A|~!. A*. Determi-

nant matice A je (rozvojem podle prvniho fddku) roven

(1) g (2) 2 30 4 0 3 4
Al = =0 6 0/4+2|5 0 0|=16.
> 060 7 0 8 0 7 8
0 7 0 8
Dostdvame tedy
-3/2 0 1/2 0
Al 0 -2 0 1
54 0 —-1/4 O
0o 7/4 0 -3/4
O
2.43. Najdéte algebraicky adjungovanou matici F*, je-li
a B 0
F=1ly 6§ 0], o, B,y,8 € R.
0 0 1
a
2.44. Vypocitejte algebraicky adjungované matice k maticim
3 -2 0 -1
0o 2 2 1 14+ 2
@1 2 3 2 ® (3—21’ 6)’
o 1 2 1
pficemz i oznacuje imaginarn{ jednotku.
a

F. Vektorové prostory

Vlastnosti vektorového prostoru, kterych jsme si v§imli u roviny ¢i
tifrozmérného prostoru, ve kterém Zijeme, ma celd fada jinych mnoZin.

UkaZme si to na piikladech.

2.45. Vektorovy prostor ano ¢i ne? Rozhodnéte o nésledujicich
mnoZindach, jestli jsou vektorovymi prostory nad télesem redlnych ci-

sel:
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(4) (@—b)-u=a-u—>b-u,
(3) (ZLI a") ' (Z’}l] ”J’) =i Z’;;] ai - Uj.

Dt¢kaz. MlzZeme rozepsat

(a+0)‘u(‘/=2)a-u+0-u=a-u
coz podle axiomu (KG4) zarucuje O - u = 0. Nyni
ut+ (=) -u B A4+ (=1)-u=0-u=0
aodtud —u = (—1) - u. Dale

(V2,V3)

a-(u+(1)-v) a-u+(—a)-v=a-u—a-v,

coz dokazuje (3). Plati

(V2,V3)

(a—D>)-u a-u+(—=b)-u=a-u—>b-u

a tim je ovéteno (4). Vztah (5) plyne indukci z (V2) a (V1).
Zbyva(1):a-0 =a-(u—u) = a-u—a-u = 0, coz spolu

s prvnim tvrzenim tohoto diikazu ukazuje jednu implikaci. K

opacné implikaci poprvé potfebujeme axiom pole pro skalary

a axiom (V4) pro vektorové prostory: je-li p-u =0a p # 0,

pku=1-u=(p ' -p-u=p'-0=0. U

2.26. Linearni (ne)zavislost. V odstavci Z-TT jsme praco-
vali s tzv. linedrnimi kombinacemi fadkd matice. S obecnymi
vektory budeme zachdzet zcela analogicky:

_—-I LINEARNI KOMBINACE A NEZAVISLOST L

Vyrazy tvaru a; - v| + - - - + ai - v; nazyvame linedrni
kombinace vektorii vy, ..., v, € V.

Kone¢nou posloupnost vektord vy, . . ., vy nazveme line-
arné nezavislou, jestlize jedina jejich nulova linearni kom-
binace je ta s nulovymi koeficienty, tj. jestlize pro skalary
ai, ...,a; € Kplati

al.v]+...+ak-vk=0 — a1=a2=---=ak:0,

Je zjevné, Ze v nezavislé posloupnosti vektord jsou vsechny
po dvou rtizné a nenulové.

Mnozina vektord M C V ve vektorovém prostoru V nad
K se nazyva linedrné nezavisla, jestlize kazda kone¢na k-tice
vektorQ vy, ..., vy € M je linedrn€ nezavisla.

Mnozina M vektori je linedrné zavisld, jestlize nenf li-
nedrné nezavisla.

Piimo z definice vyplyv4, Ze neprazdnd podmnoZina M
vektoril ve vektorovém prostoru nad polem ska-
lart K je zavisla pravé, kdyZ je jeden z je-
jich vektort vyjadritelny jako konec¢na linearni
~— ) kombinace pomoci ostatnich vektorti v M. Sku-
te¢né, alespoil jeden koeficient v piislusné nulové linedrni
kombinaci musi byt nenulovy a protoZe jsme nad polem ska-
lart, mizZzeme jim podélit a vyjadrit tak u néj stojici vektor
pomoci ostatnich.

Kazd4 podmnoZina linedrné nezédvislé mnoZiny M je sa-
mozrfejmé také linedrné nezdvisld (poZadujeme stejné pod-
minky na méné vektort). Stejn¢ snadno vidime, Ze M C V

i) MnoZina feSeni soustavy

X1+ X2 + -+ -+ Xog + X99 + X100 =100x,
X1+ x2 + - - + Xog + Xog =991,
Xy 4 x2 4 -+ Xog =98x1,
X1+ x2 =2x1.

ii) MnoZina feSeni rovnice
X1 +x24+ -+ x10=0
iii) MnoZina feSeni rovnice
X1 +2X2 +3X3 +---+ 100)6100 =1.

iv) MnoZina vSech redlnych, resp. komplexnich, posloupnosti.
(Redlnou, resp. komplexni posloupnosti rozumime zobrazeni
f N > R,resp. f : N - C. O obrazu ¢isla n pak ho-
vorime jako o n-tém Clenu posloupnosti, vétSinou jej oznacu-
jeme dolnim indexem, napft. a,,.)

v) MnoZina feSeni homogenni diferen¢ni rovnice.
vi) MnoZina feSeni nehomogenni diferen¢ni rovnice.
vii) {f :R—> R|f(1) = f(2) =c,c e R}

Reseni.

i) Ano. Jsou to vSechny redlné ndsobky vektoru (1, 1,1...,1),
100 jednicek
tedy vektorovy prostor dimenze 1 (viz ddle (Z729)).

ii) Ano. Jednd se o prostor dimenze 99 (odpovidd poctu volnych
parametrii feSenf). Obecné je tvoiff mnoZina feSeni libovolné
homogenni soustavy linedrnich rovnic vektorovy prostor.

iii) Ne. Napf. dvojnasobek feSeni x; = 1, x; =0,i = 2,...100
neni feSenim dané rovnice. MnoZina feSeni vSak tvoii tzv.
)

iv) Ano. MnoZina vSech redlnych, resp. komplexnich, posloup-

afinn{ prostor (viz (]|??

nosti tvori zfejmé redlny, resp. komplexni, vektorovy prostor.
Scitani posloupnosti a ndsobeni posloupnosti skaldrem je to-
tiz definovano ¢len po ¢lenu, kde se jedna o vektorovy prostor

redlnych, resp. komplexnich, ¢isel.
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je linedrné nezdvisla prave tehdy, kdyz kazd4 kone¢nd pod-
mnoZina v M je linedrné nezdvisla.

2.27. Generatory a podprostory. PodmnoZzina M C V
se nazyva vektorovym podprostorem jestlize
spolu se ziZenymi operacemi s¢itdni a ndso-

Tzn. pozadujeme

Va,beK, Vv,we M, a-v+b-w e M.

Rozeberme si hned nékolik prikladt: Prostor m—tic ska-
lard R™ se scitdnim a ndsobenim po sloZkich je vektorovy
prostor nad R, ale také vektorovy prostor nad Q. Napft. pro
m = 2, jsou vektory (1, 0), (0, 1) € R? linedrné nezavislé,
protoZe z

a-(1,00+5-(0,1) =(0,0)
plyne a = b = 0. Dile, vektory (1, 0), (+/2,0) € R? jsou
linearné zavislé nad R, protoZe V2. (1,0) = («/5, 0), ovSem
nad Q jsou linedrné nezdvislé! Nad R tedy tyto dva vek-

tory ,,generuji‘“ jednorozmérny podprostor, zatimco nad Q

je ,,Vetsie.

Polynomy stupné nejvySe m tvoii vektorovy pro-
stor R, [x]. Polynomy miZeme chédpat jako zobrazeni
f : R — R a scitdini a ndsobeni skaldry definujeme
takto: (f +8)(x) = f(x) +gW), (@ Hx) =a- fx).
Polynomy vsech stupiil také tvoii vektorovy prostor R, [x]
a R,[x] C R,[x] je vektorovy podprostor pro vSechna
m < n < oo. Podprostory jsou také napt. vSechny sudé
polynomy nebo liché polynomy, tj. polynomy spliujici
f0) = £f ).

Uplné analogicky jako u polynomii miZeme definovat
strukturu vektorového prostoru na mnoZiné vSech zobrazeni
R — R nebo vSech zobrazeni M — V libovolné pevné zvo-
lené mnoZiny M do vektorového prostoru V.

ProtoZze podminka v definici podprostoru obsahuje
1 pouze univerzdlni kvantifikdtory, je jist€ prinik pod-
' prostorti opét podprostor. Snadno to ovéfime i pfimo:
A2 Necht W;, i € I, jsou vektorové podprostory ve V,
TWlabekK, uve Nies W;. Pak pro vSechny i € I,
a-u+b-ve W,toaleznamena,zea -u+b-v € Nt W,.

Zejména je tedy podprostorem prinik (M) vSech podpro-
stort W C V, které obsahuji pfedem danou mnoZinu vektor@
McCV.

Rikdme, 7e mnoZina M generuje podprostor (M), nebo
7e prvky M jsou generdtory podprostoru (M).

Zformulujme opét ne¢kolik jednoduchych tvrzeni o gene-
rovani podprostort:

Tvrzeni. Pro kaidou neprdazdnou podmnozinu M C 'V plati

(1) (M) ={ay -ur+---+ar-u; ke Na, e Kjuj €
M,j=1,...,k};

(2) M = (M), pravé kdy? M je vektorovy podprostor;

(3) jestlize N C M, pak (N) C (M) je vektorovy podpro-
stor.

v) Ano. Abychom ukézali, Ze mnoZina posloupnosti vyhovuji-
cich dané diferen¢ni homogenni rovnici tvofi vektorovy pro-
stor, staci ukdzat, Ze je uzaviend vzhledem ke s¢itdni i ndso-
beni redlnym ¢islem (nebof se jedna o podmnoZinu vektoro-
vého prostoru) m&jme posloupnosti (x;)72, a (y;)72, vyho-
vujici stejné homogenni diferencni rovnici, tedy

AnXpik + Qn 1 Xpyk—1 +---+aopxy = 0

AnYntk + n_1Yntk—1 + -~ +apyr = 0.

Sectenim téchto rovnic dostaneme
Ap (Xntk + Vi) + an—1 (Xnk—1 + Ynk—1) + -+ + ao(xe + yi) =0,
tedy i posloupnost (x; + y;)72,, vyhovuje stejné diferencni
rovnici. RovnéZ tak pokud posloupnost (x;)%, vyhovuje
dané rovnici, tak i posloupnost (ux;)%2,, kde u € R.
vi) Ne. Soucet dvou feseni nehomogenni rovnice
ApXptk + Q1 Xptk—1 + -+ apxy = ¢

Yotk + Q1 Ynthk—1 + - +aoyk = ¢, ceR—{0}

vyhovuje rovnici

an (Xntk + Yntk) + o1 (Xngk—1 + Yagk—1) + -+ + ao(xx + i) = 2c,

zejména pak nevyhovuje pivodni nehomogenni rovnici.
Mnozina feSeni vSak tvofi afinni prostor, viz Bl

vii) Je to vektorovy prostor pravé, kdyZ ¢ = 0. Vezme-li dvé
funkce f a g zdané mnoZiny, pak (f+g)(1) = (f+g)(2) =
f() + g(1) = 2¢. Mé-li funkce f + g byt prvkem dané
mnoZiny, musi byt (f + g)(1) = ¢, tedy 2¢ = ¢, tedy ¢ = 0.

O

2.46. Zjistéte, zda je mnoZina
Uy = {(x1,x2,x3) € R [x1 | = |x2| = | x5}
podprostorem vektorového prostoru R? a mnoZina
U, = {ax2+c; a,c € R}

podprostorem prostoru polynomt stupné nejvyse 2.
ReSeni. MnozZina U, neni vektorovym (pod)prostorem. Vidime nap.,
7e je

1, LD+ (1,1,1) =(0,2,2) ¢ Uj.
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Podprostor () generovany prdazdnou podmnoZinou je trivi-
alni podprostor {0} C V.

Dokaz. (1) Mnozina vSech linearnich kombinaci

ayuy + -+ aguyg

na pravé strané (1) je jist€ vektorovy podprostor a sa-
moziejme¢ obsahuje M. Naopak, kazdd z jednotlivych
linedrnich kombinaci nutné musi byt v (M) a prvni tvrzeni
je dokazano.

Tvrzeni (2) vyplyvéd okamZité z (1) a z definice vektoro-
vého podprostoru a obdobné je z prvniho tvrzeni ziejmé i
tvrzeni treti.

Konec¢né, nejmensi vektorovy podprostor je {0}, protoZe
prdzdnou mnoZinu obsahuji vSechny podprostory a kazdy
z nich obsahuje vektor 0. U

2.28. Soucty podprostori. KdyZ uz mame piedstavu o ge-
_ herdtorech a jimi vytvafenych podprostorech,
méli bychom rozumét i moZnostem, jak néko-
— _lik podprostorii miize vytvéiet cely vektorovy

prostor V

_____-l SoUCTY PODPROSTORU

Nechf V;, i € I, jsou podprostory ve V. Pak podprostor
generovany jejich sjednocenim, tj. (U;<; V;), nazyvame souc-
tem podprostorii V;. Znacime ) ;_, V;. Zejména pro kone¢ny
pocet podprostord Vi, ..., V, C V piSeme

Vit 4+ Vi={(ViuV,U---UVj).

Vidime, Ze kazdy prvek v uvaZovaném souctu podpro-
storti miiZzeme vyjadfit jako linearni kombinaci vektorti z pod-
prostort V;. ProtoZe vSak je sc¢itini vektorG komutativni, 1ze

k sobé poskladat Cleny patfici do stejného podprostoru a pro
konecny soucet k podprostord tak dostdvame

Vi+Vot+-- -+ Vi={v+-- 4o veVi,i=1,... k}

Soucet W = V| 4 --- 4+ Vi C V se nazyva primy soucet
podprostord, jsou-li priniky vSech dvojic trividlni, tj. V; N
V; = {0} pro v8echny i # j.UkéZeme, Ze v takovém piipadé
Ize kazdy vektor w € W napsat praveé jednim zplisobem jako
soucet

w=uv+ -+ v,
kde v; € V;. Skute¢né€, pokud by tento vektor Slo zaroven
vyjadfit, jako w = v| + - - - + v;, potom
+ (Ve — vp).
Pokud bude v; — v; prvni nenulovy ¢len na pravé strané, pak
tento vektor z V; umime vyjadfit pomoci vektoril z ostatnich
podprostortd. To je ale ve sporu s pfedpokladem, Ze V; ma se
vSemi ostatnimi nulovy prinik. Jedinou moZnosti tedy je, Ze
vSechny vektory na pravé strané jsou nulové a tedy je rozklad
w jednoznalny.

Pro pfimé soucty podprostord piSeme

W=V& &V =00 V.

O=w—w= (v —v)) +---

MnoZina U, ovSem podprostor tvori (nabizi se pfirozené ztotoZnéni
s R?), protoZe

(a1x2 + cl) + (a2x2 + cz) = (a1 + @) ¥* + (¢1 + ¢2),
k- (ax* +c) = (ka) x> + ke
pro vSechna ¢isla ay, c1, az, ¢z, a, c, k € R.
2.47. Je mnoZina V = {(1, x); x € R} s operacemi

®:V xV -V,
O:RxV >V,

(Lyy®((,z)=(1,z +y) provechna
z O©(,y)=(,y-z) proviechna

@

vektorovym prostorem?

G. Linearni zavislost a nezavislost, baze

2.48. Vypoctem determinantu vhodné matice rozhodnéte o line-

arni nezavislosti vektord (1,2,3,1), (1,0,—1,1), (2,1,—1,3)
a(0,0,3,2).
ReSeni. Protoze
1 2 3 1
1 0 -1 1
2 1 -1 3| =070
00 3 2
uvedené vektory jsou linedrné nezdvislé. U

2.49. Nechtjsou dany libovolné linedarné nezavislé vektory u, v, w, z
ve vektorovém prostoru V. Rozhodnéte, zda jsou ve V' linedrné z4vislé,

¢i nezdvislé, vektory

u—2v, 3ut+w-—z, u—4w+w+2z, 4v+ 8w+ 4z.

ReSeni. Uvazované vektory jsou linedrné nezdvislé praveé tehdy,

kdyZ jsou linedrné nezavislé vektory (1,-2,0,0), (3,0,1, —1),

(1, _47 1’ 2), (O, 4, 8, 4) \' R4. Je V§ak
1 -2 0 O
30 1 -1
1 41 2|70
0 4 8 4

tudiZ jsou uvazované vektory linedrné nezdvislé. U

2.50. Urcete viechny konstanty a € R takové, aby polynomy ax? +
x +2, —2x* + ax + 3 a x*> + 2x + a byly linedrng zavislé (ve vektoro-
vém prostoru P;[x], polynomi jedné proménné stupné nejvyse 3 nad
redlnymi &isly).

ReSeni. V bazi 1, x, x? jsou soufadnice zadanych vektort (polynomii)
ndsledujici: (a, 1, 2), (-2, a, 3), (1,2, a). Polynomy budou linedrné

zavislé, pravé kdyz bude mit matice, jejiz fadky jsou tvofeny soutfadni-

cemi zadanych vektori mensi hodnost, nezZ je pocet vektord, v tomto
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2.29. Baze. Nyni mame vse pfipravené pro pochopeni mini-
malnich mnozZin generatort tak, jak jsme se s nimi vyporadali

v roving R2.
BAZE VEKTOROVYCH PROSTORU L—

PodmnoZina M C V se nazyva bdze vektorového pro-
storu V, jestlize (M) = V a M je linedrné nezdavisla.

Vektorovy prostor, ktery ma konecnou bdzi nazyvame
konecnérozmérny, pocet prvkl baze nazyvame dimenzi V.
Nema-li V konec¢nou bazi, fikdme, Ze V je nekonecnéroz-
mérny. PiSeme dim V = k, k € N, piipadné k = oo.

Abychom s takovou definici dimenze mohli byt spoko-
jeni, potiebujeme védét, Ze riizné baze téhoz pro-
storu budou mit vZdy stejny pocet prvku. To sku-
teCné brzy dokdZeme. VSimnéme si hned, Ze tri-
vidlni podprostor je generovan prazdnou mnozi-
nou, kterd je ,,prazdnou’ bazi. M4 tedy trividlni podprostor
dimenzi nulovou.

Bazi k-rozmérného prostoru budeme obvykle zapisovat
jako k-tici v = (v;..., vx) bdzovych vektord. Jde tu pie-
devS§im o zavedeni konvence: U konecnérozmérnych pod-
prostorti budeme totiZ vZdy uvaZovat bazi véetné zadaného
potadi prvki i kdyZ jsme to takto, striktn¢ vzato, nedefino-
vali.

Zjevné, je-li (vq,...,v,) bazi V, je cely prostor V
pfimym souctem jednorozmérnych podprostort

V=(w)®: - D ()

Okamzitym dtsledkem vySe odvozené jednoznacénosti
rozkladu jakéhokoliv vektoru ve V do komponent v pfimém
souctu dava jednoznacné vyjadieni

w =XV + -+ X,V

a dovoluje ndm tedy po volbé baze opét vidét vektory jako
n—tice skaldrti. K tomuto pohledu se vritime v zapéti v od-
stavei 233, jak jen dokoncime diskusi existence bazi a souctt
podprostort v obecné poloze.

2.30. Véta. Z libovolné konecné mnoZiny generdtorii vekto-
rového prostoru V lze vybrat bazi. KaZda bdze koencnéroz-
mérného prostoru V ma pritom stejny pocet prvkii.

DOkaz. Prvni tvrzeni ukdZeme snadno indukci pres
1 poCet generdtord k.

Jedin€ nulovy podprostor nepotfebuje Zadny ge-
¢ nerétor a tedy umime vybrat prazdnou bazi. Naopak,
nulovy vektor vybrat nesmime (generétory by byly li-
nedrné z4vislé) a nic jiného uZ v podprostoru neni.

Yev s

Abychom méli indukéni krok pfirozenéjsi, probereme
jesté pfimo piipad k = 1. Mdme V = ({v}) av # 0, protoZe
{v} je linearné nezavisla mnoZzina vektord. Pak je ovSem {v}
zéroven baze vektorového prostoru V.

Predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro k = n, a uvazme

V =(v1,..., vyq1). Jsou-li vy, ..., v,y linedrn€ nezavislé,

pripadé tedy hodnost dvé a mensi. V piipade Ctvercové matice niZsi
hodnost nez je pocet fadk je ekvivalentni nulovosti determinantu dané

matice. Podmika na a tedy zni

a 1 2
-2 a 3|=0,
1 2 a
tj. a bude kofenem polynomu a®* — 6a — 5 = (a + 1)(a*> — a — ), tj.
dloha md i feSeni aj = —1, ap 5 = 1521, O
2.51. Vektory
(1,2, 1), (=1,1,0), (0,1,1)

jsou line4rné nezdvislé, a proto spolecné tvoif bazi R3. (v bazi je nutné
zadat i jejich poradi). Kazdy trojrozmérny vektor je tak néjakou jejich
linearni kombinaci. Jakou jejich linearni kombinaci je vektor (1, 1, 1),
nebo-li jaké jsou soufadnice vektoru (1, 1, 1) v bdzi dané zminénymi
a
ReSeni. Hleddme a, b, ¢ € R takov4, aby a(1,2, 1) + b(—1, 1,0) +
c(0,1,1) = (1, 1, 1). Rovnost musi platit v kazdé souradnici, dosta-

vektory?

vame tak soustavu ti{ linedrnich rovnic o tfech nezndmych:

a—2>b = 1
2a+b+c = 1
a+c = 1,

jejiz vytreSenim ziskdme a = %, b= —%, c= %,je tedy
1 1 1

,LI,h)=--(1,2,1)—=--(-1,1,0 —-(0,1, 1),

( ) > ( ) > ( ) + 5 ( )
neboli souradnice vektoru (1, 1, 1) vbazi ((1, 2, 1), (-1, 1, 0), (0, 1, 1))
jsou (%a_%a%) U
2.52. Vyjadrete vektor (5,1, 11) jako linedrni kombinaci vektorti
(3,2,2),(2,3,1),(1, 1, 3), tj. naleznéte Cisla p, g, r € R, pro ktera je

S, 1L,11)=p3,2,2)+q 2,3, 1) +r(,1,3).

@

2.53. Uvazme komplexni ¢isla C jako redlny vektorovy prostor.

Urdete soufadnice &isla 2 +i v bazi dané kofeny polynomu x? 4 x + 1.

ReSeni. ProtozZe kofeny daného polynomu jsou —% +i */7§ a —% —

mame urcit souradnice (a, b) vektoru 2 + i v bazi (—% + i*/Tg, —% —

i3
2

2 N7

i ?). Tato redlnd ¢isla a, b jsou jednoznacné urcena poZzadavkem

a.(—%+i§)+b-(—%—i‘/§)=2+i.
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pak tvori bdzi. V opaném pripadé€ existuje index i takovy, Ze

vi=aur+ -+ a1V i Vigr + -+ Qup Vg

Pak ovSem V = (vy, ..., vi_1, Viy1, ..., Uyy1) @ jiZ umime
vybrat bazi (podle indukéniho predpokladu).

Zbyva ovérit, Ze bdze maji vZdy stejny pocet prvkia. Uva-
Zujme bazi (vy, . . ., v,) prostoru V alibovolny nenulovy vek-
tor

u=avy+---+av, €V

s a; # 0 pro jisté i. Pak

1

—(u —(avi+- -+ ai1vi1+aip Vi +anvn))
i

a proto také (u, vy, ..., Vi1, Vi1, ..., Uy) = V.

Ovéfime, Ze je to opét baze: Kdyby pfidanim u k linedrné
nezdvislym vektortm vy, ..., v;_1, Vit+1, .. ., v, vznikly line-
arné zavislé vektory, pak by u bylo jejich linedrni kombinaci.
To by znamenalo

V:<U1,...

coZ neni mozZné.

TakZe jsme dokézali, Ze pro libovolny nenulovy
vektor u € V existuje i, 1 < i < n, takové, Ze
(u,v1, ..., V-1, Vit1, ..., Uy) je opét bdze V.

Déle budeme misto jednoho vektoru u uvazovat linedrné
nezdvislou mnozinu uq, ..., u; a budeme postupné ptida-
vat uy, Uy, ..., vzdy vyménou za vhodné v; podle predcho-
ziho postupu. Musime pfitom ovéfit, Ze takové v; vZdy bude
existovat (tj. Ze se nebudou vektory u vyménovat vzdjemne).
Predpoklddejme tedy, Ze jiZ mame umisténé uy, ..., u,. Pak
se U4 jisté vyjadii jako linedrni kombinace téchto vektorti
a zbylych v;. Pokud by pouze koeficienty u uy, ..., uy byly
nenulové, znamenalo by to, Ze jiZ samy vektory uy, ..., U¢t
byly linedrné zavislé, coZ je ve sporu s nasimi predpoklady.

Pro kazdé k < n tak po k krocich ziskdme bazi ve které
z puvodni baze doslo k vyméné k vektorti za nové. Pokud
by k > n, pak jiZ v n-tém kroku obdrZime bdzi vybranou z
novych vektortl u;, coZ znamend, Ze tyto nemohou byt line-
arné nezdvislé. Zejména tedy neni mozné, aby dvé baze mély
rizny pocet prvka. 0

Vi =

9 vi—l7 Ui+19 ceey Un>a

v s

Ve skutecnosti jsme dokdzali silnéjsi tvrzeni, tzv. Steinit-
zovu vetu o vymené, kterd tikd, Ze pro kaZzdou konecnou bézi
v a kazdy systém linedrné nezavislych vektor ve V umime
najit podmnozinu bazovych vektora v;, po jejichZ ziméné za
zadané nové vektory opét dostaneme bazi.

2.31. Dusledky Steinitzovy véty o vyméné. Diky moz-
nosti voln€ volit a vyménovat bazové vektory
"' mizeme okamzit€ dovodit pékné (a intui-
tivné snad také ocekdvané) vlastnosti bazi
vektorovych prostort:

Tvrzeni. (1) KaZdé dvé baze konecnérozmérného vektoro-
vého prostoru maji stejny pocet vektori, tzn. Ze nase de-
finice dimenze nezavisi na volbé bdze.

Rozepsdnim rovnosti zvlast pro redlnou a imagindrni slozku dosta-

vame soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou nezndmych:

! 1b = 2
2" 727 T
V33
—a——b = 1.
2 2
Jejim vyfeSenim ziskdme a = —2 + ¢T§’ b=-2- f , hledané sou-
w1 . 1 1
fadnice tedy jsou (—2 + 7 -2 - 75). O

2.54. Poznamka. Jak pozorny Ctendf jisté postfehl, iloha nenf zaddna
jednoznacné, nemdame totiZ zadano potadi kofenti polynomu, tudiZ ani
potadi bazovych vektorti. Vysledek je tedy ddn aZ na zdménu soutad-
nic.

Déle se na tomto misté vyjadieme k tzv. ,,usmeérniovani* zlomk,
tedy odstraniovani odmocnin z jejich jmenovatele. Autofi nemaji vyhra-

nény ndzor, zda by se usmériiovat mélo, ¢i ne (Je hezc¢i ¢T§ nebo \/%?).

35
okamzité odeéteme, Ze jeho hodnota je o néco malo vétsi nez 1 (nebot
6\/

V nékterych piipadech vsak je usmérnovani nezadouci: ze zlomku %

+/35 je jen o mdlo mensi neZ 6), kdeZto z usmérnéného zlomku

nevidime na prvni pohled nic.

s N2

2.55. Uvazme komplexni ¢isla C jako redlny vektorovy prostor. Urcete

soufadnice ¢&isla 2 + i v bazi dané kofeny polynomu x> — x + 1.

2.56. Pro jaké hodnoty parametrt a, b, ¢ € R jsou vektory (1,1, a, 1),
(1,b,1,1), (¢, 1,1, 1) linearn€ zavislé?

2.57. Nechf je dan vektorovy prostor V a néjakd jeho baze sloZend

z vektorl u, v, w, z. Zjistéte, zda jsou vektory

u—3v+z, v—5S5w—z, 3w—-T7z, u—w++z

linearné (ne)zavislé.
2.58. Dopliite vektory 1 — x> + x3, 1 + x> + x3, 1 — x — x> na bdzi

prostoru polynomd stupné nejvyse 3.

2.59. Tvoii matice
1 0 1 4 -5 0 | )
1 =2/’ 0 -1/’ 3 0)° 0 3
bazi vektorového prostoru ¢tvercovych dvourozmérnych matic?

Reseni. Uvedené ¢tyfi matice jsou jako vektory v prostoru 2 x 2 matic
linedrné nezavislé. Vyplyva to z toho, Ze matice

1 1 =5 1
0O 4 0 =2
1 0 3 0
-2 -1 0 3
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(2) Ma-1li V konecnou bdzi, Ize kazdou linedrné nezavislou
mnoZinu doplnit do baze.

(3) Bdze konecnérozmérnych vektorovych prostorii jsou
pravé maximalni linedrné nezavislé mnoZiny.

(4) Bdze prostoru s konecnou dimenzi jsou pravé minimdlni
mnoziny generdatorii.

Yev s

Malinko sloZitéjsi, ale nyni snadno zvlddnutelnd, je situ-
ace kolem dimenz{ podprostorti a jejich souctd:

Disledek. Necht W, Wy, W, C V jsou podprostory v pro-
storu 'V konecné dimenze. Pak plati

(1) dimW < dimV,

(2) V=W, pravé kdy dimV = dim W,

(3) dim W + dim W, = dim(W; + W,) 4+ dim(W; N W,).

Dutkaz. Zbyva dokdzat pouze posledni tvrzeni. To je
zfejmé, pokud je dimenze jednoho z prostorti nu-
lova. Predpoklddejme tedy dim W, = r > 1,
dim W, = s > 1 anechf (w;...,w,) je baze
— Wi N W, (nebo prazdnd mnoZina, pokud je pri-
nik trivialni).
Podle Steinitzovy véty o vyméné lze tuto bazi priniku
doplnit na bazi (wy, ..., w;, Uy ..., u,) pro Wi a na bazi
(wy ..., Wy, Vg1, ..., Ug) pro W, Vektory

Wiy ooy Wey Upl s oo o s Upy Vgt oo vy Ug
jist€ generuji W; + W,. UkdZeme, Ze jsou pfitom linedrné
nezavislé. Nechf tedy
ajwy + -+ aw, + b iy + ...
<o+ bu, + Cr1 V1 + -0 G =0.

Pak nutné

— (1 Vg v =
=ar-wi+- - +d W+ by U+ + b uy
musi pattit do W, N Wy. To ale m4 za nésledek, Ze
byt =---=b, =0,
protoZe tak jsem dopliiovali nase bize. Pak ovSem i
ap-wy o+ aw Gyt Vg o6 vy =0

a, protoZe pfisluSné vektory tvoii bazi W5, jsou vSechny koe-
ficienty nulové.

Tvrzeni (3) nyni vyplyva z pfimého piepocitini genera-
tord. g

2.32. Piiklady. (1) K" ma (jako vektorovy prostor nad K)
dimenzi n. Bazi je napf. n-tice vektorti

((1,0,...,0),(0,1,...,0)...,(0,...,0,D)).

Tuto bazi nazyvame standardni baze v K". V§imnéme si, Ze
piipade€ konec¢ného pole skalard, napt. Z;, ma cely vektorovy
prostor K" jen kone¢ny pocet k" prvkd.

(2) C jako vektorovy prostor nad R md dimenzi 2, bazi
tvoii napft. ¢isla 1 a i.

je tzv. reguldrni, coZ je mimochodem ekvivalentni livovolnému z né-
sledujich tvrzeni: jeji hodnost je rovna rozméru; ze z ni pomoci fddko-
vych elementdrnich transformaci obdrZet jednotkovou matici; existuje
k ni matice inverzni; ma nenulovy determinant, roven 116; ji zadana
homogenni soustava linedrnich rovnic mé pouze nulové feseni; kazdy
nehomogenni linedrni systém s levou stranou ur¢enou touto matici ma
pravé jedno feSeni; obor hodnot linedrntho zobrazeni, jeZ zadav4, je

vektorovy prostor dimenze 4; toto zobrazeni je injektivni). U
2.60. V R?jsou ddny podprostory U a V generované po fadé vektory
(lvla_3)3(1$2’2) a (1715_1)’(17271)’(1’373)'

Naleznéte prinik téchto podprostord.

ReSeni. Podprostor V ma dimenzi pouze 2 (nejedns se tedy o cely
prostor R?), nebof

11

2 31=0

1 3

a nebof libovolna dvojice z uvazovanych tech vektor je ocividné li-

nedrné nezdvisla. Stejné snadno vidime, Ze také podprostor U ma di-

menzi 2. Soucasné je

11 1
1 2 1|=24#0,
-3 2 -1

a proto vektor (1, 1, —1) nemtiZe naleZet do podprostoru U. Prinikem
rovin prochdzejicich pocatkem (dvojrozmérnych podprostord) v troj-
rozmérném prostoru musi byt alesponn piimka. V nasem piipadu je
jim pravé pifimka (podprostory nejsou totozné). Urcili jsme dimenzi

priniku — je jednodimenziondlni. V§imneme-li si, Ze
1(1, 17 _3)—"_2(172’2) = (3753 1) = 1(1’ la _1)+2(1a27 l)s

dostavame vyjadieni hledaného priiniku ve tvaru mnoZiny vSech ska-
larnich ndsobkd vektoru (3,5, 1) (jednd se o pfimku prochdzejici

pocatkem s timto smérovym vektorem). ([

2.61. Stanovte vektorovy podprostor (prostoru R*) generovany vek-
tory Uy = (_19 37 _27 1)7 Uy = (27 _17 _1? 2)9 Uz = (_4’ 79 _39 O)’
us = (1,5, =5, 4). vybranim né¢jaké maximdalni mnoziny linearné ne-
zavislych vektort u; (tj. vybranim baze).

ReSeni. Sepiseme vektory u; do sloupcii matice a obdrZenou matici

upravime pomoci fddkovych elementarnich transformaci. Takto zis-

kame
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(3) K, [x], tj. prostor polynomt stupné nejvyse m, ma 1 2 4 . 2 0o a4 L 2 0 4
dimenzi m + 1, bazi je napt. posloupnost 1, x, x%, ..., x™. 3. -1 7 5| _|-1 2 -4 1] _[0o 4 -4 5
Vektorovy prostor viech polynomt K[x] m4 dimenzi co, -2 -1 -3 =5 3o -1 75 0 -7 7 -7
. ol adeX ek . . 1 2 0 4 -2 -1 -3 =5 0 3 -3 3
umime vSak jeste stale najit bazi (i kdyZ s nekone¢né mnoha
rvk )1, x 12 1 2 0 4 1 2 0 4 1 0 2 0
PEVEY): 2, X, X, oo o . . 0 1 —1 5/4 0 1 -1 5/4 01 -1 0
(4) Vektorovy prostor R nad Q ma dimenzi oo a nemd o 1 =1t 1|7 lo o o -4l |o 0o o 1
spocetnou bazi. 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0
(5) Vektorovy prostor vSech zobrazeni f : R — R mi
také dimenzi oo a nem4 spoetnou bzi. Odtud vyplyv4, Ze linedrné nezdvislé jsou praveé vektory uy, us, uq,
tj. pravé ty vektory odpovidajici sloupctim, které obsahuji prvni nenu-
2.33. Souradnice vektoru. Jestlize pevné zvolime bazi s 1l v ., L
, . x Ny lové ¢islo né€jakého radku. Navic odsud plyne (viz tfeti sloupec)
, (v1, ..., v,) konecnérozmérného prostoru V,
. pak mizeme kazdy vektor w € V vyjadrit jako 2.(—=1,3,-2,1)— (2, —1,—1,2) = (—4,7, =3, 0).
LY, linedrni kombinaci v = ajv; + -+ + a,v,.
Zir~s=—— Piedpoklddejme, Ze to udéldme dvéma zpi- O
soby:
y 2.62. Ve vektorovém prostoru R* jsou ddny trojrozmérné podpro-
story
W= Ay e apUy = bivy 4 - A by U = (uy, uz, us), V = (v1, v2, v3),
Potom ale pfi¢emzZ
1 1 1 1 1
Oz(al_bl)'vl+"'+(an_bn)'vn 1 1 0 1 -1
Uy = 1 , Uy = ol Uz = 11 vy = 11 Uy = 1
aprotoa; = b; provSechnai =1, ..., n. Dospéli jsme proto ) 1
k zavéru: 0 1 - —1

V kone¢nérozmérném vektorovém prostoru lze kazdy  v; = (1, —1, —1, 1)7. Urcete dimenzi a libovolnou bdzi podprostoru
vektor zadat pravé jedinym zpiisobem jako linedrni kombi- ;7

naci bazovych vektort. Koeficienty této jediné linedrni kom-  _
binace vyjadfujici dany vektor w € V ve zvolené bazi ~ ReSeni. Do podprostoru U NV naleZi pravé ty vektory, které je moZné

v = (vy,...,V,) se nazyvaji soufadnice vektoru w v t€to  obdrZet jako linedrni kombinaci vektorti u; a také jako linedrni kombi-
bazi. naci vektoril v;. Hleddme tedy &isla xp, x;, x3, y1, Y2, y3 € R takova,
Kdykoliv budeme mluvit o soufadnicich (ai,...,a,) .
vektoru w, které vyjadfujeme jako posloupnost, musime aby platilo
mit pevné zvolenu i posloupnost bdazovych vektord v = 1 1 1 1 1 1
(v, ..., vy).Jakkoliv jsme tedy baze zavedli jako minimélni 1 1 0] _ 1 -1 -1
mnoZiny generdtort, ve skute¢nosti s nimi budeme pracovat ol BN Rl V) Rl B8 Babiy BSON el ERTN (ubel BECl
jako s posloupnostmi (tedy s uspofddanymi mnoZinami, kde 0 1 1 -1 -1 1
je pevné zadano potadi bazovych prvki). tj. hleddme feSen{ soustavy
PRIRAZEN{ SOURADNIC VEKTORUM XI 4+ 6 o+ ox = oy o+ oy 4y,
Prifazenti, které vektoru u = ayvy + - - - + a,v, pfiradi x; + X — yio— y» — 3
jeho soufadnice v bazi v, budeme znacit stejnym symbolem X + X3 = -y 4+ y» — i,
v:V — K". M4 tyto vlastnosti: X2 4+ x3 = —y — y» + i
(D v(u+w) =v) +vw); Vu,weV, Pfi maticovém zdpisu této homogenni soustavy (a pfi zachovani pofad{
) v@a-u)=a-vu); Vae K,YVu e V. | proménnych) je
o . , . o 1 11 -1 -1 -1 1 1 I -1 -1 -1
Vsimnéme si, Ze operace na levych a pravych stranidch 110 -1 1 1 00 -1 0 2 2
; téchto rovnic nejsou totoZné, naopak, jde o ope- 101 1 =1 1171o =1 0 2 o 2
L. ~ race na rtiznych vektorovych prostorech! Pfi 01 1 1 1 1 0 1 1 1 1 —1
——— ~ této prilezitosti se také miZeme zamyslet nad
obecnym piipadem bdze M (moZnd nekonecnérozmérného) 11 1 -1 -1 -1 111 -1 -1 — 1\
prostoru V. Baze pak nemusi byt spocetnd, porad ale jeste 10 1 1 1 I =11 o1 1 1 1 -1
miZeme definovat zobrazeni M : V. — KM (tj. soufadnice 00 -1 0 2 2 001 0 -2 =2
vektoru jsou zobrazeni z M do K). 00 1 3 1 1 00 0 1 1 1
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Uvedené vlastnosti prifazeni soufadnic jsme vidéli uz
dfive u zobrazeni, kterym jsme v geometrii roviny fikali line-
arni (zachovavaly nasi linearni strukturu v roving). Nez se bu-
deme vénovat podrobnéji zavislosti souradnic na volbé baze,
podivame se obecnéji na pojem linearity zobrazeni.

2.34. Linearni zobrazeni. Pro jakékoliv  vektorové
_Z . prostory (konecné i nekonec¢né dimenze), de-
4 finujeme ,linearitu® zobrazeni mezi prostory

~+ — obdobné, jako jsme to vidéli jiZz v roviné R?:
DEFINICE LINEARNICH ZOBRAZEN{ L.._,

Necht V a W jsou vektorové prostory nad tymzZ polem

skalart K. Zobrazeni f : V — W se nazyva linedrni zobra-

zeni (homomorfismus) jestlize plati:

(1) fu+v)=fw)+ f(v), Vu,veV

2) fa-u)y=a- f(m), VaekK, YueV.

Samoziejmé, Ze jsme takovd zobrazeni jiZz vidéli ve
formé nédsobeni matic:

f[K'> K" x—~ A-x

s matici typu m/n nad K.

Obraz Im f := f(V) C W je vidy vektorovy podpro-
stor, protoZe linedrni kombinace obrazil f (u;) je obrazem li-
nedrni kombinace vektorti u; se stejnymi koeficienty.

Stejné tak je vektorovym podprostorem mnoZina vSech
vektorii Ker f := f~'({0}) C V, protoZe line4rni kom-
binace nulovych obrazti bude vzdy zase nulovym vektorem.
Podprostor Ker f se nazyva jadro linedrniho zobrazeni f.

Linedrni zobrazeni, které je bijekci nazyvame izomorfis-
mus.

Podobné jako u abstraktni definice vektorovych prostord,
opét je tieba ovéfit zdanlivé samoziejma tvrzeni vyplyvajici
z axiomti:

Tvrzeni. Nechf f : V — W je linedrni zobrazeni mezi libo-
volnymi vektorovymi prostory nad tymZ polem skalarii K. Pro

v§echny vektoryu, uy, ...,u, € V,askalaryay,...,a; € K
plati:
(1) f(0) =0,

(2) f(—u) =—fu),

(3) flar-ur+--+ap-u) =ar- fu)+--+ar- fu),

(4) pro kazdy vektorovy podprostor Vi C V je jeho obraz
f (V1) vektorovy podprostor ve W,

(5) pro kazdy podprostor Wy C W je mnoZina f~'(W;) =
{veV; f(v) e Wi} vektorovy podprostor ve V.
Dukaz. Pocitdme s vyuzitim axiomd a definic a jiz do-

kazanych vysledkt (dohledejte si pfipadné samostatné!):
O =fw—-uw=fA-D-u)=0-fu)=0,

fuw) = f((=D-u)y= (=D f) =—fu).

v s

Vlastnost (3) se ovéii snadno z defini¢niho vztahu pro
dva sc¢itance indukefi pies pocet s¢itanct. Z platnosti (3) nyni
plyne, Ze (f(Vy)) = f(V}), je to tedy vektorovy podprostor.

1110 0 0 1000 0 2
for 10 0 2 Jo1ro0oo0 2 o
0010 -2 -2 0010 —2 -2
0001 1 1 0001 1 1

Dostavame tak feseni
Xy ==2t, xp=-28, x3=25+2t, yy=—S—1t, y» =S5, y3 =1,

t, s € R. Odtud dosazenim ziskdvame obecny vektor priniku

X1+ x2 + X3 0
X1+ X2 _ -2t —2s
X1+ x3 B 2s
Xy + X3 2t
Vidime, Ze
0 0
. 1 -1
dmUNnNV=2  UNV= , .
1 0
1
O
2.63. Uvedte néjakou bazi podprostoru
1 2 0 1 -1 0 -2 -1
U= < 341,12 3).11 2),10 1 >
56 4 5 3 4 2 3

vektorového prostoru redlnych matic 3 x 2. Tuto bazi dopliite na bazi
celého prostoru.
Reseni. Pripomenme, Ze bazi podprostoru tvoii mnoZina linedrné ne-

zavislych vektord, které generuji uvazovany podprostor. ProtozZe

1 2 01 -1 0
—1-13 4]1+2-|2 3]=|1 2},
56 4 5 3 4
1 2 01 -2 -1
—2-13 4]1+3-|12 3]=10 1],
56 4 5 2 3

cely podprostor U je generovan pouze prvnimi dvéma maticemi. Ty
jsou potom linedrné nezdvislé (jedna neni ndsobkem druhé), a tak
zaddvaji bazi. Chceme-li ji doplnit na bazi celého prostoru redlnych
matic 3 x 2, musime najit dal$i ¢tyfi matice (dimenze celého pro-
storu je zjevné 6) takové, aby vysledna Sestice byla linedrné nezavisla.

Muzeme vyuzit toho, Ze zname napf. standardni bazi

1 0 0 1 0 0 00 0 0 00
0 0}),10 O}, 1 O}, {0 1],1]0 O}, 10 O
00 00 0 0 0 0 1 0 0 1

prostoru redlnych matic 3 x 2, ktery lze pifimo ztotoznit s RS,

SepiSeme-li dva vektory bdze U a vektory standardni bdze celého
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Je-li naopak f(u) € Wy a f(v) € Wy, pak pro libovolné
skalarybudei f(a-u+b-v) =a- f(u)+b- f(v) e W;. O

2.35. Jednoduché disledky.

(1) SloZeni g o f : V — Z dvou linedrnich zobrazeni f :
V> Wag: W — Zjeopét linedrni zobrazeni.

(2) Lineéarni zobrazeni f : V — W je izomorfismus, pravé
kdyZIm f = W aKer f = {0} C V. Inverzni zobrazeni
k izomorfismu je opét izomorfismus.

(3) Pro libovolné podprostory Vi, V, C V a linearni zobra-
zeni f:V — W plati

SWVi+ V) =fF(V))+ f(Va),
fFvinvy) C f(V)n f(Va).

(4) Zobrazeni ,prifazeni souradnic* u : V — K" dané libo-
volné zvolenou bazi u = (uy, ..., u,) vektorového pro-
storu V je izomorfismus.

(5) Dva kone¢nérozmérné vektorové prostory jsou izo-
morfni pravé kdyZ majf stejnou dimenzi.

(6) SloZeni dvou izomorfismi je izomorfismus.

Dtkaz. Oveéfeni prvniho tvrzeni je velmi snadné
cviceni.

Pro diikaz druhého si uvédomme, Ze je-1i f
linearni bijekce, pak je vektor w vzorem line-
ranf kombinace au +bv, tj. w = £~ (au + bv),

pré?é?dyi

fw)=au+bv=f@ f'@+b-f'@)).

Je tedy také w = af ' (u) + bf ' (v) a tedy je inverze k li-
nedrni bijekci opét linedrni zobrazeni.

Dile, f je surjektivni, pravé kdyZ Im f = W a pokud
Ker f = {0}, pak f(u) = f(v) zaruCuje f(u — v) = 0, tj.
u = v. Je tedy v tom piipadé f injektivni.

Dalsi tvrzeni se dokdze snadno piimo z definic. Najdéte
si protiptiklad, Ze v dokazované inkluzi opravdu nemusi na-
stat rovnost! Zbyvajici body jsou jiZ ziejmé. O

2.36. Opét souiradnice. Uvazujme libovolné vektorové pro-
(tow story VaWnadKsdmV = n, dmW = m a

méjme linedrni zobrazeni f : V — W. Pro kaZdou
2 volbubdziu = (uy,...,u,)naV,v = (vy,...,0,)
na W, mame k dispozici piislusnd ptifazeni soutad-
nic a celou situaci nékolika pravé zminénych zobrazeni za-
chycuje nésledujici diagram:

V—————W

M\L ~ ~ \LU
Jup

K > K™
Spodni Sipka f, , je definovana zbylymi tfemi, tj. jako zobra-
zeni jde o sloZeni

fuv=vo foul.

prostoru v tomto pofadi, vybérem prvnich 6 linedrné nezavislych

s~

vektorl dostaneme hledanou bazi. Pokud vSak uvazime, Ze kupt.

1 000 0O
21 0 0 0O
32100 0f_ |
4 301 0 0
540010
6 50001
muzeme ihned bazového vektory
1 2 01
3 41, 2 3
5 6 4 5
podprostoru U doplnit maticemi (vektory prostoru matic)
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0], 0 11, 0 0], 00
0 0 0 0 1 0 0 1

na bazi. Upozornéme, Ze vySe uvedeny determinant lze vy¢islit velmi
snadno — je roven soucinu prvki na diagondle, nebof matice je v dol-
nim trojihelnikovém tvaru (nad diagondlou jsou vSechny prvky nu-
lové). O

H. Linearni zobrazeni

Jak popsat analyticky shodnd zobrazeni v roviné i prostoru jako je
rotace, osovd symetrie i zrcadleni, nebo projekci tfirozmérného pro-
storu na dvojrozmérné platno? Jak popsat zvétSeni obrazku? Co maji
spole¢ného? Jsou to vSechno linedrni zobrazeni. Znamend4 to, Ze zacho-
vavaji jistou strukturu roviny ¢i prostoru. Jakou strukturu? Strukturu
vektorového prostoru. Kazdy bod v roviné je popsdn dvéma v prostoru
pak tfema soufadnicemi. Pokud zvolime pocdtek soutfadnic, tak ma
smysl mluvit o tom, Ze néjaky bod je dvakrat ddl od pocatku stejnym
smérem neZ jiny bod. Také vime, kam se dostaneme, posuneme-li se
o néjaky tsek v jistém sméru a pak o jiny dsek v jiném sméru. Tyto
vlastnosti miZeme zformalizovat, hovofime-li o vektorech v roviné,
¢i prostoru a o jejich ndsobcich, ¢i souctech. Linedrni zobrazeni ma
pak tu vlastnost, Ze obraz souctu vektorli je soucet obrazl s¢itanych
vektorli a obraz ndsobku vektoru je ten stejny ndsobek obrazu ndsobe-
ného vektoru. Tyto vlastnosti pravé maji zobrazeni zminénd v tivodu
tohoto odstavce. Takové zobrazeni je pak jednozna¢né urceno tim, jak
se chova na vektrorech néjaké bdze (to je v rovin€ obrazem dvou vek-
tord neleZicich na pfimce, v prostoru obrazem tf{ vektort neleZich v ro-
ving).

A jak tedy zapsat néjaké linedrn{ zobrazeni f na vektorovém pro-
storu V? Zaénéme pro jednoduchost s rovinou R?: predpoklidejme,
7e obraz bodu (vektoru) (1, 0) je (a, b) a obraz bodu (0, 1) je (c, d).
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MATICE LINEARN{HO ZOBRAZEN{ L——~

Kazdé linedrni zobrazeni je jednoznacné uréeno svymi
hodnotami na libovolné mnoZiné generdtort, zejména tedy
na vektorech baze u. Oznacme

fy) =an-vi+ay-vo+---+anvn

fu) =ap-vi+an- v+ +anvy

f(“n) =dai, -V +ay v+t Ay

tj. skaldry a;; tvofi matici A, kde sloupce jsou soufadnice
hodnot f(u;) zobrazeni f na bazovych vektorech vyjadient
v bdzi v na cilovém prostoru W.

Matici A = (a;;) nazyvame matici zobrazeni f v bazich
u,v.

Pro obecny vektor u = xju; + --- + x,u, € V spoc-
teme (vzpomeiime, Ze s¢itani vektort je komutativni a distri-
butivni vii¢i ndsobeni skalary)

f(bt) = xlf(ul) + - +xnf(un)
=x1(anvi+ - Famvn) + -+ X @101+ A V)
= (xlall+' : ’+xnaln)vl R (xlaml+’ ' '+xnamn)vm-

Pomoci ndsobeni matic lze nyni velice snadno a prehledné
zapsat hodnoty zobrazeni f, ,(w) definovaného jednoznacné
pfedchozim diagramem. Pfipomerime si, Ze vektory v K" cha-
peme jako sloupce, tj. matice typu r/1

Jup@w)) = v(f(w)) = A - u(w).

Naopak, mdme-li pevné zvoleny baze na V i W, pak ka-
7da volba matice A typu m/n zaddva jednoznacné linedrni
zobrazeni K" — K™ atedy i zobrazeni f : V — W.Madme-
li tedy zvoleny béze prostord V a W, odpovidd kazdé volbé
matice typu m /n pravé jedno linedrni zobrazeni V. — W a
ukdzali jsme bijekci mezi maticemi pfislu§ného rozméru a
linedrnimi zobrazenimi V — W.

2.37. Matice prechodu mezi souradnicemi. Jestlize za V
- i W zvolime tentyZ prostor, ale s riznymi ba-
zemi, a za f identické zobrazeni, vyjadfuje po-
stup z predchoziho odstavce vektory baze u v
Ry== soufadnicich vzhledem k v. Oznac¢me vyslednou
matici 7. KdyZ pak zaddme vektor u

U=Xx1U1+ -+ Xpllp

v soufadnicich vzhledem k u a dosadime za u; jejich vyja-
dfeni pomoci vektort z v, obdrZime soufadné vyjadieni x =
(x1, ..., x,) téhoZ vektoru v bdzi v. Stadi k tomu preskld-
dat poradi s¢itanct a vyjadfit skalary u jednotlivych vektort
béze.

Ve skuteCnosti ted déldme totéZz, co v pfedchozim od-
stavci pro specidlni pripad identického zobrazeni idy na vek-
torovém prostoru V. Matice tohoto identického zobrazeni je

Tim uZ je jednoznacéné urceny obraz libovolného bodu o soufadnicich

(u,v): f((u,v)) = f(,0)+ v, 1) =uf(,0) +vf(,0) =
(ua, ub) + (vec, vd) = (au + cv, bu + dv), coZz miZzeme vyhodné

zapsat ndsledujicim zptisobem:

(5 o) (1) =Gutan)

Linedrn{ je tedy zobrazeni jednoznaéné dané matici. Navic pokud
h
spocitdme (Ctendr si jisté ze zdjmu sdm ovéii), Ze jejich sloZeni g o f
ae+ fc be+df

je ddno matici <ag +ch bg+dh)
To nés vede k tomu, abychom ndsobeni matic definovali timto zpi-

mdme dal$i linedrni zobrazeni g, dané matici , tak snadno

sobem, tedy aby aby aplikace zobrazeni na vektor byla ddna matico-
vym ndsobenim matice zobrazeni se zobrazovanym vektorem a aby
sloZeni zobrazeni bylo ddno soucinem matic jednotlivych zobrazeni.
Obdobné to funguje v prostorech vyssi dimenze. Zaroveii tato tivaha
znovu ukazuje to, co jiZ bylo dokdzdno v (Z3), totiZ Ze ndsobeni ma-
tic je asociativni, ale neni komutativni, nebof tomu tak je u skladani
zobrazeni. To je tedy dalsi z motivaci, proC se zabyvat vektorovymi
prostory a pro€ je s pojmem vektorového

Ptfipomenime si nyni, Ze v prvni kapitole jsme jiZ pracovali s ma-
ticemi n&kterych linedrnich zobrazeni v roving R?, zejména rotace ko-
lem bodu a osové symetrie (viz 31 a [37),

Nyni zkusme zapsat matice linedrnich zobrazeni z R? do R3. Jak
vypada matice rotace ve tfech rozmérech? Za¢néme specidlnimi (pro

Y s

popis jednodussimi) rotacemi kolem soutfadnicovych os:

2.64. Matice rotaci kolem os v R?. NapiSte matice zobrazen{ rotaci

o tihel @ postupné kolem (orientovanych) os x, y, z v R? .

ResSeni. Pfi rotaci libovolného bodu kolem dané osy (feknéme x), se
prislusna soufadnice daného bodu neméni, v roviné dané dvéma zby-
Iymi osami pak jiZ je rotace ddna zndmou matici typu 2/2.

Postupné tedy dostdvdme ndsledujici matice — rotace kolem osy

z:
cosp —sing O
sing cos¢ O
0 0 1
rotace kolem osy y:
cosp 0 sing
0 1 0
—sing 0 cosg

rotace kolem osy x:

1 0 0
0 cosg —sing

0 sing cosg
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T atedy nutné musi naznaceny piimy vypocetdatx = T - x.
Situace se zobrazena na diagramu:

id
14 4 14
M\L~ va
T:(idv)u,v

Vyslednou matici T nazyvame matice piechodu od baze
u vektorového prostoru V k bézi v téhoZ prostoru.
Piimo z definice vyplyva:

___.l VYPOCET MATICE PRECHODU !__

Tvrzeni. Matici T prechodu od bdze u k bdzi v ziskame tak,
Ze souradnice vektori bdaze u v bdzi v napiseme do sloupcii
matice T

Funkce matice ptfechodu je takovd, Ze zndme-li soutrad-
nice x vektoru v bdzi u, pak jeho soufadnice v bdzi v se ob-
drZi vynédsobenim sloupce x matici pfechodu (zleva). ProtoZe
inverzni zobrazeni k identickému je opét totéZ identické zob-
razeni, je matice pfechodu vZdy invertibilni a jeji inverze je
praveé matice prechodu opacnym smérem, tj. od baze v k bazi
u.

2.38. Vice souradnic. Nyni si ukdZeme, jak se skladaji sou-

' fadna vyjadieni linedrnich zobrazeni. Uvazme
jesté dalsi vektorovy prostor Z nad K dimenze
k s bazi w, linearni zobrazeni g : W — Z a
oznaCme piisluSnou matici g, .

SloZeni go f na hornim fddku odpovidd matici zobrazeni
K" — K* dole a pfimo spoéteme (piseme A pro matici f a
B pro matici g ve zvolenych bazich):

Quw © fun(x) =wogov'ovo fou

=B-(A-x)=(B-A) x=(80 fluwl
pro vSechny x € K”". Sklddani obrazeni tedy odpovidé né-
sobeni pfisluSnych matic. VSimnéte si také, Ze isomorfismy
odpovidaji pravé invertibilnim maticim.
Stejny postup ndm davéd odpovéd na otdzku, jak se zméni
matice zobrazeni, zménime-li baze na definicnim oboru i
oboru hodnot:

id id
1% L ! w Y -w
u/l'v Mi: :\LU :J/U/
Suv -1

kde T je matice pfechodu od u’ k u a S je matice pfechodu
od v’ k v. Je-li tedy A puvodni matice zobrazeni, bude nova
ddna jako A’ = S~'AT.

U matice rotace kolem osy y mame jinak znaménko u ¢. Chceme to-
tiZ, stejné jako u ostatnich os rotaci kolem osy y v kladném smyslu,
tedy takovou, Ze pokud se divdme proti sméru osy y, tak se svét toci
proti sméru hodinovych ruci¢ek. Znaménka v maticich jsou zavisla na
orientaci nasi souradné soustavy. Obvykle se v tifrozmérném prostoru
voli tzv. ,,pravotociva soustava soufadnic*: poloZime-li ruku na osu x
tak, aby prsty byly po sméru osy a abychom mohli osu x otocit v ro-
viné xy do osy y tak, aby souhlasily jejich sméry, pak palec by mél
ukazovat ve sméru osy z. V takové soustavé jde o rotaci v zdporném
smyslu v roviné xz (tedy osa z se otd¢i smérem k x). Rozmyslete si
kladny a zaporny smysl rotace podél vSech tii os. U

Znalost matic rotaci kolem soufadnicovych os ndm jiZ umoZiiuje
napsat matici rotace kolem libovolné (orientované) osy. Zac¢néme s

konkrétnim piikladem:

2.65. Naleznéte matici rotace v kladném smyslu o thel /3 kolem
pfimky prochdzejici pocitkem s orientovanym smérovym vektorem
(1, 1, 0) ve standardn{ bazi R3.

ReSeni. Uvedené otoCent Ize ziskat sloZzenim po Fadé téchto tff zobra-
zeni:
e rotace o /4 v zdporném smyslu podle osy z (osa rotace
prejde na osu x);
e rotace o 7r/3 v kladném smyslu podle osy x;
e rotace o /4 v kladném smyslu podle osy z (osa x piejde na

osu rotace).

Matice vysledné rotace bude soucinem matic odpovidajicich uvede-
nym tfem zobrazenim, pfi¢emZ poradi matic je ddno pofadim prova-
déni jednotlivych zobrazeni — prvnimu zobrazeni odpovid4 v soucinu

matice nejvice napravo. Takto dostaneme hledanou matici

¥2 Y2 g\ (1 V2
2 2 2 2
Vo2 ol-lo b =Bl 2 o) =
2 2 }12 2 2
o o0 1) \o ¥ 3 0 0 1
301 W6
4 4 4
= 1 3 _
4 4 4
_V6 Y61
4 4 2

Uvédomme si, Ze vyslednou rotaci bylo moZné ziskat napft. také

sloZenim nésledujicich ti{ zobrazent:

e rotace o r/4 v kladném smyslu podle osy z (osa rotace piejde
na osu y);

e rotace o /3 v kladném smyslu podle osy y;

e rotace o /4 v zadporném smyslu podle osy z (osa y prejde

na osu rotace).
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Ve specidlnim piipadé linedrniho zobrazeni f : V — V,
tj. zobrazeni ma stejny prostor V jako defini¢ni obor i obor
hodnot, vyjadfujeme zpravidla f pomoci jediné baze u pro-
storu V. Pak tedy pfechod k nové bazi u’ s matici pred-
chodu T od u’ k u bude znamenat zménu matice zobrazeni
naA' =T 'AT.

2.39. Llnearnl formy. Obzvlas{ jednoduchym a zaroven
didlezitym pfipadem linedrnich zobrazeni jsou
__tzv. linedrni formy. Jde o linedrni zobrazeni z
vektorového prostoru V nad polem skaldrii K
: do skalérti K. Jsou-li ddny soufadnice na V, je
prlrazenl ]ednothve i-té souradnice vektorim pravé takovou
linearni formou. Pfesnéji feceno, pro kazdou volbu bize v =
(vi, ..., v,) mdme k dispozici linedrni formy v} : V — K
takové, Ze v/ (v;) = ;j, tj. nula pro riizné indexy i a j a
jednicka pro stejné.
Vektorovy prostor vSech linedrnich forem na V znac¢ime
V* a tikdme mu dudlni prostor vektorovému prostoru V.
Ptedpoklddejme nyni, Ze prostor V m4 kone¢nou dimenzi
n. Bazi V* sestavenou z pfifazovani jednotlivych soufadnic
jako vySe nazyvame dudlni bdze. SkuteCné se jednd o bazi
prostoru V*, protoZe jsou tyto formy zjevné linedrné€ neza-
vislé (provéite si!) a je-li o libovolnd forma, pak plati pro

kazdy vektor u = xjv; + - - - + x,v,
a(m) =xo(vy) + - - + x0(vy)
= a()vy) + -+ a(v,)v, (u)

a je tedy « linedrni kombinac{ forem v;".

Pti pevné zvolené bdzi {1} na jednorozmérném prostoru
skalart K jsou s kaZdou volbou baze v na V linearni formy
o ztotoZnény s maticemi typu 1/n, tj. s faddky y. Pravé kom-
ponenty téchto fadkd jsou soufadnicemi obecnych linedrnich
forem v dudlni bazi v*. Vycisleni takové formy na vektoru je
pak ddno vyndsobenim piislusného fddkového vektoru y se
sloupcem soufadnic x vektoru u € V v bazi v:

a(u) =y -x =yix;+ -+ yX,.

Zejména tedy vidime, Ze pro kazdy konecnérozmérny pro-
stor V je V* izomorfni prostoru V. Realizace takového izo-
morfismu je ddna napf. nasi volbou dudlni bize ke zvolené
bdzi na prostoru V.

V tomto kontextu tedy znovu potkdvadme skaldrni soucin
fadku n skalari se sloupcem n skalard, jak jsme s nim praco-
vali jiZ v odstavci 23 na strané [78.

U nekonecné rozmérného prostoru se véci maji jinak.
\ Napf. uZ nejjednodussi priklad prostoru vSech
polynomt K[x] v jedné proménné je vektoro-
vym prostorem se spocetnou bazi s prvky v; =

arné nezdvislé formy v;. Jakykoliv formdlni nekone¢ny sou-
et Y 2 a;v} je nyni dobfe definovanou linedrni formou na
K[x], protoZe bude vyc¢islovan vZdy pouze na konec¢né line-
arni kombinaci bazovych polynomi X,i=0,1,2,....

Analogicky tak dostdvame

V2 V2 L 9 B V2 V2
2 2 2 2 2
_V2 Y2 0 1 0 vV2 2 g =
2 2 % | 2 2
0 0 1 Lo ) \o 0 1

O

2.66. Matice obecné rotace v R*. Odvodte matici obecné rotace
vR3.
Reseni. Uvahu z predchoziho prikladu méiZzeme provést i s obec-
nymi hodnotami. UvaZme libovolny jednotkovy vektor (x, y, z). Ro-
tace v kladném smyslu o thel ¢ kolem tohoto vektoru pak mtiZzeme
zapsat jako sloZeni ndsledujicich rotaci, jejichZ matice jiZ zname:

i) rotace R v zdporném smyslu kolem osy z o thel s kosinem

x/y/x2 4+ 2 = x//1 — 22, tedy sinem y/+/1 — 22, ve které

prejde pfimka se smérovym vektorem (x, y, z) na piimku se

smérovym vektorem (0, y, 7). Matice této rotace je
x/N1—=z2 y/A/1—=22 0
Ri=|—-y/V1-22 x//1-2* 0],

0 0 1
ii) rotace R, v kladném smyslu podle osy y o thel s kosinem
v/1 — 72, tedy sinem z, ve které prejde pfimka se sméro-
vym vektorem (0, y, z) na pfimku se smérovym vektorem

(1, 0, 0). Matice této rotace je
v1—-2z2 0 z
R, = 0 1 0 ,
-z 0 J1-22

iii) rotace R3 v kladném smyslu kolem osy x o thel ¢ s matici

1 0 0
0 cos(p) —sin(y) |,
0 sin(p) cos(p)

iv) rotace R, "' s matici R; ',

V) rotace Rl_l s matici R I
Matice sloZeni téchto zobrazeni, tedy hledand matice, je ddna souci-
nem matic jednotlivych rotaci v opa¢ném potadi:
-1 p-1
Rl ~R2 -R3-Ry-R| =

cos ¢ + (1 — cos ¢)x?
yx(1 —cos¢) + zsing
zx(1 — cosg) — ysing

(1 —cos)xz + ysing
(1 —cosg)yz —xsing
cos ¢ + (1 — cos ¢)z>

(1 —cos@)xy — zsing
cos ¢ + (1 — cos @)y
(1 —cosp)zy + xsing

107



KAPITOLA 2. ELEMENTARNI LINEARNI ALGEBRA

Spocetnd mnoZina vSech v} tedy neni bazi. Ve skutec-
nosti 1ze ukdzat, Ze tento dudlni prostor ani spocetnou bdzi
mit nemuze.

2.40. Vellkost vektoru a skalarni soucin. V tvahach o ge-
_ ometrii rovmy R? jsme jiZ v prvni kapitole v od-
stavci 29 pracovali nejen s bazemi a linear-
L= nimi zobrazenimi, ale také s velikosti vektora
a ]e]lch dhly. Pro zavedeni téchto pojmt jsme také pouzili
skalarniho souc¢inu dvou vektorti v = (x, y) av’ = (¥, y)
ve tvaru u - v = xx’ 4 yy'. Skutecné, soufadné vyjadieni pro
velikost v = (x, y) je ddno

loll = V243 = Vv,

zatimco (orientovany) thel ¢ dvou vektord v = (x, y) av’' =
(', ¥) je v rovinné geometrii ddn vztahem

Povsimnéme si, Ze tento skalarni soucin je linedrni v kaz-
dém ze svych argumentt, zna¢ime jej u-v nebo (v, v’). Takto
definovany skalarni soucin je také symetricky ve svych argu-
mentech a samoziejmé plati, Ze ||v|| = 0, pravé kdyz v = 0.
Z nasich dvah je také vidét, Ze v Euklidovské roviné jsou dva
vektory kolmé, pravé kdyz je jejich skalarni soucin nulovy.

V piipadé redlného vektorového prostoru jakékoliv
dimenze budeme hledat obdobny postup, protoZe koncept
thlu dvou vektorl je samoziejmé vZdy dvourozmérny (jisté
chceme, aby uhel byl stejny v dvourozmérném podprostoru
obsahujicim u a v jako thel v celém prostoru). Budeme v né-
kolika dalSich odstavcich uvaZovat pouze kone¢nérozmérné
vektorové prostory nad redlnymi skaldry R.

SKALARNI SOUCIN A KOLMOST

Skaldarni soucin na vektorovém prostoru V nad redlnymi
Cisly je zobrazeni (, ) : V x V. — R, které je symetrické
ve svych argumentech, linedrni v kaZzdém z nich a takové, Ze
(v, v) > 0alv]|*> = (v, v) = 0 pouze pii v = 0.

Cislu ||v]| = +/{v, v) fikdme velikost vektoru v.

Vektory v a w € V se nazyvaji ortogondlni nebo kolmé,
jestlize (v, w) = 0. PiSeme také v L w. Vektor v se nazyva
normovany, jestlize ||v| = 1.

Baze prostoru V sloZend z ortogondlnich vektord se na-
zyva ortogondlni bdze. Jsou-li bazové vektory navic i normo-
vané, je to ortonormdini bdze.

Skalarni soucin se také Casto zapisuje pomoci obvyklé
teCky, tj. (4, v) = u - v. Z kontextu je pak tfeba poznat, zda
jde o soucin dvou vektori (tedy vysledkem je skaldr) nebo
néco jiného (stejn€ jsme znacili soucin matic a také nékdy
soudin skalari).

2.67. Je déno linedrni zobrazeni R?® — R3 ve standardni bézi ndsle-
dujici matict:
-1

NN O =

0
1 1
0 0
Napiste matici tohoto zobrazeni v bazi
(f1, f2. ) =((1, 1,0), (=1, 1, 1), (2,0, 1)).
ReSeni. Matice prechodu 7' od béze J = (fi, f2, f3) k standardni
bazi, tj. bazi danou vektory (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), ziskdme podle
Tvrzeni 2.25 zapsanim soufadnic vektort fi, f>, f3 ve standardni bazi

do sloupcti matice pfechodu 7. Mame tedy

1 -1 2
T=11 1 0
0o 1 1

Matice pfechodu od standardni baze k bazi f je potom

1 3 _1

4 4 2

71— | -1 1 1

AR

3 i 2

Matice zobrazeni v bézi f je potom

1 _3
O

T AT = § 0 ]

i "2 3

O

2.68. UvaZme vektorovy prostor mnohoclenti jedné nezndmé stupné

nejvyse 2 s redlnymi koeficienty. V tomto prostoru uvazme bdzi 1, x,

x*. Napiste matici zobrazeni derivace v této bazi a také v bazi 1 + x?,

X, x + X2

5 010 0

ReSeni. |O O 2,12 1 3 |. O
00O 0 -1 -1

2.69. Ve standardni bazi v R?® urcete matici rotace o 90° v kladném

smyslu kolem piimky (¢, ¢, 1), t € R, orientované ve sméru vektoru

(1, 1, 1). Dale urCete matici této rotace v bazi

g=1((1,1,0), (1,0, 1), (0, 1, 1)).

ReSeni. Snadno uréfme matici uvaZované rotace a to ve vhodné bazi,

totiZ v bazi dané smérovym vektorem piimky a dile dvéma navzdjem

kolmymi vektory v rovin€ x + y + z = 0, tedy v rovin€ vektori kol-

mych k vektoru (1, 1, 1). Uvédomme si, Ze matice rotace v kladném

smyslu 0 90° v n&jaké ortonormdlni bazi v R? je 1 _01 , V ortogo-
P . . o 0 —k/I . .

ndlni s velikostmi vekorl &, [ potom 1k o J Zvolime-li v ro-

viné x + y+z = 0 kolmé vektory (1, —1, 0) a (1, 1, —2) o velikostech
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ProtoZe je skaldrni soucin linedrni v kazdém ze svych
% argumentt, bude jisté GpIn¢ urcen jiz svymi
hodnotami na dvojicich bazovych vektort. Sku-
te¢n¢, zvolme si bazi u = (uy,...,u,) pro-
storu V a oznaéme

Sij = (ui, Mj)-
Pak ze symetri¢nosti skalarniho soucinu plyne s;; = s;; a
z linedrity soucinu v kazdém z argumentti dostdvame:

< E Xill, E Yjuj> = E xiyjlui, uj) = E 8ijXiYj-
i J i,j i,j

Pokud je bize ortonormalni, je matice S jednotkovou matici.
Tim jsme dokdzali ndsledujici uZite¢né tvrzeni:
’.._-J SKALARNT{ SOUCIN A ORTONORMALN{ BAZE L._.

Tvrzeni. Skaldrni soucin je v kazdé ortonormalni bazi dan
v souradnicich vyrazem

T
(. y) =x" -y

Pro kaZdou obecnou bazi prostoru V existuje symetrickd ma-
tice S takova, Ze souradné vyjadreni skaldrniho soucinu je

(x,y) =x"-S-y

2.41. Ortogonalni dopliiky a projekce. Pro kazdy pevné

: zvoleny podprostor W C V v prostoru se ska-
Y,/  ldrnim soucinem definujeme jeho orfogondlni
doplnék takto

W+ ={ueV; uLlvproviechny v € W}.

P¥imo z definice je zjevné, Ze W+ je vektorovy podprostor.
Jestlize W C V ma bazi (uy, ..., uy), je podminka pro wt
ddna jako £ homogennich rovnic pro n proménnych. Bude
tedy mit W+ dimenzi alespoti n —k. Zaroveii aleu € WNW+
znamend (u, u) = 0 atedy i u = 0 podle definice skalarniho
soucinu. Ziejmé je tedy vzdy cely prostor V primym souctem

V=WaoWw.

Linedrni zobrazeni f : V — V na libovolném vektoro-
vém prostoru se nazyva projekce, jestlize plati

fof=1/
V takovém piipadé je pro kazdy vektor v € V

v=f()+ - f) elm(f)+Ker(f) =V

aje-liv e Im(f)a f(v) =0, pak jeiv = 0. Je tedy pre-
chozi soudet podprostort piimy. Rikdme, Ze f je projekce
na podprostor W = Im(f) podél podprostoru U = Ker(f).
Slovy se dé projekce popsat prirozené takto: rozloZime dany
vektor na komponentu ve W a v U a tu druhou zapomeneme.

Je-li na V navic skaldrni soudin, fikdme Ze jde o kol-
mou projekci, kdyZ je jddro kolmé na obraz. Kazdy podpro-
stor W # V tedy definuje kolmou projekci na W. Je to

V2 a /6, tak v bazi f=(1,1,1),(1,-1,0), (1, 1, —2)) m4 uvazo-
1 0 0
vand rotace matici | 0 0 —+/3 |. Abychom ziskali matici uva-

0 1//3 0

Zované rotace ve standardni bazi, sta¢i ndm transformovat matici jiz
znamym zpisobem. Matici pfechodu 7 od baze f ke standardni do-

staneme zapsdnim soufadnic (ve standardni bazi) vektord baze f do

1 1 1
sloupci matice 7: T = |1 —1 1 |. Celkem tedy pro hledanou
1 0 =2

matici R mame

0 0
0 -3
1/V/3 0
1/3 1/3—-4/3/3 1/3++/3/3
1/3+/3/3 1/3 1/3 —/3/3
1/3—+/3/3 1/3++/3/3 1/3

Tento vysledek miZeme ovérit dosazenim do matice obecné rotace

1
R=T-|0 LT
0

(]12.66]]), normovanim vektoru (1, 1, 1) dostdvame vektor (x, y, 7) =

(1/+/3,1/+/3,1//3), cos(g) = 0, sin(p) = 1. O

2.70. V R3 urcete matici rotace o 120° v kladném smyslu kolem vek-

toru (1, 0, 1) (staci uvést ve tvaru soucinu matic). O

2.71. Matice obecné rotace podruhé. Zkusme odvodit matici
(obecné) rotace z (]|2.66]|) o thel ¢ v kladném smyslu kolem jednot-
kového vektoru (x, y, z) jinym zplsobem, analogicky jako v pred-
chozim ptikladé. V bazi i = ((x, y,2), (—y, x,0), (zx, 2y, 2> — 1)),

tedy v ortogondlni bdzi tvofené smérovym vektorem osy rotace a
dvéma navzdjem kolmymi vektory o shodnych velikostech +/1 — z2

lezicimi v roviné kolmé na osu, ma uvazovana rotace matici

1 0 0
A= 0 cos(¢) —sin(y) |. Matice pfechodu od baze f ke
cos(p) sin(e) 0
X -y x
standardni bazi je potom 7' = [y x zy s inverzni matici
z 0 2-1
X y Z
T'=|-1v2 iz 0
2x RS
1-22 1-22

Celkem pak pro matici R hledané rotace dostdvdme
R=T-R-T '=

cosg0+(1—cosg0)x2 (1 —cosgp)xy —zsing

cos¢ + (1 — cos </J)y2

(1 —cosg)zy + xsing

(1 —cosg)yz — xsing
cos @ + (1 —cos 90)12

yx(1 —cos ) + zsing

(1 —cos<p)x2+ysin<p)
zx(1 —cosg) — ysing

Pfi ndsoben{ a nasledném zjednodusovani je nutno opakované pou-
zit predpokladu x> 4 y> 4z = 1.
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projekce na W podél W+, kterd je ddna pomoci jednozna-
¢ného rozkladu kazdého vektoru u na komponenty uy € W
auy. € W, tj. linedrni zobrazent, které uy + uy. zobrazi
nauwy.

2.42. Existence ortonormalni baze. Pov§imnéme si, 7Ze
5 na kazdém kone¢nérozmérném redlném vekto-
@\ rovém prostoru jisté existuji skaldrni souciny.
Qﬁ“ﬂ Prosté si staci vybrat libovolnou bazi, prohlésit ji
£.=2 7a ortonormdlni a hned jeden dobie definovany
skaldrni souc¢in mdme. V této bazi pak skaldrni souciny
pocitdme podle vzorce v Tvrzeni Z40.

Umime to ale i naopak. Mdme-li zadan skaldrni soucin
na vektorovém prostoru V, miZeme vcelku jednoduse
pocetné vyuzit vhodnych kolmych projekci a jakoukoliv
zvolenou bazi upravit na ortonormadlni. Jde o tzv. Grammiiv—
Schmidtiiv ortogonalizacni proces. Cilem této procedury
bude z dané posloupnosti nenulovych generatord vy, .. ., v;
kone¢nérozmérného prostoru V  vytvofit ortogondln{
mnoZinu nenulovych generatort pro V.

__J GRAMMOVA—SCHMIDTOVA ORTOGONALIZACE

Tvrzeni. Necht (uy,...,u;) je linedrné nezavisla k-tice
vektorii prostoru V se skaldrnim soucinem. Pak existuje
ortogondlni systém vektorii (vi,...,vy) takovy, Ze v; €
(uy,...,u;), i = 1,..., k. Ziskame je ndsledujici procedu-
rou:
o Nezavislost vektorii u; zarucuje, Ze uy % 0; zvolime v; =
ui.
o Mame-lijiZ vektory vy, ..
lime vy = upy1+ajvi+- - -+apvy, kde a; = —

., Ug potfebnych vlastnosti, zvo-
(weg1,vi)
llv: 1I?

Dt¢kaz. Zacneme prvnim (nenulovym) vektorem v; a
spo¢teme kolmou projekci v, do

(V)™ C ({v1, v2}).

Vysledek bude nenulovy pravé, kdyz je v, nezdvislé na v;.
Ve vSech dal$ich krocich budeme postupovat obdobné.

V £-tém kroku tedy chceme, aby pro vey; = wueq1 +
ajvy + - -+ + apvp platilo (veyq, v;) = 0, pro vSechny i =
1,...,£. Odtud plyne

0= (ugp1 +arvy + - -+ apve, vi) = (U1, Vi) + ai{vi, v;)

aje vidét, Ze vektory s pozadovanymi vlastnostmi jsou uréeny
jednoznacné aZ na ndsobek. U

Kdykoliv madme ortogondlni bazi vektorového prostoru
V, sta¢i vektory vynormovat a ziskdme bazi ortonormdlni.
Dokézali jsme proto:

Diusledek. Na kazdém konecnérozmérném redlném vektoro-
vém prostoru se skaldrnim soucinem existuje ortonormadlni
baze.

Podrobnéjsim rozborem vlastnosti riznych typd linearnich zobra-
zenf se nyni dostaneme k pofadnéjSimu pochopeni nastroji, které nim
vektorové prostory pro linedrni modelovédni procest a systémil nabi-

zeji.

2.72. UvaZme komplexni Cisla jako redlny vektorovy prostor a za
jeho bdzi zvolme 1 a i. V této bazi urcete matici ndsledujicich line-
drnich zobrazeni:

a) konjugace,

s v

b) nasobeni Cislem (2 + i).
Urcete matici téchto zobrazeni v bazi i =(1=0,+D).

ReSeni. Abychom uréili matici linearniho zobrazeni v n&jaké bazi,
staci urcit obrazy bazovych vektort.

a) Pro konjugaci je 1 +— 1, i +— —i, zapsdno v soufadnicich
(1,0) — (1,0) a (0, 1) — (0, —1). Zapsanim obrazt do sloupct do-

stdvdme matici , V bézi f pak konjugace prohazuje bazové

1 0

0 —1
vektory, ¢ili (1,0) — (0,1) a (0,1) — (1, 0) a matice konjugace v
0

1 0)°

b) Pro bézi (1, i) dostdvdme 1 +— 2+i,i +— 2i —1,tedy (1, 0) —

7 Xz

2,1, (0,1) — (2, —1). Celkem je matice ndsobeni ¢islem 2 + i v
‘- . 2 —1
bazi (1, i) tato: (1 > )

Nyni ur¢eme matici v bazi /- Nésobenim ¢islem (2+) dostdvame:
T-D)— A-D2+i)=3—-1i (141~ (14 3i). Souradnice
(a,b)y vektoru 3 — i v bazi f jsou dany, jak jiz dobfe vime, rovnici
a- (11 D+b-(1+i) =34+itedy B+i)y = (2,1). Obdobné

(1+ 30y = (=1, 2). Dohromady jsme ziskali matici (% _21

Zamyslete se, pro¢ ndm matice ndsobeni ¢islem 2 4 i vysla stejnd

této bazi je

v obou bézich. Byla by stejnd matice ndsobeni libovolnym jinym kom-

plexnim ¢islem v téchto bazich? U

2.73. Urdete matici A, kterd ve standardni bazi prostoru R3 zadava
kolmou projekci do vektorového podprostoru generovaného vektory
up=(—1,1,00au, =(—1,0,1).

ReSeni. Nejprve poznamenejme, Ze uvedeny podprostor je rovinou
(1, 1, 1).

Uspotadana trojice (1, 1, 1) je totiZ oCividnym feSenim soustavy

prochédzejici pocatkem s normdlovym vektorem us =

+ x = 0,
+ x = 0,

_xl
_xl

tj. vektor us je kolmy na vektory uy, u;.
Pfi dané projekci se vektory u; a u, museji zobrazit na sebe a

vektor u; potom na nulovy vektor. V bazi sloZzené po rfadé z vektort
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V ortonormadlni bazi se obzvlast snadno spoctou soutrad-
nice a kolmé projekce. Skute¢né, méjme ortonormélni bazi
(e1, ..., e,) prostoru V. Pak kazdy vektor v = xje; +--- +
Xye, spliiuje

(ei,v) = (ei, x1e1 + - - + xpe,) = X;
a plati tedy vzdy

(23) V= <€1, U)El +---+ <en’ v)en.

Pokud mame zad4n podprostor W C V a jeho ortonor-
mdlni bazi (e, ..., ex), jde ji jisté doplnit na ortonormalni
bazi (ej, ..., e,;) celého V. Kolm4 projekce obecného vek-
toru v € V do W pak bude dédna vztahem

V= (el’ U)el + -+ <en7 v>ek'

Pro kolmou projekci ndm tedy staci zndt jen ortonorméni
bazi podprostoru W, na nejZ promitime.

PovSimnéme si také, Ze obecné jsou projekce f na pod-
prostor W podél U a projekce g na U podél W svazany vzta-
hem g = idy — f. Je tedy u kolmych projekci na dany pod-
prostor W vZdy vyhodnéjsi pocitat ortonormdlni b4zi toho z
dvojice W, W+, ktery md mensi dimenzi.

Uvédomme si také, Ze existence ortonormalni baze nam
zarucuje, Ze pro kazdy redlny prostor V dimenze n se ska-
larnim soucinem existuje linedrni zobrazeni, které je izomor-
fismem mezi V a prostorem R” se standardnim skalarnim
sou¢inem. Podrobné to bylo ukédzano jiz ve Tvrzeni 2240, kde
jsme ukazali, Ze hledanym izomorfismem je prave prifazeni
soufadnic. Regeno volnymi slovy — v ortonorméln{ bazi se
skalarni soucin pomoci soufadnic pocita stejnou formuli jako
standardni skaldrni souc¢in v R".

K otdzkam velikosti vektorti a projekcim se vratime jesté

2% N P

v pristi kapitole v obecnéjsich souvislostech.

2.43. Uhel dvou vektori. Jak jsme jiZ zminili, thel dvou
linedrné nezdvislych vektorti musi byt stejny, kdyZ je bu-
deme uvaZovat v dvourozmérném podprostoru, ktery gene-
ruji, nebo v okolnim prostoru vét§im. Ve své podstaté je proto
pojem tihlu dvou vektorti nezavisly na dimenzi okolniho pro-
storu a pokud si zvolime ortonormdlni bézi, jejiZ prvni dva
vektory budou generovat tentyZ podprostor jako dané vektory
u a v, miZeme doslova prevzit definici z rovinné geometrie.
I bez volby baze tedy musi platit:

J UHEL DVOU VEKTORU L———~

Uhel ¢ dvou vektorti v a w ve vektorovém prostoru se
skaldrnim soucinem je ddn vztahem

(v, w)

Cosp = ———.
lolllwll

Takto definovany thel nezavisi na uvaZzovaném poradi vek-
torti v, w aje vintervalu0 < ¢ < .

uy, Up, u3 je proto matice této projekce

1 00

010

00O

Pomoci matic pfechodu

-1 =1 1 -1 2 _1
T=|1 0 1 o1 27
a ’ I U
0 1 1 3 3 3

od baze (uy, up, u3) ke standardni bazi a od standardni baze k bazi

(11, up, uz) ziskame

12 1
-1 =1 1\ (1 0 0\ (-} 3 -3
A=|[1 1]-{fo1 o] |- -% 2
1 1 1
0 1 000 ror
2 1
(2 2 i
%31 23
T3 733

O

2.74. Ve vektorovém prostoru R* uréete matici kolmé projekce na ro-
vinux +y —2z =0. O

2.75. Ve vektorovém prostoru R? urcete matici kolmé projekce na ro-
vinu 2x —y +2z = 0. O

I. Baze a skalarni souciny

Pomoci skaldrniho soucinu umime fesit jinym zptisobem (I1€pe?)

problémy, které jsme jiz diive zvladli pomoci transformace soufadnic.

2.76. Napiste matici zobrazeni kolmé projekce do roviny prochdze-

jici pocdtkem a kolmé na vektor (1, 1, 1).

Reseni. Obraz libovolného bodu (vektoru) x = (xq, x2, x3) € R3
v uvazovaném zobrazeni ziskame tak, Ze od daného bodu odecteme
jeho kolmou projekci do normélového sméru dané roviny, tedy do
sméru (1, 1, 1). Tato projekce p je ddna (viz Z3) jako

x, (I,1,1))  xi4+x4+x xi+x+x x1+x+x3

(L L DP 3 0 3 0 3 )
Vysledné zobrazeni je tedy
2X1 )C2+X3 2x2 X1 +X3 2)63 X1+ X2
X - p = (_ - 9 - b - ) -
3 3 3 3 3 3
e
==L 2 _1 X
120 2\
3 33
Vysla ndm tedy (spravné) stejnd matice jako v piikladu ||[ZZZ3||. ([

2.77. Urcete matici zrcadleni podle roviny prochdzejici po¢itkem a s

normdlovym vektorem (1, 1, 1). O
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K problematice skaldrnich soucinti a Gihl vektord se vra-
time v dalSich kapitol4ch.

2.44. Multilinearni formy. Skaldrni soucin byl ddn jako

zobrazeni ze sou¢inu dvou kopii vektorového
S ), prostoru V' do prostoru skalarti, které bylo li-
" nedrni v kazdém ze svych argumentd. Podobné&
budeme pracovat i se zobrazenimi ze soucinu k
kopu Vektoroveho prostoru V do skalard, kterd jsou linearni
v kaZzdém ze svych k argumenti. Hovoiime o k—linedrnich
forméch.

Nejcastéji se budeme setkavat s bilinedrnimi formami, t.
pripadem « : V xV — K, kde pro jakékoliv vektory u, v, w,
z a skalary a, b, ¢ a d plati, stejn€ jako u skaldrniho soucinu

a(au + bv, cw +dz) = aco(u, w) +ad a(u, z)
+ bca(v, w) + bd a(v, 7).

Pokud navic plati
a(u, w) = a(w,u),

hovotime o symetrické bilinedarni formé. Jestlize zaména ar-
gumentl vede k obrdceni znaménka vysledku, hovoiime o
antisymetrické bilinedrni formé.

JiZ v rovinné geometrii jsme zavedli determinant jako bi-
linedrni antisymetrickou formu «, tj. a(u, w) = —a(w, u).
Obecné vime z véty DT, Ze je determinant v dimenzi n
mozno nahliZet jako n—linedrni antisymetrickou formu.

Jako u linedrnich zobrazeni je zfejmé, Ze kazdd k—
linearni forma je dplné uréena svymi hodnotami na vSech
k—ticich bazovych prvkt v pevné bazi. V analogii k li-
nedrnim zobrazenim tyto hodnoty muiZeme vnimat jako
k-rozmérné analogie matic. UkdZeme si to v piipadé k = 2,
kde ptijde doopravdy o matice, jak jsme je zavedli.

MATICE BILINEARN{ FORMY

Jestlize zvolime bdzi u na V a definujeme pro danou

bilinedrni formu o skaldry a;; = a(u;, u;), pak zjevné do-

staneme pro vektory v, w se souradnicemi x a y (jakoZto
sloupce soufadnic)

n
T
E aijxiyj =y - A-x,
i, j=1

(@ij).

a(v,w) =

kde A je matice A =

Piimo z definice matice bilinerdni formy je vidét, Ze
forma je symetrickd nebo antisymetrickd, pravé kdyZ m4 tu-
téZ vlastnost jeji matice.

Kazd4 bilinedrni forma o« na vektorovém prostoru V de-
finuje zobrazeni V. — V*, v — «a(, v), tj. dosazenim pev-
ného vektoru v za druhy argument dostdvame linedrni formu,
kterd je obrazem tohoto vektoru. Zvolime-li pevné bazi na ko-
necnérozmérném prostoru V a dudlni bazi na V*, pak jde o
zobrazeni

vy (x> y - A-x).

Reseni. Obdobné jako v predchozim piikladu (||ZZ78|) ziskdme obraz
libovolného bodu (vektoru) x = (x|, x2, x3) € R? pomoci jeho kolmé
projekce p do normdlového sméru (1, 1, 1). Narozdil od predchoziho

ptikladu je vSak tuto projekci tfeba odecist dvakrat (viz obrazek). Je

tedy
Xx—2p= (__ 2004+ x3) X 200 +x3) x3 2(x1+x2)) _
3 "3 3 "3 3
L -3 (o
O A
3 P\
3 33 3

Uvedend matice je tedy hledadanou matici uvazovaného zrcadleni. [

2.78. V R? je ddna standardni soufadnicova soustava. V roving z =
0 je umisténo zrcadlo a v bodé€ [4, 3, 5] svicka. Pozorovatel v bodé
[1, 2, 3] o zrcadle nevi, ale pozoruje odrazem v ném svicku. V jakém

bod¢ se mu jevi, Ze je svicka umisténa?

ReSeni. V zrcadle vidime vZdy (nezévisle na nasi poloze) zrcadlovy
obraz pozorovanych objektd. Svicka se tedy jevi v bodg, ktery je zr-
cadlovym obrazem skutecné polohy podle roviny zrcadla, tedy podle
roviny z = 0. Zrcadleni podle této roviny mé jednoduchy piedpis,
stac{ zménit znaménko u soufadnice z zobrazovaného bodu (rozmysli).

Svicku tudiZ vidi pozorovatel v bod¢ [4, 3, —5]. O

2.79. Najdéte matici zrcadleni vzhledem k roviné x +y +z = 0.

ReSeni. Z tvaru rovnice roviny zjistime jeji jednotkovy normalovy vek-
tor. V naSem piipadé€ to je n = \/%(1, 1, 1). Zrcadleni Z na vektoru v
Ize pak vyjadfit Zv = v — 2(v.n)n = (1 — 2nn")v (pro standardni

skalarni sou¢in je v.n = vn”). Matice zrcadlenf je tedy

11111—2—2
11 1)==-|-2 1 =2

100 1
1—2nmn" =10 1 0] -2-=
00 1 3 3\22 2 1
O

Pomoci skaldrniho sou¢inu mtiZzeme urcovat odchylky vektort:

2

2.80. Urcete odchylku kofend polynomu x~ — i uvazovanych jako

vektory v komplexni roviné.
ReSeni. Kofeny daného polynomu jsou druhé odmocniny z i. Ar-
gumenty druhych odmocnin z libovolného nenulového komplexniho

¢isla se podle Moivrovy véty 1isi o I. Jejich odchylka tedy bude vZdy
IT. O
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4. Vlastnosti linearnich zobrazeni

Podrobnéjsim rozborem vlastnosti riznych typd linear-
nich zobrazeni se nyni dostaneme k lepsimu pochopeni na-
stroju, které ndm vektorové prostory pro linedrni modelovani
procesi a systému nabizeji.

Vv,

2.45. Zacneme Ctyimi pfiklady v nejniz$i zajimavé di-
. menzi. Ve standardni bdzi roviny R?
“% s¢ standardnim skaldrnim soucinem
uvaZzujme ndsledujici matice zobrazeni

10 01 a 0 0 -1
2= 0} #=(0 0} = (5 2)}»=( )
Matice A zaddva kolmou projekci podél podprostoru

W C {(0,a); a € R} c R?

na podprostor
V C {(a,0); a e R} C R?,

tj. projekce na osu x podél osy y. Evidentné pro toto zobra-
zeni f : R? — R?plati fo f = f atedy ziZeni f|y daného
zobrazeni na obor hodnot je identické zobrazeni. Jidrem f
je pravé podprostor W.

Matice B m4 vlastnost B> = 0, plati tedy totéZ o piislu-
$ném zobrazeni f. MlZeme si jej predstavit jako matici de-
rivovani polynomt R, [x] stupné nejvyse jedna v bazi (1, x)
(derivacemi se budeme podrobné zabyvat v kapitole paté, viz
7).

Matice C zadava zobrazeni f, které prvni vektor baze
zvetsi a—krat, druhy b-krat. Tady se ndm tedy celd rovina
rozpadd na dva podprostory, které jsou zobrazenim f zacho-
vany a ve kterych jde o pouhou homotetii, tj. roztazeni skalér-
nim ndsobkem (prvni piiklad byl specidlni pfipademsa = 1,
b = 0). Napt. volbaa = 1, b = —1 odpovida osové symetrii
(zrcadleni) podle osy x, coZ je totéZ jako komplexni konju-
gace x + iy — x — iy na dvourozmérném redlném prostoru
R? ~ C v bazi (1, i). Toto je linedrni zobrazeni dvourozmér-
ného redlného vektorového prostoru C, nikoliv v$ak jedno-
rozmérného komplexniho prostoru C.

Matice D je matici rotace o pravy thel ve standardni bazi
a na prvni pohled je vidét, Ze Zadny jednorozmérny podpro-
stor neni zobrazenim zachovavan.

Takovd rotace je bijekci roviny na sebe, proto jisté umime
najit (riizné) baze na defini¢nim oboru a oboru hodnot, ve kte-
rych bude jeho matici jednotkovd matice E (prosté vezmeme
jakoukoliv b4zi na defini¢nim oboru a jeji obraz na oboru
hodnot). Neumime ale v tomto ptipadé totéZ s jednou bazi
na defini¢nim oboru i oboru hodnot.

Zkusme vsak uvaZovat matici D jako matici zobrazen{
g : C*> — C? ve standardni bdzi komplexniho
vektorového prostoru C2. Pak umime najit vek-
tory u = (i, 1), v = (—i, 1), pro které bude pla-
tit

2.81. Urcete cosinus odchylky pfimek p, ¢ v IR danych obecnymi rov-
nicemi jako
p  2x+y+z=1
x+3y—4z=5
qg : x—y=-2
z=6

2.82. Je dana piimka
p:[L1I+@ Dt teR
Urcete parametrické vyjadieni v§ech piimek g, které prochézeji pocat-

kem soufadnic a s pfimkou p maji odchylku 60°. @

2.83. Pomoci Gramova-Schmidtova ortogonalizacniho procesu zis-
kejte ortogondlni bazi podprostoru

U = {(x1,x2, x3,x)" € R% x; +x2 + x3 + x4 = 0}
prostoru R?.

ReSeni. Mnozina feSeni uvedené homogenni linearni rovnice je

zfejmée vektorovym prostorem s bazi

—1 —1 -1
1 0 0
uy = o |’ Uy = 1 , Uz = 0
0 0 1

Vektory ortogondlni baze ziskané uZitim Gramova-Schmidtova orto-

gonaliza¢ntho procesu budeme znacit v, v, v3. Nejprve polozme

ul v 1 11 ’
_—vlzl/tz__v1= __9__7190 ’
[l ]]? 2 22

V1 = Ujq. Dale
V) = Uy

resp. zvolme ndsobek v, = (—1, —1, 2, 0)7. Nasledn& je

u3T-v1 u3T-v2 1 1
V3=U3— V] — 5 UV =U3— -V — - U=
[fvr][? [lvall? 2 6
11 1\
= ) __5__51 .
373 3
Maiéme tedy celkem
—1 —1 —1
_ 1 I I
Ul - 0 ’ U2_ 2 ’ U3 _1
0 0 3

Dodejme, Ze pro jednoduchost piikladu lze bezprostfedné uvést orto-

gondln{ bazi z vektorl

(la_la()?())T’ (0709 1’_1)T5 (lala_la_l)T
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To ale znamen4, Ze v bzi (1, v) na C?> m4 zobrazeni g matici

()

a pov§imnéme si, Ze tato komplexni analogie k pfipadu ma-
tice C m4 na diagondle prvky a = cos(%n) + i sin(%n) a
kmoplexné sdruZené a. Jinymi slovy, argument v goniomet-
rickém tvaru tohoto komplexniho ¢isla udava thel otoceni.
Tomu Ize snadno porozumét, kdyZ si ozna¢ime redlnou

7 Mz

a imagindrni ¢ast vektoru u takto

u=xu—|—iyu=Reu+iImu=(?)4—1’-((1)).

Vektor v je komplexné sdruzeny k u. Zajima nds ziZeni zob-
razeni g na redlny vektorovy podprostor V = R? N (u, v) C
C?2. Evidentné je

V=(u+i,iu—i)= (X —yu)

celd redlnd rovina R?. ZiZeni zobrazeni g na tuto rovinu je
pravé pivodni zobrazeni dané matici A a z definice ndso-
beni komplexni jednotkou jde o otoceni o thel %n v klad-
ném smyslu ve vztahu ke zvolené bazi x,, —y, (ovéite si
pfimym vypoctem a uvédomte si také, pro¢ pripadné proho-
zeni poradi vektorti u a v povede k témuz vysledku, byt v jiné
redlné bazi!).

2.46. Vlastni Cisla a vlastni vektory zobrazeni. Kli¢em
-, k popisu zobrazeni v pfedchozich prikladech
," £, bylyv/ _o/dPoved_l na otaiku jaké 3§0u/ vektory
A3 =t splilujici rovnici f(4) = a-u pro néjaké vhodné
skalary a?*.

Zvolme tedy pevné linearni zobrazni f : V — V na
vektorovém prostoru dimenze n nad skaldry K. JestliZe si
predstavime takovou rovnost zapsanou v soufadnicich, tj. s
vyuZzitim matice zobrazeni A v néjakych bézich, jde o vyraz

A-x—a-x=(A—a-E)-x=0.

Z pfedchoziho vime, Ze takovd soustava rovnic md jediné
feSeni x = 0, pokud je matice A — a E invertibilni. My tedy
chceme najit takové hodnoty a € K, pro které naopak A—a E
invertibilni neni, a nutnou a dostatecnou podminkou je (viz
Véta Z23)

(2.4) det(A —a - E) = 0.

JestliZe povaZzujeme A = a za proménnou v piedchozi
skalarni rovnici, hleddme ve skute¢nosti kofeny polynomu
stupné n. Jak jsme vidéli v pfipadé matice D vySe, kofeny
mohou, ale nemusi existovat podle volby pole skalart K.

nebo

(-1,1,1,-D", d,-1,1,-D", (=1,-1,1,HT.

O
2.84. Napiste n¢jakou bazi redlného vektorového prostoru matic 3 x 3

nad R s nulovou stopou (soucet prvkil na diagondle) a napiSte soutrad-

nice matice

1 2 0
0 2 0
1 -2 -3

v této bazi.

2.85. Zavedte néjaky skaldrni soucin na vektorovém prostoru matic
z ptedchoziho prikladu. Spocitejte normu matice z pfedchoziho pii-

kladu, kterd je indukovand Vami zavedenym soucinem. O

2.86. Urcete n€jakou bazi vektorového prostoru antisymetrickych re-
alnych ¢tvercovych matic typu 4 x 4. UvaZte standardni skaldrni soucin

v této bazi a pomoci tohoto soucinu vyjadiete velikost matice

0 3 1 0
-3 0 1 2
-1 -1 0 2
0 -2 -2 0

2.87. Najdéte ortogondlni dopln&k U+ podprostoru

U = {(x1, X2, X3, X4); X1 = X3, X2 = X3 + 6x4} C R%.

ReSeni. Ortogondlni dopln&k U~ tvoii pravé ty vektory, které jsou
kolmé na kazdé feSeni soustavy

X1 - X3 = 0,
X2—X3—6X4=0.

Vektor je ovsem feSenim této soustavy tehdy a jenom tehdy, kdyz je
kolmy na oba vektory (1,0, —1, 0), (0, 1, —1, —6). Je tedy
Ut=1{a-(1,0,—1,0)+b-(0,1,—1,—6); a,b € R}.
O
2.88. Urcete, zda jsou podprostory U = ((2, 1, 2, 2))

aV = ((-1,0,-1,2), (—=1,0,1,0), (0,0, 1, —1)) prostoru R* na
sebe kolmé. Pokud ano, je R* = U @ V, tj.je Ut = V?

2.89. V zavislosti na parametru ¢ € R stanovte dimenzi podprostoru
U vektorového prostoru R?, je-li U generovén vektory

@u=U,1,1), u=0,1,1), uz=2,2,10);
® u = @tt), u = (=4, —41,41), uz =
(=2, -2, =2).
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Skalédry A vyhovujici rovnici f(u) = A - u pro nenulovy
vektor u € V nazyvame viastni Cisla zobrazeni f, ptislusné
nenulové vektory u pak viastni vektory zobrazeni f.

Jsou-li u, v vlastni vektory prislusné k témuz vlastnimu
¢islu A, pak i pro jejich jakoukoliv linedrni kombinaci plati

flau + bv) = af (u) + bf (v) = Aau + bv).

Proto tvofi vlastni vektory piislusné k vlastnimu ¢islu A, spo-
le¢né s nulovym vektorem, netrividlni vektorovy podprostor
V., tzv. vlastni podprostor piislusny A. Napft., je-li A = 0
vlastnim Cislem, je jadro Ker f vlastnim podprostorem V.

Z definice vlastnich Cisel je ziejmé, Ze jejich vypocet
nemiiZe zaviset na volbé baze a tedy matice zobrazeni f. Sku-
tecne, jako primy dtsledek trasformacnich vlastnosti z od-
stavce 38 a Cauchyovy véty ZT9 pro vypocet determi-
nantu sou¢inu dostdvame jinou volbou soufadnic matici A’ =
P~'AP s invertibilni matici P a

|P~'AP —AE| = |P7'AP — P7'AEP|
=|P"'(A—rE)P| = |P'||(A — AE||P|

protoZe ndsobeni skaldri je komutativni a [P~!| = |P| 7.
Z téchto divodil pouzivime pro matice a zobrazeni spo-
le¢nou terminologii:

rJ CHARAKTERISTICKY POLYNOM MATICE A OBRAZEN{ L..

Pro matici A dimenze n nad K nazyvame polynom |A —
ME| € K, [M] charakteristicky polynom matice A.
Kofteny tohoto polynomu jsou viastni cisla matice A. Je-
li A matice zobrazeni f : V — V v jisté bazi, pak |A — LE|
I nazyvame také charakteristicky polynom zobrazeni f.

Protoze je charakteristicky polynom linedrniho zobra-
zeni f : V — V nezdvisly na volbé baze V, jsou i jeho koe-
ficienty u jednotlivych mocnin proménné A skalary vyjadiu-
jici vlastnosti zobrazeni f, tj. nemohou zaviset na nasi volbé
baze. Zejména jako jednoduché cviceni na pocitani determi-
nantll vyjadiime koeficienty u nejvyssich a nejniZSich moc-
nin (pfedpokldddme dim V' = n a matici zobrazeni A = (a;;)
v néjaké bazi):

A=A El = (=D"A"+ (=1)"Na + -+ au) - A"
+ -4 AL A0

vV

Koeficient u nejvy$$i mocniny fik4 jen, zda je dimenze
prostoru V sudd nebo lichd. O determinantu matice zobra-
zeni jsme uZ zminovali, Ze vyjadfuje, kolikrdt dané linedrni
zobrazeni zvétSuje objemy.

Zajimavé je, Ze i soucet diagondlnich ¢lenti matice zob-
razeni nezdvisi na volbé bdze. Nazyvame jej stopa matice a
znacime TrA. Stopa zobrazeni je definovéna jako stopa jeho
matice v libovolné bdzi. Ve skuteCnosti to natolik prekvapivé

‘ I VLASTNT SfSLA A VLASTNT VEKTORY I 2.90. Sestrojte ortogondlni bazi podprostoru

((1’ 1’ 19 l)’ (17 15 17 _1)’ (_19 l’ 1’ 1))
prostoru R*.

2.91. V prostoru R* naleznéte né&jakou ortogonalni bazi podprostoru
vSech linearnich kombinaci vektora (1,0, 1, 0), (0, 1,0, —7),

(4, -2, 4, 14) a podprostoru generovaného vektory (1, 2,2, —1),
1,1,-5,3),3,2,8, -7).

2.92. Pro jaké hodnoty parametrt a, b € R jsou vektory
(19 1’27090)’ (17_1507 laa)a (17b92’3a_2)
v prostoru R3 po dvou ortogondlni?

2.93. V prostoru R’ uvazujte podprostor generovany vektory
1,1,-1,-1,0), 1,-1,-1,0,-1), (1,1,0,1, 1),
(—1,0,—1, 1, 1). Najdéte néjakou bazi jeho ortogonalniho dopliiku.

2.94. Popiste ortogondlni dopln&k podprostoru V prostoru R*, je-
li V generovan vektory (—1,2,0,1), (3,1, —-2,4), (—4,1,2, —4),
(2,3,-2,9).

2.95. V prostoru R> uréete ortogonalni dopln&k W+ podprostoru W,
jestlize

@ W={r+s+t,—r+t,r+s,—t,s+1;rs,teR};

(b) W je mnozina feSeni soustavy rovnic x; —x3 = 0, x; — x +

x3 — x4 + x5 = 0.

2.96. Necht jsou v prostoru R* ddny vektory
(1’ _27 27 1)’ (1539 2’ 1)

Dopliite tyto dva vektory libovolnym zpiisobem na ortogondlni bazi
celého R*. (Mizete k tomu vyuzit Gramiv-SchmidtGv ortogonalizaéni

proces.)

2.97. Naleznéte néjakou ortonormdlni bazi podprostoru V C R,
kde V = {(x1, x2, x3, X4) € R* | x1 + 2x, + x3 = 0}.

ReSeni. Vidime, Ze Gtvrtd soufadnice se v omezeni na podprostor nevy-
skytuje, bude tedy vhodné volit jeden z vektorti hledané ortonormaln{
baze vektor (0, 0,0, 1) a redukovat problém do prostoru R>. I déle
se zkusime vyhnout pocitini: vidime, Ze poloZime-li druhou soufad-
nici rovnu nule, tak ve vySetfovaném prostoru leZi vektory s opacnou
prvni a tieti soufadnici, zejména jednotkovy vektor (%, 0, —\/%, 0).
Na tento vektor je kolmy libovolny vektor, ktery md stejnou prvni a
tieti souradnici. Abychom se dostali do uvazovaného podprostoru, vo-

lime druhou soufadnici rovnu zdporné hodnoté souctu prvni a tfeti
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neni, protoZe v kapitole osmé si jako piiklad na metody dife-
rencidlniho poctu ukdZeme, Ze stopa je ve skutecnosti linedr-
nim pfibliZzenim determinantu v okoli jednotkové matice, viz
29

V dalsim si uvedeme nékolik podstatnych vlastnosti vlast-
nich podprostorda.

2.47. Véta. Vlastni vektory linedrniho zobrazeni f : V —
V prislusné riiznym viastnim hodnotam jsou linedrné nezd-
vislé.

Dtokaz. Nechf ay, ..., a; jsou rizné vlastni hodnoty
i zobrazeni f a up,...,u; vlastni vektory s t€mito
vlastnimi hodnotami. Diikaz provedeme indukci pfes
¢ poet line4rné nezavislych vektorti mezi zvolenymi.
U1 Predpokladejme, 7e u,...,u, jsou linedrnd neza-
vislé a w41 = ), c;u; je jejich linedrni kombinaci. Alespon
¢ =1 lze zvolit, protoZe vlastni vektory jsou nenulové. Pak
oviem f(up1) = Qrp1 - g1 = Dby i - Ci - Ui, .

4

1 ! !
Sy = Za1+1 G U = Zci S f(u) = Zci Qi - U
i=1 i=1 i=1

Odectenim druhého a ¢tvrtého vyrazu v rovnostech dosta-
vime 0 = Z§:1 (aj+1 —a;) - ¢; -u;. Viechny rozdily vlastnich
hodnot jsou vSak nenulové a alespoii jeden koeficient ¢; je ne-
nulovy. To je spor s predpoklddanou nezavislosti uy, ..., ug,
takZe i vektor u;,1 musi byt linedrné nezavisly na predcho-
zich. O

Na pravé dokdzané tvrzeni se miZeme podivat jako na
rozklad linedrniho zobrazeni f na soucet jednoduchych zob-
razeni. Pro vesmés rtzné vlastni hodnoty A; charakteristic-
kého polynomu budeme dostavat jednorozmérné vlastni pod-
postory V,.. Kazdy z nich pak zaddva projekci na tento in-
variantni jednorozmérny podprostor, na némz je zobrazeni
dano jako ndsobeni vlastnim cislem A;. Cely prostor V je
tak rozloZen na piimy soucet jednotlivych vlastnich podpro-
storti. Navic Ize tento rozklad na vlastni podprostory snadno
spocist:

____., BAZE z VLASTNICH VEKTORU —

Dusledek. JestliZe existuje n navzdjem riiznych korenii \;
charakteristického polynomu zobrazeni f : V. — V, na n—
rozmérném prostoru V, pak existuje rozklad V na primy sou-
Cet vlastnich podprostori dimenze 1. To znamend, Ze existuje
baze V sloZend vyhradné z vlastnich vektorii a v této bdzi md
f diagondlni matici. Tato bdze je urcend jednoznacné aZ na
poradi prvkii.

PrislusSnou bdzi (vyjadrenou v souradnicich vzhledem
k libovolné zvolené bazi V) obdriime fFesenim n systémii
homogennich linedrnich rovnic o n nezndmych s maticemi
(A —X; - E), kde A je matice f ve zvolené bdzi.

soufadnice a normujeme, tedy volime vektor (%, —\/ig, \/LE’ 0) a jsme
hotovi. O

2 ws

J. Vlastni ¢isla a vlastni vektory

s, ws

2.98. Vlastni &isla a vlastni vektory mohou slouZit k ndzornému po-
pisu linedrnich zobrazeni, zejména v R? a R3,

(1) Uvazme zobrazeni s matici ve standardni bazi

0 0 1
fR-R,A=[0 1 0
1 00
Pak dostdvdme
—A 0 1
IA—XE|=|0 1—x2 O0|==A+r2+1-1,
1 0 —A
s kofeny A; » = 1, A3 = —1. Vlastni vektory s vlastni hodnotou A = 1
se spoctou:
-1 0 1 1 0 —1
0 0 0]~]0 0 O0];
1 0 —1 00 O
s bazi prostoru feseni, tj. vSech vlastnich vektorl s touto vlastni hod-
notou
ur =1(0,1,0), wur=(1,0,1).
Podobné pro A = —1 dostdvame tieti nezdvisly vlastni vektor
1 01 1 01
02 01~10 2 0)=us=(-1,0,1).
1 01 00O

V baziuy, uy, usz (vS§imnéte si, Ze u3 musi byt linedrn€ nezdvisly na
zbylych dvou diky vét€ 247 a uy, u, vysly jako dvé nezavisla feSeni)

mé f diagondlni matici

Cely prostor R? je piimym souctem vlastnich podprostori, R® =
Vi ® V5, dim V) = 2, dim V, = 1. Tento rozklad je dan jednoznacné
a vypovida mnoho o geometrickych vlastnostech zobrazeni f. Vlastni
podprostor V; je navic pfimym souctem jednorozmérnych vlastnich
podprostord, které 1ze vSak zvolit mnoha riznymi zptisoby (takovy da-
181 rozklad nema4 tedy jiZ Zaddny geometricky vyznam).

(2) UvaZme linedrni zobrazeni f : R,[x] — R;[x] definované
derivovanim polynomd, tj. £(1) =0, f(x) =1, f(x*) = 2x. Zobra-

zeni f md tedy v obvyklé bazi (1, x, x*) matici

S O
[evll S R e]

0
A=10
0
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2.48. Invarlantnl podprostory. Vidéli jsme, Ze kazdy
; vlastni vektor v zobrazeni f : V — V gene-

__ruje podprostor (v) C V, ktery je zobrazenim

f zachovavén.

< Obecnéji fikdme, Ze vektorovy podprostor

W C V je invariantni podprostor pro linearni zobrazeni f,

jestlize plati f(W) C W.

JestliZze je V konecnérozmérny vektorovy prostor a vy-
bereme néjakou bazi (uy, ..., uy) podprostoru W, mizeme
ji vZdy doplnit na bazi (uy, ..., ug, g1, ..., U,) celého V
a v kazdé takové bazi ma naSe zobrazeni matici A tvaru

= (0 )

kde B je ¢tvercovd matice dimenze k, D je ¢tvercovad matice
dimenze n — k a C je matice typu n/(n — k). Naopak, jestliZe
je v néjaké bazi (uy, ..., u,) matice zobrazeni f tvaru (Z3),
je W = (uy, ..., uy) invariantni podprostor zobrazeni f.

Pochopitelné¢ bude v na$i matici zobrazeni (Z3) sub-
matice C nulovd pravé tehdy, kdyZ bude i podprostor
(Ugt1, ..., Uuy) generovany doplnénymi vektory béze
invariantni.

Z tohoto pohledu jsou vlastni podprostory linedrniho
zobrazeni extrémni piipady invariantnich podprostori a
zejména v piipade existence n = dim V riznych vlastnich
Cisel zobrazeni f dostdvame rozklad V na pfimy soulet n
vlastnich podprostord. V prislusné bazi z vlastnich vektord
md pak naSe zobrazeni diagondlni tvar s vlastnimi Cisly na
diagonile.

(2.5)

2.49. Ortogonalnl zobrazeni. Podivejme se ted na speci-
_ dlni pfipad zobrazeni f : V — W mezi pro-
story se skaldrnimi souciny, kterd zachovavaji
— velikosti pro vSechny vektory u € V.

DEFINICE ORTOGONALNICH ZOBRAZENT{ g

Linearni zobrazeni f : V — W mezi prostory se skalar-
nim soucinem se nazyva ortogondlni zobrazeni, jesltize pro
vSechny u € V

(f), f) = (u,u).

Z linearity f a ze symetrie skalarniho soucinu vyplyva
pro vSechny dvojice vektorti rovnost

(flutv), flutv))=(f@), fw)+{f©), f(v))
+2(f (), f(v)).

Proto vSechny ortogondlni zobrazeni spliiuji i zdanlivé sil-
né&jsi pozadavek, aby platilo pro v§echny vektory u, v € V

(f), f()) = (u,v).

V tvodnf diskusi o geometrii v rovin€ jsme ve Vété
dokazali, Ze linedrni zobrazeni R? — R? zachovava velikosti
vektord, pravé kdyZ jeho matice ve standardni bazi (a ta je or-
tonormalni vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu)
splituje AT - A = E tj. A~! = AT,

Charakteristicky polynom je |A — A - E| = —A3, existuje tedy pouze

jedind vlastni hodnota, A = 0. Spo¢téme vlastni Vektory.

010 010
00 2)~10 01
0 00 000

Prostor vlastnich vektord je tedy jednorozmérny, generovany konstant-

nim polynomem 1.

s

2.99. Priklad ise zménou baze. Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory

matice

1 10
A=|1 2 1
1 21
Popiste geometrickou interpretaci tohoto zobrazeni a napiste jeho ma-

tici v bazi:

e = [1,-1,1]
eo = [1,2,0]
es = [0,1,1]

ReSeni. Charakteristicky polynom dané matice je

11— 1 0
1 2—x 1 |==2+422 -2 =—-2(2—41+2).
1 2 11—
Kofteny tohoto polynomu, vlastni ¢isla, uddvaji, kdy nebude mit matice
1-x 1 0
1 2—-A 1
1 2 1—A

plnou hodnost, tedy soustava rovnic

1—X 1 0 X1
1 2—A 1 X2
1 2 1—A X3

7 ¥z

bude mit i jiné feSeni neZ feSeni x = (0, 0, 0). Vlastni ¢isla tedy jsou
0,2 + /2, 2 — +/2. Spotitejme vlastni vektory piisluiné jednotlivym

vlastnim hodnotam:

e 0: Resime tedy soustavu

1 0 X1
2 1 x| =0
2 1 X3
Jejim fesenim je jednodimenziondlni vektorovy prostor vlast-
nich vektord ((1, —1, 1)).
o 2+ ﬁ: Resime soustavu
—1+v2) 1 0 x|
1 -2 1 x| =0.
1 2 —(1++v2)) \xs
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Obecné, ortogondlni zobrazeni f : V. — W musi byt
vzdy injektivni, protoZe podminka {f(u), f(#)) = 0 zna-
mend i (4, u) = 0atedy u = 0. Je tedy vzdy v takovém pii-
padé€ dimenze oboru hodnot alespori takovd, jako je dimenze
defini¢niho oboru f. Pak ovSem je dimenze obrazu rovna di-
menzi oboru hodnot a vime, Ze f : V — Im f je bijekce.
Pokud Im f # W, doplnime ortonormdlni bazi na obrazu
f na ortonormalni bazi cilového prostoru a matice zobrazeni
bude obsahovat ¢tvercovou regularni matici A doplnénou nu-
lovymi fadky na potfebnou velikost. Bez Gjmy na obecnosti
tedy pfedpokladejme W = V.

Nase podminka pro matici ortogonélniho zobrazeni v or-
tonormalni bazi pak fika pro vSechny vektory x a y v prostoru
K" toto:

A0 Ay =x"-(AT-A)-y=x" -y

Specidlnimi volbami vektort standardni baze za x a y dosta-
neme pfimo, 7e¢ AT - A = E, tedy tentyZ vysledek jako v
dimenzi dvé. Dokéazali jsme tak ndsledujici tvrzent:

_—-l MATICE ORTOGONALNICH ZOBRAZEN{

Véta. Necht'V je redlny vektorovy prostor se skaldrnim sou- l

c¢inema f : 'V — V je linedrni zobrazeni. Pak f je orto-
gondlni, praveé kdyZ? v nékteré ortonormalni bdzi (a pak uz ve
v§ech) md matici A splijici AT = A",

Dtkaz. SkuteCné, jestlize zachovava f velikosti, musi
mit uvedenou vlastnost v kazdé ortonormdlni bdzi. Naopak,
predchozi vypocet ukazuje, Ze vlastnost matice v jedné bazi
uzZ zarucuje zachovavéni velikosti. g

Ctvercovym maticim, které spliiuji rovnost AT = A~!
tikdme ortogondlni matice.
Disledkem pfedchozi véty je také popis vSech matic pie-
& chodu S mezi ortonormélnimi bdzemi. Kazd4 to-
' tizZ musi zaddvat zobrazeni K" — K" zachovdva-
VrER
ALY

jict velikosti a spliiuji tady také pravé podminku

D= §~! = ST. Pfi prechodu od jedné ortonormalni
baze ke druhé se tedy matice (libovolnych) linedrnich zobra-
zeni méni podle vztahu

A = STAS.

2.50. Rozklad ortogondlniho zobrazeni. Podivejme se
v nyni podrobnéji na vlastni vektory a vlastni Cisla
ortogondlnich zobrazeni na redlném vektorovém
¢ prostoru V se skaldrnim soucinem.
Uvazujme pevné zvolené ortogondlni zobrazeni
f 1V — V smatici A v néjaké ortonormdlni bdzi a zkusme
postupovat obdobné jako s matici rotace D v piikladu ”43.
Nejprve se ale podivejme obecné na invariantni podpro-
story ortogondlnich zobrazeni a jejich ortogondlni dopliiky.
JestliZe pro libovolny podprostor W C V a ortogondlni zob-
razeni f : V — V plati f(W) C W, pak také plati pro

Resenim je jednodimenzionalni prostor ((1,1 + ~/2,1 +
V2)).

o 2 — ﬁ: Resime soustavu

V2-1) 1 0 X1
1 \/5 1 X2

1 2 (V2-1/) \x
Resenim je prostor vlastnich vektort ((1, 1 — /2, 1 — +/2)).

=0.

Dand matice m4 vlastni &isla 0, 24-+/2 a 2—+/2, kterym piislusi po
fadé jednorozmérné prostory vlastnich vektord ((1, —1, 1)), ((1, 1 +
V2,14+v2)a((1,1=+2,1—+2)).

Zobrazeni tedy miZeme interpretovat jako projekci podél vektoru
(1, —1, 1) do roviny dané vektory (1,1 + +/2,1 4+ ~2) a (1,1 —
\/5, 1— ﬁ) sloZenou s linedrnim zobrazenim danym ,,nataZenim*
danym vlastnimi ¢isly ve sméru uvedenych vlastnich vektort.

Nyni jej vyjadieme v uvedené bazi. K tomu budeme potifebovat
matici pfechodu T od standardni bize k dané nové badzi. Tu ziskdme
tak, Ze soutadnice vektor staré baze v bazi nové napiSeme do sloupcti
matice 7. My vSak snadnéji zapiSeme matici pfechodu od dané baze
k bdzi standardni, tedy matici 7~'. Soufadnice vektordi nové béze

pouze zapiSeme do sloupci:

1 10
T7'=|-1 21
1 01
Potom
1 0 0 1
T=T"=|1 0 -1},
-2 1 3
a pro matici B zobrazeni v nové bazi pak mame (viz I3X)
0o 5 2
B=TAT '=|0 -2 -1
0 14 6

O
Procvi¢me si pocitdni s vlastnimi ¢isly a vlastnimi vektory na né-

sledujicich prikladech.

2.100. Naleziete vlastni ¢isla a jim prisluSné vektorové prostory

vlastnich vektord matice: A=

ReSeni. Nejprve sestavime charakteristicky polynom dané matice:
—1—-A 1 0
-1 3—A 0

2 -2 2-x

=23 —4x3 421 + 4.

118



KAPITOLA 2. ELEMENTARNI LINEARNI ALGEBRA

viechny v € W, w e W

(f),w) = (f), fof'w)= (v, fw)=0

protoze i f~'(w) € W. To ale znamend4, Ze také f(W+) C
W+. Dokézali jsme tedy jednoduché, ale velice dileZité tvr-
zeni:

Tvrzeni. Ortogonalni doplnék k invariantnimu podprostoru
Jje také invariantni.

s N2

Kdyby byla vlastni ¢isla ortogonalniho zobrazeni redlnd,
zaruc¢ovalo by uz toto tvrzeni, Ze bude vZdy existovat baze V
z vlastnich vektord. Skute¢né, ziZeni f na ortogondlni dopl-
nék invariantniho podprostoru je opét ortogonalni zobrazent,
takZe mlizeme do bdze pribirat jeden vlastni vektor za dru-
hym, aZ dostaneme cely rozklad V. Nicméné vétSinou nejsou
vlastni ¢isla ortogondlnich zobrazeni redlnd. Musime si proto
pomoci opét vyletem do komplexnich vektorovych prostort.

Zformulujeme rovnou vysledek:

_! RoOZKLAD ORTOGONALN{CH ZOBRAZEN{ L_‘

Véta. Necht f : V — V je ortogondlni zobrazeni na pro-
storu se skalarnim soucinem. Pak vSechny koreny charakte-
ristického polynomu f maji velikost jedna a existuje rozklad
V na jednorozmérné viastni podprostory odpovidajici viast-
nim Cisliim A = =+1 a dvourozmérné podprostory P, ;, na
kterych piisobi f rotaci o tihel rovny argumentu komplex-
niho cisla A v kladném sméru. Vsechny tyto riizné podpro-
story jsou po dvou ortogondlni.

Dt¢kaz. Bez Gjmy na obecnosti miZeme pracovat s pro-
g \\\ storem V = R™ se standardnim skaldrnim sou-
Wy, Cinem. Zobrazeni tedy bude ddno ortogonalni

storu C" (kterd je jen shodou okolnosti redlnd). Zarucené
bude existovat pravé m (komplexnich) korenti charakteristic-
kého polynomu, véetné jejich algebraické ndsobnosti (viz tzv.
zékladni véta algebry, ??). Navic, protoZe charakteristicky
polynom zobrazeni bude mit vyhradné redlné koeficienty, bu-
dou tyto koreny bud redlné, nebo pijde o dvojice komplexné
sdruzenych kofenti A a A. P¥isluiné vlastni vektory v C” k
takové dvojici komplexné sdruZenych vlastnich ¢isel budou
feSenim dvou komplexné sdruzenych systémid homogennich

> ¥’

linedrnich rovnic, nebot prislu§né matice systémi rovnic jsou
celé realné, az na samotna dosazena vlastni ¢isla. Evidentné
proto budou také feseni téchto systémil komplexné sdruZené
vektory.

Nyni vyuZijeme skutecnost, Ze ke kazdému invariant-
nimu podprostoru je i jeho ortogondlni doplnék invariantni.
Nejprve si najdeme vSechny vlastni podprostory Vi piislu-
$né k redlnym vlastnim hodnotdm a ziZime naSe zobrazeni na
ortogondlni doplnék k jejich souctu. Bez Gjmy na obecnosti
tedy miZeme predpokladat, Ze naSe ortogondlni zobrazeni

s N~z 7 X7

nemad zZadn4 redlnd vlastni Cisla a Ze je dim V = 2n > 0.

Tento polynom md kofeny 2, 1 ++/3, 1 —+/3, coZ jsou tak vlastni &isla
zadané matice. Jejich algebraickd ndsobnost je jedna (jsou to jednodu-
ché kofeny charakteristického polynomu), kaZzdému tedy bude odpovi-
dat pravé jeden (aZ na nenulovy ndsobek) vlastni vektor (tj. jejich tzv.
geometrickd ndsobnost bude také jedna, viz B372).

Urceme vlastni vektor pfislusny vlastnimu ¢islu 2 (je feSenim ho-

mogenni linedrni soustavy s matici A — 2E):

—3X1 +x, = 0
—Ixi;+x, = 0
2X1 — 2X2 = 0.

Soustava ma feseni x; = x, = 0, x3 € R libovolné, vlastnim vekto-
rem prisluSnym vlastni hodnot€ 2 je tedy napiiklad vektor (0, 0, 1) (a
libovolny jeho nenulovy ndsobek).

Analogickym zptsobem ur¢ime i zbyvajici dva vlasti vektory, ja-
koZto feSeni soustavy [A — (1 + V3)Elx = 0, respektive [A — (1 +

V/3)E]x = 0. ReSenim soustavy
(—2=V3xi+x = 0
i+ 2-V3)x = 0
2x1 —2x, + (1 — «/§)X3 =0

je prostor {((*/7§ — ¢, —’5,) , t € R}. To je tedy prostor vlastnich
vektorti piisluinych vlastni hodnot& 1 + +/3 (mimo nulového vektoru,
ktery sice je feSenim dané soustavy, ale za vlastni vektor jej nepovazu-
jeme; tuto zélezitost jiZ nebudeme vice zminovat a nebudeme nulovy
vektor explicitné vylucovat z mnoZiny feSeni).

Obdobné pak dostaneme, Ze prostor vlastnich vektorti prislusnych

vlastnf hodnotd 1 — /3 je (-1 — %, =1, 1)). 0
2.101. Naleznéte vlastni ¢isla a jim prisluSné vektorové prostory
vlastnich vektorti matice:
1 1 0
A=|-1 3 0
2 =2 2

ReSeni. Charakteristicky polynom matice je A*> —61% +12A—8, coZ je

(A — 2)? s trojnasobnym kofenem 2. Cislo 2 je tedy vlastni hodnotou
s algebraickou nédsobnosti tii. Jeji geometrickd nasobnost tedy bude
jedna, dvé, nebo tfi. Ureme tedy vlastni vektory piislu$né této vlastni

hodnoté€ jako feSeni soustavy

—x1 +x» = 0,
(A=2E)x=-x1 +x» = 0,
2x1 —2x, = 0.
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Zvolme nyni né&jaké vlastni ¢islo A a oznaCme u; vlastni
vektor piislusny k vlastnimu ¢islu A = o + i, 8 # 0. Zcela
stejné jako v piipad€ rotace v roviné zadané v odstavci 43
matici D nds zajimd redlnd ¢ast souctu dvou jednorozmér-
nych podprostort {u;) @ (u,), kde u; je vlastni vektor piislu-
$ny k vlastnimu &islu A

Jde o prnik uvedeného souctu komplexnich podpro-
storti s R?", ktery je generovany vektory u, +it; ai(u; —iy),
tj. redlny vektorovy podprostor P, C R?" generovany bazi

s ¥ 2z

danou redlnou a imagindrni Casti u,

X, =1eu,, —ykz—imuk.

ProtoZe A - (uy + ;) = Au, + Aiiy a podobné s druhym
bazovym vektorem, jde zjevné o invariantni podprostor viici
ndsobeni matici A a dostdvdme

A-x) =ax, + Byr, A-yy = —ay, + Bx;.

ProtoZe nase zobrazeni zachovava velikosti, musi byt navic
velikost vlastni hodnoty A rovna jedné. To ale neznamena nic
jiného, nez Ze zuzZeni naSeho zobrazeni na P; je rotaci o ar-
gument vlastni hodnoty A. VSimnéme si, Ze volba vlastniho
&isla A misto A vede na stejny podprostor se stejnou rotac,
pouze ji dostaneme vyjadienou v bazi x;, y;, tj. musime v
soufadnicich rotovat o thel s opanym znaménkem.

Diikaz celé véty tim dokoncen, protoZe ziZenim naseho
zobrazeni na ortogondlni doplnék a opakovanim piedchozi
uvahy dostaneme cely rozklad po n krocich. O

K myslenkdm tohoto dtikazu se jesté vratime v kapitole
treti, kdyZ budeme studovat komplexni rozsifeni euklidov-
skych vektorovych prostort, viz B74.

Poznamka. Specieln€ v dimenzi tfi musi byt alespori jedno
: vlastni ¢islo 1, protoZe je trojka liché Cislo.

rotace trojrozmérného prostoru o thel dany ar-
, > gumentem dalSich vlastnich ¢isel. Zkuste si roz-
myslet jak poznat, kterym smérem jde rotace a také, Ze

vlastni ¢islo —1 znamena jesté dodatecné zrcadleni podle ro-
viny kolmé na osu rotace.

K diskusi vlastnosti matic a linedarnich zobrazeni se bu-
deme vracet. Pfed pokracovanim obecné teorie si napied
ukdzeme v nasledujici kapitole nékolik aplikaci, jesté ale uza-
vieme nasi diskusi obecnou definici:

SPEKTRUM LINEARNTHO ZOBRAZENT{

2.51. Definice. Spektrum linedrniho zobrazeni f : V — V
(resp. matice) je posloupnost kofend charakteristického po-
lynomu zobrazeni f, v€etné ndsobnosti. Algebraickou nda-
sobnosti vlastni hodnoty rozumime jeji ndsobnost jakoZto
kofenu charakteristického polynomu, geometrickd nasobnost
vlastni hodnoty je dimenze piisluSného podprostoru vlast-
nich vektort.

Spektralnim polomérem linedrniho zobrazeni (matice) je
nejveétsi z absolutni hodnot vlastnich ¢isel.

Jejim feSenim je dvojrozmérny prostor ((1, —1, 0), (0, 0, 1)). Vlastni
hodnota 2 m4 tedy algebraickou ndsobnost tfi, ale geometrickou pouze

dva.

O
Dalsi zékladni priklady na vlastni ¢isla vektory matic naleznete na
strang [

2.102. Pro libovolnou n x n matici A je jeji charakteristicky poly-

nom | A — A E | stupné n, je tedy tvaru

|A—AE|=c, V' +cp AV 4ot hdco, ¢ #0,
pficem plati
= (=D", c1=(=D""wrA, c=IAl

JestliZe je matice A trojrozmérnd, obdrZime
|[A—AE| ==X +@rAA 2+ A+]A]
Volbou A = 1 dostdvdme
|A—E|=—-14trtA+c +]A]
Odsud ziskdvdme vyjadieni
|A—LE|= -+ @rA)M+(A—E|+1—trA—|A)A+]|A]

VyuZijte toto vyjddieni k urceni charakteristického polynomu a vlast-

nich hodnot matice

32 —67 47
A= 7 —-14 13
-7 15 -6

2.103. Bez pocitani napiste spektrum linedrniho zobrazeni f : R? —

R? zadaného piifazenim (x;, x2, x3) > (x| + X3, X2, X1 + X3). @)

2.104. Uvedte dimenze vlastnich podprostorii jednotlivych vlastnich
hodnot A; matice

4 000
1 400
5230
0 4 0 3

2.105. Pauliho matice Ve fyzice se stav Cdstice se spinem 5 L popisuje

Pauliho maticemi. Jsou to nasledujici matice 2 x 2 nad komplexnimi

(01 (0 —i (1 0
=1 0)2=i 0)7\o -1

Pro ¢tvercové matice definujeme jejich komutdtor (znaceny hranatymi

Cisly

zévorkami) jako [0, 03] := 0100 — 020
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V této terminologii mdZeme nase vysledky o ortogonal-
nich zobrazenich zformulovat tak, Ze jejich spektra jsou vzdy
celd podmnoZinou jednotkové kruznice v komplexni roving.
To znamen4, Ze v redlné Casti spektra mohou byt pouze hod-
noty *1, jejichz algebraické a geometrické ndsobnosti jsou
stejné. Komplexni hodnoty spektra pak odpovidaji rotacim
ve vhodnych dvourozmérnych podprostorech, které jsou na
sebe po dvou kolmé.

Ukazte, Ze plati [01, 03] = 2io3 a podobné [0}, 03] = 2io, a
[02, 03] = 2io,. Dale ukaZte, Ze 012 = 022 = 032 = 1 a ze vlastni

hodnoty matic o}, 07, 03 jsou £1.
Ukazte, Ze pro matice popisujici stav Castice se spinem 1

101010—1'0 1 0 0

— |10 1).—i o —i|.lo 0o o
V2\o 1 0/ v2\0o i o 00 —1

plati stejné komutacéni relace jako v piipadé Pauliho matic.

. « ; . . 1 0
Ekvivalentn¢ Lze ukazat, Ze pfi oznaceni [ := 0o 1) 1 =
ios, J = ioy, K := ioj. tvoii vektorovy prostor s bazi (1, I, J, K)

algebru kvaterniont (algebra je vektorovy prostor s bindrni bilinedrni
operaci ndsobeni; v tomto piipade je toto ndsobeni ddno nasobenim
matic). K tomu, aby uvazovany prostor byl skute¢né algebrou kvater-
niont, je nutné a staci ukdzat nasledujici vlastnosti: 12 = J? = K? =

—lalJ=—-JI=K,JK=—KJ=1aKI=—-IK=.
2.106. Lze vyjadfit matici

2= (; 5)
ve tvaru sou¢inu B = P~!.D P pro n&jakou diagondlni matici D a in-
vertibilni matici P? Pokud je to mozné, udejte priklad takové dvojice
matic D, P a zjistéte, kolik takovych dvojic existuje. @

Jak jsme vidéli v , na zdklad€ vlastnich hodnot a vektord dané
matice 3 x 3, umime ¢asto geometricky interpretovat zobrazeni, které
zad4vi ve standardni bdzi v R®. Umime to zejména v t&chto situacich:

Ma-li matice vlastni ¢islo 0 a vlastni ¢islo 1 s geometrickou ndsob-
nosti 2, tak se jednd o projekci ve sméru vlastniho vektoru piislusného
vlastni hodnoté 0 na rovinu vlastnich vektora pfislusnych vlastni hod-
noté 1. Pokud je vlastni vektor prislusny vlastni hodnoté O kolmy na
rovinu vlastnich vektort pfislusnych hodnoté 1, pak se jedna o kolmou
projekci.

Ma4-1i matice vlastni ¢islo —1 s vlastnim vektorem kolmym na ro-
vinu vlastnich vektort pfislusnych vlastni hodnoté 1, jde o zrcadleni
podle roviny vlastnich vektori pfislusnych vlastni hodnoté 1.

Ma-li matice vlastni ¢islo 1 s vlastnim vektorem kolmym na rovinu
vlastnich vektort piislusnych vlastni hodnoté —1, jednd se o osovou
symetrii (v prostoru) podle osy dané vlastnim vektorem piislu§nym

vlastni hodnoté 1.

2.107. Urcete geometricky vyznam linedrniho zobrazeni R? — R3

zadaného matici

— R G
— G W
— L]0 LI
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Reseni. Matice m4 dvojnasobnou vlastni hodnotu —1, ji pfislu$ny pro-
stor vlastnich vektort je ((2, 0, 1), (1, 1, 0)). Ddle ma matice vlastn{
hodnotu 0, s vlastnim vektorem (1, 4, —3). Zobrazeni dané touto ma-
tici ve standardn{ bazi je tudiZ osovd soumérnost podle pfimky dané
poslednim vektorem sloZend s projekci na rovinu kolmou k posled-
nimu vektoru, tedy danou obecnou rovnici x + 4y — 3z = 0. ([

2.108. Véta (Z30) ndm dava do ruky néstroje, jak poznat matici ro-
tace v R*: m4 tfi riiznd vlastni ¢isla s absolutni hodnotou 1, jedno
z nich je pfimo ¢islo 1 (jemu pfisluSny vlastni vektor je osa rotace).
Argument zbylych dvou, tedy nutné komplexné sdruzenych, vlastnich
¢isel potom uddva dhel rotace v kladném smyslu v rovin€ urcené bazi
uy + uy, ifuy —uyl.

2.109. Urcete, jaké linedrni zobrazeni zadava matice
-1 -1

> 3

=3 2

3 3

5 5

(9] ‘mmw
[

ReSeni. Ji7 znimym postupem zjistime, Ze matice md ndsle-
dujici vlastni Cisla a jim pfislusné vlastni vektory: 1, (1,2, 0);
Pt L (i, -1 — i) 2= 4, (1,1 — i, —1 + i). Jde tedy
0 matici rotace (vSechna vlastni ¢isla maji absolutni hodnotu 1 a
jedna z vlastnich hodnot je pfimo 1), navic vime, Ze se jednd o rotaci
0 arccos(%) = 0,295m, coZz je argument vlastniho ¢&isla g + %i.
Zbyva urcit smysl otdceni. Nejprve je dobré si pfipomenout, Ze smysl
otdCeni se méni s orientaci osy (nemd tedy smyslu hovofit o smyslu
otaceni, pokud nemame orientovanu jeho osu. Dle tivah v dikazu
véty A0, ptsobi dand matice oti¢enim o arccos(%)) v kladném
smyslu v roviné dané bazi ((0, 1, —1), (1, 1, —1)). Prvni vektor bdze
je imagindrni C4sti vlastnitho vektoru pfisluSného vlastni hodnoté
% + %i, druhy pak je (spolecnou) redlnou casti vlastnich vektord
prislusnych komlexnim vlastnim hodnotdm. Tady je dileZité poradi
vektori v bazi (prohozenim vektorG se zméni smysl otdCeni). Osa
otdceni je kolmd na uvaZovanou rovinu. Pokud ji orientujeme podle
pravidla pravé ruky (dany kolmy smér také dostaneme vektorovym
souc¢inem vektord v bdzi) tak bude smysl otdceni v prostoru souhlasit
se smyslem ot4¢eni v rovin€ s uvedenou bazi. V nasem piipadé dosta-
neme vektorovym soucinem (0, 1, —1) x (1,1, —-1) = (0, —1, —1).
Jednd se tedy o rotaci o arccos(%) v kladném smyslu kolem vektoru
(0, —1, —1), neboli o rotaci o arccos(%) v zdporném smyslu kolem

vektoru (0, 1, 1). [l
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K. Dopliujici priklady k celé kapitole

2.110. Reste soustavu

X1 + x 4+ x4+ x4 — 2x5 = 3,
2% + 2x3 + 2x4 — 4x5 = 5,

—x1 — X2 — x3 + x3 + 2x5 = 0,
—2x;1 + 3x 4+ 3x;3 — b6xs = 2.

ReSeni. Rozsifena matice soustavy je

1 1 1 1 =2
0o 2 2 2 -4
-1 -1 -1 1 2
-2 3 3 0 —-6|2

S W

Pri¢tenim prvniho fadku ke tfetimu a jeho dvojndsobku ke ¢tvrtému a poté prictenim (—5/2)ndsobku

druhého Fadku ke ¢tvrtému obdrzime

1111 =213 111 1 =2 3
0222 —4)5| 1022 2 -4 5
0002 0 |3 000 2 O 3
055 2 —-10|8 000 -3 0]-9/2

Posledni fadek je ziejmé ndsobkem predposledniho, a tak jej miZeme vynechat. Pivoti se nachdzeji
v 1., 2. a 4. sloupci, proto jsou volné proménné x3 a xs, které nahradime redlnymi parametry z, s.

Uvazujeme tak soustavu

X1+ x2 + t + x4 — 25 = 3,
2% + 2t + 2x4 — 4s = 5,
2)64 = 3.

Vime tedy, Ze x4 = 3/2. Druhd rovnice ddva
200+ 2t +3—4s =5, t. xpx=1—1+2s.
Z prvni potom plyne
x1+1—t+2s4+1t4+3/2-2s=3, . x3=1/2.

Celkem mame
2.1)
(x1, X2, X3, X4, x5) = (1/2, 1 —t +2s,¢,3/2,5), ts €R.

Také v tomto piikladu znovu uvaZujme rozsifenou matici a prevedme ji pomoci fadkovych tprav
do schodovitého tvaru, kde prvni nenulové ¢islo v kaZzdém tadku je 1 a kde ve sloupci, ve kterém
tato 1 je, jsou ostatni ¢isla 0. Jesté pfipomeiime, Ze Ctvrtou rovnici, jeZ je kombinaci prvnich tfech
rovnic, budeme vynechdvat. Po fad¢ vyndsobenim druhého a tfetiho fadku Cislem 1/2, odectenim

trettho fadku od druhého a od prvniho a odectenim druhého fadku od prvniho ziskdme

1111 -2]3 1111 —2]3
0222 —4/5|~lo01 11 =2/52]~
0002 013 0001 0]372
1110 —2][3/2 1000 0]1/2
0110 —2[1J|~l0o110 —2|1
0001 0]32 0001 0]32
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Pokud opét zvolime x3 = ¢, x5 = s (f, s € R), dostaneme odsud obecné feSeni (||Z1||) ve stejném
tvaru, a to bezprostiedné. UvaZte prislu§né rovnice
X1 = 1/2,
X2 + t — 25 = 1,
X4 = 3/2.

2.111. Najdéte feSeni soustavy linedrnich rovnic zadané rozsifenou matici

33 2 113
21 1 0 |4
05 -4 3|1
53 3 =3]|5

Reseni. Uvedenou rozsifenou matici upravime na schodovity tvar. Nejprve prvni a tfeti fadek opiSeme
a do druhého fddku napiSeme soucet (—2)ndsobku prvniho a 3ndsobku druhého faddku a do ¢tvrtého

fadku soucet Sndsobku prvniho a (—3)ndsobku posledniho fadku. Takto ziskdme

33 2 1|3 33 2 113
21 1 044} 10 -3 -1 -2/6
05 —4 311 0 5 —4 3|1
53 3 =3|5 0 o 1 140

Opsani prvnich dvou fadki a pricteni Sndsobku druhého fadku k 3nasobku tfettho a jeho 2ndsobku

ke ¢tvrtému radku dava

33 2 113 3 3 2 1 |3
0O -3 -1 -2/6 ] |0 -3 -1 -2]6
0 5 -4 3|1 0 0 -—-17 —-1|33
0 o6 1 140 0 0 -1 10|12

Pokud prvni, druhy a ¢tvrty fddek opiSeme a ke tfetimu pric¢teme Ctvrty, dostaneme

3 3 2 1 |3 3 3 2 1|3
0 -3 -1 -2]6 .10 =3 -1 =216
0 0 -—-17 —-1]33 0 0 —-18 9 |45
0 0 -1 10|12 0O 0 -1 10|12

Dadle je (fadkové tpravy jsou jiz ,,obvyklé*)

3 3 2 1 |3 3 3 2 1 3
0 -3 -1 2|6 10 =3 -1 =2 6
0 0 —-18 9 |45 o 0 2 -—-1] -5
0 0 -1 10]12 0 0 1 -—-10|-12

3 3 2 1 3 3 3 2 1 3
0 -3 -1 =2 6 0 -3 -1 =2 6
0 0 1 —-10|—12 0 O 1 —-10|—12
o 0 2 —-1] -5 0o 0 0 19 19

Vidime, Ze soustava ma pravé 1 feSeni. Ur¢eme ho zpétnou eliminaci

33 2 1 3 33 2 0] 2
-3 -1 =2 6 |10 -3 -1 0|8
0 1 —-10]-12 0 0 1 0]-=-2
0 0 1 1 0 0 0 1|1

S O O
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3 3 00| 6 1 10 0] 2 1 00 0f 4
0 -3 0 0| 6 o100 =2} (0100 -2
0 0 1 0|-2 001 0]-2 001 0f-=-2
0 0 0 1|1 000 1]1 000 1|1
Vysledek je tak
x1=4, xx=-2, x3=-2, x3=1.

2.112. Uvedte vSechna feseni homogenniho systému
x+y=2z4v, z4+4u+4+v=0 -3Bu=0, z=-v
4 linedrnich rovnic 5 proménnych x, y, z, u, v.

ReSeni. Systém prepiSeme do matice tak, Ze v prvnim sloupci budou koeficienty u x, ve druhém
sloupci koeficienty u y, aZ v patém sloupci koeficienty u v, pfi¢emZ vSechny cleny v kazdé rovnici

prevedeme na levou stranu. Timto zptisobem piislusi systému matice

11 -2 0 -1
00 1 4 1
00 0 -3 0

00 1 0 1

Pficteme-li (4/3)ndsobek tietiho fadku ke druhému a odeéteme-li poté druhy fadek od ctvrtého, ob-

drzime
11 -2 0 -1 11 -2 0 -1
oo 1 4 1] _ (00 1T 0 1
00 0 -3 0 00 0o -3 0
00 1 0 1 00 0o O O
Daéle vyndsobime tfeti fadek ¢islem —1/3 a pficteme 2ndsobek druhého faddku k prvnimu, coZ dava
11 -2 0 -1 110 01
0o 1 0 1] (00101
00 0 -3 0 00010
00 0 0 O 00 O0O0GO
Z posledni matice miZeme piimo vypsat v§echna feSeni
X —1 —1
y 1 0
zl=t] O | +s]| -1, ¢tsekR,
u 0 0
v 0 1

nebof mame matici ve schodovitém tvaru, pficemz prvni nenulové ¢islo v kazdém fadku je 1 a ve
sloupci, kde se takovd 1 nachazi, jsou na ostatnich pozicich 0. Vyse uvedené feSeni ve tvaru linedrni
kombinace dvou vektorii je uréeno pravé sloupci bez prvniho nenulového ¢isla néjakého radku, tj.
druhym a patym sloupcem, kdy volime 1 jako druhou sloZku pro druhy sloupec a jako patou slozku
pro paty sloupec a kdy ¢isla v piislusném sloupci bereme s opaénym znaménkem a umistujeme je na
pozici danou sloupcem, ve kterém je prvni 1 v jejich fddku. Dodejme, Ze vysledek je ihned mozZné

prepsat do tvaru

x, vy, z,u,v) =(—t—s,t —s,0,5), tsekR
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2.113. RozloZte na transpozice nésledujici permutace:

i)(1234567>
76 5 4 32 1)
ﬁ)(12345678)
6 412583 7)
iii)(123415673;910)
4 61 10 259 8 3 7

2.114. Urcete paritu ndsledujicich permutaci:

(1 23 4567

b (5 )
8
5)
8
9

4 2 3
i) 1 4 6 7
6 2 8 4
4
2.115. Stanovte vlastni hodnoty matice

NN 9D D
—_ ) = W O\
W W =

5 6 7 9 1
10 2 5 4 3 6)

ii) (;

—13 5 4 2
0 -1 00
=30 12 9 5
—12 6 4 1
a
2.116. Vite-li, Ze ¢isla 1, —1 jsou vlastni hodnoty matice
—11 5 4 1
-3 0 10
A=l21 11 8 2|
-9 5 31

uvedte vSechna feSeni charakteristické rovnice | A — A E | = 0. Ndpovéda: Oznacime-li kofeny poly-
nomu | A—AE | jako )\.1, )\.2, )\-3, A4,je

|A| =X Ay A3-dg, A=A+ Ar+ A3+ Ay

@

2.117. Udejte ptiklad ¢tyfrozmérné matice s vlastnimi ¢isly A; = 6 a A, = 7 takové, aby ndsobnost

A, jako kofene charakteristického polynomu byla 3 a aby
(a) dimenze podprostoru vlastnich vektorti A, byla 3;
(b) dimenze podprostoru vlastnich vektord A, byla 2;

(c) dimenze podprostoru vlastnich vektord A, byla 1.

2.118. Naleznéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice:
-1 33
0o — §
3 3
0 L _4
6 3

2.119. Urcete charakteristicky polynom | A — A E |, vlastni ¢isla a vlastni vektory matice
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4 -1 6
2 1 6
2 -1 8

2.120. Uréete geometricky vyznam zobrazeni v R?, které je zad4no matici
0 0 1

010
1 00
ReSeni. Zrcadleni podle roviny ((1, 0, 1), (0, 1, 0)).

2.121. Rozhodnéte, zda ||A'% || < 1,kde v = (3,2, 1), kde A =
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Reseni cviceni
2.7.
122 —121 121 14 13 -13
AS =] -121 122 —-121}, A3 = 2'—7 13 14 13
0 0 1 0 O 27

2.12. Takovd matice X existuje prave jedna, a to

18 —-32
5 =8/

1 10 —4
214. A7 =1 12 -5
0 5 =2
2 -3 0 0 0
-5 8 0 0 0
21510 0 -1 0 O
0O 0 0 =5 2
0o 0 0 3 -1
0 1 1 0
0 1 0 -1
-1 _ 1
216. =311 | o o
1 -1 -1 1

2.17. V prvnim piipade dostdvame

1 (3 —i
-1 _ 1 .
A 2 <i 1>’

ve druhém potom

2.18. Plati
1 1 1
1 0 1 1
_1 1
AT = 1 1 O
n—1
S
1 1 1 0
2.21.-3,17,-1

2.24. Odectenim prvniho fadku od vSech ostatnich fadkid a naslednym rozvojem podle prvniho sloupce ob-
drZzime

1 X1 x% )c’ll_l
0 x2—x xg—x% l_l—xil_l
Vn(xla-x27"'a-xn) = . . . .
0 xp—x1 -2 ... byt
—1 -1
X2 — X1 x%—xlz D
Xy —x1 2 —x ot
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Vytkneme-li z i-t€ho fadku x; 1 — x proi € {1, 2, ..., n — 1}, dostaneme
Va(x1, X2, ..., Xp)
2 n—j=2 j
1 xo+x ... Z?zoxgj xlj
=(x2 —x1) - (X —x1) | ) :
_ —ji=2
1 x,+x1 ... Z?ng,'fj x{

Odectenim od kazdého sloupce (poc¢inaje poslednim a konce druhym) xj-ndsobku pfedchazejiciho 1ze docilit
Upravy

-2 n—j-2 _
I x2+x Z'}:OXQ ™ x] 1 x X 2
—2 n—j-2 -2
1 x,+x1 Z?’:o o x{ 1 x, X
Proto
Va(x1, x2, o0 X)) = (2 — x1) -+« (6 — x1) Vo1 (x2, .., X))

Nebof je zfejmé
Vo(xp—1, Xp) = Xp — Xn—1,
plati (uvaZzme matematickou indukci)
Va(xt, x2, .00, xp) = 1_[ (xj — xp).
1<i<j<n

Vsimnéme si, Ze tento determinant je nenulovy, praveé kdyZ jsou ¢isla xy, . . ., x,, navzdjem rtzna.
2.27.

11 1IN /11

1 1

1 1 -1 -1 Ifr 1 -1 -1

1 -1 1 -1 411 -1 1 -1
1 -1 -1 1 1

Nasledné Ize snadno ziskat

13 3 3

2.33. ReSenimi jsou pravé viechny skaldrni nasobky vektoru

(1+«/_, ~V3,0, 1, 0).

3

234. xy =141, x=3, x3=t x3=-1,  teR
2.35. Soustava nemd feSeni.
2.36. Soustava md feSeni, protozZe je
3 3 1 1
2 3 —1 8
3. N Y 5. =14
3 -2 1 6
2.37. Systém linedrnich rovnic
3x1 + 2x3 = 1,
X1 + x3 = 2,
Tx1 + 4dx3 = 3,
le + 3x3 = 45
X2 = 5
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nema feSeni, zatimco systém

3x1 + 2x3 =

X1 + x3 =

Tx1 + 4x3 =

5x1 + 3x3 =

X2 =

md prave jedno feSeni x; = —1, xp = 1, x3 = 2.

2.38. MnoZina vsech feSenf je

(=10, (@ +4)t, Ba—8)p) ; t € R}).

2.39. Pro a = 0 nemd uvazovany systém feseni; pro a # 0 ma nekone¢né¢ mnoho feseni.

2.40. Pti zachovani potadi jsou spravné odpoveédi ,,ano®, ,,ne”, ,,ne* a ,,ano®.

—

241. ) Prob # —Tjex =z = (2+a)/(b+7),y = Ba—b—1)/(b+7) (1b).ii) Prob = -7 (Ib)aa # —2

(1b) nema feseni (1b), pro a = —2 je feSenim x = z, 3z — 1 (2b).

2.43. Ze znalosti inverzn{ matice F~! dostdvame

F*= (a8~ py) F™' =

pro libovolnd «, B, v, 8 € R.

2.44. Hledanymi maticemi jsou

1 1
0 1
(a) 1 —1
2 1

vy,

5 B
o«
0 0
—2 -4
0 -1
O ) (
-6 —10

=3 +2i

2.47. Lehce se ovéfi, Ze se jednd o vektorovy prostor. Prvni soufadnice neovlivituje vypocty souctt vektorti ani

hodnoty skaldrnich ndsobki vektord: jednd se o pfeznaceny prostor (R, +, -).

2.52. Uloha m4 jediné feseni

p =2,

2.55. 2+ % 2— \/Lg).

2.56. Vektory jsou zavislé, je-li splnéna alespoii jedna z podminek
a=b=1,

q=_2’

a=c=1,

2.57. Vektory jsou linedrné nezdvislé.

2.58. Stalfi ptipojit napt. polynom x.

2.70.
2.74.
2.75.
2.81. cos = %

1/4

V6/4
3/4

5/6
~1/6
1/3

5/9
2/9
—4/9

—6/4
—1/2
V6/4

~1/6
5/6
1/3

2/9
8/9
2/9

3/4
~6/4
1/4

1/3
1/3
1/3

—4/9
2/9
5/9

r=3.

b=c=1.
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2.82.

J3
2

V3

! 1
q: Q2= vz‘/§+§)ﬁ 422(2+7,—2«/§+§)t.

2.85. Napiiklad skaldrni soucin, ktery vyplyva z izomorfismu prostoru viech redlnych matic 3 x 3 s R°.
PouZijeme-li sou¢in z R? dostdvame skaldrni soudin, ktery dvéma maticim pfifadi soudet soudinti po dvou
odpovidajicich si slozek. Pro danou matici dostaneme

1 2 0 1 2 0 1 2 0

0 2 0 —< o 2 o],[lo 2 o >=\/12+22+02+02+22+02+12+(—2)2+(—3)2=@.

1 -2 -3 1 -2 -3 1 -2 =3

2.88. Vektor, ktery zadava podprostor U, je kolmy na kaZzdy ze ti{ vektori, které generuji V. Podprostory jsou
tak na sebe kolmé. Avak neni pravda, 7e R* = U @V . Podprostor V je totiZ pouze dvojdimenzionélni, protoZe

(_1a Os _11 2) = (_11 09 1a O) - 2(07 Oa 19 _1) .

2.89. V prvnim ptipad€ je dim U = 2 pro ¢t € {1, 2}, jinak je dim U = 3. Ve druhém pfipadu je dim U = 2
prot #0adimU = 1prot =0.
2.90. Gramovym-Schmidtovym ortogonalizaénim procesem lze obdrZet vysledek

@a,1,1,n, (1,1,1,-3), (2,1, 1,0)) .

2.91. Pti zachovani potadi podprostorti ze zadani jsou ortogonalnimi bazemi napf.

((1,0,1,0), (0, 1,0, =7))
((1,2,2,-1),(2,3,-3,2), (2, -1, -1, =2)).

2.92. Vysledek je a = 9/2, b = —5, nebof musi mj. platit
1+464+44+0+0=0, 1-b+0+3—-2a=0.

2.93. Hledana béaze obsahuje jediny vektor. Je jim néjaky nenulovy skaldrni ndsobek vektoru
3,-7,1,-5,9).

2.94. Ortogonalni doplnék (komplement) V- je mnoZina viech skaldrnich ndsobki vektoru (4, 2, 7, 0).
2.95.
(@ Wt=((,0,-1,1,0), (1,3,2,1,-3));
(b) Wt =1((1,0,-1,0,0), (1, =1,1,—1,1)).
2.96. Hledanych doplnéni je pochopitelné nekone¢né mnoho. Jednim (skute¢né jednoduchym) je napf.
a,-2,2,1, @1,3,2,1), 1,0,0,—-1), (1,0,-1,1).

2102.Je |A—AE|=—23 + 1202 =470 +60,tj. Ay =3, =4, A3 = 5.
2.103. Vysledkem je posloupnost 0, 1, 2.
2.104. Dimenze je 1 proA; =4 a2 pro i, = 3.
2.106. Matice B ma dvé rliznd vlastni Cisla, a proto takové vyjadreni existuje. Napf. plati
<5 6>_l<\/§ —\/Z)'<11 0).1(\/5 ﬁ)
6 5) 2\V2 V2 0 -1) 2{-v2 Vv2)°

Existuji pravé dvé diagondlni matice D, a to
11 0 -1 0
0 -1)° o 11)
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oviem sloupce matice P~ miZeme nahradit za jejich libovolné nenulové skaldrni ndsobky, tedy uvazovanych

dvojic D, P je nekone¢né mnoho.

2.113. 1) (1,7)(2, 6)(5, 3), ii) (1, 6)(6, 8)(8, 7)(7, 3)(2,4), iii) (1,4)(4, 10)(10,7)(7,9)(9, 3)(2, 6)(6, 5)
2.114. i) 17 inverzi, licha, ii) 12 inverzi, sudd, iii) 25 inverzi, licha

2.115. Dand matice m4 pouze jedno vlastni ¢islo, a to —1.

2.116. Kofen —1 polynomu | A — A E | je trojndsobny.

2.117. Kupf.
6 0 0 0 6 0 0 0
07 0 0 07 10
@19 07 ofF ®lo o7 0l
000 7 000 7
6 0 0 0
07 10
(")0071
00 0

2.118. Trojndsobnd vlastni hodnota —1, pfislu$ny vektorovy prostor je ((1, 0, 0), (0, 2, 1)).

P

2.119. Charakteristicky polynom je —(1—2)%(A—9), tj. vlastni &fsla jsou 2 a 9 s pifslu nymi (po Fad&) vlastnimi
vektory
(1’270)’(_3705 1) a (17171)

2.121. Dany vektor je vlastnim vektorem dané matice s vlastni hodnotou 1/2. Je tedy

1 1
1A = 1)) = ()Pl < 1.
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KAPITOLA 3

Linarni modely a maticovy pocet

Mame uz vybudovan docela slusny bali¢ek néstrojt a tak
je na Case, abychom si maticovy pocet zkusili pouZit. Na do-
cela jednoduchych dlohdch uvidime, Ze teorie ndim umoZiiuje
kvalitativni i kvantitativni analyzy a nékdy i prekvapivé
snadno vede k ne¢ekanym vysledktim.

Jakkoliv se mtize zdat, Ze predpoklad linearity vztaht
mezi veli¢inami je pfili§ omezujici, v redlnych tlohach na-
opak Casto pravé linearni zavislosti bud vystupuji pfimo
nebo je skutecny proces vysledkem iterace mnoha linedrnich
krokd. I kdyZ tomu tak neni, miZzeme timto zpisobem sku-
te¢né procesy alespoi aproximovat.

V teto kapitole proto neprve zrekapitulujeme nejjednodu-
$§1 pripad, kdy cely proces je popsédn jedinym
__linedrnim zobrazenim. O co méné tady bude
nové teorie, tim vice snad bude zajimavé, jak ta-
2 kové modely vznikaji v rtiznych oblastech vyu-
Fitf matematlckych ndstroju. Poté se vratime k tzv. linedrnim
diferenénim rovnicim, které lze chapat bud jako rekurentné
definované funkce nebo také jako specificky piipad linedr-
niho interovaného procesu. Pravé takovym pocesiim bude vé-
novéna ¢ast tieti, kde si ukdzeme, k jakym kouzliim vede po-
chopeni vlastnosti vlastnich hodnot matic.

Na matice (resp. linedrni zobrazeni) se také nékdy radi

{1, divdme jako na objekty, se kterymi bychom radi pra-
covali tak, jak to umime se skaldry. K tomu ale bude
¢ tieba docela usilovna prace ve &tvrté Casti kapitoly.
Rychlé a uzite¢né pouZiti pak ukdZeme na tzv. roz-
kladech matic, které jsou potfebné pro numerické zvladnuti

N e

matickového poctu co nejrobustnéjsim zpisobem.

1. Linearni procesy

3. 1 ReSeni systému linedrnich rovnic. Jednoduché line-
arni procesy jsou dany linearnimi zobrazenimi
=~ ¢ . V. — W na vektorovych prostorech. Jak si
jisté umime predstavit, vektor v € V mtiZe pred-
. stavovat stav n¢jakého ndmi sledovaného sys-
tému, zatimco ¢(v) pak da vysledek po uskute¢néném pro-
cesu.
Pokud chceme dosdhnout predem daného vysledku b €
W takového jednordzového procesu, feSime problém

px) =b

kde jsou matice uZitecné?
— nakonec skoro vsude...

A. Procesy s lineArnimi omezenimi

Ukazme si pfiklad velmi jednoduché linedrni optimalizacni dlohy:

3.1. Firma vyrdbi Sroubky a matice (v tomto piikladu je matice
kovovéd soucdstka, kterd uchycuje Sroub; nejednd se o objekt Z72).
Sroubky i matice jsou lisovany — vylisovan{ krabi¢ky $roubki trvd 1
minutu, krabi¢ka matic je lisovdna 2 minuty. Sroubky i matice bali do
krabicek, ve kterych je pak proddva — krabicka Sroubkd se bali 1 mi-
nutu, krabicka matic 4 minuty. Firma m4 k dispozici 2 hodiny ¢asu pro
lisovani a 3 hodiny ¢asu pro baleni vyrobkl. Vzhledem k poptévce je
tieba vyrobit alespoii o 90 krabicek Sroubkt vice neZ krabicek matic.
Z technickych dvodt nelze vyrobit vice nez 110 krabicek Sroubkti
Zisk z jedné krabicky Sroubkt je 40 K¢ a z jedné krabicky matic 60
K¢. Firma nema potiZe s odbytem vyrobki Kolik krabicek Sroubkt a

matic mé firma vyrobit, chce-li dosdhnout maximadlniho zisku?

ReSeni. Zapi$me si zadané udaje do tabulky:

Sroubky Matice | Kapacita
1 krabicka | 1 krabicka
Lis 1 min./kr. | 2 min./kr. | 2 hodiny
Baleni | 1 min./kr. | 4 min./kr. | 3 hodiny
Zisk | 40 K¢/kr. | 60 Ke/kr.
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pro nezndmy vektor x a zndmy vektor b.

V pevné zvolenych soufadnicich pak mame matici A zob-
razeni ¢ a soufadné vyjadieni vektoru b. Jak jsme si pov§im-
nuli uz v ivodu druhé kapitoly, mnoZina vSech feSeni tzv. ho-
mogenni tilohy

A-x=0
je vektorovym podprostorem.

Pokud je dimenze V konecnd, feknéme n, a dimenze
obrazu zobrazeni ¢ je k, pak feSenim této soustavy pomoci
prevodu na fadkové schodovity tvar (viz Z72) zjistime, Ze di-
menze podprostoru vSech feseni je pravé n — k. Skutecné,
protoZe sloupce matice zobrazeni jsou pravé obrazy bazo-
vych vektort, je v matici systému pravé k linedrné nezavis-
Iych sloupcti a tedy i stejny pocet linedrné nezavislych radkda.
Proto ndm ztlistane pii prevodu na fadkovy schodovity tvar
pravé n — k nulovych fadkd. Pri feSeni systému rovnic ndm
tak zlistane pravé n — k volnych parametrd a dosazenim vzdy
jednoho z nich s hodnotou jedna a vynulovanim ostatnich zis-
kdme praveé n—k linearn€ nezavislych feseni. VSechna feSeni
jsou pak dédna pravé vSemi linedrnimi kombinacemi téchto
n — k feSeni. Kazdé takové (n — k)—tici feSeni fikdme funda-
mentdalni systém reSeni daného homogenniho systému rovnic.
Dokézali jsme:

Véta. MnoZina vSech Feseni homogenniho systému rovnic
A-x=0

pro n promennych s matici A hodnosti k je vektorovym pod-
prostorem v K" dimenze n — k. KaZdd baze tohoto podpro-
storu tvori fundamentdlni systém veSeni daného homogen-
niho systému.

3.2. Nehomogenni systémy rovnic. Uvazme nyni obecny
systém rovnic
A-x=b.

Znovu si uvédomme, Ze sloupce matice A jsou ve skutecnosti
obrazy vektorli standardni baze v K" v linedrnim zobrazeni
@ odpovidajicim matici A. Pokud m4 existovat feseni, musi
byt b v obrazu ¢ a tedy musi byt linedrni kombinac{ sloupct
v A.

JestliZe tedy rozsifime matici A o sloupec b, miiZeme, ale
nemusime, také zvétSit pocet linedrn€ nezdvislych sloupcii a
tedy i fadkt. Pokud se tento pocet zvétsi, pak b v obrazu neni
a tedy systém rovnic nemiZe mit feSeni. JestliZze ale naopak
mame stejny pocet nezdvislych fadkl i po ptidani sloupce
b k matici A, znamend to, Ze sloupec b musi byt linedrni
kombinaci sloupcti matice A. Koeficienty takové kombinace
jsou pravé feSeni naSeho systému rovnic.

Uvazme nyni dv€ pevné zvolend feSeni x a y nasSeho sys-
tému a néjaké feSeni z systému homogenniho se stejnou ma-
tici. Pak zjevné

AGx—y)=b-b=0
A-(x+2)=04+b=0>.

MiiZzeme proto shrnout:

Oznac¢me x; pocet vyrobenych Sroubkd, x, pocet vyrobenych ma-
tic. Z doby, po kterou md firma k dispozici lis, resp. kterou ma na

baleni, dostdvdme omezujici podminky:

X1 +2x < 120
x1+4x, < 180
X1 > x+90
x; = 110

Ucelov4 funkce (funkce uddvajici zisk pfi daném poctu vyrobe-
nych Sroubktl a matic) je 40x; + 60x,. Pfedchozi soustava nerovnic
zaddva v R? urcitou oblast a optimalizace zisku znamen4 najit v této
oblasti bod (pfipadné body), ve kterém bude mit icelové funkce nejvy-
§81 hodnotu, tj. najit nejvetsi k takové, Ze piimka 40x; +60x, = k bude
mit s danou oblasti neprazdny prinik. Graficky midZeme najit feSeni
napiiklad tak, Ze umistime pfimku p do roviny tak, aby spliiovala rov-
nici 40x; + 60x, = 0 a za¢neme ji rovnobéZné posunovat ,,nahoru‘
tak dlouho, dokud bude mit néjaky spolecny prinik s danou oblasti.
Je zfejmé, Ze timto poslednim priinikem miiZe byt bud bod, nebo hra-
ni¢ni pfimka dané oblasti (pokud by byla rovnobéznd s p). Dostaneme
tak (viz. obrazek), bod x; = 110 a x, = 5. Maximdlni mozny zisk
tedy ¢ini 40 - 110 4 60 - 5 = 4700 K¢. O

3.2. Minimalizace nakladi na krmeni. Hfibarna v NiSovicich u Vo-
lyn€ nakupuje na zimu krmivo: seno a oves. VyZivné hodnoty krmiv a
pozadované denni ddvky pro jedno hfibé€ jsou v tabulce

g/kg | Seno | Oves | POZADAVKY

Susina | 841 860 | Alespoi 6300 g
SNL 53 123 | Nejvyse 1150 g

Skrob | 0,348 | 0,868 | Nejvyse 5,35 g
Véapnik 6 1,6 Alesponi 30 g
Fosfor | 2,8 3,5 Nejvyse 44 ¢

Sodik | 0,2 1.4
CENA | 1,80 | 1,60
Kazdé hiibé musi v krmné davce denné¢ dostat alesponi 2 kg ovsa

Ptiblizné 7 g

Primérna cena véetné dopravy ¢ini 1, 80 K¢ za 1 kg sena a 1, 60 K¢ za
1 kg ovsa Sestavte denni davku krmeni pro jedno hiibé tak, aby ndklady

byly minimdlni.
3.3. Optimalni déleni materialu. Na vnitini dievéné obloZeni chaty
je tieba

e maximalné 120 ks prken délky 35 cm
e 180 az 330ks prken délky 120 cm
e alesponi 30 ks prken délky 95 cm
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3.3. Véta. ResSeni nehomogenniho systému linedrnich rovnic ~ Koupit lze jen prkna délky 4 metry. Celkovy odpad nesmi byt v&tsi
A-x = b existuje pravé, kdyZ pfidanim sloupce b k matici A ey 360 cm. Urdete, kolik nejméné prken miZzeme nakoupit (a jak je
nezvysime pocet linearné nezavislych radkii. V takovém pri-
padeé je prostor vSech fesSeni ddn vSemy soucty jednoho pevné
zvoleného partikuldrniho reSeni systému a vSech reSeni sys-
tému homogenniho se stejnou matici.

rozfezat), aby bylo vyhovéno podminkdm dlohy.

V literatufe se tomuto tvrzeni Casto fika Frobeniova véta
a obvykla formulace je ,,systém mé feSeni, pravé kdyZ je hod-
nost jeho matice rovna hodnosti matice rozsifené*.

34. Optlmallzacnl linearni modely. Ve vedlejsim sloupci
_ jsme tuto kapitolu zacali problémy natéracu.
" Budeme v tom pokraCovat. Predstavme si, Ze
= n4S velice specializovany natéra¢ v ¢ernobilém
svete je ochoten natirat fasady bud malych rodinnych domka
nebo naopak velikych vefejnych budov a Ze pochopitelné
pouziva jen Cernou a bilou barvu. MtzZe si zcela volné vy-
birat, v jakém rozsahu bude délat x jednotek plochy prvého
typu nebo y jednotek druhého. Pfredpokldadejme vSak, Ze jeho
maximdlni pracovni zatéZ je ve sledovaném obdobi L jedno-
tek plochy, jeho Cisty vynos (tj. po odecteni nakladl) je na
jednotku plochy ¢; u malych domkti a ¢, u vefejnych staveb.
Zarovenl ma k dispozici maximdlné W kg bilé a B kg cerné
barvy. Kone¢né na jednotku plochy rodinného domu potie-
buje w; kg bilé barvy a by kg Cerné, zatimco u vefejnych
staveb jsou to hodnoty w, a b;.
Kdy?z si to celé shrneme do (ne)rovnic, dostdvdme ome-

zeni

(3.1 X1 +x <L
(3.2) wix; +wxs < W
3.3) bix1 + byxy < B.

Celkovy cisty vynos natérace
h(xy, x2) = c1x1 + c2x2
bychom pfitom radi méli co nejvetsi.

KaZda z uvedenych nerovnic samoziejmé zaddvd v ro-
viné proménnych (x;, x,) polorovinu, ohrani¢enou piimkou
zadanou piislu$nou rovnici, a jist€¢ musime také predpokla-
dat, Ze jak x| tak x, jsou nezdpornd redlna ¢isla, protoZe za-
porné velikosti ploch natéra¢ neumi. Ve skutecnosti mame
tedy omezeni na hodnoty (xi, x,), které miiZe byt bud ne-
splnitelné nebo je ddno jako vnitfek mnohoudhleniku s maxi-
malné péti vrcholy, viz obrizek.

Obecné hovoiime o problému linedrniho programovdani,
jestliZze hleddme bud’ maximum nebo minimum linedrni
formy /4 na R” na mnoZin€ ohrani¢ené pomoci systému line-
arnich nerovnic, kterym fikdme linedrni omezeni. Vektoru
na pravé strané pak fikdme vektor omezeni, linedrni formé h
také ucelova funkce.

Formulace s nerovnostmi < u omezujicich podminek,
nezdpornymi proménnymi a maximalizaci ucelové funkce
tikdme standardni maximalizacni problém. Naopak, stan-
dardni minimalizacni problém je hleddni minima ucelové
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funkce pifi omezujicich podminkdch s nerovnostmi >,
pricemZ opét uvazujeme neziporné promeénné.

Je snadné nahlédnout, Ze kazdy obecny problém linear-
niho programovani Ize pfevést na kterykoliv ze standardnich.
Kromé zmén znamének miZeme jesté pracovat s rozdélenim
pfipadnych proménnych bez omezeni znaménka na rozdil
dvou kladnych. Bez Gjmy na obecnosti se tedy budeme dale
vénovat jen standardnimu maximalizaénimu problému.

Jak takovy problém fe$it? Hleddme maximum linearni
formy 4 na podmnoZinich M vektorového prostoru, které
jsou zadany linedrnimi nerovnostmi, tj. v roviné pomoci pri-
niku polorovin, obecné budeme v dalsi kapitole hovoftit o po-
loprostorech. VSimnéme si, Ze kazda linedrni forma na redl-
ném vektorovém prostoru & : V — R (tj. libovolnd linedrni
skaldrni funkce) v kaZzdém vybraném sméru bud’ stdle roste
nebo stéle klesd. Presnéji feceno, jestlize vybereme pevny
pocatecni vektor u € V a ,smérovy” vektor v € V, pak
sloZenim nasi formy 4 s parametrizaci dostaneme

t—> h(u+tv) =h)+th).

Tento vyraz je skute¢né s rostoucim parametrem ¢ vZzdy bud
rostouci nebo klesajici, pfipadn€ konstantni (podle toho, zda
je h(v) kladné nebo zdporné, ptipadné nulové).

Jisté tedy musime oc¢ekdvat, Ze problémy podobné tomu
s natéra¢em budou bud’'nesplnitelné (kdyZ je mnoZina zadana
omezenim prazdnd) nebo bude vynos neohraniceny (kdyz
omezeni zadaji neomezenou ¢ast celého prostoru a forma h v
neékterém z neomezenych smérd bude nenulova) nebo budou
mit maximadlni feSeni v alespoii jednom z ,,vrcholti” mnoZiny
M (pfi¢emz zpravidla ptijde o jediny vrchol, mize ale jit o
konstatni maximalni honotu na ¢asti horanice oblasti M).

3.5. Formulace pomoci linearnich rovnic. Ne vZdy je na-

- lezen{ optima tak snadné jako v pfedchozim pii-
padé. Problém miZe zahrnovat velmi mnoho pro-
ménnych a velmi mnoho omezenf a jen rozhod-
= nout, zda je mnoZina M splnitelnych bodt ne-
prazdna je problematické.

Nemdme tu prostor na dplnou teorii, zminime ale ale-
spoii dva sméry tvah, které ukazuji, Ze ve skute¢nosti bude
feSeni naleznutelné vZdy podobné, jako tomu bylo v dvojroz-
mérném problému v predchozim odstavci.

Za¢neme srovnanim se systémy linedrnich rovnic — tém
uz totiZ rozumime dobfte. ZapiSme si rovnice (B)—(B3) vek-
torové v obecném tvaru:

A-x <b,

kde x je nyni n—-rozmérny vektor, b je m—rozmérny vektor
a A odpovidajici matice a nerovnosti myslime jednotlivé ne-
rovnosti po fddcich. Maximalizovat chceme soudin ¢ - x pro
dany fadkovy vektor koeficientl linedrni formy 4. JestliZe si
pro kaZdou z rovnic pfiddme jednu pomocnou proménnou a

jesteé si pfimyslime proménnou z jako hodnotu lindrni formy

Tady vsunout
ramecek o
Dantzigovi,
algoritmech, odkaz
apod.
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h, mizeme cely problém piepsat jako systém linearnich rov-

nic
e ()0
0 A E, X b
kde matice je sloZena z blokti o 1 4+ n 4+ m sloupcich a 1 +
m tadcich a tomu odpovidaji jednotlivé komponenty vektord.
Dodatecné pfitom poZadujeme pro vSechny soufadnice X i
Xs Nezapornost.

Pokud tedy m4 dany systém rovnic feSeni, hleddme v této
mnoZiné feSeni takové hodnoty proménnych z, x a x;, aby
vSechna x byla nezdpornd a z maximdlnf mozné. K diskusi,
jak to obecné mtize dopadat se vratime z pohledu afinni geo-
metrie v odstavci BT na strané D11,

Konkrétné v naSem problému ¢ernobilého naterace bude
systém lindrnich rovnic vypadat takto:

Z
1 —C1 —Cp 0 0 O X1 0
0 1 1 100]| |xn]|_|L
0 w1 w»r 010 X3 - w
0 bl bz 0 0 1 X4 B
X5

3.6. Dualita v linearnim programovani. Uvazujme redl-
1 nou matici A s m fadky a n sloupci, vektor omezeni
b a tadkovy vektor ¢ zaddvajici icelovou funkci. Z
¢ téchto dat mtizeme sestavit dva problémy linedrniho
programovani pro x € R" ay € R™.

Maximalizacni problém: Maximalizuj ¢ - x za podminky
A -x < bazaroven x > 0.

Minimaliza¢ni problém: Minimalizuj y” - b za podminky
yI' - A > ¢! azérovet y > 0.

Rikdme, Ze tyto problémy jsou vzdjemné dudlni. K od-
vozeni dal$ich vlastnosti problémi linearniho programovani
zavedeme trochu terminologie.

Rekneme, Ze jde o idxfesitelny problém, jestliZe existuje
néjaky pripustny vektor x, ktery vyhovi v§em omezujicicm
podminkam. ReSitelny maximalizacni, resp. minimaliza¢n{
problém je ohraniceny, jestlize je icelova funkce na mnoziné
vyhovujici omezenim ohranicena shora, resp. zdola.

Lemma. Je-li x € R" pFipustny vektor pro standarni maxi-
malizacni problém a y € R™ je pfipustny vektor pro dudlni
minimalizacni problém, pak pro ticelové fuknce plati

c-x<y -b

Dtkaz. Jde vlastné jen o snadné pozorovani: x > 0 a
cl < yT -A,aletaké y > 0a A - x < b, proto musi platit i

cox<y -A-x<y -b

coZ jsme méli dokazat. (|
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Odtud okamZzité vidime, Ze jestliZe jsou oba dudlni pro-
blémy fesitelné, pak musi byt i ohranicené. Jest€ zajimavejsi
je nasledujici postfeh piimo vychdzejici z nerovnosti v pred-
chozi vété.

Diusledek. JestliZe existuji pripustné vektory x a y dudlnich
linedrnich problémii takové, Ze pro iicelové funkce plati c -
x = y! - b, pak jde o optimdlni FeSeni obou problémii.

3.7. Véta (O dualité). Je-li standardni problém linedrniho
programovani fesitelny a ohraniceny, pak je takovy i jeho du-
dlni problém, optimdlni hodnoty jejich ticelovych funkci sply-
vaji a optimalni feSeni vidy existuje.

Dutxkaz. Jeden smér tvrzeni jsme jiz dokdzali v pred-
chozim disledku. Zbyva dilkaz existence optimélniho feSeni.
Ten se nejsnadnéji dokaze konstrukci funkéniho algoritmu,
tomu se vSak ted' nebudeme v podrobnostech vénovat. K chy-
béjici ¢asti dikazu se vratime na stran€ ZTT v afinni geomet-
rii. U

PovSimnéme si jesté pékného piimého disledku prave
zformulované véty o dualité:

Disledek (Véta o ekvilibriu). Uvazme pFispustné vektory

x a 'y pro standarni maximalizacni problém a jeho dualni

problém z definice BA. Pak jsou oba tyto vektory optimalni,

pravé tehdy kdyZ y; = 0 pro vSechny souradnice s indexem

i, pro které Z’}: 1 aijxj < bj a zdaroveri x; = 0 pro v§echny
v . . . 2, m

souradnice s indexem j, pro které ) [_ | via;; > ;.

DUKAZ Ptedpoklddejme, Ze plati oba vztahy z pfedpko-
ladu impliace ve vété. Pak tedy miZeme v na-
sledujim vypoctu pocitat s rovnosti, protozZe s¢i-
tance s ostrou nerovnosti maji stejné u sebe nu-
_. lové koeficienty:

m m n
PRETID DD ST 3) By
i=1 i=1  j=1

i=1 j=1
a z stejného divodu také

Z Z YidijXj = Z CjXj-

i=1 j=1

Tim mdme dokdzanu jednu 1mphka01 z tvrzeni diky vété o
dualité.

Ptredpokladejme nyni, Ze x a y jsou skutecné optimaln{
vektory. Vime tedy, Ze plati

Zy,b > ZZy,a,jxj > Zc X,

i=1 j=1

ale zdroveii jsou si levé a pravé strany rovny. Nastdva tedy
vsude rovnost. PrepiSeme-li prvou rovnost jako

Zyi(b,’ — Zaijxj) =0
i=1 Jj=1
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vidime, Ze miiZe byt naplnéna jen za podminek ve vété, pro-
toZe jde o nulovy soucet samych nezdpornych ¢isel. Z druhé
rovnosti stejné plyne i druhé zbylé tvrzeni a diikaz je ukoncen.

O

Véty o dualité a ekvilibriu jsou uZite¢né pfi feSeni pro-
blémti linearniho programovani, protoZe ndm ukazuji souvis-
losti mezi nulovosti jednotlivych dodate¢nych proménnych a
napliiovani omezujicich podminek.

3.8. Poznamky o linearnich modelech v ekonomii. N&s
5l velice schematicky problém cernobilého

' natéraCe z odstavce B4 miZeme pouZit jako
ilustraci jednoho z typickych ekonomickych
Z modell, tzv. model pldnovdani vyroby. Jde
pritom o zachyceni problému jako celku, tj. se zahrnutim
vnitfnich i vnéjsich vztahii. Levé strany rovnic (B), (B2),
(B3) i tcelové funkce h(x;, x») jsou vyjadienim riiznych
vyrobnich vztahl. Podle povahy problému pak jsou poza-
dovény na pravé strané¢ bud pifesné hodnoty (pak feSime
systém rovnic) nebo poZadujeme kapacitni omezeni a opti-
malizaci Gcelu (a pak dostdvdme pravé problémy linedrniho
programovani).

MiiZzeme tak tedy obecné feSit problém alokace zdroji
pti dodavatelskych omezenich a pfitom bud minimalizovat
ndklady nebo maximalizovat zisk. Z tohoto pohledu lze také
nahliZet dualizaci problémd. JestliZe by nas natérac chtél hy-
poteticky nastavit svoje ndklady spojené se svoji praci y;,, bi-
lou barvou yy a ¢ernou barvou yg, pak bude chtit minimali-
zovat ucelovou funkci

L-y.+ Wyw + Byp
pti omezujicich podminkach

yL +wiyw +biyp = ¢
yL + wayw + bayp > 3.

To je pravé dudlni problém k pivodnimu a hlavni véta Bl
fikd, Ze optimdlni stav je takovy, kdy ucelové funkce maji
stejnou hodnotu.

V ekonomickych modelech najdeme mnoho modifikaci.
Jednou z nich jsou ilohy financniho planovani, souvisejici s
optimalizaci portfolia. Urcujeme pfitom objemy investic do
jednotlivych investi¢nich variant s cilem drZet se danych ome-
zeni na rizika a optimalizovat pfitom zisk, resp. pfi ocekdva-
ném objemu minimalizovat rizika.

Dal$im obvyklym modelem jsou marketingové aplikace,
napf. alokace ndkladd na reklamy v rznych médiich nebo
umistovani reklam do ¢asovych termini. Omezujicimi pod-
minkami bude disponibilni rozpocet, rozloZeni cilovych sku-
pin apod.

Velmi obvyklé jsou modely vyZivovych problémii, tj. na-
vrh navek riznych komponent vyZivy s danym sloZenim a
omezujicimi poZadavky na celkové objemy vyZzZivovych latek.
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Problémy linedrniho programovani se objevuji pfi per-
sondlnich dlohéach, kdy jsou pracovnici s riznymi kvalifika-
cemi a dal$imi pfedpoklady rozd€lovani do smén. Obvyklé
jsou také problémy smésovdni, problémy déleni a problémy
distribuce 7boZi.

2. Diferenéni rovnice

Diferencnimi rovnicemi jsme se stru¢né zabyvali jiZ v
. prvni Kapitole, byt pouze témi prvniho
“5 Tadu.Nyni si ukdZeme obecnou teorii pro
2~ linedrni rovnice s konstantnimi koeficien-
/fA

B ty, kterd poskytuje nejen velmi praktické
ndstroje, ale je také p&€knou ilustraci pro koncepty vektoro-
vych podprostort a linedrnich zobrazeni.

HoMOGENN{ LINEARN{ DIFERENCN{ ROVNICE RADU k

3.9. Definice. Homogenni linedrni diferencni rovnice fadu k
je ddna vyrazem

apX, +arx,—1 + - +ax,—r =0, ap 7é 0 a 7é 0,

kde koeficienty a; jsou skalary, které mohou ptipadné i z4avi-
setnan.

Rikdme také, Ze takova rovnost zadava homogenni line-
drni rekurenci tddu k a Casto zapisujeme hledanou posloup-
nost jako funkci

aj (275
xn=f(n)=—a—0f(n—1)—---—%f(n—k)-

Resenim této rovnice nazyvime posloupnost skaldri x;,
pro vSechna i € N, pfipadné i € Z, které vyhovuji rovnici s
libovolnym pevnym n.

Libovolnym zadanim k po sob¢ jdoucich hodnot x; jsou
urceny i vSechny ostatni hodnoty jednoznacné.
\ / Skutecné, pracujeme nad polem skalard, takZe
= hodnoty ap i a; jsou invertibilni a proto z defi-
nlCIlﬂlO vztahu Ize vzdy spocist hodnotu x,, ze zndmych ostat-
nich hodnot a stejné tak pro x,,_;. Indukci tedy okamzité do-
kdZeme, Ze lze jednoznacné dopocist vSechny hodnoty jak
pro kladna tak pro zdporn4 celd n.

Prostor vSech nekone¢nych posloupnosti x; je vektorovy
prostor, kde sCitdni i ndsobeni skaldry je ddno po sloZzkéch.
Pfimo z definice je zjevné, Ze soucet dvou feSeni homogenni
linearni rovnice nebo skaldrni ndsobek feseni je opét feseni.
Stejné jako u homogennich systémii linedrnich tedy vidime,
Ze mnoZina vSech feSenf je vektorovy podprostor.

Pocédte¢ni podminka na hodnoty feSeni je ddna jako k—
rozmérny vektor v K. Souctu po¢ite¢nich podminek odpo-
vid4 soucet pfisluSnych feSeni a obdobné se skaldrnimi né-
sobky. Dédle si v§imnéme, Ze dosazenim nul a jedni¢ek do
zaddvanych pocéstenich k£ hodnot snadno ziskdme k line-
arné nezdvislych feSeni nasi rovnice. Jakkoliv jsou tedy zkou-
mané vektory nekone¢né posloupnosti skalarti, samotny pro-
stor vSech feSeni je kone¢nérozmérny, predem vime, Ze jeho
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dimenze bude rovna fadu rovnice k, a umime snadno urcit
bazi vSech téchto feseni. Opét hovoiime o fundamentalnim
systému feseni a vSechna ostatni feSeni jsou pravé jejich line-
arni kombinace.

Jak jsme si jiz ovérili, vybereme-li k po sobé jdoucich
indexd i, i + 1,...,i + k — 1, zaddavd homogenni line-
4rni diferenéni rovnice linedrni zobrazeni K¥ — K> k—
rozmérnych vektord poc¢dste¢nich hodnot do nekonecné roz-
mérnych poslounosti tychz skaldr. Nezavislost riiznych ta-
kovych feSeni je ekvivalentni nezdvislosti pocate¢nich hod-
not, ale tu umime snadno rozpoznat pomoci determinantu.
Mdme-li k—tici feSeni (x!!, ..., x[¥), pak jde o nezdvisld
feSeni prave, kdyZ nésledujici determinant, tzv. Casoratian
je nenulovy pro jedno (a pak uz vSechna) n

Al K
[1] [£]
X e X
1 k n+1 n+1
Coptl, oy =" ' Dl #£0
[1] [k]
Xntk—1 - Xntk—1

3.10. ReSeni homogennich rekurenci s konstantnimi koe-
ficienty. T¢Zko bychom hledali univerzalni postup, jak hle-
dat feSeni obecnych homogennich linedrnich diferen¢nich
rovnic, tj. pfimo spocitatelny vyraz pro obecné feseni x,,.

\" praktlckych modelech ale velice Casto vystupuji rov-
nice, kde jsou koeficienty konstantni. V tomto
piipdé€ se dafi uhodnout vhodnou formu feseni
, askuteCn€ se ndm podaifi najit k linedrné neza-
2 vislych moZznosti. Tim budeme mit problém vy-
reseny, protoZe vSechny ostatni budou jejich linedrni kombi-
naci.

Pro jednoduchost zacneme rovnicemi druhého fadu. Ta-
kové potkdvame obzvlasf Casto v praktickych problémech,
kde se vyskytuji vztahy zdvisejici na dvou predchozich hod-
notich. Linedrni diferen¢ni rovnici druhého fadu s konstant-
nimi koeficienty (resp. linedrni rekurenci druhého fddu s kon-
stantnimi koeficienty) tedy rozumime piedpis

fn+2)y=a-f(n+1)+b- f(n)+c,

(3.4

kde a, b, c jsou zndmé skaldrni koeficienty.

Napt. v popula¢nich modelech miZeme zohlednit, Ze je-
dinci v populaci dospivaji a pofddné se rozmnoZuji az o dvé
obdobi pozdéji (tj. prispivaji k hodnoté f(n + 2) ndsobkem
b - f(n) s kladnym b > 1), zatimco nedospéli jedinci vysili
a znic{ ¢ast dospélé populace (tj. koeficient a pak bude za-
porny). Navic si je tfeba nékdo péstuje a pribézné si ujida
konstantni pocet ¢ < 0 v kazdém jednotlivém obdobi.

Specidlnim takovym piikladem s ¢ = O je napf. Fibo-
nacciho posloupnost ¢isel yg, yi, ..., kde y,42 = Y41 + Yn-

Jestlize ptfi feSeni matematického problému nemdme
Zadny novy ndpad, vzdy mizeme zkusit, do jaké miry fun-
guje zndmé feSeni podobnych dloh. Zkusme proto dosadit
do rovnice (B4) s koeficientem ¢ = 0 podobné feSeni jako u

B. Rekurentni rovnice

Riizné linedrni zavislosti mohou byt dobrym ndstrojem pro po-
pséni rozlicnych modeld ristu. Za¢néme s velmi populdrnim populac-

nim modelem, ktery vyuZiva linearni diferen¢ni rovnici druhého fadu:

3.4. Fibonacciho posloupnost. Na zacatku jara pfinesl ¢ap na louku
dva Cerstve narozené zajicky, samecka a samicku. Samicka

je schopnd od dvou mésich staii povit kazdy mésic dva

; —_ malé zajicky (samecka a samicku). Nové narozeni zajici
plodi potomky po jednom mésici a pak kazdy dal$i mésic. Kazd4 sa-
micka je bfezi jeden mésic a pak opét porodi samecka a samicku. Kolik
part zajich bude na louce po deviti mésicich (pokud Zadny neuhyne a
7adny se tam ,,nepfist€huje”)?

ReSeni. Po uplynuti prvniho mé&sice je na louce pofdd jeden pdr,
nicméné samicka zabfezne. Po dvou mésich se narodi prvni potomci,
takZe na louce budou dva péry. Po uplynuti kaZzdého dalStho mésice
se narodi (tedy pribude) tolik zajicd, kolik zabtezlo zajecic pred mé-
sicem, coz je presné tolik, kolik bylo pfed mésicem parti schopnych
mit potomka, coz je presné tolik, kolik bylo parti pied dvéma mésici.
Celkovy pocet p, zajici po uplynuti n-tého mésice tak je tak souc-
tem poctl para v pfedchozich dvou mésicich. Pro pocet part zajici na

louce tedy dostdvame homogenni linedrni rekuretni formuli

(31) pn+2=pn+l+pna nzl?“‘a

kterd spolu s po¢ate¢nimi podminkami p; = 1 a p, = 1 jednozna-
¢né urCuje pocty part zajicti na louce v jednotlivych mésicich. Li-
nearita formule znamen4, Ze vSechny ¢leny posloupnosti (p,) jsou ve
vztahu v prvni mocniné, rekurence je snad jasnd a homogenita znaci,
Ze v predpisu chybi absolutni ¢len (viz ddle pro nehomogenni formule).
Pro hodnotu n-tého ¢lenu miiZeme odvodit explicitni formuli. V hle-
dani formule ndm pomitiZe pozorovani, Ze pro jista r je funkce r* fese-
nim diferen¢ni rovnice bez pocate¢nich podminek. Tato r ziskame tak,
Ze dosadime do rekurentniho vztahu:

},ﬂ+2

o=

P
r+1,

a po vydéleni r" dostaneme

coZ je tzv. charakteristickd rovnice daného rekurentniho vztahu. NaSe
rovnice mé kofeny 1= f ]J“[ (%5)” a

— (1=5yn
n—(1+T)

a tedy posloupnosti a, =
,n > 1, Vyhovujl danému vztahu. Vztah také spliiuje
jejich libovolnd tzv. linedrni kombinace, tedy posloupnost ¢, = sa,, +
th,, s,t € R. Cisla s a t miZeme zvolit tak, aby vysledna kombi-

nace spliiovala dané pocate¢ni podminky, v naSem piipadé ¢; = 1,
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rovnic linedrnich, tj. f(n) = A" pro né&jaké skaldrni A. Dosa-
zenim dostdvame

AT — gt — pat = A" (A —ak — b) = 0.
Tento vztah bude platit bud’pro A = 0 nebo pfi volbé hodnot

1 1
A= E(a +Va?+4b), i = E(a —+a? +4b).

Zjistili jsme tedy, Ze skute¢né opét takova feSeni funguji, jen
musime vhodné zvolit skaldr A. To ndm ale nestaci, protoZe
my chceme najit feSeni pro jakékoliv pocatecni hodnoty f(0)
a f(1), a zatim jsme nasli jen dvé konkrétni posloupnosti
spliiujici danou rovnici (a nebo dokonce jen jednu, pokud je
Ay =Ay).

Jak jsem jiZ dovodili i u zcela obecnych linedrnich reku-
renci, soucet dvou feSeni fi(n) a f,(n) nasi rovnice f(n +
2)—a-f(n+1)—>b- f(n) =0 je zjevné opét feSenim té7ze
rovnice a totéZ plati pro konstatni ndsobky feSeni. Nase dvé
konkrétni feSeni proto poskytuji daleko obecnéjsi feSeni

fn) = Cia + G

pro libovolné skalary C; a C, a pro jednoznacné vyfeSeni
konkrétni dlohy se zadanymi pocateCnimi hodnotami f(0)
a f(1) ndm zbyva jen najit piislusné konstanty C; a C;. (A
také si musime ujasnit, zda to pro vSechny pocate¢ni hodnoty
ptjde).

3.11. Volba skalart. UkazZme si, jak to mdZe fungovat ale-
spoii na jednom piikladé. Soustiedime se pfitom na problém,
7e koteny charakteristického polynomu nevychézi obecné ve
stejném oboru skalart, jako jsou koeficienty v rovnici. Re§me
tedy problém:

1
Yo = 2, y1 = 0.

V naSem pfipadé€ je tedy A2 = %(1 + /3) a zjevné
Yo=Ci+Cr=2

1 1
n=500+ V3) + 561 = V3)

je splnéno pro pravé jednu volbu téchto konstant. Pfimym
vypoltem C; = 1 — %\/g, C =1+ %ﬁ a nase dloha mi
jediné feSeni

f) =1~ %ﬁ)%ﬂ +V3)"+( +%~/§)21—n(1 —V3)".

Vsimnéme si, Ze i kdyZ nalezend feSeni pro rovnice s ce-
lociselnymi koeficienty vypadaji sloZit€ a jsou vyjddiena po-
moci iraciondlnich (pfipadné komplexnich) ¢isel, o samot-
ném feSeni dopfedu vime, Ze je celociselné téZ. Bez tohoto
,ikroku* do vétsiho oboru skalarti bychom ovSem obecné
feSeni napsat neuméli.

S podobnymi jevy se budeme potkdvat velice Casto.
Obecné feSeni ndm také umoziiuje bez piimého vycislovani
konstant diskutovat kvalitativni chovdni posloupnosti Cisel

¢; = 1. Pro jednoduchost je vhodné navic jesté dodefinovat nulty ¢len
posloupnosti jako ¢y = 0 a spocitat s a ¢ z rovnic pro ¢y a c;. Zjistime,

v _ 1 _ 1
Zes=—71= % a tedy

_ U+ - -V
2'(v/3)

Takto zadand posloupnost spliiuje danou rekurentni formuli a navic

(3.2) Pn

pocatecni podminky ¢y = 0, ¢; = 1, jednd se tedy o tu jedinou po-
sloupnost, kterd je t€mito poZadavky zaddna. V§imnéte si, Ze hodnota
vzorce (]|B=2|]) je celoéiselnd pro libolné ptirozené n (zaddv4 totiz ce-
lociselnou Fibonacciho posloupnost), i kdyZ to tak na prvni pohled

nevypada. U

3.5. Zjednoduseny model chovani hrubého narodniho produktu.

Uvazujme diferencni rovnici

(3.3) Yit2 — a(l + D) yrq1 +aby, =1,

kde y, je ndrodni produkt v roce k. Konstanta a je takzvany mezni
= sklon ke spotrebé, coZ je makroekonomicky ukaza-

R el, ktery udava jaky zlomek penéz, které maji oby-

vatelé k dispozici, utrati, a konstanta b popisuje, jak

zévisi mira investic soukromého sektoru na meznim sklonu ke spo-
tiebe.

Predpokldddme déle, Ze velikost ndrodniho produktu je normo-
védna tak, aby na pravé stran¢ rovnice vyslo ¢islo 1.

Spocitejte konkrétni hodnoty pro a = %, b= % =1Ly =1
ReSeni. Nejprve budeme hledat feSeni homogenni rovnice (prava
strana nulov4) ve tvaru 7. Cislo r musf byt feSenim charakteristické

rovnice

tj xz—x—i-l—O
J. 2=

kterd ma dvojndsobny koren % Vsechna feSeni homogenni rovnice

x> —a(l +b)x+ab=0,

jsou potom tvaru a(%)” + bn(%)”.

Dile si v§imnéme, Ze najdeme-li néjaké feSeni nehomogenni rov-
nice (tzv. partikuldrni feSeni), tak pokud k nému pticteme libovolné
feSenf homogenni rovnice, obdrZzime jiné feSeni nehomogenni rovnice.
Lze ukdzat, Ze takto ziskdme vSechna feSeni nehomogenni rovnice.

V nasem pripad¢€ (tj. pokud jsou vSechny koeficienty i nehomo-
genni Clen konstantami) je partikuldrnim feSenim konstanta y, = c.
Dosazenim do rovnice mdme ¢ — ¢ + 4—1‘0 = 1, tedy ¢ = 4. VSechna

feSeni diferen¢ni rovnice

1
yk+2_yk+l+Z'yk:1

jsou tedy tvaru 4 + a(%)” + bn(%)”. PoZadujeme yp = y; = 1 a tyto

dvé rovnice davaji a = b = —3, tedy feSeni nasi nehomogenni rovnice
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f(n),tj.zda se budou s rostoucim n bliZit k néjaké pevné hod-
noté nebo budou oscilovat v n¢jakém rozsahu nebo utecou do
neomezenych kladnych nebo zdpornych hodnot.

3.12. Obecny piipad homogennich rekurenci. Zkusme

- nyni stejné jako v ptipadé druhého fadu dosadit
volbu x,, = A" pro néjaky ( zatim nezndmy) ska-
lar A do obecné homogenni rovnice z definice
B9. Dostdvdme pro kazdé n podminku

M@k + a4 a) =0

coZ znamend, Ze bud' A = 0 nebo je A kofenem tzv. charak-
teristického polynomu v zévorce. Charakteristicky polynom
ale uz nenf zavisly na n.

Pfedpoklddejme, Ze ma charakteristicky polynom k riz-
nych kofend Ay, ..., A;. MliZeme za timto Gcelem i rozsifit
uvazované pole skaldr, napt. Q na R nebo R na C, protoZe
vysledkem vypoctu pak stejné budou feSent, kterd opét zista-
nou v pivodnim poli diky samotné rovnici. Kazdy z korenti
ndm d4va jedno mozZné feSeni

Xn = ()"t)n

Abychom byli uspokojeni, potiebujeme k linedrn€ nezdvis-
lych feSeni.

K tomu ndm postaci ovéfit nezdvislost dosazenim k hod-
notpron =0, ..., k—1 pro k moZnosti A; do Casoratidnu viz
B. Dostaneme tak tzv. Vandermondovu matici a je péknym
(ale ne tplné snadnym) cvi¢enim spocist, Ze pro vSechna k
a jakékoliv k—tice rdznych A; je determinant takovéto matice
nenulovy, viz piiklad ||[ZZ24|| na strané 4. To ale znamen4,
Ze zvolend feseni jsou linearné nezavisla.

Nalezli jsme tedy fundamentalni systém feSeni homo-
genni diferen¢ni rovnice v piipadé€, Ze vSechny koteny jejtho
charakteristického polynomu jsou po dvou riizné.

Uvazme nyni nasobny kofen A a dosadime do defini¢ni
rovnice predpoklddané feSeni x, = nA". Dostdvime pod-
minku

apn A" + -+ ap(n — kA" F = 0.

Tuto podminku je moZné prepsat pomoci tzv. derivace poly-
nomu (viz ?? na strané ??), kterou znac¢ime apostrofem:

Magd" 4+ -+ a K =0

a hned na zacatku kapitoly paté uvidime, Ze kofen polynomu
f je vicendsobny pravé, kdyz je kofenem i jeho derivace f.
NaSe podminka je tedy splnéna.
Pii vyS$i ndsobnosti ¢ kofenu charakteristického
polynomu mulZeme postupovat obdobné a
: », VyuZijeme skutecnosti, Ze £-ndsobny kofen je
kofenem vSech derivaci polynomu az do £ — 1
véetné. Derivace pfitom postupné vypadaji

je

—431n3 Ly
Yo = 5 n\5)

Opét, protoZe vime, Ze posloupnost zadand touto formuli spliiuje da-
nou diferen¢nf rovnici a zdroveni dané pocate¢ni podminky, jednd se
vskutku o tu jedinou posloupnost, kterd je témito vlastnostmi charak-
terizovana. (]

V predchozim ptikladu jsme pouzili tzv. metodu neurcitych koefi-
cientii. Ta spo¢iva v tom, Ze na zdkladé nehomogenniho ¢lenu dané
diferen¢ni rovnice ,,uhodneme* tvar partikuldrniho feSeni. Tvary par-
tikuldrnich feSeni jsou zndmy pro celou fadu nehomogennich clent.

Napf. rovnice

(34) Ytk + G Ynyk—1 + -+ @y = Pm(n)a

kde P (m) je polynom stupné n a piislu$na charakteristickd rovnice ma
redlné koreny ma (skoro vzdy) partikularni feseni tvaru Q,, (1), Q,,(n)
je polynom stupné m.

Dalsi moZnou zptisobem feSeni je tzv. medota variace konstant,

kdy nejprve najdeme feSeni

k

)= cifi(n)

i=1

zhomogenizované rovnice a poté uvaZujeme konstanty c; jako funkce

c;(n) proménné n a hleddme partikuldrni feSeni dané rovnice ve tvaru

k

yn) =Y ci(n) fi ().

i=1

UkaZme si na obrdzku hodnoty f; proi < 35 a rovnici

9 3 1
Sy =-fn—-1)—-——fn—=-2)+—-, [fO)=f(1)=L
8 4 2
130
0,957
0,95
1 o °
.
0,851 .
] %
081 o %%, ,00°%00000
': ° ° o 0o ©
0,75: °°
] o
0v7: <
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fO) =aph" + -+ aqr"*
F') = agnA" '+ ap(n — k)AE!
£ = apn(n—1D)A""4- - - +ap (n—k) (n—k —1)A" =2

f(€+1) =apn...(n — Z))\‘nfi—l T
+an—k)y...n—k— E)knfk—zfl

Podivejme se na pripad trojndsobného korenu A a hle-
dejme feSeni ve tvaru n’A". Dosazenim do defini¢ni pod-
minky dostaneme rovnost

aon* A"+ -+ ar(n — k)2 = 0.

Zjevné je levd strana rovna vyrazu A2 f”(A) + Af’ (L) a pro-
toZe je A kofenem obou derivaci, je podminka splnéna.

Indukei snadno dokdzeme, Ze i obecnou podminku pro
hledané feseni ve tvaru x,, = n‘\”",

agn* A" + .. ap(n — kA" k=0,

dostaneme jako vhodnou linedrni kombinaci derivaci charak-
teristického polynomu zacinajici vyrazem

AL D %A‘z(z +DfO 4.

a dostali jsme se tedy blizko k dplnému diikazu nasledujici:

Véta. KaZdda homogenni linedrni diferencni rovnice radu k
nad libovolnym cCiselnym oborem K obsazenym v komplex-
nich cislech K ma za mnoZinu vSech reseni k—rozmérny vek-
torovy prostor generovany posloupnostmi x,, = n*A", kde
Jjsou (komplexni) koreny charakteristického polynomu a moc-
niny £ probihaji vSechna p¥irozend cisla od nuly aZ do ndsob-
nosti prislusného korenu A.

Dukaz. Vyse pouZité vztahy nasobnosti kofent a deri-
vaci uvidime pozdéji, a nebudeme tu dokazovat tvrzeni, Ze
kazdy komplexni polynom ma pravé tolik kofent, vCetné
ndsobnosti, jaky md stupen. Zbyva tedy jest€¢ dokdzat, Ze
nalezend k—tice feSeni je linedrn& nezdvisld. I v tomto pii-
padé€ Ize induktivné dokdzat nenulovost piislu§ného Casora-
tidnu, jako jsme odkazovali u piipadu Vandermondova deter-
minantu vyse.

Pro ilustraci postupu ukdzeme, jak vypocet vypada pro
pripad jednondsobného kofenu A; a dvojndsobného kofenu

Daile si procvi¢me, jak feSit linedrni diferen¢ni rovnice druhého
fddu s konstantnimi koeficienty. Posloupnost vyhovujici dané reku-
rentni rovnici druhého ddu je ddna jednoznaéné, pokud zaddme na-
vic néjaké dva jeji sousedni ¢leny. Znovu si povSimnéme dal$iho vy-
uzit{ komplexnich ¢isel: pro urceni explicitniho vzorce pro n-ty len
posloupnosti redlnych ¢isel miizeme potfebovat vypocty s Cisly kom-
plexnimi (to nastdva tehdy, pokud mé charakteristicky polynom dané

diferen¢ni rovnice komplexni kofeny).

3.6. Naleznéte explicitni vzorec pro posloupnost vyhovujici nasledu-
jici linedrni diferen¢ni rovnici s pocatecnimi podminkami:

Xpao = 2X, +n, x1 =2,x = 2.

Reseni. Zhomogenizovana rovnice je
Xnt2 = 2xp.

Jeji charakteristicky polynom je x> — 2, jeho kofeny jsou +/2. Reseni

zhomogenizované rovnice je tedy tvaru

a(v2)" + b(—V2)",

pro libovolné a, b € R.

Partikularn{ feSeni budeme hledat metodou neurcitych koeficientl. Ne-
homogenni ¢4st dané rovnice je linedrni polynom #n, partikuldrni feSeni
proto budeme nejprve hledat ve tvaru linedrniho polynomu v pro-
ménné n, tedy kn + [, kde k,/ € R. Dosazenim do ptivodni rovnice

dostavame
kn+2)+1=2(kn+1 +n.

Porovnanim koeficientli u proménné n na obou stranich rovnice dosta-
vame vztah k = 2k + 1, tedy k = —1, porovndnim absolutnich ¢lenti
pak vztah 2k + 1 = 2, tedy [ = —2. Celkem je tedy partikuldarnim
feSenim je posloupnost —n — 2.

Reseni dané nehomogenni diferenéni rovnice druhého fadu bez
po&atenich podminek jsou tedy tvaru a(v/2)" + b(—~/2)" —n — 2,
a,beR.

Nyni dosazenim do po¢atecnich podminek ur¢ime nezndmé a, b €
R. Pro pocetni jednoduchost pouzijeme malého triku: z pocatecnich
podminek a daného rekurentniho vztahu vypocteme €len xp : xp =
%(xz — 0) = 1. Dany rekurentni vztah spolu s podminkami xo = 1 a
x; = 1 pak zfejmé spliiuje tatdZ posloupnost, kterd spliiuje piivodni

pocétecni podminky. Mdme tedy nésledujici vztahy pro a, b:
xo: a2 +b(—vV2)-2=1,
Xy V2a — N2b =5,

tedy a + b =3,
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Ay charakteristického polynomu:
AY Ay ni;
COAM, A5, nas) = (AT 5™ o+ Dag™!
)\‘lil-‘rz )\‘1;4-2 (n + 2))\‘34—2

1 1 n
:)\‘rlz)én M A (n4+ DA,

AMoAs (n+2)43

1 1 n

=AM M—d 0 A

M —A) 0 A3

A — A A

__ _qny2n 1 2 2| __ ynq2n+l _ 2
= —\"p2 MG — 3a) 22 = MA (g = a)? £0.

V obecném piipadé¢ vedeme podobné dikaz nenulovosti
piislusného Casoratianu indukci. g

3.13. Redlné baze reseni. Pro rovnice s redlnymi koefici-
7 = enty povedou redlné pocatecni podminky
“ X/ vidy na redlnd feSeni. Pesto ale budou
—  piislu$néd fundamentalni feSeni z pravé od-
vozené véty Casto existovat pouze v oboru komplexnim.
Zkusme proto najit jiné generatory, se kterymi se nam
bude pracovat 1épe. PotoZe jsou koeficienty charakteristic-
kého polynomu redlné, kazdy jeho kofen bude bud také re-
alny nebo musi kofeny vystupovat po dvou komplexné zdru-
Zenych.
JestliZe si feseni popiSeme v goniometrickém tvaru jako

A" = |A|"(cosng + i sinng)
AT = |A"(cosng — i sinng),

okamZité je vidét, Ze jejich souctem a rozdilem dostdvame
jind dvé linedrné nezdavisl4 feSeni

X, = |A|"cosng, y, = |A|" sinng.

Difere¢ni rovnice se velmi Casto vyskytuji jako model dy-
namiky néjakého systému. Péknym tématem na pfemysleni
je proto souvislost absolutnich hodnot jednotlivych kotfent a
stabilizace feSeni, bud vSech nebo v zdvislosti na pocatecnich
podminkdch. Neptijdeme zde do podrobnosti, protoZe teprve
v pété kapitole budeme probirat pojem konvergence hodnot
k néjaké hodnoté limitni apod., jist€ je tu ale prostor pro za-
jimavé numerické experimenty napft. s oscilacemi vhodnych
populacnich nebo ekonomickych modeli.

3.14. Nehomogenni linearni diferen¢ni rovnice. Stejn¢
_ jako u systémi linedrnich rovnic miZeme do-
" stat viechna feSent nehomogennich linedrnich
—_diferencnich rovnic

ap(n)x, +ai(n)x,_1 + -+ ax(m)x,_x = b(n),

kde koeficienty a; a b jsou skalary, které mohou zaviset na n,

aap(n) #, ar(n) # 0.

jejichZ feSenim dostdvime a = %ﬁ, b = #. ReSenim je po-

sloupnost

X, = 6+4—5ﬁ<«/§>" + 6_T5ﬁ(—f2)" —n—2.

O

3.7. Urcete redlnou bdzi prostoru feSeni homogenni diferencni rov-

nice

Xn+4 = Xp43 + Xnt1 — Xn,

ReSeni. Charakteristicky polynom dané rovnice je x* — x> — x + 1.

Hleddme-li jeho kofeny, feSime reciprokou rovnici
- —x+1=0

Standardnfm postupem nejprve vydélime rovnici vyrazem x? a poté
zavedeme substituci 1 = x + 1, tedy # = x> + & + 2. Obdriime

rovnici
£—t—2=0,

s kofeny t; = —1, t, = 2. Pro ob€ tyto hodnoty nezndmé ¢ pak feSime

zv14$t rovnici danou substitu¢nim vztahem:

1
x+-—=-1.
X

Ta m4 dva komplexni kofeny x; = —% + i‘? = cos(2n/3) +
isin2w/3) ax; = —% — i‘/7§ = cos(2w/3) — i sin(27/3).
Pro druhou hodnotu nezndmé ¢ dostdvame rovnici

x + l =2
X

s dvojndsobnym kotfenem 1. Celkem je tedy bazi hledaného vektoro-
vého prostoru posloupnosti, které jsou feSenim dané diferen¢ni rov-
nice, nésledujici Ctvetice posloupnosti: {—% +i ‘/; | {—% —i§ ets
{1}72, (konstantni posloupnost) a {n}°>2,. Hleddme-li vSak redlnou
bazi, musime nahradit dva generatory (posloupnosti) z této baze s kom-
plexnimi hodnotami generatory redlnymi. ProtoZe tyto generatory jsou
geometrické fady, jejichZ libovolné ¢leny jsou komplexné sdruZend
Cisla, miZeme vzit jako vhodné generatory posloupnosti dané polo-
vinou souctu, resp. polovinou i-ndsobku rozdilu, danych komplexnich
generatord. Takto dostaneme ndsledujici redlnou bézi feSeni: {1}77,
{sin(n-2m/3)}72,.

(]

(konstantni posloupnost), {n}7? |, {cos(n-2m/3)}>°

n=1>
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Postupujeme tak, Ze najdeme jedno feSeni a pficteme
cely vektorovy prostor dimenze k feSeni odpovidajicich sys-
témt homogennich. Skutec¢né takto dostavame feSeni a pro-
toZe je rozdil dvou feSeni nehomogenni rovnice zjevné feSe-
nim homogenni, dostdvame takto feseni vSechna.

U systému linedrnich rovnic se mohlo stit, Ze nemusel
viibec mit feseni. To u naSich diferen¢nich rovnic moZné neni.
Zato ale byva nesnadné nalézt to jedno potfebné partikuldrn{
feSenf nehomogenniho systému, pokud je chovani skaldrnich
koeficientli v rovnici slozité. U linedrnich rekurenct je to po-
dobné.

Omezime se tu na jediny piipad, kdy ptisluSny homo-
genni systém m4 koeficienty konstantni a b(n) je polynom
stupné s. ReSeni pak lze hledat ve tvaru polynomu

X, =ag+an+---+on’

s neznamymi koeficienty «;, i = 1,...,s. Dosazenim do
diferen¢ni rovnice a porovnanim Kkoeficient u jednotlivych
mocnin n dostaneme systém s + 1 rovnic pro s + 1 promén-
nych «;. Pokud ma tento systém feSeni, nasli jsme feSeni na-
Seho pivodniho problému. Pokud feSeni nemd, miiZe stacit
zvetsit stupen s hledaného polynomu.

Napf. rovnice x, — x,_, = 2 nemulZe mit konstantni
feSeni, ale dosazenim x, = o+ n dostavaime FeSeni ¢y = 1
(a koeficient oy miiZe byt libovolny) a proto je obecné feseni
nasi rovnice

X, =C1 + Co(—=1)" +n.

Vsimnéme si, Ze skute¢né matice pfislusného systému rovnic
pro polynom niZ$iho stupné nula je nulova a rovnice 0-g = 2
nemd feSeni.

3.15. Linearni filtry. UvaZujme nyni nekonec¢né posloup-
nosti

X = (coey Xy Xy Ly oo e s X1y X0 XLy e e ey Xppy o2 )

a budeme, podobné jako u systémd linearnich rovnic, praco-
vat s operaci T, kterd zobrazi celou posloupnost x na posloup-
nost z = T'x se Cleny

Iy = aoXy + A1 Xp—1 + -0+ QX

S posloupnostmi x miZeme opét pracovat jako s vektory
1 vzhledem ke scitdni i ndsobeni skaldry po slozkach.
Pouze bude tento velky vektorovy prostor nekonec-
A nérozmérny. Nase zobrazeni T je zjevné linedrnim
zobrazenim na takovém vektorovém prostoru.
Posloupnosti si pfedstavme jako diskrétni hodnoty néja-
kého signdlu, odecitané zpravidla ve velmi kratkych ¢aso-
vych jednotkéach, operace T pak mutzZe byt filtrem, ktery sig-
ndl zpracovava. Bude nds zajimat, jak odhadnout vlastnosti,
které takovy , filtr* bude mit.
Signdly jsou velice Casto ze své podstaty ddny souctem
nekolika ¢4sti, které jsou samy o sobé viceméné periodické.
Z nasi definice je ale zfejmé, Ze periodické posloupnosti x,,,

3.8. Najdéte posloupnost, kterd vyhovuje nehomogenni diferencni

rovnici s po¢dteénimi podminkami:

Xn+2 = Xnt1 + 2x, + 1, x1 =2, x=2.

Reseni. Obecné feSeni zhomogenizované rovnice je tvaru a(—1)" +
b2". Partikularnim feSenim je konstanta —1/2. Obecné feseni dané

nehomogenni rovnice bez pocdte¢nich podminek je tedy
1
D"+ 2" — —.
a(=D"+ 5
Dosazenim do pocdte¢nich podminek zjistime konstanty a = —5/6,
b = 5/6. Dané rovnici s po¢ite¢nimi podminkami tedy vyhovuje po-
sloupnost
5 5 1
(=" _2}1—1 N
D3 5
(]

3.9. Urcete posloupnost redlnych &isel, kterd vyhovuje nésledujici

nehomogenni diferen¢ni rovnici s po¢dteénimi podminkami:

2Xpyp = —Xpy1 + X0+ 2, x1 =2, xp =3.

ReSeni. Obecné feseni zhomogenizované rovnice je tvaru a(—1)" +

dopldoiih2p¥ . Partikuldrnim feSenim je konstanta 1. Obecné feSeni dané
piiklady ve . . o u . .

vedieigh@megenni rovnice bez pocatecnich podminek je tedy

snad tam je i
diskuse fesitelnosti
pomoci variace
konstant ...

a(=1)"+b <%> + 1.

Dosazenim do pocatecnich podminek zjistime konstantya = 1,5 = 4.

Dané rovnici s poc¢dtecnimi podminkami tedy vyhovuje posloupnost
1 n
(=D"+4 (5) + 1.

3.10. Reste nésledujici diferencni rovnici:

Xn+d = Xp43 — Xp42 + Xpt1 — Xn-

ReSeni. Z teorie vime, e prostor feseni této diferenéni rovnice
bude ¢tyfdimenziondlni vektorovy prostor, jehoZ generdtory zjistime
z kofenil charakteristického polynomu dané rovnice. Charakteristicka
rovnice je

M- —x+1=0.
Jednad se o reciprokou rovnici (to znamen4, Ze koeficienty u (n—k)-té a

k-t€ mocniny x, k =1, ..., n, jsou shodné). Zavedeme tedy substituci
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tj. posloupnosti splitujici pro néjaké pevné ptirozené Cislo p
Xn+p = Xn
budou mit i periodické obrazy z = Tx

Znyp = oXpyp + A1 Xp_14p+ -

=apx, + a1 X1+ -

+ A Xp—k+p
+ aXp—k = Zn

se stejnou periodou p.

Pro pevné zvolenou operaci T nds bude zajimat, které
vstupni periodické posloupnosti zidstanou pfiblizné stejné
(pripadné aZ na ndsobek) a které budou utlumeny na nulové
hodnoty.

Ve druhém piipadé tedy hleddme jadro naseho linedr-
niho zobrazeni T. To je ale ddno pravé homogenni diferenéni
rovnici

apx, + a1 xp_1 + -+ apxu—i = 0, ap 75 0 ay 7é 0,

kterou jsme se uz naucili fesit.

3.16. Spatny equalizer. Jako piiklad uvazujme velmi jed-
noduchy linedrn{ filtr zadany rovnici

2 = (TXx)y = Xpg2 + Xp.

Vysledky takového zpracovani signilu jsou naznaceny
na ndsledujicich ctyfech obrazcich pro po-
2 stupné se zvySujici frekvenci periodického
signdlu x, = cos(pn). Cerveny je ptivodni
signdl, zeleny je vysledek po zpracovani fil-
trem. Nerovnomémosti kfivek jsou dtsledkem nepresného
kresleni, oba signdly jsou samoziejmé rovnomérnymi
sinusovkami.

A =7.1250 A =19.375

/
\
]
\
o
\
—
- |
%

14

A = 25500 A =29.583

L Pe
Do

Vsimnéme si, Ze v oblastech, kde je vysledny signdl pfi-
blizn¢ stejné silny jako ptivodni, dochazi k dramatickému

u = x + )1( Po vydéleni rovnice x*> (nula nemiZe byt kofenem) a

substituci (viimnéte si, Ze x> + )% = u? — 2) dostdvame

2 1 1 2
x—x+1——+—2=u —u—1=0.
X X

Dostdvame tedy nezndmé u; , = in Odtud pak z rovnice x*> —ux +

1 = 0 uréime Ctyfi kofeny

X1,2,34 =

1+/5+v-10£25
7 .

Nyni si v§imnéme, Ze kofeny charakteristické rovnice jsme mohli
,;uhodnout“ rovnou. Je totiZ

3

P+l=@+DE* =+ —x+1),

a tedy jsou kofeny polynomu x* — x* + x> — x + 1 i kofeny polynomu

x° + 1, coZ jsou paté odmocniny z —1. Takto dostdvdme, Ze feSenim
charakteristikého polynomu jsou ¢isla x; » = cos(F)=Esin(3) ax3 4 =

cos(%”) + sin(%”). Tedy redlnou bazi prostoru fesSeni dané diferencni
rovnice je napriklad baze posloupnosti cos(%), sin(%), cos(3”7”) a
sin(3"T”), coZ jsou siny a kosiny argumentt piislusnych mocnin kofend
charakteristického polynomu.

Vsimnéme si, Ze jsme mimochodem odvodili algebraické vyrazy

1+f V10-2/5 ) = f 1

3
7 a sin( ”)—

pro cos(”) = ,sin(3) = cos(3”

V104245 10+2

lutm hodnotu 1, tak jsou to redlné, resp. imaginarni, ¢asti prisluSnych
kofeni). O

(vzhledem k tomu, Ze vSechny kofeny rovnice maji abso-

3.11.

rovnici x,17 = 2x,41

Urcete explicitni vyjadieni posloupnosti vyhovujici diferenéni

— 2x, se Cleny x; = 2, xp = 2.

ReSeni. Kofeny charakteristického polynomu x> —2x 42 jsou 1 +i a
1 —i. Baze (komplexniho) vektorového prostoru feSeni je tedy tvorena
posloupnostmi y, = (1 + )" a z, = (1 —i)". Hledanou posloupnost
mutzeme vyjadrit jako linedrni kombinaci téchto poslopnosti (s kom-
plexnimi koeficienty). Je tedy x, = a - y, + b - z,,, kde a = a; + ia»,
3Q2x1=x2) =0

a dosazenim n = 0 an = 1 do uvaZovaného vyjadieni x,, dostivdme

b = by +ib,. Z rekurentniho vztahu dopocteme xy =

a; + iaz + bl + ibz
(a1 +iaz)(1 + i) + (b1 +ib2)(1 — ),

1:)(0 =

2=)C1 =
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posuvu faze signdlu. Levné equalizery skute¢né¢ podobné
Spatné funguji.

3. Iterované linearni procesy

3.17. Iterovane procesy. V praktickych modelech se Casto
setkdvdme se situaci, kdy je vyvoj systému v
'__jednom Casovém obdobi dédn linedrnim proce-
sem, zajimdme se ale o chovani systému po
mnoha iteracich. Casto pfitom samotny line-
arni proces zUstava porad stejny, z pohledu naSeho matema-
tického modelu tedy nejde o nic jiného neZ opakované niso-
beni stavového vektoru stdle stejnou matici.

Zatimco pro feSeni systémt linearnich rovnic jsme potie-
bovali jen minumum znalosti o vlastnostech linedrnich zob-
razeni, k pochopeni chovéni iterovaného systému budeme
ucelné pouzivat znalosti vlastnich ¢isel, vlastnosti vlastnich
vektorl a dalsf strukturni vysledky.

V jistém smyslu se pohybujeme v podobném prostiedi
jako u linedrnich rekurenci a skutecné mtiZeme nas popis fil-
tri v minulych odstavcich takto také popsat. Predstavme si,
7e pracujeme se zvukem a uchovdvdme si stavovy vektor

Yn = (X,,, ) xn—k—H)

vsech hodnot od aktudlni aZ po posledni, kterou jesté v naSem
linedrnich filtru zpracovdvdme. V jednom casovém intervalu
(ve vzorkovaci frekveci audio signdlu mimotadné kratkém)
pak prejdeme ke stavovému vektoru

Yn—H = (xn—&-lv KXns ovovs xn—k+2)a

kde prvni hodnota x,+; = ayx, + - -+ + agXxp—g+1 je sSpoc-
tena jako u homogennich diferen¢nich rovnic, ostatni si jen
posunujeme o jednu pozici a posledni zapomeneme. Pfislu-
$nd Ctvercovd matice fadu k, spliujici ¥, 1 = A - Y,, bude
vypadat takto:

a, da ... Qg1 dag
1 0 ... 0 O
A=]10 1 " 0 0
0 0 ... 1 0.

Pro takovou jednoduchou matici jsme si odvodili explicitni
postup pro uplné feSeni otazky, jak vypadd formule pro
feSeni. Obecné to tak snadno nepdjde ani pro velice podobné
systémy. Jednim z typickych piipadd je studium dynamiky
populaci v riznych biologickych systémech.

Vsimnéme si také, Ze vcelku pochopitelné ma matice A
za charakteristicky polynom pravé

pA) =rF —ap — g,

jak snadno dovodime pomoci rozvoje podle posledniho
sloupce a rekurenci. To je vysvétlitelné i piimo, protoZe
feSeni x, = A", A # 0, vlastné znamend, Ze matice A
vyndsobenim pievede vlastni vektor (A¥, ..., A)T na jeho

a porovnanim redlné a komplexni slozky obou rovnic dostdviame line-

arni soustavu Ctyf rovnic o Ctyfech nezndmych

a+b = 1
a+b, = 0
ar—ay+b+b, = 2
ar+a—b+b, = 0

sfeSenima; = b; = by = % aa; = —1/2. Celkem mtiZeme hledanou

posloupnost vyjadfit jako
n = (l — li)(l + )" + (l + li)(l — "
2 2 2 2
Posloupnost miizeme vSak vyjadfit i pomoci redlné baze (komplex-
niho) vektorového prostoru feSeni, totiz posloupnosti u, = %(yn +

Z) = (V2)"cos("E) a v, = }i(zy — yu) = (+/2)" sin("). Matice
prechodu od komplexni bize k redlné je

1:
T = _51
i)

. PR 1 1 v .
inverzni matice je 7! = ; _l.>,pro vyjadfeni posloupnosti x,, po-

B[ —b | —

moci redlné baze, tj. soufadnice (c, d) posloupnosti x,, v bazi {u,, v,},

(o) =)= ()

mdame tedy alternativni vyjddieni posloupnosti x,, ve kterém se nevy-

pak mame

s N2

skytuji komplexni ¢isla (ale zase jsou v ném odmocniny):

xn—(«/_)”cos( 2 )—i—(«/_)"sm(Z)

P4

které jsme samoziejméeé mohli ziskat téZ feSenim dvou linedrnich rov-
nic o dvou neznamych c, d, totiZz 1 = xg = c-up+d - vy =

2=x1=c-u;+d-vi=c+d O

ca

3.12. Dokazte, 7e kazdy ¢len posloupnosti zadané rekurentnim vzta-
hem

Xy = 2x,1 +8x,20 =09,

n>=>2
se ¢leny x; = 1, x, = 25, je druhou mocninou pfirozeného &isla.

3.13. Urcete explicitni vyjadfeni posloupnosti vyhovujici diferenéni

rovnici x,47 = 3x,4+1 + 3x, se Cleny x; = 1 ax, = 3. @

3.14. Urcete explicitni vzorec pro n-ty c¢len jediné posloupnosti

{x,}72, vyhovujici ndsledujicim podminkdm:

Xn42 = Xpt1l — Xn, X1 = L, x, =35.
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A—ndsobek. Musi byt tedy takové A vlastnim ¢islem matice
A.

3.18. Leslieho model ristu populaci. Pfedstavme si, 7Ze
zkoumame néjaky systém jednotlived (pésto-
vand zvifata, hmyz, bunécné kultury apod.)
rozdéleny do m skupin, tfeba podle stafi,
fazi vyvoje hmyzu apod. Stav X, je tedy dan

vektorem

X, =@y, ... up)’
zéavisejicim na okamziku #,, ve kterém systém pozorujeme.
Linearni model vyvoje takového systému je dan matici A di-
menze n, kterd zaddva zménu vektoru X,, na

Xn—H =A-X,

pti prirtstku Casu z ¢, na t,,41.
Uvazujme jako ptiklad tzv. Leslieho model riistu, ve kte-
rém vystupuje matice

i KL foooo fuor fa
77 0 0 ... 0 0
0, 0 ... 0 0
A=1o o i .0 0]
0 0 0 .1 O

jejiz parametry jsou svdzdny s vyvojem populace rozdélené
do m vékovych skupin tak, Ze f; oznacuje relativni plodnost
prislusné vékové skupiny (ve sledovaném casovém skoku
vznikne z N jedincll v i—té skupiné f; N jedincl novych, tj.
ve skupiné prvni), zatimco t; je relativni dmrtnost i-té sku-
piny béhem jednoho obdobi. Pochopitelné€ 1ze pouZit takovy
model s libovolnym pocétem vékovych skupin.

Vsechny koeficienty jsou tedy nezdpornd redlnd Cisla a
¢isla 7; jsou mezi nulou a jednickou. VSimnéme si, Ze po-
kud jsou vSechna 7 rovna jedné, jde vlastné o linedrni reku-
renci s konstantnimi koeficienty a tedy bud’ exponencidlnim
rustem/poklesem (pro redlné kotfeny A charakteristického po-
lynomu) nebo oscilovinim spojenym s piipadnym rtstem ci
poklesem (pro komplexni kofeny).

NezZ se pustime do obecnéjsi teorie, trochu si pohrajeme
s timto konkrétnim modelem.

Piimym vypoctem pomoci Laplaceova rozvoje podle po-
sledniho sloupce spo¢teme charakteristicky polynom p,, (1)
matice A pro model s m skupinami:

PuR) = A = AE| = =App_1 (V) + (=" fruti .. Ty

Vcelku snadno dovodime indukci, Ze tento charakteristicky
polynom ma4 tvar

pn() = (=D" Q"

s vesmés nezdpornymi koeficienty ay, ..., a,, pokud jsou
vSechny prametry 7; a f; kladné. Napf. je vZidy

m—1
_al)‘« _"'_amfl)\_am)

Ay = fnTi.. Tm—1.

3.15. Urcete explicitni vzorec pro n-ty ¢len jediné posloupnosti

{x,}02, vyhovujici ndsledujicim podminkdm:
—Xp43 = 2Xp2 + 2% + X, X1 =1, x2=1, x3=1.

@

3.16. Urcete explicitni vzorec pro n-ty ¢len jediné posloupnosti

{x,}52, vyhovujici ndsledujicim podminkdm:

—Xp43 = 3Xn2 + 301+ X, x1 =1, x2=1, x3=1.

C. Populacni modely

Popula¢ni modely, kterymi se budeme zabyvat, budou rekurentni
vztahy ve vektorovych prostorech. Nezndmou veli¢inou tedy nebude
posloupnost ¢isel nybrz posloupnost vektori. Roli koeficientd pak bu-
dou hrit matice. Za¢neme s jednoduchym (dvourozmérnym) piikla-

dem.

3.17. Sporeni. S kamarddem spofime na spole¢nou dovolenou nasle-
dujicim zptisobem. Na zacatku ddm 10 EUR a on 20 EUR. Kazdy dalsi
mésic pak dd kazdy z nés tolik, co minuly mésic plus polovinu toho,
co dal ten druhy z nds pfedchozi mésic. Kolik budeme mit za rok do-
hromady naspotfeno? Kolik penéz budu platit dvanicty mésic?
ReSeni. Obnos penéz, ktery budu platit n-ty mésic ja oznadim x, a
to, co bude platit kamardd ozna¢im y,. Prvni mésic tedy ddme x; =
10, y; = 20. Pro dalsi platby miZeme psét rekurentni rovnice:

Xnt1 = Xn + )

Y1 = Yn + 3%n
Pokud oznac¢ime spole¢ny vklad z, = x,,+,, pak seCtenim uvedenych
rovnic dostaneme vztah z,,1 = z, + %zn = %z,,. To je geometricka
fada a dostdvdme tedy z, = 3.(%)”‘1. Za rok budeme mit celkem na-

spofeno z;+z2+- - -+z12. Tento ¢aste¢ny soucet umime lehce spocitat

142+ +<3)“>—30(%)12_1;7725
att Ty 2 T I T

2
Za rok tedy dohromady naspofime vice nez 7724 euro.

Rekurentni soustavu rovnic popisujici systém spofeni miZeme na-
psat pomoci matice ndsledovné

()= 1))
Yn+1 % 1 Yn
Jde tedy opét o geometrickou fadu. Jejimi prvky jsou ted ovSem vek-

tory a kvocient neni skaldr, ale matice. ReSeni lze nicméné najit ob-

dobné |
()=C 3 )
Yn % 1 Y1
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Zkusme kvalitativné odhadnout rozloZeni kofenti poly-
¢ nomu p,,. BohuZel, detaily budeme umét piesné vy-
svétlit a ovefit aZ po absolvovani pfislusnych partii
¢’ tzv. matematické analyzy v kapitole paté a pozdgji,
presto by ale postup mél byt intuitivné jasny. Vyja-
diime si charakteristicky polynom ve tvaru

pm(A) = £A"(1 — g(2))
kde g(A) = 127" + -+ + @, A" je ostie klesajici a ne-
zaporna funkce pro A > 0. Evidentné bude proto existovat
prave jedno kladné A, pro které bude g(A) = 1 a tedy také
pm(A) = 0. Jinymi slovy, pro kazdou Leslieho matici exis-
tuje praveé jedno kladné redlné vlastni Cislo.

Pro skutecné Lesliecho modely populaci byvaji vSechny
koeficienty 7; i f; mezi nulou a jednickou a typicky nastiva
situace, kdy jediné redlné vlastni ¢islo A; je vétsi nebo rovno
jedné, zatimco absolutni hodnoty ostatnich vlastnich ¢isel
jsou ostfe mensi neZ jedna.

Jestlize zacneme s libovolnymn stavovym vektorem X,
ktery bude dén jako soucet vlastnich vektort

X=X1+-+Xn
s vlastnimi hodnotami A;, pak pfi iteracich dostdvime
AR X =X+ Ak X,

takZe za predpokladu, Ze |A;| < 1 pro vSechna i > 2, bu-
dou vSechny komponenty ve vlastnich podprostorech velmi
rychle mizet, krom& kompomenty A; X¥.

RozloZeni populace do vékovych skupin se tak budou
rychle blizit pomérim komponent vlastniho vektoru k domi-
nantnimu vlastnimu ¢éislu Aq.

Naprtiklad pro matici (uvédomme si vyznam jednotli-
vych koeficientd, jsou prevzaty z modelu pro chov ovci, tj.
hodnoty t zahrnujf jak pfirozeny thyn tak pfipadné aktivity
chovatelt na jatkach)

0 02 08 0.6

095 0 0 O

A= 0 08 0 O
0 0 07 O

0 0 0 0.6

SO O OO

vyjdou vlastni hodnoty ptibliZné
1.03, 0, —0.5, —0,27 + 0.74i, —0.27 — 0.74i

s velikostmi 1.03, 0, 0.5, 0.78, 0.78 a vlastni vektor prislusny
dominantnimu vlastnimu ¢islu je pribliZné

X' = (302721148).

Zvolili jsme rovnou jediny vlastni vektor se souctem soufad-
nic rovnym stu, zaddvd ndm proto pifimo vysledné procentni
rozloZeni populace.

Pokud bychom chtéli misto tfiprocentniho celkového
ristu populace setrvaly stav a pfedsevzali si ujidat vice ovce
tteba z druhé vékové skupiny, fesili bychom dlohu, o kolik

Mocninu matice ptisobici na vektor (x;, y;) miZeme nalézt, kdyZ vyja-
diime tento vektor v bazi vlastnich vektorti. Charakteristicky polynom
matice je (1 — A)* — 21; — 0 a vlastni ¢isla jsou tedy A, = %, % Prislu-
$né vlastni vektory jsou po fade (1, 1) a (1, —1). Pro poc¢atecni vektor

(x1, y1) = (10, 20) spocitdme

(3)=150) (%)
()=G) (0)-=6) ()

To znamend, Ze ja zaplatim 12. mésic

3 11 1 11 .
X120 = 15{ = -5 = = 1297
2 2

eur a mij kamarad v podstaté stejné. O

a proto

Poznamka. Predchozi pfiklad 1ze feSit i bez matice nasledujicim pre-
psdnim rekuretni rovnice: x,, = x, + % Vp = %x,, + %z,,.

Predchazejici piiklad byl vlastné modelem rdstu (v daném piipadé
ristu mnoZstvi nasporenych penéz). Nyni prejdéme k modeldm ristu
popisujicim primédrné rist néjaké populace. Leslicho model ristu,
ktery jsme detailn€ rozebrali v teorii, velmi dobfe popisuje nejen po-
pulace ovci (podle kterych byl sestaven), ale uplatiiuje se napriklad i

pri modelovani nasledujich populaci:

3.18. Zajici podruhé. Ukazme si, jak miZeme Leslicho modelem
popsat populaci zajic na louce, kterou jsme se zaobirali v prikladu
(JIB=E|). Uvazujme, Ze zajici umiraji po dovrseni devatého mésice véku
(v pGivodnim modelu byl vék zajicti neomezen). Oznac¢me pocty za-
jict (resp. zajecic) podle stafi v mésicich v Case t (mésict) jako x (7),
X2(1),..., x9(2), tak poCty zajicl v jednotlivych v€kovych skupinach
budou po jednom mésici x;(t + 1) = x2(t) + x3(8) + - -+ + x9(2),
xit+1) =x;_1(t),proi =2,3,..., 10, neboli

x1(t+1)
x(+1)
x3(t+1)
xa(t+1)
x5t +1) =
xe(t+1)
x7(t+1)
xg(t+1)
x9(t+1)

x1(0)
x2(H)
x3(2)
x4(H)
x5(0)
x6(2)
x7(1)
xg(?)
X9 (1)

S o oo oo o ~O
SO OO OO~ O~
S OO OO = OO~
[Nl =A==
S oo~ OO0 OO~
SO~ OO O OO~
(=l el ele el =R=l
—_— O o0 oo oo~
[=NeleloBole-X=R

Charakteristicky polynom uvedené matice je A% — A7 — A6 — A5 — 1% —
A3 =12 —x—1. Kofeny této rovnice nejsme schopni explicitné vyjadiit,
jeden z nich vSak velmi dobfe odhadnout, A; = 1, 608 (pro¢ musi byt
mensi neZ (/5 + 1)/2)?). Populace bude tedy podle tohoto modelu

rast piiblizné s geometrickou fadou 1, 608’.
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mdme zménsit 7, aby bylo dominantni vlastni ¢islo rovno
jedné.

3.19. Matice s nezapornymi prvky. Redlné matice, které
Y nemaji zadné zdporné prvky maji velmi spe-
cidlni vlastnosti. Zdroveii jsou skutecné Casté
, v praktickych modelech. Naznac¢ime proto ted
) proto tzv. Perronovu-Frobeniovu teorii, kterd se

tady by se hodilo
trochu historie,
vlastné jen

naznacime ¢ast =

vysledkii Perrona, k prave takovym maticim vénuje.

Frobeniové . o . v
obecngj3 situaci se Zacéneme definici n€ékolika pojmt, abychom mohli nase

vibec
nedopracujeme.

Uvahy viibec formulovat.
KLADNE A PRIMITIVN{ MATICE L—

Definice. Za kladnou matici budeme povazovat takovou
¢tvercovou matici A, jejiZ vSechny prvky a;; jsou redlné a
ostie kladné. Primitivni matice je pak takova ctvercovd ma-
tice A, jejiz n&jakda mocnina A* je kladna.

Ptipoméiime, Ze spektrdalnim polomérem matice A nazy-
vdme maximum absolutnich hodnot vSech jejich (komplex-
nich) vlastnich ¢&isel. Spektralnim polomérem linearniho zob-
razeni na (kone¢nérozmérném) vektorovém prostoru rozu-
mime spektrlni polomér jeho matice v nékteré bazi. Normou
matice A € R" nebo vektoru x € R" rozumfme soudet ab-
solutnich hodnot vSech jejich prvkd. U vektorti x piSeme pro
jejich normu |x|.

Nésledujici vysledek je mimofddné uzitecny a snad i
dobfe srozumitelny. Jeho diikaz se svou naro¢nosti dosti vy-
myka této ucebnici, uvddime ale alespoii jeho stru¢ny nastin.
Pokud by ctendi mél problém s plynulym cteni nastinu dd-
kazu, doporucujeme jej preskocit.

Véta (Perronova). Jestlize je A primitivni matice se spektrdl-
nim polomérem A € R, pak je A jednoduchym korenem cha-
rakteristického polynomu matice A, ktery je ostre vetsi neZ
absolutni hodnota kteréhokoliv jiného viastniho c¢isla matice
A. K vlastnimu cislu ) navic existuje vlastni vektor x s vy-
hradné kladnymi prvky x;.

inspirovano
materidlem na

httpermor- NAznak DUKAZU. V diikazu se budeme opirat o intuici
users.math.umd.edu/ \ elementdrni geometrie. CdsteCn€ budeme pou-
mmb/475/spec.pdf

Zité koncepty upfesﬁovat ui v analyticke’ ge—

o / aspekty budeme studovat podrobnejl v kapito-
lach paté a pozdéji, presné diikazy nékterych analytickych
krokti v této ucebnici nepoddme viibec. Snad budou nésle-
dujici dvahy nejen osvétlovat dokazovany teorém, ale budou
také samy o sob& motivaci pro nase dalsi studium geometrie
i matematické analyzy. Zacneme docela srozumitelné znéji-
cim pomocnym lemmatem:

Lemma. UvaZme libovolny mnohostén P obsahujici poca-
tek 0 € R". JestliZe néjakad iterace linedrniho zobrazeni
¥ R* — R” zobrazuje P do jeho vnitiku, pak je spekt-
ralni polomér zobrazeni  ostre mensi neZ jedna.

3.19. Jezirko. M¢jme jednoduchy model jezirka, ve kterém Zije po-
pulace bilé ryby (plotice, ouklej, podoustev, ostroretka atd.). Pfedpo-
kladame, Ze druhého roku se doZije 20 % rybiho pliidku a od tohoto
stafi uZ jsou ryby schopny se reprodukovat. Z mladych ryb pfezije
z druhého do tietiho roku ptibliZzné 60 % a v dalSich letech je uz
umrtnost zanedbatelnd. Déle predpokladdme, Ze rocni pfirustek no-
vych plidkd je tfikrat vétsi nez pocet ryb (schopnych reprodukce).
Tato populace by evidentné jezirko brzy pieplnila. Rovnovdhu
chceme dosdhnout nasazenim dravé ryby, napf. Stiky. Pfredpoklddejme,
7e jedna $tika sni ro¢né asi 500 dospélych bilych ryb. Kolik Stik pak
musime do jezirka nasadit, aby populace stagnovala?
ReSeni. Pokud ozna&ime p polet pliidku, m pocet mladych ryb a r
pocet dospélych ryb, pak je stav populace v dal$im roce popsan nasle-

dovné:
p 3m 4 3r
m| — 0,2p ,
r 0,6m + tr

kde 1 — 7 je relativni dmrtnost dosp€lé ryby zptisobena stikou. Piislu-

$nd matice popisujici tento model je tedy

0 3 3
0,2 0 O
0 0,6 7

Pokud ma populace stagnovat, pak musi mit tato matice vlastni hod-
notu 1. Jinymi slovy, jednicka musi byt kofenem charakteristického
polynomu této matice. Ten je tvaru A?(t —1)+0, 36—0, 6.(t —A) = 0.
To znamend, Ze t mus{ spliiovat
T—140,36-0,6(r —1)=0
0,4t — 0,04 =0
Do dalsiho roku tedy mtize preZit jen 10 % z dospélych ryb a zbytek
by méla snist Stika. Oznacime-li hledany pocet Stik x, pak dohromady
sni 500x ryb, coZ by mélo odpovidat podle pfedchoziho vypoctu 0, 9r.
Pomér poctu bilé ryby ku poctu Stik by tedy mél byt - = 500 . To je
priblizné jedna Stika na 556 kust bilé ryby. (]
Obecnéji mizeme zpracovat predchézejici model takto:

3.20. Necht je v populaénim modelu dravec-kofist uréen vztah mezi
poctem draved Dy a kofisti K; v daném a nasledujicim mésici (k €

N U {0}) linedrnim systémem

(@)
Diy1 = 0,6D, + 0,5K;,
Kiow = —0,16D + 1,2Kg
(b)
Dy, = 0,6D, + 0,5K;,
Kiyn = —=0,175D, + 1,2Ky;
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UvaZme matici A zobrazeni i ve standardni bézi. Pro-
toZe vlastni &isla A¥ jsou k—té mocniny vlastnich &isel matice
A, miZeme rovnou bez Gjmy na obecnosti predpokladat, Ze
samotné zobrazeni y jiz zobrazuje P do vnitiku P. Zjevné
tedy nemiiZe mit v Zadnout vlastni hodnotu s absolutni hod-
notou vétsi nez jedna.

Ditikaz déle povedeme sporem. Predpokladejme, Ze exis-
tuje vlastni hodnota A s |A| = 1. Mame tedy dvé moZnosti.
Bud je A* = 1 pro vhodné k nebo takové k neexistuje.

Obrazem P je uzaviend mnoZina (to znamend, Ze pokud
se body v obrazu budou hromadit k néjakému bodu y v R",
bude y opét v obrazu) a hranici P tento obraz viibec nepro-
tind. NemiZe tedy mit y» pevny bod na hranici P ani nemiZe
existovat Zadny bod na hranici, ke kterému by se mohly libo-
volné bliZit body v obrazu. Prvni argument vylucuje, Ze by
néjakd mocnina A byla jednickou, protoZe to by takovy pevny
bod na hranici P jisté existoval. Ve zbyvajicim pripad¢ jisté
existuje dvourozmérny podprostor W C R”", na néjZ se ¢ zu-
Zuje coby rotace o iraciondlni argument a jisté existuje bod
y v priniku W s hranici P. Pak by ale byl bod y libovolné
presné priblizen body z mnoZiny " (y) pfi prichodu pies
vSechny iterace a tedy by musel sdm byt také v obrazu. Dosli
jsme tedy ke sporu a lemma je ovétfeno.

Nynfi se dime do diikazu Perronovy véty. Nasim prvnim
krokem bude ovéfeni existence vlastniho vektoru, ktery ma
vSechny prvky kladné. Uvazme za tim G¢elem tzv. standardni
simplex

S={x=Gn....x)", |xl=1,x,>0,i=1,...,n}.

Protoze vSechny prvky v matici A jsou nezdporné, obraz
A - x bude mit samé nezdporné soufadnice stejné jako x a
alespoil jedna z nich bude vZdy nenulovd. Zobrazeni x +—
|A - x|~!(A - x) proto zobrazuje S do sebe, Toto zobrazeni
S — § spliluje vSechny ptfedpoklady tzv. Browerovy véty
o pevném bod¢€ a proto existuje vektor y € S takovy, Ze je
timto zobrazenim zobrazen sam na sebe. To ale znamena, ze

A-y=Airy, A=|A-y

a nasli jsme vlastni vektor, ktery lezi v S. ProtoZe ale ma
né&jakd mocnina A* podle naseho predpokladu samé kladné
prvky a samoziejmé je také Ay = AKy, viechny soufadnice
vektoru y jsou ostfe kladné (tj. leZi ve vnitiku S) a A > 0.

Abychom dokézali zbytek véty, budeme uvaZovat zobra-
zeni zadané matici A ve vyhodnéjsi bazi a navic ho vyndso-
bime konstantou A~ :

B=x'Y""1A4.7),

kde Y je diagondlni matice se soufadnicemi y; pravé naleze-
ného vlastniho vektoru y na diagondle. Evidentné je B také
primitivni matice a navic je vektor z = (1,..., )7 jejim
vlastnim vektorem, protoZe zjevné Y - z = y.

JestliZze nyni dokdZeme, Ze u = 1 je jednoduchym kofte-
nem charakteristického polynomu matice B a v§echny ostatni

©
0,6D;, + 0,5Ky,
—-0,135D; + 1,2K;.

Analyzujte chovani tohoto modelu po velmi dlouhé dobé.

Dy =
Kiv1 =

ReSeni. VSimnéme si, Ze jednotlivé varianty se od sebe navzdjem 1is{
pouze v hodnoté koeficientu u Dy ve druhé rovnici. MiZzeme proto

vSechny tfi piipady vyjadfit jako

D\ _ (0.6 0,5\ (D
(k)= (%0 13)-(R0) xem
kde budeme postupné kldst a = 0, 16, a = 0, 175, a = 0, 135. Hod-

nota koeficientu a zde reprezentuje primérny pocet kust kofisti zahu-

benych jednim (ocividné ,,nendronym‘) dravcem za mésic. Pfi ozna-

0,6 0,5
T=<—a 1,2)

ceni

bezprostiedné dostdvame

Pomoci mocnin matice 7 tak miiZeme urcit vyvoj populaci dravce
a koristi po velmi dlouhé dobé.

Snadno stanovime vlastni ¢isla

(@ A =1, A, =0,8;
(b) A1 =0,95, A, =0,85;
() 1 =1,05, X =0,75
matice T a jim (pfi zachovani poradi) piislusné vlastni vektory
Urcité budem giyit(5, 4)T . (5, 2)T;
mit [zozdéglv )
o openth) (10,77, (2, DT,
bodé. Tady dplnime
odkazt! —(c) (10,9)",  (10,3)".
Pro k € N tudiZ plati
(a)
s (5 Sy (1 0N (5 5\
4 2 0 0,8 4 2 ’
(b)

;e (102 (095 0\ (10 27
=\7 1 0 0,85 7 1) °
(©)
pe_ (10 10\ (1,05 0 “ 10 10\
“\9 3)°Lo 075) \9 3 '
Odtud déle pro velkd k € N plyne
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kofeny maji absolutni hodnotu ostie mens$i neZ jedna, bude
Perronova véta dokdzédna.

K tomu se ndm ted bude hodit diive dokdzané pomocné
lemma. UvaZujme matici B jako matici linedrniho zobrazent,
které zobrazuje fadkové vektory

u= WUy, ...,u,)—~>u-B=mv,

tj. pomoci nasobeni zprava. Diky tomu, Zeje z = (1,..., 1)T
vlastnim vektorem matice B, je soucet soufadnic fddkového

vektoru v
n n

Z I/lib,'j = ZM,‘ = 1,

i,j=1 i=1
kdykoliv je u € S. Proto toto zobrazen{ zobrazuje simplex S
na sebe a ma také jisté v S vlastni (fddkovy) vektor w s vlastni
hodnotou jedna (pevny bod, opét dle Browerovy véty). Pro-
toZe n&jakd mocnina B* obsahuje samé ostfe pozitivni prvky,
je nutné obraz simplexu S v k—té iteraci zobrazeni daného B
uvniti' S. To uZ jsme blizko pouZiti naSeho lematu, které jsme
si pro diikaz pfipravili.

Budeme i naddle pracovat s fddkovymi vektory a ozna-
¢me si P posunuti simplexu S do poc¢dtku pomoci vlastniho
vektoru w, ktery jsme pravé nasli, tj. P = —w+S. Evidentné
je P mnohostén obsahujici pocatek a vektorovy podprostor
V C R" generovany P je invariantni vii¢i plisobeni matice B
pomoci ndsobeni fadkovych vektord zprava. ZiZeni naseho
zobrazeni na P tedy spliluje pfedpoklady pomocného lem-
matu a proto nutné musi byt viechny jeho vlastni hodnoty v
absolutni hodnot€ mensi neZ jedna.

Jesté se musime vypofddat se skutenosti, Ze pravé
uvazované zobrazeni je dino nasobenim fadkovych vektort
zprava matici B (zatimco nas pivodné zajimalo chovani
zobrazeni, zadaného matici B pomoci ndsobeni sloupcovych
vektord zleva). To je ale ekvivalentni ndsobeni transpo-
novanych sloupcovych vektord transponovanou matici B
obvyklym zptisobem zleva. Dokézali jsem tedy vlastné po-
trebné tvrzeni o vlastnich Cislech pro matici transponovanou
k nasi matici B. Transponovani ale vlastni ¢isla neméni.

Dimenze prostoru V je pfitom n — 1, takZe dtikaz véty je
ukoncen. g

3.20. Jednoduché disledky. Nasledujici velice uZzite¢né
T tvrzeni md pfi znalosti Perronovy véty az
Nl prekvapivé jednoduchy dikaz a ukazuje,

2

’ = jak silnd je vlastnost primitivnosti matice
zobrazeni.

Disledek. Jestlize A = (a;j) je primitivni matice a x €

R" jeji viastni vektor se vSemi souradnicemi nezdpornymi a
vlastni hodnotou \, pak A > 0 je spektralni polomér A. Navic
plati

i=1 i=1

rion (55 (1 0. (5 5\
“\4 2)°\o o) \4 2
_ 1 (—10 25\

“ 10\ -8 20/’

;i (10 2) (0 0) (10 2)7
“\7 1 00 7 1

_000

=\o o)’

10 10\ (1,055 0\ (10 10\ '

9 3 0 0 9 3

_1,05¢ /=30 100
T 60 \=27 90 /)’

%

Tk

nebof pravé pro velkd k € N miZzeme polozZit

10\ _ (1 0\,
0 0,8/ “\o o)’
k
0,95 0 {0 0\,
0 0,8/ “\o o)’
1,05 0 \'_ /1,05 0
o 0,75/ "L o o)

Podotknéme, Ze ve varianté (b), tj. pro a = 0, 175, nebylo nutné vlastni
vektory pocitat.
ObdrZeli jsme tak

D\ . 1 (-10 25\ (D,
K.)] 10\ -8 20 Ko
1 (5(=2Dy + 5K)
10 \4 (=2Dy + 5Ky)

D\ . (0 0\ (Do) _ (O).
K.)] “\o o Ko) —\0)°
D\ . 1.05* /=30 100\ (Do
K.]~ 60 \—27 90 K,

_1,05* (10(—=3Dy + 10K)
60 \9(=3Dy+10Ky) J*

Tyto vysledky lze interpretovat ndsledovné:

(a) Pokud 2D < 5K, velikosti obou populaci se ustéli na nenu-

lovych hodnotich (fikdme, Ze jsou stabilni); jestlize 2Dy >

5Ky, ob& populace vymfou.
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Dtkaz. UvaZme vlastni vektor x z dokazovaného tvr-
zeni. ProtoZe je A primitivni, miZeme zvolit pevné k tak,
aby A* uz méla samé pozitivni prvky, a pak je samozfejmé i
A¥.x = AFx vektor se samymi ostie kladnymi soufadnicemi.
Nutné proto je A > 0.

Z Perronovy véty vime, Ze spektralni polomér u je vlast-
nim cislem a zvolme takovy vlastni vektor y k u, Ze rozdil
x — y ma samé kladné souradnice. Potom nutné pro vSechny
mocniny n

0< A" (x—y) =A"x—puy,

ale zaroven plati A < . Odtud jiz vyplyva A = .

Zbyva odhad spektralniho poloméru pomoci minima a
maxima souctd jednotlivych sloupcti matice. Oznaéme je
bmin @ bmax, Zvolme za x vektor se souctem soufadnic jedna
a pocitejme:

§ : aijXj =

l_/_
n n

- Z (Z aij)%

j=1 Ni=l

n
E )\,Xi =A
i=1
n
= E bmaxxj = bmax
J=1
n
= E bminxj = buin.
J=1

n n

=2 (Xa )

j=1 Ni=I

g

Vsimnémeé si, Ze napt. vSechny Leslieho matice z B1R,
kde jsou vSechny uvazované koeficienty f; a t; ostfe kladné,

jsou primitivni a tedy na né¢ mzeme plné€ pouZit pravé odvo-

zené vysledky.

Perronova-Frobeniova véta je zobecnénim Perronovy
véty na obecnéjsi matice, které tu nebudeme uvadét. Dalsi
informace lze najit napft. v ??.

3.21. Markovovy Fetézce. Velice Casty a zajimavy pripad
linedrnich procesti se samymi nezdpornymi
__prvky v matici je matematicky model systému,
ktery se mize nachdzet v m riznych stavech s
riiznou pravdépodobnosti. V jistém okamziku
Je system ve stavu i s pravdépodobnosti x; a k pfechodu z
mozného stavu i do stavu j dojde s pravdépodobnosti #;;.

MiiZzeme tedy proces zapsat takto: V Case n je systém
popsan pravdépodobnostnim vektorem

= i1(n), ..., up(m)".

To znamend, Ze vSechny komponenty vektoru x jsou redlna
nezdpornd ¢isla a jejich soucet je roven jedné. Komponenty
uddvaji rozdéleni pravdépodobnosti jednotlivych moZnosti
stavil systému. Rozdéleni pravdépodobnosti pro ¢as n + 1
bude d4dno vyndsobenim pravdépodobnostni matici prechodu

T = (l‘,’j), tj.

Xpp1 =T - x,.
ProtoZe predpokldddme, Ze vektor x zachycuje vSechny
mozné stavy a proto s celkovou pravdépodobnosti jedna

(b) Obé populace vymfou.
(c) Pro3Dy < 10K nastdvé populacni exploze obou druhi; pro
3Dy > 10K, obé populace vymiou.
To, Ze extrémné mald zména velikosti a mize vést ke zcela odlis-
velikosti obou populaCL Poznamenejme, Ze toto omezeni, kdy a v na-
Sich modelech povaZujeme za konstantni, nema oporu ve skute¢nosti.

Presto ziskavame odhad velikosti a pro stabilni populace. ([

3.21. Poznamka. Jiny model souZiti populaci dravce a kofisti posky-
tuje model pand Lotky a Volterra, ktery popisuje vztah mezi popula-
cemi soustavou dvou obycejnych diferencidlnich rovnic. Podle tohoto

modelu obé populace osciluji, coz je i v souladu s pozorovanimi.

V linedrnich modelech hraji vyznamnou roli tzv. primitivni matice
(E19).

3.22. Které z matic

0 1/7 1/2 0 1/3 0 1 O
A:(1 6/7)’ B=|0 1 1/2), C=|1/4 0 1/2],
1/2 0 1/6 3/4 0 1/2
1/3 1/2 0 0 0100
D 1/2 1/3 0 0 . E= 00 01
0 1/6 1/6 1/3 1 00O
1/6 0 5/6 2/3 0010
jsou primitivni?
Reseni. Nebof
odkaz do literatury , 2 1/7 6/49 3 3/8 1/4 1/4
a na dalsi vyuziti . A 6/7 43/49)° C=\|1/4 3/8 1/4],
3/8 3/8 1/2
matice A a C jsou primitivni; a nebof
1/2 0 1/3 0 0
0 1 12)1-|1]=|1],
1/2 0 1/6 0 0
bude prostiedni sloupec matice B" vidy (pro n € N) vekto-
rem (0, 1, 0)7, tj. matice B nemiiZe byt primitivni. Sou¢in
1/3 1/2 0 0 0 0
1/2 1/3 0 0 0ol _ 0
0 1/6 1/6 13| |a]| | a/6+b/3 |’ @beR
1/6 0 5/6 2/3 b S5a/6+2b/3

implikuje, Ze matice D? bude mit v pravém hornim rohu nulovou dvou-
rozmérnou (¢tvercovou) submatici. Opakovanim této implikace dosta-
D- D’

tudiZ matice D neni primitivni. Matice E

vdme, Ze stejnou vlastnost maji matice D> = D - D?, D* =
D' =1D. Dn—l
je permutacni (v kaZzdém fadku a sloupci ma pravé jeden nenulovy pr-

vek, a to 1). Neni obtiZné si uvédomit, Ze mocniny permutac¢ni matice
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prejde opét do nékterého z nich, budou vSechny sloupce
matice T tvofeny také pravdépodobnostnimi vektory. Ta-
kovému procesu fikame (diskrétni) Markoviiv proces a
vysledné posloupnosti vektort xg, x1, ... fikime Markoviiv
Fetézec x,,.

Vsimnéme si, Ze kazdy pravdépodobnostni vektor x je
skutecné Markovovym procesem zobrazen na vektor se sou-
¢tem souradnic jedna:

Zl‘,'jx./' = Z(Z l‘,‘j)Xj = ij' = 1.
iJ J i J

Nyni midZeme v plné sile pouZit Perronovu—Frobeniovu
teorii. ProtoZe je soucet fadkti matice T vZdy roven vektoru
(1,...,1), je zcela elementarné vidét, Ze matice T — E je
singuldrni a jednicka proto bude zarucené vlastnim c¢islem
matice 7.

Pokud je navic T primitivni matice (tj. napt. kdyZ jsou
vSechny prvky nenulové), z Disledku vime, Ze je jed-
nicka jednoduchym kofenem charakteristického polynomu
a vSechny ostatni maji absolutni hodnotu ostie ménsi nez
jedna.

Véta. Markovovy procesy s matici, kterd nemad zddné nulové
prvky nebo jejiz nékterd mocnina ma tuto vlastnost, splituji:
o existuje jediny vilastni vektor x, pro vilastni cislo 1, ktery
Je pravdépodobnostni,
e iterace T*xy se bliZi k vektoru x., pro jakykoliv pocd-
tecni pravdépodobnostni vektor x.

Dtkaz. Prvni tvrzeni vyplyva pfimo z kladnosti soutad-
£ nic vlastniho vektoru dovozené v Perronove véte.
Predpokladejme nejprve, Ze jsou algebraické
42 a geometrické ndsobnosti vlastnich &fsel matice
(URNY stejné. Pak kazdy pravdépodobnostni vektor xg

miZeme (v komplexnim rzsiteni C") napsat jako linedrni
kombinaci

X0 = C1Xoo + C2Uz + - -+ + CuUy,

kde u; ..., u, dopliuji x, na bazi z vlastnich vektord. Pak
ovSem k—ndsobna iterace dava opét pravdépodobnostni vek-
tor

k k k
Xk =T" - X0 = C1Xoo + AyCoUp + -+ - + Ay Cldy.

s wr

ProtoZe jsou vSechna vlastni ¢isla A,, - - - A, v absolutni hod-
noté ostfe mens$i neZ jedna, v§echny komponenty vektoru xy,
kromé té prvni, se velmi rychle bliZi v normé k nule. Pfitom
ale je stdle x; pravdépodobnostni, takZe musi bytc; = 1 a
druhé tvrzeni mdme ovéieno.

Ve skutecnosti ale i pfi rizné algebraické a geometrické
ndsobnosti vlastnich ¢isel dojdeme ke stejnému zdvéru po-
moci podrobnéjsiho studia tzv. kofenovych podprostori pro
matici 7', ke kterym se dostaneme v souvislosti s tzv. Jorda-
novym rozkladem matic jesté v této kapitole, viz pozndmka
B33.

jsou opét permutacni matice. Matice E proto také neni primitivni. To

1ze rovnéZ ovéfit vypoctem mocnin E?, E°, E*. Matice E* je totiz

jednotkova. U
Nyni uvedme ponékud obsdhlejsi model.

3.23. Model Sireni jednoletych bylin. Budeme uvazovat rostliny,
které na zacatku 1éta vykvetou, na jeho vrcholu vyprodukuji semena a
samy uhynou. Nékterd ze semen vykli¢i jesté na konci podzimu (ozimé
rostliny), jind pfeckaji zimu v zemi a vykli¢i na zacatku jara (jarnf rost-
liny). Ozimé rostlinky (sazenice), které pfes zimu nezmrznou, jsou na
jafe vétSineZ jarni a vétSinou z nich vyrostou vétsi rostliny nezZ z jarnich
sazenic. Vétsi rostlina vyprodukuje vice semen. Pak se cely vegetacni
cyklus opakuje.

Rok je tedy rozdélen na Ctyti vegetacni obdobi a v kazdém z téchto

obdobi miiZeme rozlisit nékolik ,.forem* rostliny:
Obdobi ‘ stadia rostliny
zacatek jara | malé a velké sazenice
zacatek léta | malé, stfedni a velké kvetouci rostliny
vrcholné 1éto | semena
podzim sazenice a prezimujici semena

Oznacme x(f), resp. x,(#), pocet malych, resp. velkych, sazenic na
zacatku jara roku t a yy (¢), resp. y,(t), resp. y3(¢), pocet malych, resp.
stiednich, resp. velkych rostlin v 1ét€ t€hoZ roku. Z malych sazenic mo-
hou vyridst malé nebo stfedni rostliny, z velkych sazenic mohou vyrtst
stfedni nebo velké rostliny. Kterdkoliv ze sazenic samozifejmé mize
uhynout (uschnout, byt spasena krdvou a podobné) a nevyroste z ni nic.
Oznacme b;; pravdépodobnost, Ze ze sazenice j-té velikosti, j =1, 2,

vyroste rostlina i-té velikosti, i = 1, 2, 3. Pak je
0<b1]<1, b12:0,

0<byp<1,b;+by <1,

0<b21<1, 0<b22<0, b31=0,

by + b3y < 1

(promyslete si, co kazd4 z té€chto nerovnosti vyjadiuje). Pokud pravdé-
podobnost povazujeme za klasickou, miiZeme b;; vypocitat jako podil
priznivych vysledkli (z malé vyrostla mald rostlina) a vS§ech moZnych

vysledkl (pocet malych sazenic), tj. b;; = y1(¢)/x1(¢). Odtud
yi(0) = buxi(1).

Analogicky dostaneme rovnost
y3(8) = baxa(1).

Oznacime-li na chvili y; | (#), resp. y2.2(¢) pocet stfednich rostlin vy-
rostlych z malych, resp. velkych sazenic, je y,(f) = y».1(f) + y2.2(f) a
by = y2,1(0)/x1(1), by = y22(1) /x2(2) a tedy

V2 (t) = bayx1(t) + byxs(2).

155



KAPITOLA 3. LINARNI MODELY A MATICOVY POCET

I v obecném piipadé totiz dostaneme k vlastnimu podpro-
storu (X ) jednoznacné uréeny invariantni (n—1)—rozmérny
komplement, na kterém uZ vSechna vlastni ¢isla jsou v abso-
lutni hodnoté mensi neZ jedna a proto se prislusnd kompo-
nenta v x; také bude neomezené bliZit k nule jako vyse. U

3.22. Iterace stochastickych matic. Matice Markovovych
procest, tj. matice jejichZ vSechny sloupce maji
soucet svych komponent roven jedné se nazy-
vaji stochastické matice. Standardni Glohy spo-
<= jené s Markovovymi procesy zahrnuji odpovédi
na otdzky po ocekdvané stfedni dobé prechodu mezi predem

Oznacime
biy O yi(9)
B=\|by bxnl], x(f) = <i1§g) s y(t) = y2(t)
0 bsy ? ¥3 (1)

a predchozi rovnosti zapiSeme v maticovém tvaru

y(t) = Bx(1).

Oznacime-li po fad€ cy1, 12 a ¢13 poCty semen, které vyprodukuje
jedna mald, stfedni a velkd rostlina, a z(f) celkovy pocet vyprodukova-

nych semen v 1ét€ roku ¢, plati

uréenymi stavy systému apod. Momentalné nejsme na feSeni vymazat prislib,
« . v . 2. 2 2 . v .. pokud t stane,
t&chto dloh pfipraveni, vratime se ale k této tématice pozd&ji. h yuhadic odkasom
Preformulujeme pfedchozi vétu do jednoduchého, ale asi

2(0) = cuy1(®) + ci2y2(0) + c13y3(0),

do 1iteraLBry . ,
nebo v maticovem tvaru

docela ptekvapivého disledku. Konvergenci k limitni matici
v ndsledujcim tvrzeni myslime skutecnost, Ze kdyZ si pfedem
ur¢ime moZnou chybu € > 0, tak najdeme hranici na pocet
iteraci k po niZ uZ vSechny komponenty uvedené matice se
od té limitn{ budou li$it 0 méné nez e.

Disledek. Nechf T je primitivni stochastickd matice 7 Mar-
kovova procesu a x, je stochasticky vilastni vektor k domi-
nantnimu &islu 1 jako ve vété vyse. Pak iterace T* konverguji
k limitni matici T, jejiz vSechny sloupce jsou rovny x .

Dokaz. Sloupce v matici T* jsou obrazy vektorii stan-
dardni baze v pfislusSném iterovaném linedrnim zobrazeni.
To ale jsou obrazy pravdépodobnostnich vektori a proto
vSechny konverguji k x. U

Nyni se jeSt€ na rozlucku s Markovovymi procesy zamys-
lime nad problémem, zda existuji pro dany systém stavy, do
kterych se ma systém tendenci dostat a setrvat v nich.

O stavu systému fekneme, Ze je prechodovy, jestlize v
ném systém setrvavd s pravdépodobnosti ostie mensi nez
jedna. Za absorbcni oznalime stav, ve kterém systém setr-
vava s pravdépodobnosti 1, a do kterého se lze dostat s nenu-
lovou pravdépodobnosti z kteréhokoliv z prechodovych stavi.
Konecné, Markovtiv fetézec x, je absorpcni, jestlize jsou
jeho vsechny jeho stavy bud absorpcni nebo piechodové.

Je-li v absorpénim Markovové fetézci prvnich r stavil
systému absorpcnich, pro stochastickou matici 7 systému to
znamené, 7e se rozpadd na ,,blokoveé” horni trojihelnikovy

tvar
E R
T=(0 Q)

kde E je jednotkovd matice, jejiZ rozmér je ddn poctem ab-
sorpcnich stavi, zatimco R je kladnd matice a Q nezaporna.
V kaZdém ptipadé iteracemi této matice budeme potad dostéd-
vat stejny blok nulovych hodnot v levém dolnim bloku a tedy
zcela jist€ nebude primitivni, napf.

_(E R+R-Q
TZ_(O 0 )

z(n) = Cy(1)
pfi oznaceni
C=(cu cn cn).
Aby matice C popisovala modelovanou realitu, budeme pfedpokladat,
Ze plati nerovnosti
0<cip <cpp <cps.

Ozna¢me nakonec wq (f) a w;(¢) pocet semen, které vyklici jesté
na podzim a pocet semen, kterd prezimuji, v tomto potadi, a d, resp.
d,) pravdépodobnost, Ze semeno vykli¢i na podzim, resp. nevykli¢i
(prezimuje), a f11, resp. f», pravdépodobnost, Ze 0ziméd sazenice, resp.
Ze prezimujici semeno b&hem zimy nezmrzne. Pravdépodobnosti vy-

kliceni dy1, d»1 zfejmé musi spliiovat nerovnosti

0<dn, O0<dy, di+dy=1,

aponévadz rostlinka sndze zmrzne, neZ semeno ukryté v zemi, budeme

o pravdépodobnostech fi;, f>, preziti zimy predpokladat

O< fii<fo<l
Pfi oznacdeni
di Su 0 wi (1)
D = , F = , 1) =
(d21> < 0 f» i) wa (1)
dostaneme podobnymi ivahami jako vyse rovnosti
w(t) = Dz(2), x(t+ 1) = Fw(r).

PonévadZ ndsobeni matic je asociativni, miiZeme pro pocty jednot-
livych stadii rostlin v ndsledujicim roce z predchozich rovnosti sestavit

rekurentni formule:

x(t +1) =Fw() = F(Dz(1) = (FD)z(1) = (FD)(Cy(1) =
=(FDQO)y(1) = (FDC)(Bx(t)) = (FDCB)x(1),
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I o takovych maticich lze ziskat hodné informaci pomoci plné
Perronovy—Frobeniovy teorie a se znalosti pravdépodobnosti
a statistiky také odhadovat stfedni doby, po kterych se systém
dostane do jednodo z abosrp¢nich stavii apod.

4. Vice maticového poctu

Na vcelku praktickych prikladech jsme vidéli, Ze poro-
zumén{ vnitfn{ struktufe matic a jejim vlastnostem je silnym
ndstrojem pro konkrétni vypocty nebo analyzy. Jesté vice to
plati pro efektivitu numerického pocitdni s maticemi. Proto
se budeme zase chvili vénovat abstraktn{ teorii.

Budeme pfitom zkoumat dalsi specidlni typy linedrnich
zobrazeni na vektorovych prostorech ale také obecny piipad,
kdy je struktura zobrazeni popsédna tzv. Jordanovou vétou.

3.23. Unitarni prostory a zobrazeni. UZ jsme si zvykli,
- Ze je uzitecné pracovat rovnou v ¢iselném oboru
komplexnich ¢isel a to i v piipadée, kdy nés zaji-
maji jen redlné objekty. Navic v mnohych oblas-
S tech jsou komplexni vektorové prostory nutnou
soucdsti tvah. Jasnym piikladem je naptiklad tzv. kvantové
pocitani, které se stalo velmi ak¢ni oblasti teoretické infor-
matiky, prestoZe kvantové pocitace zatim zkonstruoviny ve
funkéni podobé nebyly.
Proto navdZeme na ortogondlni zobrazeni a matice z
konce druhé kapitoly nésledujici definici:

UNITARNI PROSTORY L__§

Definice. Unitarni prostor je komplexni vektorovy prostor
V spolu se zobrazenim V x V — C, (u, v) — u - v, které
splituje pro vSechny vektory u, v, w € V askalarya € C

(1) u - v ="v-u (zde pruh zna¢i komplexni konjugaci),
() (au) -v=a(u-v),

B wu+v) - w=u-w+v-w,

4) je-liu # 0, pak u - u > 0 (zejména je vyraz redlny).

Toto zobrazeni nazyvame skaldrni soucinna V.

Redlné ¢islo /v - v nazyvame velikosti vektoru v a vek-
tor je normovany, jestlize ma velikost jedna. Vektory u a v na-
zyvame ortogondlni, jestliZe je jejich skalarni soucin nulovy,
bdazi sestavenou z po dvou ortogonélnich a normovanych vek-
torti nazyvame ortonormdlni bdze V.

Na prvni pohled jde o rozsifeni definice euklidovskych
vektorovych prostor do komplexniho oboru. Nadile bu-
deme také pouZivat alternativni znaceni (u, v) pro skldrni
soucin vektord u a v. Zcela stejné jako v redlném oboru také
okamZit€ z definice vyplyvaji nasledujici jednoduché vlast-
nosti skaldrniho soucinu pro vSechny vektory ve V a skaldry

¥t +1) =Bx(t + 1) = B(Fw(1) = (BF)w(t) = (BF)(Dz(1)) =
=(BFD)z(t) = (BFD)(Cy(1)) = (BFDC) (1),

z2(t +1) =Cy(r + 1) = C(Bx(t + 1)) = (CB)x(t + 1) = (CB)(Fw (1)) =
=(CBF)w(t) = (CBF)(Dz(1)) = (CBFD)z(1),

w(t+1)=Dz(t+1) = D(Cy(t + 1)) = (DO)y(t + 1) =
=(DC)(Bx(t + 1)) = (DCB)x(t + 1) = (DCB)(Fw (1)) =
==(DCBF)w(?).

Pii oznaceni

A, =FDCB, A,=BFDC, A,=CBFD, A, = DCBF,

je zjednodusime na formule

x(t+1) = Aux(@), y(+1) = Ay y(@), z(t+1) = A z(0), w(t+1) = A, (0).

Z téchto formuli jiZ miZeme vypocitat sloZeni populace rostlin v li-
bovolném obdobi libovolného roku, pokud zndme sloZeni populace
v néjakém obdobi pocate¢niho (nultého) roku.

Nechf je napfiklad zndmo sloZeni populace v 1ét€, tj. pocet z(0)

vysetych semen. Pak sloZeni populace na zacétku jara r-tého roku je

x(f) = Aux(t — 1) = Alx(t —2) =
=A"'FDz(0).

=A""x(1) = AT Fw(0) =

PovSimnéme si, Ze matice A, = CBF D je typu 1 x 1; neni to tedy

matice, ale skalar. MZeme tedy oznacit A = A,, vypocitat

(3.5)
by O
0 d
=(Cu C12 613) by by (ng £ ><d“)=
0 by 22 21

A=CBFD

d
= (Cllbll + ciobyr ciabxn + C13b32) <£;d;) =

= byicndi fu1 + baicipdiy f11 + baciada f22 + baacizda f22
a predchozi vypocet uspotddat do vyhodného tvaru
x(t) = (FDCB)"'FDz(0) = FD(CBFD)">CBFDz(0) =

= FD(CBFD)"'z(0) = FDAL ' z(0) = A"' FDz(0);

timto zplisobem ziistanou pouze dvé ndsobeni matic.
Uvedeme konkrétnf hodnoty matic B, C, D, F; jednd se o parame-

try hypotetické rostliny, které ale byly inspirovanou skute¢nou trdvou
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v C:
u-uelR
u-u=0 pravétehdy, kdyz u =20
u-(av) =a(u-v)
u-t+w)=u-v4+u-w
u-0=0-u=0

(Zai”i) ' (ijvj) = Zail;j(ui ;)
i J ij

kde posledni rovnost plati pro vSechny kone¢né linedrni kom-
binace. Podrobné ovéreni je skute¢né jednoduchym cvice-
nim, napft. prvni vztah plyne okamzité z defini¢ni vlastnosti
(1).

Standardnim piikladem skaldrniho soucinu na komplex-
nim vektorovém prostoru C" je

(Xl, '--axn)T ' ()’1, -'-axn)T = xlyl + - +-xnyn-

Diky konjugovani soufadnic druhého argumentu toto zob-
razeni spliiuje vSechny poZadované vlastnosti. Prostor C" s
timto skaldrnim soucinem budeme nazyvat standardni uni-
tarni prostor v dimenzi n. Maticové mizZeme tento skaldrni
soucin psdt jako x - y = y7 - x.

Zcela obdobné jako u euklidovskych prostorti a ortogo-
ndlnich zobrazeni budou diileZit4 linedrni zobrazent, ktera re-
spektuji skaldrni souciny.

UNITARN{ ZOBRAZEN{ ]

—
Linedrni zobrazeni ¢ : V — W mezi unitirnimi pro-

story se nazyva unitdrni zobrazeni, jestliZe pro vSechny vek-
tory u, v € V plati
u-v=gu) - o).

Unitarni isomorfismus je bijektivni unitdrni zobrazeni.

3.24. Vlastnosti prostori se skalarnim soucinem. Ve
strucné diskusi euklidovskych prostor
v pfedchoz{ kapitole jsme uZ nékteré jed-
noduché vlastnosti prostorti se skaldrnim
sou¢inem odvodili, diikazy v komplexnim oboru jsou velmi
podobné.

V dal8im budeme pracovat s redlnymi i komplexnimi pro-
story zdroven a budeme psit K pro R nebo C, v redlném
pripadé je konjugace prosté identické zobrazeni (tak jak sku-
te¢né ziZeni konjugace na redlnou pifimku v komplexni ro-
ving je). Stejn€ jako u redlnych prostorl definujeme obecné
pro libovolny vektorovy podprostor U C V v prostoru se
skaldrnim souc¢inem jeho ortogondlni doplnék

Ut={veV;u-v=0proviechny u € U},

coZ je zjevné také vektorovy podprostor ve V.

Budeme v dalSich odstavcich pracovat vyhradné s ko-
necnérozmérnymi unitdrnimi nebo euklidovskymi prostory.
Rada nagich vysledk ale md piirozené rozsifeni pro tzv. Hil-
bertovy prostory, coZ jsou jisté nekone¢nérozmérné prostory

Vulpia ciliata:

03 0
B={o1 06|, c=0 10 100), D=(23), F= (29 0.
0 02 0,5 0 01

Nyni miiZeme vypocitat jednotlivé matice, které zobrazuji vektor popi-
sujici sloZzeni populace v néjakém vegetacnim obdobi na vektor sloZeni

populace v témze obdobi nésledujiciho roku:

0,0075 0,0750 0,7500
0,0325 0,6500 N S ’ ’
A, = (0,0650 1’30()0) A, =10,0325 0,3250 3,2500 |,

0,0100 0,1000 1,0000

0,0325 1,3000
0,0325 1,3000) -

Hodnota . = A, = 1,3325 vyjadfuje meziro¢ni relativni prirdstek

A, =1,3325, A, = (

populace. Pfesvédcete se, Ze kazdd z matic A,, A, A,, md jedinou
nenulovou vlastni hodnotu & = 1,3325; ostatni vlastni hodnoty jsou
rovny 0.

Ukéazeme jest€ jedno vyuZiti uvedeného modelu. MuiZe nés zaji-
mat, jak ,,pruzné* reaguje meziro¢ni relativni ptirdstek A na na zménu
jednotlivych ,,demografickych parametrti, jak napt. zména pravdépo-
dobnosti preziti semene pfes zimu ovlivni mezirocni prirdstek. Tuto
otdzku ponékud upfesnime. Za pruznost reakce charakteristiky A na
parametr s, oznacenou e(A, s) prohldsime relativni zménu hodnoty
A vztaZenou k relativni zméné parametru s. JesSté presnéji: oznacime
A(s) meziroéni piirGstek zdvisly na parametru s. Potom AA(s) =
A(s + As) — A(s) vyjadfuje absolutni zménu relativniho pfirdstku
A pfi absolutni zméné€ parametru s o As. Relativni zména A tedy je
AX(s)/X(s). Relativni zména piirGstku parametru s je As/s. Hledana
pruznost je tedy podil téchto relativnich zmén, tj.

AA(S)/A(S) s A(s 4+ As) — A(s)
As/s - A(s) As '
Konkrétné, meziro¢ni relativni pfirlistek populace zavisly na preZiti

e(h,s) =

semen pres zimu je podle (||[B3||)

A(f22) = dar(bxciz + bxcs) f22 + din(bricn fii + barciz fi1)
a pro konkrétni zvolené hodnoty ostatnich parametrti
A(f2) = 13 f0 +0,0325.
Ponévadz f>, = 0,1, miZeme pocitat

A(0,1) =1,3325, Xx(0,14+As) = 1,33254+13As, AX(0,1) = 13As,

takze
0,1 13As

1,3325 As
Analogicky miZeme spocitat pruznost reakce relativniho pfirtistku A

e(2,0,1) = = 0,976.

populace na ostatnich ,,demografickych parametrech”. Vysledky jsou

shrnuty v tabulce
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se skaldrnim soucinem, ke kterym se aspoii strucné vratime
pozdé&ji.

Tvrzeni. Pro kaZdy konecnérozmérny prostor V dimenze n
se skaldarnim soucinem plati:

(1) Ve V existuje ortonormalni baze.

(2) KaZdy systém nenulovych ortogondlnich vektorii ve V je
linearné nezavisly a lze jej doplnit do ortogondlni baze.

(3) Pro kaZdy systém linedrné nezavislych vektori
(uy,...,uy) existuje ortonormdlni bdaze (vy,...,vy,)
takova, Ze jeji vektory postupné generuji stejné podpro-
story jako vektory uj, tzn. (vi,...,v;) = (uy...,Uu;),
1 <i<k

(4) Je-li (uy, ..., uy,) ortonormdlni baze V, pak souradnice
kazdého vektoru u € V jsou vyjadreny vztahem

u= - -uuy+---+ - u,)u,.

(5) V libovolné ortonormalni bdzi md skaldrni soucin sou-
radny tvar

U-v=x-y=x1y1+- -+ X2

kde x a y jsou sloupce souradnic vektorii u a v ve zvo-
lené bazi. Zejména je tedy kaZdy n—rozmérny prostor se
skaldrnim soucinem izomorfni standardnimu euklidov-
skému R" nebo unitarnimu C".

(6) Ortogonalni soucet unitdarnich podprostorii Vi +- - -+V;
ve V je vidy primy soucet.

(7) Je-li A C V libovolnd podmnoZina, pak A+ C V je
vektorovy (tedy i unitdrni) podprostor a (AY)* C V je
pravé podprostor generovany A. Navic plati V = (A) &
At

(8) V je ortogondlnim souctem n jednorozmérnych unitdr-
nich podprostori.

Dtkaz. (1), (2), (3): Dany systém vektorii nejprve dopl-
. nime do libovolné baze (uy, ..., u,) prostoru V
a spustime na ni Grammovu—Schmidtovu ortogo-
\ nalizaci z 42, Tak ziskdme ortogonaln{ bdzi s
—¢ ylastnostmi poZadovanymi v (3). Pfitom ale z al-
goritmu Grammovy—-Schmidtovy ortogonalizace vyplyva, Ze
pokud jizZ pavodnich k vektori tvofilo ortogondlni systém
vektor(, pak v pribéhu ortogonalizace zlistanou nezménény.
Dokézali jsme tedy zdroveni i (2) a (1).
@):Je-liu =ayu, +---+ ayu,, pak

woup = ar(uy )+ ) = aillu? = @
(5): Podobné spocteme pro libovolné vektory u = xju; +
c XUy, V= yiug o Yoty
u-v=(xgup+ -+ xptty) - (Y1ug + -+ Yolty)
=x1y1 + 0+ XpYn

(6): Potiebujeme ukdzat, Ze pro libovolnou dvojici V;, V; ze
zadanych podprostorti je jejich prinik trividlni. Je-1i vSak u €
Vi azéarovetiu € V;,pakjeu L u,tj.u-u = 0. To je ale
mozné pouze pro nulovy vektor u € V.

parametr | pruznost reakce || parametr | pruZnost reakce
b]] 0,006 C11 0,006
b21 0,019 C12 0,244
b22 0,225 C13 0,751
by 0,750 Su 0,024
di 0,024 S22 0,976
da 0,976

Z ni mizZeme vidét, Ze prirtstek A je nejvice ovliviiovin mnoZstvim
prezimujicich semen (parametr d,)) a jejich preZivanim (parametr f7,).
Toto zjisténi neni nijak piekvapivé, zemédélclim je tento fakt dobie
znamy jiZ od neolitu. Vysledek vSak ukazuje, Ze matematicky model
skute¢né néjak adekvatné realitu popisuje.

Dalsi zajimavé a detailn€ popsané modely rtstu nalezne Ctenaf

v souboru piikladi za touto kapitolou.

3.24. UvaZujte nésledujici Lesliecho model: farméar chova ovce. Po-
rodnost ovci je ddna pouze vékem a je primérné 2 ovce na jednu ovci
mezi jednim a dvéma lety véku, pét ovci na ovci mezi dvéma a tiemi
lety véku a dvé ovce na ovci mezi tfemi a ¢tyfmi roky véku. Ovce do
jednoho roku nerodi. Z roku na rok umie vZdy polovina ovci a to rov-
nomérné ve vech vékovych skupindch. Po ¢tyfech letech posild farméar
ovce na jatka. Farmar by rad jesté proddval (Zivd) jehnatka do jednoho
roku na kozeS$inu. Jakou ¢ast jehnidtek maze kazdy rok prodat, aby mu
velikost stdda zlistavala z roku na rok stejnd? V jakém poméru budou

potom rozdéleny pocty ovci v jednotlivych vé€kovych skupindch?

ReSeni. Matice daného modelu (bez zdsahu farmare) je

0 252
1
1000

— 12

L‘o%oo
00 10

2
Farmar midZe ovlivnit kolik ovci do jednoho roku mu ve stidu
zlstane do dalsiho roku, midZe tedy ovlivnit prvek /,, matice L. Zkou-

mdame tedy model

0252
a 000
L=10 1 0 of
00 5 0

a hleddme a tak, aby dand matice méla vlastni hodnotu 1 (vime, Ze ma
pouze jednu redlnou kladnou). Charakteristicky polynom této matice
je
5 1
A —2ax? — Zax — —a,
2 2

poZadujeme-li, aby mél kofen 1, musi byt a = % (dosadime za A Cislo

1 a polozime rovno nule). Farmar tedy mtize prodat % — é = 13—0 ovci,

které se mu v dany rok narodi. Odpovidajici vlastni vektor k vlastnimu
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(7): Nechf u,v € A*. Pak (au + bv) - w = 0 pro
vSechny w € A, a,b € K (z distributivity skalarniho sou-
¢inu). Tim jsme ové&fili, Ze A+ je unitdrni podprostor ve

V. Necht (vq, ..., vy) je néjakd baze (A), vybrand z prvki
A, (uy,...,ur) ortonormdlni baze vznikla z Grammovy-—

Schmidtovy ortogonalizace vektorti (vy, ..., vy). Dopliime
ji na ortonormdlni bazi celého V (oboji existuje podle jiZ
dokazanych casti véty). ProtozZe se jednd o ortogondlni bazi,
je nutng (ugyi, ..., u,) = (Uy,...,up)t = Ata A C
(Ugs1, - .., uy)* (jak plyne z vyjadieni soufadnic v ortonor-
madlni bazi). Je-liu L (upi1, ..., u,), pak u je nutné linearni
kombinaci vektorti uy, ..., ug, to je ale pravé tehdy, kdyz je
linedrni kombinaci vektort vy, ..., v, coZ je ekvivalentni
prislusnosti # do (A).

(8): Je pouze ekvivalentni formulaci existence ortonormalni
baze. U

3.25. Dilezité vlastnosti velikosti. Nyni mame vSe pfipra-

' veno pro zdkladni vlastnosti spojené s nas$i de-

finici velikosti vektord. Hovofime také o normé

definované skalarnim soucinem. V§imnéme si

; — také, Ze vSechna tvrzeni se tykaji vZdy konec-

nych mnozin vektort a jejich platnost proto nezavisi na di-
menzi prostoru V, ve kterém se vSe odehrava.

Véta. Pro libovolné vektory u, v v prostoru V se skaldrnim
soucinem plati

(1) llu 4+ vl < |lull + ||vl, pFitom rovnost nastane, pravé
kdyZ jsou u a v linedrné zavislé.
(trojuithelnikova nerovnost)

(2) lu - v| < |ull ||vll, pFitom rovnost nastane, pravé kdyz
jsou u a v linedrné zavislé.
(Cauchyova nerovnost)

(3) Pro kaZdy ortonormdlni systém vektorii (e, . . .,

+ Ju - e]?

er) plati

2 2
lwll® = u - e|” 4 -

(Besselova nerovnost).
(4) Pro ortonormalni systém vektorii (eq, ...,
tor u do podprostoru € (e, ...,

lu-er]* + -+

(Parsevalova rovnost)
(5) Pro ortonormalni systém vektoru (e, ...,
u €V je vektor

er) patii vek-
ex) prave kdyz

2 2
llull” = lu - ex|”

ex) a vektor
+ (u - ex)ex

Jedinym vektorem, ktery minimalizuje velikost ||lu — v||
pro vSechny v € (e, ..., e).

w=W-e)e +---

Dukaz. VSechny dikazy spocivaji v piimych vypoc-
tech:
(2): Definujme vektor w := u — “v, tzn. w L v a poCitejme

2
”vnz (u U) ||1)H2 (U M) + (u ﬁjzl(;) “ ”

—2w-v)(w-v)+ m-v)(u-v)

2 2
0 < fwl” = llul”-

2 2
0 < wl*vll* = llul?[v]?

Cislu 1 dané matice je (20, 4, 2, 1) a v t€chto pomérech se taky ustali

populace ovci. O

3.25. UvaZujme Leslieho model riistu pro populaci krys, které mame
rozdéleny do tif vékovych skupin: do jednoho roku, od jednoho do
dvou let a od dvou let do tii. Pfedpokldddme, Ze se Zadnd krysa ne-
doziva vice nez tii let. Primérna porodnost v jednotlivych vékovych
skupindch ptipadajicich na jednu krysu je ndsledujici: v 1.skupiné je
to nula a ve druhé i tfeti 2 krysy. Krysy, které se doZiji jednoho roku
umiraji aZz po druhém roce Zivota (imrtnost ve druhé skupiné je nu-
lovd). UrCete imrtnost v prvni skupiné vite-li, Ze dand populace krys

stagnuje (pocet jedinctl v ni se neméni). O

D. Markovovy procesy

3.26. Mlsny hazardér. Hazardni hrac¢ sazi na to, kterd strana mince
padne. Na zacatku hry m4 tfi kremrole. Na kaZzdy hod vsadi jednu
kremroli a kdyZ jeho tip vyjde, tak k nf ziskd jednu navic, pokud ne, tak
kremroli prohrava. Hra kon¢i, pokud vSechny kremrole prohraje, nebo
jich ziskd pét. Jakd je pravdépodobnost, Ze hra neskon¢i po Ctyfech

sazkach?

ReSeni. Pred j-tym kolem (sdzkou) mlZeme popsat stav,

ve kterém se hrd¢ nachdzi ndhodnym vektorem X =

(Po()> 1(J)s P2()), P3CJ)s Pa(f), ps(j)), kde  p;
dobnost, Ze hrd¢ ma i kremroli. Pokud ma hra¢ pfed j-tou sdzkou

je pravdépo-

i kremroli (i=2,3,4), tak po sdzce ma s polovi¢ni pravdépodobnosti
(i — 1) kremroli a s polovi¢ni pravdépodobnosti (i + 1) kremroli.
Pokud dosdhne péti kremroli nebo vSechny prohraje uz se pocet
kremroli neméni. Vektor X ;;; tak ziskdme podle podminek v priklani

z X j vyndsobenim matici

1 0,5 O 0 0O 0
o 0 05 0 0O o0
A 005 0 05 0 O
~—]10 0 0,5 0 050
0 0 0O 05 0 O
0 0 0 0 0,5 1
Na zacatku mame

0

0

0

Xl_ 1 ’
0
0
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Odtud jiz pfimo plyne, Ze |u||*||v||*> > |u - v|?> a rovnost na-
stane pravé tehdy, kdyz w = 0, tj. kdyZ jsou u a v linearné
z4vislé.
(1): Opét staci pocitat
lu+vl* = llul> + v +u-v+v-u

= llul® + llv]|* + 2 Re(u - v)

< ul® + [l + 2Ju - v] < ul® + [lol* + 2[ulllv]|

= (lull + [v])?

ProtoZe se pfitom jednd o kladna redlna Cisla, je opravdu | u+
v|| < |jull + ||v|l. Navic, ptfi rovnosti musi nastat rovnost
ve vSech predchozich nerovnostech, to vSak je ekvivalentn{
podmince, Ze u a v jsou linedrné zavislé (podle predchozi
Casti dukazu).

(3), (4): Necht (ey, ..., er) je ortonormalni systém vektord.
Doplnime jej do ortonormdlni baze (ey, ..., e,) (to vZdy jde
podle predchozi véty). Pak, opét podle pfedchozi véty, je pro
kazdy vektoru € V

n n k
2 — 2 2
> = -ep@e) =Yy lu-ei’ =Y |u-el
i=1 i=1 i=1

To je ale pravé dokazovand Besselova nerovnost. Pfitom rov-
nost miiZze nastat pravé tehdy, kdyZ u - e; = 0 pro vSechny
i > k, ato dokazuje Parsevalovu rovnost.

(5): Zvolme libovolny v € (ey, ..., ;) a dopliime dany or-
tonormdlni systém na ortonormalni bazi (ey, . .., e,). Necht
Uy, ...,uy)a(xy, ..., x, 0,...,0) jsou soufadnice u av v
této bazi. Pak

2 2 2 2 2
lu—vl|” = luy—x1 |7+ - F|ug —x5|” +eg1 |7+ - - +luy|

a tento vyraz je zjevné minimalizovéan pfi volbé€ jednotlivych
vektord x1 = uy, ..., X = Uy. O

3.26. Vlastnosti unitarnich zobrazeni. Vlastnosti ortogo-
ndlnich zobrazeni maji pfimocarou obdobu v

« ,  komplexnim oboru. MiZeme je snadno zfor-
Sl g
1%3 ""~ mulovat a dokdzat spolecné:

Tvrzeni. UvaZme linedrni zobrazeni (endomorfismus) ¢ :
V. — V na prostoru se skaldarnim soucinem. Pak jsou nd-
sledujici podminky ekvivalentni:

(1) @ je unitarni nebo ortogondlni transformace

(2) ¢ je linedrni isomorfismus a pro kaidé u,v € V plati
o) -v=u-¢ ' (v)

(3) matice A zobrazeni ¢ v libovolné ortonormdlni bazi
splituje A= = AT (pro euklidovské prostory to znamend
Al =AT)

(4) matice A zobrazeni ¢ v nékteré ortonormdlni bazi
splituje A=' = AT

(5) rdadky matice A zobrazeni ¢ v ortonormalni bdzi tvori or-
tonormdalni bazi prostoru K" se standardnim skaldrnim
soucinem

po Ctyfech sdzkach bude situaci popisovat ndhodny vektor

= A*X, =

®olw OZ|vn OZ|wwel—

tedy pravdépodobnost, Ze hra skonc¢i do ¢tvté sazky (véetn€) je polo-
vina.

Vsimnéme si jeSté, Ze matice A popisujici vyvoj pravdépodobnost-
niho vektoru X je pravdépodobnostni, tedy m4 soucet prvkil v kazdém
sloupci 1. Nem4 ale vlastnost vyZadovanou v Perronové—Frobenioveé
vété a snadnym vypoctem zjistite (nebo piimo uvidite bez pocitani),
Ze existuji dva linedrné€ nezavislé vlastni vektory piislusné k vlast-
nimu ¢islu 1 — pfipad, kdy hraci neziistane zadna krémrole, tj. x =
(1,0,0,0,0,0)7, nebo prfipad kdy ziskd 5 krémroli a hra tim pddem
konéi a vSechny mu uz zlstavaji, tj. x = (0, 0,0, 0, 0, T Vsechna
-0, 8,
hodnoté ostfe mensi neZ jedna. Proto komponenty v piislusnych vlast-

ostatn{ vlastn{ ¢fsla (pfiblizné 0, 8, 0, 3, —0, 3) jsou v absolutn{

nich podprostorech pfi iteraci procesu s libovolnou pocatec¢ni hodno-
tou vymiz{ a proces se bliZi k limitn{ hodnoté pravdépodobnostiho vek-
toru tvaru (a, 0, 0, 0, 0, 1—a), kde hodnota a zavisi na poctu krémroli,
se kterymi hra¢ za¢ind. V naSem piipadé€ je to a = 0, 4, kdyby zacal

se 4 krémrolemi, bylo by to a = 0, 2 atd. U

3.27. Nazdiklade teploty ve 14.00 se rozd€luji dny na teplé, primérné
a chladné. Dle celoroc¢nich statistik ndsleduje po teplém dni teply
v poloviné pfipadil a primérny ve 30 % piipadl, po primérném dnu
primérny ve 40 % pripadi a chladny ve 30 % ptipadl, po chladném
dnu chladny v poloviné piipadd a ve 30 % pfipadl primérny. Bez da-
I8ich informaci zjistéte, kolik 1ze béhem roku ocekavat teplych, primeér-

nych a chladnych dnti.

ReSeni. Pro kazdy den musi nastav pravé jeden ze stavii , teply den®,
»primérny den®, ,,chladny den‘. Pokud vektor x,, m4 za sloZky prav-
dépodobnosti toho, Ze jisty (oznaceny jako n-ty) den bude teply,

pramérny, chladny (pfi zachovani potadi), potom slozky vektoru

0,5 0,3 0,2
X1 =10,3 0,4 0,3]-x,
0,2 0,3 0,5

udédvaji postupné pravdépodobnosti, Ze ndsledujici den bude teply,
primérny, chladny. Pro ovéfeni staci dosadit
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(6) sloupce matice A zobrazeni ¢ v ortonormdlni bdzi tvori
ortonormdlni bazi prostoru K" se standardnim skalar-
nim soucinem

Dtkaz. (1) = (2): Zobrazeni ¢ je prosté, proto musi
byt i na. Plati pfitom ¢(u)-v = @(u)-@(¢~' (v)) = u-¢~ ' (v).
(2) = (3): Standardni skaldrni soucin je v K" vZdy dén pro
sloupce x, y skaldrt vyrazem x - y = x” Ey, kde E je jednot-
kova matice. Vlastnost (2) tedy znamend, Ze matice A zobra-
zeni ¢ je invertibilni a plati (Ax)” y = xT A~1y. To znamena
%" (ATy — A™'y) = 0 pro viechny x € K”. Zejména dosa-
zenim vyrazu v zdvorce za x zjistime, Ze to je moZné pouze
pii AT = A~L.

(3) & (4):Je-li AT = A~ v n&které ortonormdlni bazi, pak
to zarucuje platnost podminky (2) (¢(u) - v = (Ax)TEy =
xTEA-'y =u - ¢ '(v)) atedyi (3).

(4) = (5) Dokazované tvrzeni je vyjadfeno prostiednictvim
matice A zobrazeni ¢ vztahem AAT = E, to je ale zaru¢eno

podminkou (4). .
(5) = (6): ProtoZe pro determinant plati |[A"A| = |E| =
|AAT_| = |A||A| = 1, existuje inverzni matice A~!. Pfitom

je AATA = A, protoi AT A = E coZ vyjadiuje pravé (6).
(6) = (1): Ve vybrané ortonormélni bazi je

o(u) - 9(v) = (A" (Ay) =xA"Ay =x"Ey =x"§

kde x a y jsou sloupce soutradnic vektord u a v. Tim je zaru-
¢eno zachovavani skaldrniho soucinu. O

Charakterizace z pfedchozi véty si zaslouZi nékolik po-
1 znamek. Matice A € Mat, (K) s vlastnosti At =AT
se nazyvaji unitdrni matice pro komplexni skaldry
A (a v ptipadé R jsme jim jiz fikali ortogondini ma-
tice). Z defini¢ni vlastnosti plyne, Ze soucin unitar-
nich (resp. ortogondlnich) matic je unitdrni (resp. ortogo-
ndlni), stejné pro inverze. Unitdrni matice tedy tvoii pod-
grupu U (n) C GI,(C) v grupé vsech invertibilnich komplex-
nich matic s operaci sou¢inu. Ortogondlni matice tvoii pod-
grupu O(n) C Gl,(R) v grupé redlnych invertibilnych matic.
Hovotime o unitarni grupé a o ortogondlni grupeé.
Jednoduchy vypocet

1l =detE = det(AAT) = det Adet A = | det A|?

ukazuje, Ze determinant unitdrni matice ma vZdy velikost
rovnu jedné, v piipad€ redlnych skaldri pak determinant
musi byt +1. Déle, je-li Ax = Ax pro unitarni ¢i ortogo-
ndlni matici, pak (Ax) - (Ax) = x - x = |A]*(x - x). Proto
jsou redlné vlastni hodnoty ortogondlnich matic v redlném
oboru rovny +1, vlastni hodnoty unitdrnich matic jsou vzdy
komplexni jednotky v komplexni roviné.

Stejné jako u ortogondlnich zobrazeni také docela
snadno ovéfime, Ze ortogondlni dopliikky k invariantnim
podprostorm vzhledem k unitarnimu ¢ : V — V jsou vzdy
také invariatni. Skute¢né, je-li p(U) C U,u ¢ U av € U+
libovolné, pak

o) - plg () = v - g ' (u).

pri¢emZ napf. pro tfeti volbu musime dostat pravdépodobnosti, Ze po
chladném dnu bude nasledovat teply, primérny, chladny (v tomto
potadi). Vidime tak, Ze dloha je Markovovym fetézcem s pravdépo-

dobnostni matici pfechodu

El 9’

50,3
30,4
2 0,3

El

, 2
,3
5

’

T =

oo o
coo

k]

Nebof jsou vSechny prvky této matice kladné, existuje pravdépodob-
nostni vektor
1 .2 3)\T
Xoo = (xoo,xoo,xoo) ,
k némuz se bliZ{ vektor x, pro zvétSujici se n nezdvisle na tom, jaky
byl vektor x,, pro mnohem mensi n. Navic podle disledku Perronovy-
Frobeniovy véty je x, vlastnim vektorem matice 7" pro vlastni ¢islo 1.

Ma tedy platit

xe = 0,5xL 4+ 0,3x% + 0,2x,
2, o= 0,3xL + 0,4x2 + 0,3x,
o= 0,2xL, + 0,3x% + 0,5x,

1 = x o+ 2+ X,

kde posledni podminka znamen4, Ze vektor x., je pravdépodobnostni.

Snadno se vypocitd, Ze tato soustava ma jediné feSeni

1
1 _ .2 _ .3 _ -
xoo_xoo_xoo_?,‘

Lze tedy ocekavat priblizné€ stejny pocet teplych, primérnych a chlad-
nych dnd.

Zdtraznéme, Ze soucet vSech ¢isel z libovolného sloupce matice T
musel byt roven 1 (jinak by se nejednalo o Markoviv proces). Protoze
TT = T (matice je symetrickd), je soudet viech &isel z libovolného
fadku matice také roven 1. O matici s nezdpornymi prvky a s vlast-
nosti, ze soucet ¢isel v kaZzdém fadku a rovnéz soulet ¢isel v kazdém
sloupci je 1, mluvime jako o dvojndsobné (dvojité, dvojng) stochas-
tické. DileZitou vlastnosti kazdé dvojnasobné& stochastické primitivni
matice (pro jakykoli rozmér — pocet stavil) je, Ze ji prislusny vektor x,
ma vSechny slozky stejné, tj. po dostate¢né dlouhé dobé vyhodnoco-
vani se vSechny stavy v odpovidajicim Markovové procesu jevi jako

stejné Casté. U

3.28. Pijcovna aut. Firma pujcujici kazdy tyden auta ma dvé po-
bocky - jednu v Brné€ a jednu v Praze. Auto zaptijéené v Brné lze vratit
i v Praze a naopak. Po Case se zjistilo, Ze na konci tydne je vZdy v Praze
vraceno zhruba 80 % z aut vypijcenych v Praze a 90 % z aut vypujce-
nych v Brné.

Jak je potfeba rozdglit auta mezi pobocky, aby na obou byl na zac¢atku

tydne vZdy stejny pocet aut jako predchozi tyden?
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ProtozZe je ziZeni ¢y také unitdrni, musi to tedy byt bijekce,
zejména je ¢~ '(u) € U. Pak oviem ¢(v) - u = 0, protoZe
v € Ut. To znamen4, Ze i p(v) € U™,

Odtud ovSem v komplexnim oboru okamZité dotdvame
uzitecny

Diusledek. Nechf ¢ : V — V je unitdrni zobrazeni komplex-
nich vektorovych prostoru. Pak je V ortogondlnim souctem
Jednorozmérnych vlastnich podprostorii.

Dukaz. Jisté existuje alespoii jeden vlastni vektor v €
V. Pak je ziiZeni ¢ na invariantni podprostor (v)*: opét
unitarni a jist¢ ma opét n&jaky vlastni vektor. Po n tako-
vychto krocich obdrzime hledanou ortogondlni bazi z vlast-
nich vektori. Po vynormovani vektoril ziskdme ortonorméaln{
bazi. g

Nyni uz je mozné snadno pochopit detaily dikazu spek-
tralniho rozkladu ortogondlniho zobrazeni z na konci
druhé kapitoly — redlnou matici ortogondlniho zobrazenf in-
terpretujeme jako matici unitarniho zobrazeni na komplex-
nim roz§iteni euklidovského prostoru a peclivé sledujeme
dasledky struktury kofend redlného charakteristického poly-
nomu nad komplexnim oborem. Automaticky pritom dostd-
vame invariantni dvourozmérné podprostory zadané dvoji-
cemi komplexné sdruZenych vlastnich Cisel a tedy piislusné

rotace pro ziZené ptivodni redlné zobrazeni.

3.27. Dudlni a adjungovana zobrazeni. Pfi diskusi vekto-
. rovych prostord a linedrnich zobrazeni jsme jiZ ve
’ druhé kapitole letmo zminili dudlni vektorovy pro-
A2 stor V* vech linedrnich forem na vektorovém pro-
sotru V, viz Z39.

Pro kazdé€ linedrni zobrazeni mezi vektorovymi prostory
¥V — W miiZeme pfirozené definovat jeho dudlni zobra-
zeni Y* : W* — V* vztahem

(3.6) (v, ¥* (@) = (Y (v), a),

kde (, ) znadi vycisleni formy (druhy argument) na vektoru
(prvni argument), v € V aa € W* jsou libovolné.

Zvolme si bdze v na V, w na W a piSme A pro matici
zobrazeni i v t&€chto bazich. Pak snadno spocteme v dudl-
nich bazich matici zobrazeni ¥* v pfislusnych dudlnich bazi
na dudlnich prostorech. Skute¢né, defini¢ni vztah tik4, Ze po-
kud bychom reprezentovali vektory z W* v soufadnicich jako
fadky skalard, pak je zobrazeni ¥* je dano toutéZ matici jako
¥, pokud ji ndsobime fddkové vektory zprava:

U1

(Y(),a) =(ar,....,an) - A~ = (v, ¥*(@)).

Un
To znamend, Ze matici dudlniho zobrazeni ¥* je transpono-
vand matice A7, protoZze o - A = (AT - aDHT,
Pfedpokldadejme naddle, Ze se pohybujeme ve vektoro-
vém prostoru se skaldrnim soucinem. JestliZze tedy zvolime

Jak bude vypadat situace po jisté dlouhé dobé, pokud jsou auta mezi

pobocky na zacate¢dtku ndhodné rozdélena?

ReSeni. Hledany zacatecni pocet aut v Brné oznacme xp a v Praze

xp. Stav rozmisténi aut mezi pobockami je tedy popsan vektorem

22

o) Uvézime-li takovy ndsobek vektoru x, Ze soucet jeho
P

sloZek je 1, pak dédvaji jeho sloZky procentudlni rozmisténi aut.

X =

Na konci tydne bude podle zadani stav popsdn vektorem

0,1 0,2\ (xs | ~ (0,1 0,2
(0,9 0, 8) (xp)' Matice A = <0,9 0, 8)

nas (linedrni) systém pidjcovani aut. Pokud mé byt na konci tydne

tedy popisuje

v pobockéch stejné aut jako na zacatku, pak hleddme takovy vektor x,
pro ktery plati Ax = x. To znamend, Ze hleddme vlastni vektor matice
A ptislu$ny vlastnimu ¢islu 1.

Charakteristicky polynom matice A je (0, 1-1)(0, 8—1)—0,9.0, 2 =
(A—1)(A40, 1) a1 je tedy opravdu vlastni hodnota matice A. PrisluSny

) _ (xs L ..{—=0,9 0,2 Xp\ _
vlastni vektor x = (MJ) spliiuje rovnici ( 0.9 -0, 2) <XP> =0.

Je to tedy ndsobek vektoru (O’ 2). Pro zjiSténi procentudlniho

0,9
rozloZeni hleddme takovy nasobek, aby xz + xp = 1. To spliluje
1 (0,2 0,18 L .y .
vektor — . Spravné rozlozZeni aut mezi Brnem a

r1\0,9) = \o,82
Prahou je takové, Ze 18% aut bude v Brné€ a 82% aut v Praze.

. . . NI X
Pokud zvolime libovolny pocdtecni stav x = xB ) pak bude stav
P

za n tydnt popsan vektorem x,, = A”"x. Nyni je vyhodné vyjadrit
pocatecni vektor x v bazi vlastnich vektorti matice A. Vlastni vektor

k vlastnimu ¢islu 1 uZ jsme nasli a podobné se nalezne vlastni vektor

1
Pocatecni vektor tedy mizeme vyjadrit jako linedrni kombinaci

X=a <8’ S) +b (_11) Stav po n tydnech je pak

n 0,18 -1\, _ (0,18 a1
X, = A (a<0’82>+b<1))—a(0’82)+b(—0,1) (1>

Druhy scitanec se pro n — oo bliZi nule a proto se stav ustdli na

k vlastnimu ¢fslu —0, 1. Tim je naptiklad vektor

0, 82
niho vektoru. Koeficient a 1ze jednoduse vyjadfit pomoci pocatecnich

0,18 Y Caox <
a ( ), tedy sloZce pocdtecniho vektoru ve sméru prvniho vlast-

X0 . 4, — XBtXp
poctii aut: a = £ 5. O

3.29. Sledovanost televizi. V jisté zemi vysilaji jisté dvé televizni sta-
nice. Z vefejného vyzkumu vyplynulo, Ze po jednom roce prejde 1/6
divakid prvni stanice ke druhé stanici, 1/5 divdkl druhé stanice ptejde
k prvni stanici. PopiSte ¢asovy vyvoj poctu divaki sledujicich dané sta-
nice jako Markovlv proces, napiste jeho matici, naleznéte jeji vlastni

¢isla a vlastni vektory. O
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pevné jeden vektor v € V, dosazovani vektori za druhy argu-
ment ve skalarnim soucinu ndm dava zobrazeni V — V* =
Hom(V, K)

Vaoave (w— (v, w) e K).

Podminka nedegenerovanosti skaldrntho soucinu ndm zaru-
¢uje, Ze toto zobrazeni je bijekci. Zaroveni vime, Ze jde sku-
te¢né o linedrni zobrazeni nad komplexnimi nebo redlnymi
skalary, protoZe jsme pevné& zvolili druhy argument. Na prvni
pohled je vidét, Ze vektory ortonormdlni bdze jsou takto zob-
razeny na formy tvofici bazi dudlni, a kazdy vektor miZeme
prostfednictvim skaldrniho souc¢inu chdpat také jako linedrni
formu.

V piipad€ vektorovych prostori se skalarnim souc¢inem
proto prevadi nase ztotoZnéni vektorového prostoru se svym
dudlem také dudlni zobrazeni ¥* na zobrazeni y* : W — V
zadané formuli

(3.7 (Y(), v) = (u, ¥ (v)),

kde stejnym znacenim zdvorek jako v defini¢nim vztahu
(B8) nyni myslime skaldrni souc¢in. Tomuto zobrazenf se fik4
adjungované zobrazeni K .

Ekvivalentné lze brat vztah (B2X2) za definici adjungo-
vaného zobrazeni {*, napt. dosazenim vSech dvojic vektort
ortonormdlni bize za vektory u a v dostdvdme piimo vSechny
hodnoty matice zobrazen{ y*.

Ptedchozi vypocet pro dudlni zobrazeni v soufadnicich
nyni miiZeme zopakovat, pouze musime mit na
paméti, Ze v ortonormdlnich bazich na unitér-
nich prostorech vystupuji soutadnice druhého ar-
gumentu konjugované:

Uj
(Y(v),w) = (wy,...,w,)-A-
Un
w1 T (Ul
= (AT- ) = o)
wy, Uy

Vidime proto, Ze je-li A matice zobrazeni ¥/ v ortonormdlni
bazi, pak matice adjungovaného zobrazeni i* je matice
transponovand a konjugovan, kterou zna¢ime A* = A7,

Matici A* se fikd adjungovand matice k matici A. VSim-
néme si, Ze adjungované matice jsou dobfe definované pro
jakékoliv obdélnikové matice a neplefme si je s maticemi al-
gebraicky adjungovanymi, které jsme u Ctvercovych matic
pouZzivali pti dvahdch o determinantech.

Miizeme si tedy shrnout, Ze ma-li jakékoliv linearni zob-
razeni ¥ : V — W mezi unitdrnimi prostory v ortonormél-
nich bazich matici A, bude mit jeho dudlni zobrazeni v bazich
dudlnich matici A”. Pokud p¥itom zotoZnime pomoci skal4r-
niho soucinu vektorové prostory s jejich dudlnimi prostory,

3.30. Studentina prednasSce. Studenty miiZeme rozdélit feknéme do
ti{ skupin - na ty, co jsou pfitomni na pfedndSce a vnimaji, na ty, co
jsou rovnéZ pritomni, ale nevnimaji a na ty, co sedi misto pfednisky
v hospodé€. Nyni budeme hodinu po hodiné sledovat, jak se méni pocty
studentl v téchto skupindch. Zakladem je vypozorovat, jaké jsou jed-
notlivé pravdépodobnosti zmén stavu studenta. Dejme tomu, Ze by to
mohlo byt ndsledovné:

Student, ktery vnimd: s pravdépodobnosti 50% zidstane vnimat,
40% prestane vnimat a 10% odejde do hospody. Student, ktery je na
prednasce a nevnimd: zacne vnimat s pravdépodobnosti 10%, ztistane
ve stejném stavu 50%, odejde do hospody 40%. Student, ktery sedi
v hospod€ mé nulovou pravdépodobnost, Ze se vrati na predndsku.

Jak se bude tento model vyvijet v Case? Jak se situace zméni,
pokud budeme predpoklddat asponi desetiprocentni pravdépodobnost

toho, Ze se student vrati z hospody na prednasku (tu ov§em samoziejmé

nevnima)?

Refeni. Ze zaddni se jednd o Markovoviiv proces s ma-
0,5 0,1 0

tici 0,4 0,5 0]. Jeji charakteristicky polynom je
0,1 0,4 1

k)

0,5 — V21 — 1) — 0,41 — 1) =

vlastni ¢islo této matice (dalsi kofeny jsou pak 0,3 a 0,7). Postu-

0. Evidentné je tedy 1

pem Casu se tedy studenti rozdéli do skupin tak, Ze stav bude

popsdn prisluSnym vlastnim vektorem. Ten je feSenim rovnice
-0,5 0,1 0\ /x
0,4 —-0,5 0|y
0,1 0,4 0/ \z
(0.0.1). Jinymi slovy, vSichni studenti po ¢ase skonéi v hospodé.

=0, coZ jsou pravé ndsobky vektoru

Tento vysledek je ziejmy i bez pocitdni - tim, Ze je nulova
pravdépodopnost odchodu studenta do Skoly, se budou studenti
postupné hromadit v hospodé. Pfidanim desetiprocentni moZnosti
odchodu studenta do Skoly se toto zméni. Pfislu$nd matice bude

0,5 0,1 0O
0,4 0,5 0,1
0,1 0,4 0,9
prislusnému vlastnimu Cislu 1. Ten je v tomto piipad¢€ feSenim rovnice

-0,5 0,1 0

0,4 -0,5 0,1
0,1 0,4 -0,1

. Opét plati, Ze se stav usdli na vlastnim vektoru

X
y|=0.
z

Resenim je napfiklad vektor (1,5, 21). Pomérné rozloZeni studentii
v jednotlivych skupinach pak dd ndsobek tohoto vektoru, ktery ma sou-
Cet slozek roven 1, tj. vektor (%, 25—7 %—;). Opét tedy vetsina studentd
skonci v hospodé¢, néktefi ale ve Skole budou. O

3.31. Ruleta. Hrac rulety ma nasledujici strategii: prisel hrat se 100

K&. VZdy vSechno, co aktudln€ ma. S4zi vZdy na Cernou (v ruleté je 37
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pak ndm dudlni zobrazeni predstavuje adjungované zobra-
zeni ¥* : W — V (které je zvykem znacit stejné jako to
zobrazeni dudlni), které ale ma matici A*. Rozdil mezi ma-
ticemi dudlniho a adjungovaného zobrazeni je tedy v doda-
te¢né konjugaci, ta ale samozrfejmé je disledkem toho, Ze zo-
toznéni unitarnitho prostoru s jeho dudlnim prostorem neni
komplexné linedrni zobrazen{ (nebof z druhé pozice ve ska-
larnim soucinu se skalary vytykaji konjugované).

3.28. Samoadjungovana zobrazeni. Zvlastnim piipadem

' linedrnich zobrazeni jsou tedy ta, kterd sply-

vaji se svym adjungovanym zobrazenim: ¢* =

—* £ . Takovym zobrazenim fikdme samoadjun-

govana. Ekvivalentné miZeme fici, Ze jsou to ta zobrazeni,

jejichZz matice A v jedné a tedy ve vSech ortonormadlnich ba-
zich spliuji A = A™.

V pripadé euklidovskych prostorti jsou samoadjungo-
vand zobrazeni tedy ta, kterd maji v nékteré ortonormaln{
bazi (a pak uz viech) symetrickou matici. Casto se jim proto
tika symetrické matice a symetrickd zobrazeni.

V komplexnim oboru se maticim spliiujicim A = A*
tik4 hermiteovské matice. Obcas se také hermiteovskym ma-
ticim ikd samoadjungované matice. VSimnéme si, Ze hermi-
teovské matice tvofi redlny vektorovy podprostor v prostoru
vSech komplexnich matic, neni v§ak podprostorem v kom-
plexnim oboru.

Poznamka. Obzvlast zajimavy je v této souvislosti ndsle-
dujici postfeh. JestliZe hermiteovskou matici A vyndsobime
imagindrni jednotkou, dostdvdme matici B = i A, kterd ma
vlastnost B* = i AT = — B. Takovym maticim fikdme anti—
hermiteovské. Tak jako je tedy kazd4 redlnd matice souctem
své symetrické a antisymetrické ¢asti

1 T 1 T
A=-(A+A")+-(A-A"),
2 2
je v komplexnim oboru obdobné
1 1
A=—-(A+ A" +i—(A— A
2 2i

a miZeme proto vyjadrit kaZdou komplexni matici prave jed-
nim zplisobem jako soucet

A=B+iC

s hermiteovskymi maticemi B a C. Jde o obdobu rozkladu
komplexniho ¢isla na redlnou a ryze imagindrni komponentu
a skutecné se Casto v literatufe setkdme i se znacenim

1 1
B=reA=—-(A+A"), C=imA=—(A—A").

2 2i
V fedi linedrnich zobrazeni to tedy znamend, Ze kazdy

komplexni linearni automorfismus mizeme takto jednozna-
¢né vyjadrit pomoci dvou samoadjungovanych zobrazeni.

Cisel, z toho je 18 Cernych, 18 Cervenych a nula). Hra¢ skonci, pokud
nic nemd, nebo pokud ziskd 800 Uvazte tuto tlohu jako Markoviv

proces a napiSte jeho matici.

ReSeni. V prib&hu a na konci hry miize mit hra¢ pouze nasledujici pe-
nézZni obnosy (v K¢): 0, 100, 200, 400, 800. Budeme-li na danou situaci
nahliZet jako na Markovtiv proces, toto budou jeho stavy a snadno také

sestavime jeho matici:

S

Il
cooc o~
co o=
o oo
oo o8
— oo oo

— 19 — 18
kdea_37ab_ 3

singuldrni. Vlastni hodnota 1 je dvojndsobnd. Hra nebude konvergovat

Vsimnéme si, Ze matice je pravdépodobnostni a

k jedinému vektoru x.,, nybrZ skon¢i na jednom z vlastnich vektorti
prislusnych vlastni hodnoté 1, totiz (1, 0, 0, 0, 0) (hr4C prohraje vse),
nebo (0, 0, 0, 0, 1) (hra¢ vyhraje 800 K¢). Navic snadno nahlédneme,

Ze hra skon¢fi po tfech sazkéch, tedy posloupnost {A"}> |, je konstantni
pron > 3:
1 a+ab+ab*> a+ab a 0
0 0 0 0 0
A=A =A"= |0 0 0 00
0 0 0 0 0
0 b? b? b 1

a snadno zjistime, Ze hra skonéf s pravdépodobnosti a + ab + ab* =
0, 885 prohrou a s pravdépodobnosti cca 0, 115 vyhrou 800 K¢. (Ma-
tici A® vyndsobime pocatecni vektor (0, 1, 0, 0, 0) a dostdvame vek-
tor (a + ab + ab?,0,0,0, b).) (]

3.32. UvaZujme situaci z predchoziho piipadu a predpokladejme, Ze
pravdépodobnost vyhry i prohry je 1/2. Ozna¢me matici procesu A.

Bez pouziti vypocetniho software urcete A'%.

3.33. Roztrzity profesor. Uvazujme ndasledujici situaci: Roztrzity
profesor s sebou nosi destnik, ale s pravdépodobnosti 1/2 jej zapo-
mene tam, odkud odchdzi. Rdno odchazi do price. V préici chodi na
obéd do restaurace a zpét. Po skonceni prace odchazi domi. Uvazujme
pro jednoduchost, Ze nikam jinam po dostate¢né dlouhou dobu profe-
sor nechodi a Ze v restauraci ztistava destnik na profesorové oblibeném
misté, odkud si ho mtiZe nasledujici den vzit (pokud nezapomene).
UvaZte tuto situaci jako Markoviliv proces a napiste jeho matici. Jak4 je
pravdépodobnost, Ze se po mnoha dnech po ranu deStnik bude nalézat
v restauraci? (Je vhodné za Casovou jednotku vzit jeden den — od rdna

do rana.)
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3.29. Spektralni rozklad. Uvazujme samoadjungované
i zobrazeni ¥ : V — V s matici A v néjaké ortonor-
malni bazi a zkusme postupovat obdobné jako v 30,
¢ Opét se nejprve obecné podivdime na invariantni
podprostory samoadjungovanych zobrazeni a jejich
ortogondlni dopliiky. Jestlize pro libovolny podprostor
W C V a samoadjungované zobrazeni ¢ : V — V plati
V(W) C W, pak také plati pro viechny v € W+, w e W

(Y(v), w) = (v, Yy(w)) = 0.

To ale znamen4, Ze také Y(W+) C W+,

Uvazme nyni matici A samoadjungovaného zobrazeni
v néjaké ortonormdlni bazi a A - x = Ax pro néjaky vlastni
vektor x € C". Dostavame

Ax, x) = (Ax, x) = (x, Ax) = (x, Ax) = A (x, x).

Kladnym redlnym ¢islem (x, x) miZeme kratit a proto musi
bytA = A, tj. vlastni &isla jsou vzdy redln4.

Komplexnich kofend ma charakteristicky polynom
det(A — AE) tolik, kolik je dimenze Ctvercové matice A,
a vSechny jsou ve skuteCnosti redlné. Dokdzali jsme tak

dilezity obecny vysledek:

Tvrzeni. Ortogondlni doplnék k invariantnimu podprostoru
pro samoadjungované zobrazeni je také invariantni. Navic
Jsou vSechna vlastni ¢isla hermiteovské matice A vZdy redlna.

Ze samotné definice je ziejmé, Ze ztizeni samoadjungova-
ného zobrazeni na invariantni podprostor je opét samoadjun-
gované. Pfedchozi tvrzeni ndm tedy zarucuje, Ze bude vzdy
existovat baze V z vlastnich vektort. Skutecné, zizeni ¥ na
ortogondlni doplné€k invariantniho podprostoru je opét samo-
adjungované zobrazeni, takZe mizZeme do bdze pfibirat je-
den vlastni vektor za druhym, az dostaneme cely rozklad V.
Vlastni vektory pfislusejici riznym vlastnim ¢isliim jsou na-
vic kolmé, protoze z rovnosti Y(u) = iu, Y(v) = uv vy-
plyva

Mu, v) = (Y@), v) = (u, ¥(v)) = w(u, v) = ulu, v).

Obvykle byva nas vysledek formulovan pomoci projekci
na vlastni podprostory. O projektoru P : V — V fikame, Ze
je kolmy, je-li Im P L Ker P. Dva kolmé projektory P, Q
jsou vzajemné kolmé, je-1i Im P L Im Q.

Véta (O spektrdlnim rozkladu). Pro kazdé samoadjungo-
vané zobrazeni  : V — 'V na vektorovém prostoru se
skaldrnim soucinem existuje ortonormdlni bdaze z vlastnich
vektorii. Jsou-li Ay, ..., Ay VSechna riznd vlastni ¢isla ¥ a
Py, ..., P, prislusné kolmé a navzdjem kolmé projektory na
vlastni podprostory k odpovidajicim viastnim cisliim, pak

Y=MP +- -+ AP

Dimenze obrazii téchto projektorii je piitom vZdy rovna alge-
braické ndasobnosti viastnich Cisel A;.

Reseni.

11/16 3/8 1/4
3/16 3/8 1/4
/8 1/4 1/2

A=

Spotitejme tieba prvek a;, tedy pravdépodobnost, Ze destnik za-
¢ne den doma a skonci doma (bude tam i druhy den réno): deStnik

miZe putovat tfemi disjunktnimi cestami:

|—

D Profesor ho hned rdno zapomene doma: p; = 5.

DPD Profesor si ho vezme do prace, pak ho zapomene vzit na obéd

DPRPD Profesor bere destnik vSude a nikde ho nezapomene: p; =

Celkem a} =p1+pr+p3= %
Vlastni vektor této matice pfislu§ny dominantni vlastni hodnoté 1
je (2,1, 1), je tedy hledana pravdépodobnost 1/(2+ 1+ 1) = 1/4.

3.34. Algoritmus na urcovani dulezitosti stranek. Internetové vy-
hleddvace umi na internetu vyhledat (skoro) v§echny stranky obsahu-
jicidané slovo ¢i frazi. Jak ale setfidit vyhledané stranky tak, aby uziva-
tel dostal pokud moZno seznam sefazeny podle relevance danych stra-
nek? Jednou z moZnosti je ndsledujici algortitmus: soubor vSech nale-
zenych stranek povaZujme za systém a kaZdou z nalezenych stranek za
jeden z jeho moZnych stavli. PopiSeme ndhodné prochdzent téchto stra-
nek jako Markoviv proces. Pravdépodobnosti prechodu mezi jednot-
livymi strankami jsou dany odkazy: kazdy odkaz, feknéme ze stranky
A na stranku B urcuje pravdépodobnost (1/(celkovy pocet odkazli ze
strdnky A)), se kterou se dostaneme ze strdnky A na strdnku B. Po-
kud z nékteré stranky nevedou Zaddné odkazy, tak ji uvaZujeme jako
stranku, ze které vedou odkazy na vSechny ostatni. Timto dostaneme
pravdépodobnostni matici M (prvek m;; odpovida pravdépodobnosti,
se kterou se dostaneme z i-té stranky na j-tou). Bude-li tedy ¢lovek na-
hodné klikat na odkazy v nalezenych strankdch (pokud se dostane na
stranku, ze které nevede odkaz, vybere si ndhodné dalsi), tak pravdépo-
dobnost toho, Ze se v dany okamZik (dostatecné vzdaleny od pocatku
klikan{) bude nalézat na i-té strance odpovidad i-t€ sloZce jednotkového
vlastniho vektoru matice M, odpovidajicitho vlastnimu ¢islu 1. Podle
velikosti té€chto pravdépodobnosti pak uréime dtlezitost jednotlivych
stranek.

Tento algoritmus lze modifikovat tim, Ze budeme pfedpokladat, Ze
uzivatel po néjaké dobé prestane klikat z odkazu na odkaz a opét zacne
ndhodné na né&jaké nové strance. Reknéme, Ze s pravdépodobnosti d
vybere ndhodné novou stranku a s pravdépodobnosti (1-d). V takovéto

situaci je nyni pravdépodobnost pfechodu mezi libovolnymi dvéma
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3.30. Ortogonalni diagonalizace. Zobrazeni, pro kterd lze
najit ortonormdlni bazi jako v pfedchozi vété o
S ), spektrdlnim rozkladu se nazyvaji ortogondalné
diagonalizovatelnd. Jsou to samoziejmé prave
ta zobrazeni, pro kterd umime najit ortonor-
malm baz1 tak, aby v ni jejich matice zobrazeni byla diago-
ndlni. Zamysleme se, jak mohou vypadat.

Pro euklidovsky piipad je to snadné: diagondlni matice
jsou zejména symetrické, jednd se tedy pravé o samoadjun-
govand zobrazeni. Jako dasledek ziskdvame tvrzeni, Ze orto-
gondlni zobrazeni euklidovského prostoru do sebe je ortogo-
ndlné diagonalizovatelné, pravé kdyz je zaroven samoadjun-
gované (jsou to pravé ta samoadjungovand zobrazeni s vlast-
nimi hodnotami il)

vvvvvv

UvaZme libovolné linearni zobrazeni ¢ : V — V unitar-
niho prostoru a nechf ¢ = ¥ + in je (jednoznacné dany)
rozklad ¢ na hermiteovskou a antihermiteovskou ¢dst. Ma-
li ¢ ve vhodné ortonormdlni bazi diagondlni matici D, pak
D = reD+iimD, kde redlnd a imagindrn{ ¢4st jsou pravé ma-
tice ¢ a n (plyne z jednoznacnosti rozkladu). Zejména tedy
platityon =noy apog* = ¢*o@. Zobrazenigp : V — V
s posledni uvedenou vlastnosti se nazyvaji normalni.

Vzéjemné souvislosti ukazuje nésledujici véta (pokracu-
jeme ve znaceni tohoto odstavce):

Tvrzeni. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(1) @ je ortogondlné diagonalizovatelné,

(2) ¢* o = @ o ¢* (4. ¢ je normalni zobrazeni),

(3) von=mno,

(4) Pro matici A = (a;j) zobrazeni ¢ v néjaké ortonor-
mdlni bdzi a jejich m = dimV vlastnich cisel \; plati
>l =300 Il
STrRUCNY DUKAZ. Implikaci (1) = (2) jsme jiz diskuto-

vali.

(2) & (3): Staci provést piimy vypocet
= W +inW —in) =¥ +1° +ilny — yn)
G0 =W =i +in) =Y + 0’ +i(yn — ny)
Odectenim dostaneme 2i(nyr — ¥n).

(2) = (1): Nechf u € V je vlastni vektor normélniho
zobrazeni ¢. Pak

Q) - ou) = (9 @u), u) = (9@ (u), u) = ¢" ) - ¢*(u)
zejména tedy |p(u)| = |¢*(u)|. Je-li ¢ normdlni, je (¢ —
AidV)* = (¢* —1idV) aje protoi (¢ — Aid V) normdlni
zobrazeni. Z predeslé rovnosti tedy plyne, Ze je-li p(u) = \u,
pak ¢*(u) = Au. Tzn., Ze ¢ a ¢* maji stejné vlastni vektory
a konjugované vlastni hodnoty.

Stejné jako u samoadjungovanych ted snadno dokdZeme
ortogondlni diagonalizovatelnost. K tomu je nutné a staci,
aby ortogondlni doplnék kazdého vlastniho podprostoru pro
normdlni ¢ byl invariantni (je totiZ ziZeni normdlniho zob-
razeni na invariantni podprostor opét normélni). UvaZme

strankami S; a §; nenulova, je to totiz d/n+(1-d)/(celkovy pocet od-
kazii ze stranky S;), pokud ze strdnky S; vede odkaz na S;, pokud
ne, tak je tato pravdépodobnost d/n (1/n, pokud z S; nevedou Zadné
odkazy). podle Frobeniovy-Perronovy véty je vlastni hodnota 1 jedno-
ndsobnd a dominantni, takZe ji odpovidajici vlastni vektor je jediny
(pokud bychom volili pravdépodobnosti prechodu pouze zplisobem
z predchoziho odstavce, tak by tomu tak nemuselo byt).

Pro ndzornost uvazme strdnky A, B, C a D. Odkazy vedou z A na
BanaC,zBnaCazCnaA,zD pak nikam. UvaZujme, Ze pravdé-
podobnst toho, Ze uZivatel ndhodné zvoli novou stranku je 1/5. Potom
by matice M vypadala ndsledovné:

1/20 1/20 17/20 1/4
v | 920 120 1720 174
~19/20 17/20 1/20 1/4
1/20 1/20 1/20 1/4

Vlastni vektor piislusny vlastni hodnoté 1 je (305/53, 175/53, 315/53, 1),

ddleZzitost stranek tedy bude stanovena v potadi podle velikosti jeho

odpovidajicich sloZek, tedy C > A > B > D.

3.35.

kou, stiedni a dlouhou. Pokud si nékdy zvoli kratkou trasu, nasledujici

Jirka m4 ve zvyku si kazdy veCer zabéhat. M4 tfi trasy — krat-

den si to vycitd a rozhodne se libovolné (tj. se stejnou pravdépodob-
nosti) pro dlouhou, nebo stfedni. Jestlize si v néktery den zvoli dlou-
hou trasu, v ndsledujicim dnu voli zcela libovolné jednu z tras. Pokud
béZel stfedné dlouhou trasu, citi se dobfe a druhy den si se stejnou
pravdépodobnosti vybere bud’ stfedni, nebo dlouhou. Pfedpokladeijte,
Ze takto béha kazdy vecer uz velmi dlouhou dobu. Jak Casto voli krét-
kou a jak Casto dlouhou trasu? Jakd je pravdépodobnost, Ze si zvoli
dlouhou trasu, kdyZ si ji zvolil pfesné pfed tydnem?

ReSeni. Ziejmé se jednd o Markoviiv proces se tfemi moZnymi stavy,
a to volbami kratké, stiedni a dlouhé trasy. Toto pofadi stavli ddva prav-
dépodobnostni matici pfechodu

0 0 1/3
T=\1/2 12 1/3
12 12 1/3

Staci si uvédomit, Ze napf. druhy sloupec odpovidd volbé stfedni trasy
v minulém dnu, kterd znamen4, Ze s pravdépodobnosti 1/2 bude opét
zvolena stfedni trasa (druhy fadek) a s pravdépodobnosti 1,/2 bude zvo-
lena dlouhad trasa (tfeti fadek). Nebot je

/6 1/6 1/9
5/12 5/12 4/91],
5/12 5/12 4/9

muzeme vyuzit disledkG Perronovy-Frobeniovy véty pro Markovovy

T? =

procesy. Neni obtiZzné vypocitat, Ze vlastnim vektorem, ktery piislusi
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vlastni vektor u € V s vlastni hodnotou A, v € (u)*. Plati
) - u=v-¢* W)=, Au)=ru-v=0

a tedy opét p(v) € (u)*.

(1) & (4): Vyraz Zi’j |aij|2 je praveé stopa matice AA*,
to je matice zobrazeni ¢ o ¢*. Proto nezdvisi na volbé orto-
normdlni baze. Je-li tedy ¢ diagonalizovatelné, je tento vyraz
roven pravé Y . [A;]2.

Opacnd implikace je pifimym disledkem Schurovy véty
o unitdrni triangulovatelnosti libovolného linedrniho zobra-
zeni V. — V, kterou dokdZeme pozdéji v B31. Podle ni totiZ
existuje pro kazdé linedrni zobrazeni ¢ : V — V ortonor-
madlni baze, ve které mé ¢ horni trojihelnikovou matici. Na
jeji diagondle pak musi byt pravé vSechny vlastni hodnoty
@. Jak jsme jiZ ukdazali, vyraz Zi,j la;;|* nezdvisi na volb&
ortonormdlni bize, proto z predpoklddané rovnosti vyplyva,
Ze vSechny prvky mimo diagondlu musi byt v této matici nu-
lové. U

V terminech matic zobrazeni dostdvdme: zobrazeni je
normdlni pravé, kdyZ jeho matice v nékteré ortonorméalni
bazi (a ekvivalentné v kazdé) splituje AA* = A*A. Takové
matice nazyvadme normdlni matice.

Pozniamka. VSimnéme si, Ze pro pocet s linearnimi zobra-
zenimi na komplexnim unitdrnim prostoru lze posledni vétu
chépat také jako zobecnéni béZnych poctd s komplexnimi
¢isly v goniometrickém tvaru (roli redlnych ¢isel zde hraji sa-
moadjungovand zobrazen{). Roli komplexnich jednotek pak
hraji unitdrni zobrazeni. Zejména si v§imnéme analogie k vy-
jadieni komplexnich jednotek ve tvaru cost + i sint s vlast-
nosti cos” t + sin’*¢ = 1:

Dusledek. Unitdrni zobrazeni na unitdrnim prostoru V jsou
pravé ta normdlni zobrazeni, pro kterd vyse uZivany jedno-
znacny rozklad ¢ =  + in spliiuje Y*> +n> = id V.

Dtxkaz. Pro unitarni zobrazeni ¢ je pp* = id V = ¢*¢
atedy pp* = (Y +in)(Yy —in) = Y> +0+n> =id V. Na-
opak, pro normdlni zobrazenf jiZ posledni vypocet ukazuje,
Ze opacnd implikace plati také. O

3.31. Nezaporna zobrazeni a odmocniny. Nezdporna re-
% alnd &isla jsou prave ta, kterd umime psét jako
. druhé mocniny. Zobecnéni takového chovani
pro matice a zobrazeni lze vidét u soucinti ma-
tic B = A* - A (tj. sloZeni zobrazeni ¢¥* o v):

(B-x,x)=(A" A-x,x)={A-x,A-x)>0
pro viechny vektory x. Navic zjevné
B*=(A"-A*=A"-A=B.

Hermiteovskych maticim B s takovou vlastnosti fikdme po-
zitivné semidefinitni a pokud nastane nulova hodnota pouze

vlastnimu ¢islu 1 a ktery je pravdépodobnostni, je pravé

13 3\’
(?’ 7 ?) '
Hodnoty 1/7,3/7, 3/7 pak udévaji po fadé pravdépodobnosti, Ze v na-
hodné uréeném dnu voli trasu kratkou, stfedni, dlouhou.

Nechf si Jirka v jisty den (v ¢ase n € N) vybere dlouhou trasu.

Tomuto rozhodnuti odpovidd pravdépodobnostni vektor
X, = (0,0, DT

Pro nésledujici den tedy plati

0 0 1/3 0 1/3
X =11/2 1/2 1/3 o1=1(1/31],
1/2 172 1/3 1 1/3
aZ po sedmi dnech je
0 1/3
Xy =T7- 0] =1%-|1/3
1 1/3

Vycislenim dostdvame jako sloZky x,7 hodnoty

0,142861225...; 0,428569387...; 0,428569387...

Tedy pravdépodobnost, Ze zvoli dlouhou trasu za podminky, Ze si ji
zvolil pfed sedmi dny, ¢ini pfiblizné 0, 428 569 ~ 3/7 = 0, 428 571.
g

3.36. Vyrobni linka nefunguje spolehlive: jednotlivé vyrobky se od
sebe co do kvality nezanedbatelné 1i$i. Navic jisty pracovnik ve snaze
zvysit kvalitu neustdle zasahuje do vyrobniho procesu. Pfi rozdéleni
vyrobkt do tfid I, II, III podle kvality se zjistilo, Ze po vyrobku
tiidy I nasleduje vyrobek stejné kvality v 80 % piipadd a tiidy II
v 10 % pripadi, po vyrobku tfidy II se nezméni kvalita v 60 % pii-
padii a zméni se na tfidu I ve 20 % pfipadii a Ze po vyrobku tiidy III
ndsleduje vyrobek stejné kvality v poloviné piipadi a se stejnou Cet-
nosti pak vyrobky tiid I, II. Spoctéte pravdépodobnost, Ze 18. vyrobek
je tiidy I, pokud 16. vyrobek v poradi naleZel do tfidy III.
ReSeni. Nejprve tilohu vyfe$me bez uvazeni Markovova fetézce. Sle-
dovanému jevu vyhovuji pripady (16. vyrobek je tiidy III)

e 17. vyrobek byl zatazen do tfidy I a 18. do tfidy I;

e 17. vyrobek byl zafazen do tfidy II a 18. do tfidy [;

e 17. vyrobek byl zatazen do tfidy III a 18. do tfidy I
po fad€ s pravdépodobnostmi

e (0,25-0,8=0,2;

e 0,25-0,2=0,05;

e (0,5-0,25=0,125.
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pro x = 0, pak jim fikdme pozitivné definitni. Obdobné ho-
vofime o pozitivé definitnich a a positivné semidefinitnich
zobrazenich ¢ : V — V.

Pro kazdé pozitivné semidefinitni zobrazeni ¢ : V —
V umime najit jeho odmocninu, tj. zobrazeni n takové, Ze
n o n = . Nejjednoduseji to uvidime v ortonormalni bazi,
ve které bude mit ¢ diagondlni matici. Takova podle nasSich
predchozich uvah vZdy existuje a matice A zobrazeni v v ni
bude mit na diagondle nezdporna redlnd vlastni Cisla zobra-
zeni . Kdyby totiZ bylo nékteré z nich zdporné, nebyla by
splnéna podminka nezdpornosti jiZ pro néktery z bazovych
vektorl. Pak ov§em sta¢i definovat zobrazeni n pomoci ma-
tice B s odmocninami piislusnych vlastnich ¢isel na diago-
néle.

3.32. Spektra a nilpotentni zobrazeni. Na zavér této Casti
_ se vratime k otdzce, jak se mohou chovat li-
nedrni zobrazeni v Uplné obecnosti. Budeme i
—_ nadadle pracovat s redlnymi nebo komplexnimi
Vektorovyrm prostory.

Ptipomenime, Ze spektrum linedrniho zobrazeni f
V — V je posloupnost kofenli charakteristického poly-
nomu zobrazeni f, v€etné ndsobnosti. Algebraickou ndsob-
nosti vlastni hodnoty rozumime jeji ndsobnost jako kofenu
charakteristického polynomu, geometrickd nasobnost vlastni
hodnoty je dimenze pfislusného podprostoru vlastnich vek-
tord.

Linedrni zobrazeni f : V — V se nazyva nilpotentni,
jestliZe existuje celé ¢islo k > 1 takové, Ze iterované zobra-
zeni f* je identicky nulové. Nejmensi &islo & s touto vlast-
nosti se nazyva stupném nilpotentnosti zobrazeni f. Zobra-
zeni f 1 V — V se nazyva cyklické, jestliZe existuje baze
(u1, ..., uy,) prostoru V takovd, ze f(u;) = 0a f(u;) =
u;—j provsechnai = 2, ..., n.Jinymi slovy, matice f v této
bézi je tvaru

010
A=10 0 1
Je-li f(v) = a - v, pak pro kazdé prirozené k je f*(v) =
a* - v. Zejména tedy miZe spektrum nilpotentniho zobrazeni
obsahovat pouze nulovy skaldr (a ten tam vZdy je).

Pfimo z definice plyne, Ze kazdé cyklické zobrazeni
je nilpotentni, navic je jeho stupeii nilpotentnosti roven
dimenzi prostoru V. Operdtor derivovani na polynomech,
D(x*) = kxf7!, je ptikladem cyklického zobrazeni na
prostorech K, [x] vSech polynomi stupné nejvySe n nad
skalary K.

Kupodivu to plati i naopak a kazdé nilpotentni zobrazeni
je pfimym souctem cyklickych. Diikaz tohoto tvrzeni ndm da
hodné price, proto napied zformulujeme vysledky, ke kte-
rym smérujeme, a pak se teprve ddme do technické price.
Ve vysledné vété o Jordanoveé rozkladu vvystupuji vektorové
(pod)prostory a linedrni zobrazeni na nich s jedinym vlastnim

Lehce tak ziskdvdme vysledek
0,375=0,2+0,05+40, 125.

Nynfi na tlohu nahliZejme jako na Markoviliv proces. Ze zadéani
plyne, Ze poradi moznych stavd ,,vyrobek je tiidy I“, ,,vyrobek je
tiidy 11, ,,vyrobek je tfidy III** odpovida pravdépodobnostni matice

pfechodu
0,8 0,2 0,25
0,1 0,6 0,25
0,1 0,2 0,5

Situaci, kdy vyrobek patfi do tfidy III, zaddva pravdépodobnostni vek-
tor (0, 0, 1)7. Pro nasledujici vyrobek dostdvdme pravdépodobnostni

vektor
0,25 0,8 0,2 0,25 0
0,251 =10,1 0,6 0,25 0
0,5 0,1 0,2 0,5 1
a pro dalsi vyrobek v pofadi potom vektor
0,375 0,8 0,2 0,25 0,25
0,3 ]=10,1 0,6 0,25 0,251,
0,325 0,1 0,2 0,5 0,5

jehoZ prvni sloZka je hledanou pravdépodobnosti.

Dopliime, Ze prvni metoda feSeni (bez zavedeni Markovova pro-
cesu) vedla k vysledku ziejmé rychleji. Uvédomme si, jak vyrazné by
se v§ak prvni metoda znepiehlednila, kdybychom napf. misto 18. vy-
robku uvazovali 20., 22. nebo aZ 30. vyrobek v pofadi. Ve druhé me-

/“

todé se 1ze omezit na do jisté miry ,,bezmyslenkovité* ndsobeni (umo-
cilovédni) matic. Pfi zavedeni Markovova procesu jsme také souCasné

vySetfovali situace, kdy 18. vyrobek ndleZi do tfid II a III. O

3.37. Opakované hazime hraci kostkou. Napiste pravdépodobnostni

matici pfechodu T pro Markoviyv fetézec ,,maximalni pocet ok dosa-

X

Zenych do n-tého hodu vcetné* pro potadi stavi 1, ..., 6. Poté urdete

T" pro kazdé n € N.

ResSeni. Thned miZeme uvést

16 0 0 0 0 0
1/6 2/6 0 0 0 0

r_|1/6 1/6 356 0 0 0

16 16 16 4/6 0 o]
1/6 1/6 1/6 1/6 5/6 0
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1

kde prvni sloupec je uren stavem 1 a pravdépodobnosti 1/6 pro
jeho zachovani (v dal§im hodu padne 1) a pravdépodobnosti 1/6 jeho
prechodu do libovolného ze stavi 2, ..., 6 (po fadé padne 2, ..., 6),
druhy sloupec je zadan stavem 2 a pravdépodobnosti 2/6 pro jeho za-
chovani (v dal§im hodu padne 1 nebo 2) a pravdépodobnosti 1/6 pro
6 (padne 3, ...,

prechod do jakéhokoli ze stavi 3, . . ., 6), aZ posledni
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¢islem A a matici

A1 0 0

0 x 1 0
J =

o0 0 ... A

Takovymto maticim (a odpovidajicim invariantnim podpro-
storim) se fika Jordaniiv blok.

Véta (Jordanova véta o kanonickém tvaru). Nechf'V je vek-
torovy prostor dimenzen a f : V — V je linedrni zobrazeni
s n vlastnimi Cisly vcetné algebraickych ndsobnosti. Pak exis-
tuje jednoznacny rozklad prostoru V na primy soucet pod-
prostori

V:Vl@@vk

takovych, Ze f(V;) C V;, zuZeni f na kazdé V; md jediné
vilastni Cislo A; a ziiZeni f — A; -id na V; je bud’cyklické nebo
nulové zobrazeni.

Véta tedy 1ik4, Ze ve vhodné bdzi ma kazdé linedrni zob-
razen{ blokové diagondlni tvar s Jordanovymi bloky podél di-
agondly. Celkovy pocet jedni¢ek nad diagondlou v takovém
tvaru je roven rozdilu mezi celkovou algebraickou a geomet-
rickou nédsobnosti vlastnich ¢isel.

3.33. Poznamky. Vsimnéme si, Ze jsme Jordanovu vétu jiz
diive plné dokézali v pfipadech, kdy jsou vSechna vlastni
¢isla rtiznd nebo kdyZ jsou geometrické a algebraické nasob-
nosti vlastnich ¢isel stejné. Zejména jsme ji plné€ dokézali pro
unitarni, normalni a samoadjungovand zobrazeni.

Dals{ uzite¢né pozorovani je, Ze pro kazdé linerani zobra-
zeni prislusi ke kazdému vlastnimu ¢islu jednoznaéné uréeny
invariantni podprostor, ktery odpovidd Jordanovym blokiim
s ptisluSnou vlastni hodnotou.

Také si v§imnéme jednoho velice uZite¢ného disledku
0 Jordanovy véty (ktery jsme uZ pouZili u diskuse cho-
vani Markovovych fetezci). Predpoklddejme, Ze jsou
4 vlastni hodnoty naseho zobrazeni f viechny v abso-
lutni hodnoté mensi neZ jedna. Potom opakované pti-
sobeni linedrntho zobrazeni na jakémkoliv vektoru v € V
vede k rychlému zmenSovini vSech soufadnic f*(v) nad
vSechny meze. Skute¢né, pfedpokladdejme pro jednoduchost,
Ze na celém V ma zobrazeni f jediné vlastni Cislo A a
f — Aidy je cyklické (tj. omezujeme se na jediny Jordandv
blok), a nechf vy, ..., vy je piislusnd baze. Pak podminka z
véty k4, Ze f(vy) = Avy vy, f2(v2) = A2y + v +Avg,a
podobné pro ostatni v; a vy$§i mocniny. V kazdém ptipadé pii

v s v,

iterovani dostdvdme stdle vyssi a vy$Si mocniny A u vSech ne-

nulovych komponent, pficemZ nejnizZsi z nich mtize byt nej-

vvvvv

Tim je tvrzeni dokdzdno (a stejny argumet s aboslutni
hodnotou vlastnich ¢isel ostie vétsi neZ jedna vede k neome-
zenému rdstu vSech souradnic iteraci f k).

sloupce ziskdme ze skuteCnosti, Ze stav 6 je trvaly (pokud jiZ padla

Sestka, nemiiZe padnout vyssi pocet ok).

RovnéZ pro n € N Ize pfimo urcit
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tem, Ze n-krat po sob€ padne 1, n-krit po sobé padne 1 nebo 2 a ale-
spoii jednou 2 (odecitdme proto pravdépodobnost uvedenou v prvnim
radku), n-krat po sobé padne 1, 2 nebo 3 a alespoinl jednou padne 3,
az v poslednim fadku je pravdépodobnost, Ze asponl jednou béhem
n hodl padne 6 (tu lze snadno urcit z pravdépodobnosti opaéného
jevu). Podobné napf. ve ¢tvrtém sloupci jsou postupné nenulové prav-
dépodobnosti jevi ,,n-krdt po sobé padne 1, 2, 3 nebo 4%, ,.n-krat po
sobé padne 1, 2, 3, 4 nebo 5 a alesponi jednou 5 a ,,alespoii jednou
béhem n hodd padne 6. Interpretace matice T jako matice pfechodu
jistého Markovova procesu tak umoZziiuje rychlé vyjadfeni mocnin 7",
neN. U

3.38. Sledujte urcitou vlastnost daného ZivociSného druhu, kterd je
podminéna nezdvisle na pohlavi jistym genem — dvojici alel. Kazdy je-
dinec ziskava po jedné alele od obou rodict zcela ndhodné a nezavisle
na sob€. Existuji formy genu dané rtiznymi alelami a, A. Ty urcuji tfi

mozZné stavy aa, aA = Aa, AA vySetfované vlastnosti.

(a) Pfedpokladejte, Ze kaZzdy jedinec jisté populace se bude roz-
mnoZovat vyhradné s jedincem jiné populace, ve které se vy-
skytuje pouze vlastnost podminénd dvojici aA. Pravé jeden
jejich (ndhodné zvoleny) potomek bude ponechdn na stano-
visti a také on se bude rozmnoZovat vyhradné s jedincem té
jiné populace atd. Stanovte vyskyt kombinaci aa, aA, AA

v uvaZované populaci po dostateéné dlouhé dobé.

(b) Reste tilohu uvedenou ve varianté (a), pokud je jina populace

tvofena pouze jedinci s dvojici alel AA.

(c) Néhodné zvolené dva jedince opa¢ného pohlavi zkiiZite. Z je-
jich potomstva opét ndhodné vyberete dva jedince opacného
pohlavi, které zkiiZite. Pokud takto budete pokracovat velmi
dlouho dobu, vypoctéte pravdépodobnost, Ze oba kiiZeni je-

dinci budou mit dvojici alel AA, pfip. aa (proces kiiZen{

skonci).
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KAPITOLA 3. LINARNI MODELY A MATICOVY POCET

Zbytek této Casti tfeti kapitoly je vénovan dtikazu Jor-
danovy véty a nékolika k tomu potiebnym po-
a Ctendrf jej muze pripadné preskocit az do za-
Catku 5. ¢asti této kapitoly.

3.34. Korenové prostory. Na piikladech jsme vidé€li, Ze
vlastni podprostory popisuji dostatecné geometrické vlast-
nosti jen nékterych linearnich zobrazeni. Zavedeme nyni jem-
n¢&jsi nastroj, tzv. kofenové podprostory.

Definice. Nenulovy vektor u € V se nazyva korenovym vek-
torem linearniho zobrazeni ¢ : V — V, jestliZze existuje
a € Kacelé &islok > 0takové, Ze (p—a-idy)*(u) = 0, tj. k—
td iterace uvedeného zobrazeni zobrazuje # na nulu. MnoZinu
vSech korenovych vektori piisluSnych k pevnému skalaru A
doplnénou o nulovy vektor nazyvame korenovym prostorem

pfislusnym ke skaldru A € K, zna¢ime R,;.

Je-li u kotfenovy vektor a k z definice je vybrano nejme-
n§f mozné, pak (¢ — a - idy)*~!(u) je vlastni vektor s vlastni
hodnotou a. Je tedy R, = {0} pro vSechny skaldry A, které
neleZi ve spektru zobrazeni ¢.

Tvrzeni. Pro linedrni zobrazeni ¢ : V — V plati

(1) Pro kazdé ) € K je R, C V vektorovy podprostor.

(2) Pro kaZdé L, u € K je R, invariantni vzhledem k [i-
nedrnimu zobrazeni (¢ — - idy), zejména tedy je R,
invariantni vzhledem k ¢.

(3) Je-li i # A, pak (¢ — p -idy)|R, je invertibilni.

(4) Zobrazeni (¢ — X - idy)|R, je nilpotentni.

Dtkaz. (1) Ovéreni vlastnosti vektorového podprostoru
je jednoduché a ponechdvdme jej Ctenéfi.

(2) Pfedpokladejme, Ze (¢ — A - idy)*(u) = 0 a uvazme
v= (¢ —p-idy)(u). Pak

(p— A -idy)F (v) =
= (¢ — A -idy) (@ — A - idy) + (A — ) - idy) (u)

= (¢ —A-1d) @) + =) - (9 — 4 - idv) @)
=0
(3) Je-li u € Ker(¢ — p -idy)|R,, pak
(p—2-1dy)(w) = (¢ —p-idy)@)+(pn—2)-u=(n—2)u
Odtud 0 = (¢ — A - idy)*(w) = (u — V)" - u a je tedy nutné
u=0proi # pu.
(4) Zvolme bazi ey, ..., e, podprostoru R,. Protoze
podle definice existuji ¢isla k; takovd, Ze (¢ — A Aidy)ki(e;) =
0, je nutné celé zobrazeni (¢ — A - idy)|r, nilpotentni. [

3.35. Faktorové prostory. NaSim dalsim cilem je ukazat,
7e dimenze kofenovych prostord je vZzdy rovna
algebraické ndsobnosti pfisluSnych vlastnich ¢i-
sel. Nejprve vSak zavedeme Sikovné technické
ndstroje.

(d) Reste dlohu uvedenou ve variant& (c) bez kladeni podminky,
Ze kiiZeni jedinci maji stejné rodice. Pouze tedy kiiZite je-
dince jisté velké populace mezi sebou, potom kiiZite po-

tomky mezi sebou atd.

ReSeni. Piipad (a). Jedna se o Markoviiv proces zadany matici

12 1/4 0
T=|12 172 12],
0 1/4 1/2

pricemz poradi stavii odpovida potadi dvojic alel aa, aA, AA. Hod-
noty v prvnim sloupci plynou z toho, Ze potomek jedince s dvojici
alel aa a jedince s dvojici alel aA ma s pravdépodobnosti 1/2 dvo-
jici aa as pravdépodobnosti 1/2 dvojici aA. Analogicky postupujeme
pro tieti sloupec. Hodnoty ve druhém sloupci potom vyplyvaji z toho,
7e kazdy ze Ctyt pripadi dvojic alel aa, aA, Aa, AA je stejné pravde-
podobny u jedince, jehoZ oba rodice maji dvojici alel a A. Uvédomme
si, Ze na rozdil od pocitani pravdépodobnosti, kdy musime rozliSovat
dvojici aA od Aa (ktera z alel pochézi od kterého z rodicti), vlastnosti
podminéné dvojicemi a A a Aa jsou samoziejmé stejné. Pro ureni vy-
sledného stavu staci nalézt pravdépodobnostni vektor, ktery piislusi

vlastnimu ¢islu 1 matice 7', protoZe matice

3/8 1/4 1/8
T?=1|1/2 1/2 1/2
1/8 1/4 3/8

spliiuje podminku Perronovy-Frobeniovy véty (vSechny jeji prvky jsou

kladné). Hledany pravdépodobnostni vektor je

11 1\
492547

coz jiz dava pravdépodobnosti 1/4, 1/2, 1/4 vyskytu po fadé¢ kombi-
naci aa, aA, AA po velmi dlouhé (teoreticky nekone¢né) dobg.
Ptipad (b). Pro potadi dvojic alel AA, aA, aa nyni dostdvdme prav-

dépodobnostni matici pfechodu

1 12 0
T=[0 1/2 1
0 0 0

Ihned vidime vSechna vlastni ¢isla 1, 1/2 a 0 (odecteme-li je od dia-
gondly, hodnost obdrZené matice nebude 3, tj. touto matici zadana ho-
mogenni soustava bude mit netrividlni feSeni). Témto vlastnim ¢islim

prislusi po fad¢ vlastni vektory

1 —1 1
01, 1], -2
0 0 1
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Definice. Nechf U <C V je vektorovy podprostor. Na
mnoZiné vSech vektorti ve V definujeme ekvivalenci takto:
v ~ v; pravé tehdy, kdyZ v; — v, € U. Axiomy ekvivalence
jdou oveéfit snadno. MnoZina V /U tfid této ekvivalence,
spolu s operacemi definovanymi pomoci reprezentantd, tj.
[vl+[w] = [v+w],a-[u] = [a-u], tvoii vektorovy prostor,
ktery nazyvame faktorovy vektorovy prostor prostoru V
podle podprostoru U'.

Overte si korektnost definice operaci a platnost v§ech axi-
omi vektorového prostoru!

Ttidy (vektory) ve faktorovém prostoru V /U budeme
¢asto oznacovat jako formdlni soucet jednoho reprezentanta
se v§emi vektory podprostoru U, napt. u+U € V/U,u € V.
Nulovy vektor ve V /U je pravé tiidda 0+ U, tj. vektoru € V
reprezentuje nulovy vektor ve V /U, pravé kdyZ jeu € U.

Jako jednoduché piiklady si rozmyslete V/{0} = V,
V/V = {0} a faktorovy prostor roviny R? podle libovolného
jednorozmérného podprostoru (zde je kazdy jednorozmérny
podprostor U C RR? pfimkou prochdzejici pocatkem), kde
tiidy ekvivalence jsou rovnobézky s touto piimkou.

Tvrzeni. Necht U C V je vektorovy podprostor a
(ui,...,uy,) je takova baze V, Ze (ui, ..., uy) je bdaze U.
Pak dim V /U = n — k a vektory

uk+1+U1"',un+U
tvori bazi V/U.

Dtxkaz. Protoze V. = (uy,...,u,), jei V/U = (u; +
U,...,u, + U). Pritom ale je prvnich k& generdtori nulo-
vych, takze je V/U = (ugs1 + U, ..., u, + U). Pfedpo-
klddejme, Ze ayy1 - (Ujp1 +U) + -4+ a, - (u, + U) =
(ags1 g1+ -+a,-u,)+U =0 € V/U.Toje ale ekviva-
lentni piislusnosti linedrni kombinace vektort uyy, ..., u,
do podprostoru U. ProtoZe U je generovano zbylymi vektory,

je nutné tato kombinace nulovd, tj. vSechny koeficienty a;
jsou nulové. O

3.36. Indukovana zobrazeni na faktorovych prostorech.
Predpoklddejme, Ze U C V je invariantni pod-
prostor vzhledem k linedrnimu zobrazeni ¢ :
. », V. — V azvolme takovou bazi uy, ..., u, pro-
storu V, Ze prvnich k vektort této baze je bazi

U=V &0 bazi mé ¢ blokovou matici A = (B C). Pak

0 D
budeme umét dokdzat nésledujici tvrzeni:

Lemma. (1) Zobrazeni ¢ indukuje linedrni zobrazeni
eviw = VIU = V/U, gyy(v +U) = ¢(v) + U s
matici D v indukované bazi uyy; + U, ..., u, + U na
V/U.

(2) Charakteristicky polynom @y y déli charakteristicky po-
lynom ¢.

Dtkaz. Prov,w € V,u € U,a € Kmame ¢p(v+u) €
@(v) 4+ U (protoZe U je invariantni), (p(v) + U) + (p(w) +

Proto je
1 -1 1 10 o\ (1 -1 1)
T=1(0 1 =2 0 1/2 0 0o 1 =2
0 0 1 0 0 0 1
1 -1 1 1 0 111
=10 1 =2 0 1/2 0 01 2
0 0 1 0 0 O 0 01
Odsud pro libovolné n € N plyne
1 -1 1 1 0o 0\" /111
T"=10 1 =2 0 1/2 0 01 2
0 0 1 0 0 0 0 1
1 -1 1 1 0 1 11
=10 1 =2 0 2™ 0 01 2
0 O 1 0 0 O 0 0 1

Ztejmé pro velkd n € N miiZeme nahradit 27" za 0, coz implikuje

1 -1 1 1 00 1 11 1 11
"~ |0 1 =2 0 00 01 2]=10 00
0 0 1 0 00 0 01 0 00

Pokud tedy plodi potomky jedinci pdvodni populace vyhradné s ¢leny
populace, ve které se vyskytuje pouze dvojice alel AA, nutné€ po do-
stateCné velkém poctu kiiZeni dojde k tomu, Ze dvojice a A a aa zcela
vymizi (bez ohledu na jejich pivodni cetnost).
Pripad (c). Tentokrate budeme mit 6 moZnych stavi (v tomto
potadi)
AA, AA;

aA,AA; aa, AA;

aA,aA; aa,aA; aa,aa,

priCemz tyto stavy jsou dany riznymi pripady genotypti rodi¢ti. Matice

odpovidajiciho Markovova fetézce je

1 1/4 0 1/16 0 0
0 1/2 0 1/4 0 0
F_|0 0 0 118 0 0
0 1/4 1 1/4 1/4 0
0 0 0 1/4 1/2 0
0 0 0 1/16 1/4 1

Pokud budeme napft. uvazovat situaci (druhy sloupce), kdy jeden z ro-
dicd ma dvojici alel AA a druhy aA, pak zjevné mulZe nastat kazdy
ze Ctyt piipadl (jde-li o dvojice alel jejich dvou ndhodné zvolenych

potomkii)

AA, AA; AA,aA; aA,AA; aA,aA

se stejnou pravdépodobnosti. Pravdépodobnost setrvani ve druhém
stavu je proto 1/2 a pravdépodobnost prechodu ze druhého stavu do
prvniho je 1/4 a do ¢tvrtého také 1/4.
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U)=pv+w)+Uaa-(pv)+U) =a-¢pv)+U =
@(a - v) + U (protoZe ¢ je linedrni), je tedy zobrazeni ¢y,
dobfe definované a linedrni. Navic je pfimo z definice ma-
tice zobrazeni patrné, Ze matice ¢y ,y v indukované bazi na
V /U je pravé matice D (pfi pocitani obrazl bazovych prvka
nam koeficienty z matice C prispivaji pouze do tfidy U). Cha-
rakteristicky polynom indukovaného zobrazeni ¢y, je tedy
|D — X\ - E|, zatimco charakteristicky polynom pdvodniho
zobrazenip je |A — A - E|=|B—XA-E||D—A-E]| [l

Disledek. Nechi V je vektorovy prostor nad K dimenze n
anechf ¢ : 'V — V je linedrni zobrazeni, jehoZ spektrum
obsahuje n prvkii (tj. vSechny koreny charakteristického poly-
nomu lezi v K a pocitame je vietné ndasobnosti). Pak existuje
posloupnost invariantnich podprostori {0} = Vo C Vi C
«eo C V, =V sdimenzemi dmV; = i. Vbdzi uy,...,u,
prostoru V takové, Ze V; = (uy, ..., u;), md ¢ horni troji-
helnikovou matici:

)\1 *
0 ... Ay

kde )y, ..., A, je posloupnost prvkii spektra.

Dtkaz. Konstrukci podprostort V; provedeme induk-
tivn€. Nechf Aq, ..., A, jsou prvky ve spektru zobrazeni ¢,
tzn. charakteristicky polynom zobrazeni ¢ je tvaru (A — ;) -
coo o (A — Ap). Zvolme Vy = {0}, Vi = (uy), kde u; je
libovolny vlastni vektor s vlastni hodnotou A;. Podle pfie-
desI€ véty je charakteristicky polynom zobrazeni gy v, tvaru
(A—Ap)----- (A —Ap). Predpoklddejme, Ze jsme jiZ sestrojili
linedrn€ nezdvislé vektory uy, ..., u; a invariantni podpro-
story Vi = (uy...,u;),i =1,...,k < n, takové, Ze charak-
teristicky polynom ¢y y, je tvaru (A — Agyq) - - -+ - (A — A,)
apu;) e (A -u; + Viy)provSechnai =1, ..., k.

Zejména tedy existuje vlastni vektor uy + Vi € V/V;
zobrazeni ¢y ,y, s vlastni hodnotou A;. UvaZme nyni pro-
stor Viy1 = (uy,...,urs). Kdyby byl vektor ug,; line-
arni kombinaci vektord uy, ..., uy, znamenalo by to, Ze
U1 + Vi je nulova tiida v V/Vj, to ale neni mozné. Je
proto dim V., = k + 1. Zbyva studovat indukované zobra-
zeni @y y, ., . Charakteristicky polynom tohoto zobrazeni je
stupné n — k — 1 a déli charakteristicky polynom zobrazeni
@. Pritom doplnénim vektort uy, ..., u;y; do baze V dosta-
neme blokovou matici zobrazeni ¢ s horni trojihelnikovou
submatici B v hornim levém rohu a nulou v levém dolnim
rohu, jejiz diagondlni prvky jsou prave skalary Ay, ..., Agyg.
Proto maji koreny charakteristického polynomu indukova-
ného zobrazeni poZadované vlastnosti. O

Nyni bychom méli opét urcit mocniny 7" pro velkd n € N. UvaZe-
nim podoby prvniho a posledniho sloupce ihned zjistime, Ze 1 je vlast-

nim ¢islem matice 7. Velmi lehce Ize najit vlastni vektory

(1,0,0,0,0,0)", (0,0,0,0,0,1)"

prislusné vlastnimu ¢islu 1. Pfechodem ke ¢tyfrozmérné podmatici ma-
tice T (vynechanim pravé prvniho a Sestého fadku a sloupce) nalez-

neme poté zbyld vlastni ¢isla

1 1 1-45 1445
2 4 4 4

Vzpomeneme-li si na feSeni piikladu nazvaného Mlsny hazardér, ne-

musime 7" pocitat. V tomto prikladu jsme dostali stejné vlastni vek-
tory prislusné ¢islu 1 a ostatni vlastni ¢isla méla rovnéz absolutni hod-
notu ostfe mensi 1 (jejich pfesné hodnoty jsme nevyuzivali). Dosta-
vame tak totoZny zdvér, Ze proces se blizi k pravdépodobnostnimu

vektoru
(av Oa 09 O’ Oa 1 - a)T )

kdea € [0, 1] je ddno vychozim stavem. ProtoZe pouze na prvni a Sesté

2 w2

pozici vysledného vektoru mohou byt nenulové ¢isla, stavy

aA,AA; aa,AA; aA,aA; aa,aA

po mnohondsobném kiizeni vymizi. Uvédomme si ddle (plyne z pie-
deslého a z ptikladu Mlsny hazardér), Ze pravdépodobnost toho, aby
proces koncil AA, AA, se rovnd relativni ¢etnosti vyskytu A v poca-
te¢nim stavu.

Pripad (d). Necht hodnoty a, b, ¢ € [0, 1] udavaji (pfi zachovani
potadi) relativni Cetnosti vyskytu dvojic alel AA, aA, aa v dané popu-
laci. Checeme ziskat vyjadieni relativnich Cetnosti dvojic AA, aA, aa
v potomstvu populace. Probiha-li vybér dvojic pro pareni nahodné, 1ze
pfi velkém poctu jedincti ocekavat, Ze relativni Cetnost pareni jedinct
s dvojicemi alel AA (u obou) je a?, relativni Cetnost pdieni jedinci,
z nichZ jeden ma dvojici alel AA a druhy a A, je 2ab, relativni cetnost
péfeni jedincii s dvojicemi alel aA (u obou) je b? atd. Potomek rodi¢t
s dvojicemi AA, AA musi dvojici alel AA zdédit. Pravdépodobnost,
Ze potomek rodict s dvojicemi AA, aA bude mit AA, je zfejmé 1/2
a pravdépodobnost, Ze potomek rodict s dvojicemi a A, a A bude mit
AA, je pak 1/4. Jiné pfipady pro potomka s dvojici alel AA uvaZovat
nemusime (pokud m4 jeden rodic¢ dvojici alel aa, potomek nemtiZze mit
dvojici AA). Relativni Cetnost vyskytu dvojice alel AA v potomstvu

je tedy
— 2 b?
=a" +ab+ —.

a’ -1+ 2ab l+b2 !
2 4 4
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3.37. Poznamky Pokud existuje rozklad celého prostoru V
na piimy soucet vlastnich podprostord, existuje
__baze z vlastnich podprostorti a pfedchozi véta
vlastné nefikd vibec nic zajimavého. Jeji sila

— ovSem spociva v tom, Ze jedinym jejim piedpo-
kladem je existence dim V kotrent charakteristického poly-
nomu (v€etné ndsobnosti). To je ovSem zaruceno, je-li pole K
algebraicky uzaviené, napt. pro komplexni ¢isla C. Pfimym
dtsledkem pak jsou zajimava tvrzeni o determinantu a stopé
zobrazeni: jsou vZdy soucinem, resp. souctem prvki ve spek-
tru. Tuto skutecnost miiZzeme pouZit i pro vSechny redlné ma-
tice. MiZeme je totiz vZdy povazovat za komplexni, spoci-
tat potfebné, a protoZe determinant i stopa jsou algebraické
vyrazy v prvcich matice, vysledkem budou pravé hledané re-
alné hodnoty.

KdyZ je na vektorovém prostoru V zaddn skaldrni sou-
¢in, midZeme v kaZdém induktivnim kroku dikazu predcho-
ziho tvrzeni vyuZit skuteCnosti, ze vzdy V/Vi ~ V! a
Vi s u > (u+ Vi) € V/Vi. To znamend, Ze v kazdé
ti1de rozkladu V/V; existuje pravé jeden vektor z V-. Sku-
tecné, tuto vlastnost ma faktorovy prostor podle libovolného
podprostoru v unitdrnim prostoru — pokud u, v € V! jsou
v jedné ti{dg&, pak jejich rozdil patif do Vi N V4, tedy jsou
stejné. MiiZeme tedy jako reprezentanta u;; nalezené tiidy,
tedy vlastniho vektoru gy y, , zvolit pravé vektor z V. Touto
modifikaci dojdeme k ortogondlni bazi s vlastnostmi pozado-
vanymi v tvrzeni o triangulovatelnosti. Proto existuje i takova
ortonormalni baze:

Disledek (Schurova véta o ortogondlni triangulovatelnosti).
Necht ¢ : V — V je libovolné linedrni zobrazeni (redlného
nebo komplexniho) unitarniho prostoru s m = dim V vlast-
nimi hodnotami (véetné ndsobonosti). Pak existuje ortonor-
madlni bdze prostoru V takovd, Ze ¢ v ni md horni trojithelni-
kovou matici s viastnimi Cisly Ay, . .., A, na diagondle.

3.38. Véta. Nechf ¢ V. — V je linedrni zobrazeni. Soucet
korenovych prostorii

Ripr- R

prislusnych riiznym vlastnim hodnotam Ay ..., A je primy.
Navic je pro kaZdou viastni hodnotu ) dimenze podprostoru
‘R, rovna jeji algebraické ndsobnosti.

Dtxkaz. Dtikaz provedeme indukci pies pocet k& kofeno-

“\ vych prostorti. Predpokladejme, Ze tvrzeni vZdy
@y, plati pro méné neZ k prostort a Ze pro vektory
b Jup € Ry, platiug 4+ - - 4u, = 0.
9 / Pro Vhodne j pak (@ — Ag -idy) (up) = 0 a z4-
rovefi jsou y; = (¢ — Ay - idy)’ (u;) nenulové vektory v Ry,
i =1,...,k— 1, pokud u; jsou nenulové, viz. pfedchozi
véta.

Pritom ale

k
Vit e = Z((p — A - 1dV)J(u,) =0

i=1

Analogicky stanovime postupné relativni ¢etnosti dvojic aA a aa v po-

tomstvu ve tvarech
2

b
ab+bc+2¢tc+?

2
2
¢+ bc+ —.
4
Na tento proces miiZeme nahliZet jako na zobrazeni 7', které transfor-

muje vektor (a, b, ¢)”. Plati

a a’>+ab + b?/4
T:|b]|+— |ab+bc+2ac+ b?/2
c 2 +bc+b*/4

Podotknéme, Ze za defini¢ni obor (a pochopitelné i obor hodnot) T

vlastn€ bereme pouze vektory

a
b )’
c

kde a,b,ce[0,1],a+b+c=1.

Chté&li bychom zadat operaci T pomoci nasobeni vektoru (a, b, ¢)7 jis-
tou konstantni matici. To vSak o¢ividn€ neni moZné (zobrazeni T neni
linearni). Nejednd se tedy o Markoviiv proces a nelze zjednodusit urco-
véani, co se stane po velmi dlouhé dobg, jako v predeslych pfipadech.
MiZeme ale vypocitat, co se stane, kdyz aplikujeme zobrazeni T dva-

krét po sobé. Ve druhém kroku dostdvame

a* +ab + b*/4 t
T :|ab+bc+2ac+b*/2 | — 52 , kde
c?+bc+b*/4 tg’

1 2 b\’ 2 b?
L =\a +ab+z +|a +ab+Z ab+bc+2ac+2

1 2
+Z(ab + bc + 2ac + ?>

b? b?
_ 2
tzz—(a +ab+z)(ab+bc+2ac+7)+

b? b?
+(ab+bc+2ac+?> <c2+bc+z)+

+2(a2+ab+b—2> (cz—i-bc—i—b—z)+l(ab+bc+26w+b—2>2,
4 4 2 2
2\ 2 b2 b2
tgz(62+bc+—> +(ab+bc+2ac+?) (cz—i-bc—l-z)
1 »*\’
+Z(ab+bc+2ac+3>.

Lze ukdzat (vyuZitima + b +c = 1), Ze

b? b? b?
1 2 3_ 2
L =a +ab+4, tzz—ab+bc+2ac+2, 5 =c +bc+4,
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a tedy podle induk¢niho predpokladu jsou vSechny y; nulové.
Pak ovSem i u; = 0 a linedrni nezdvislost je dokazana.
Zbyva ukazat, Zze dimenze kazdého kotfenového prostoru
‘R je rovna algebraické ndsobnosti kofenu A charakteristic-
kého polynomu. Nechf tedy je A vlastni hodnota ¢, 0ozna¢me
¢ ziZeni |, a ¥y : V/R, — V/R, nechf je zobrazeni
indukované ¢ na faktorovém prostoru. Predpoklddejme, Ze
dimenze R, je mensi neZ nasobnost kofenu A charakteris-
tického polynomu. Podle lemma to znamend, Ze A je
i vlastni hodnotou zobrazeni . Nechf (v + R;) € V/R;
je piislusny vlastni vektor, tj. (v + R;) = A - (v + R,)
coz podle definice znaci v ¢ R; a (v) = A - v+ w
pro vhodné w € R;. Mdme tedy w = (¢ — A - idy)(v) a
(¢ — A -idy)’/ (w) = 0 pro vhodné j. Celkem jsme dovodili
(¢ — A -idy)/*! (v) = 0 coZ je ve sporu s volbou v ¢ R,.
Tim jsme dokazali, Ze dimenze R, je rovna ndsobnosti
kotene A charakteristického polynomu ¢. U

Dusledek. Pro kaZdé linedrni zobrazeni ¢ : V. — V, jehoZ
celé spektrumjev K, jeV =R, @ - ®R,, pfimym souc-
tem korenovych podprostorii. Zvolime-li vhodné bdze téchto
podprostorii, pak ¢ ma v této bdazi blokové diagondlni tvar
s hornimi trojithelnikovymi maticemi v blocich a viastnimi
hodnotami \; na diagondle.

3.39. Nllpotentnl a cyklicka zobrazeni. Nyni jiZ mame
_ skoro vSe pfipraveno pro diskusi kanonickych
tvarti matic. Zbyva jen vyjasnit vztah mezi cyk-

4 = —_lickymi a nilpotentnimi zobrazenimi a poskla-
dat dohromady jiz ptipravené vysledky.

Véta. Nechf ¢ V. — V je nilpotentni linedrni zobrazeni. Pak
existuje rozklad V na primy soucet podprostoru V.= V; &
- - @ Vi takovych, Ze ziiZeni ¢ na kterykoliv z nich je cyklické.

Dtkaz. Ovéfeni je docela pfimocaré a spocivd v kon-
strukci takové bédze prostoru V, Ze akce zobrazeni
L ¢ nabdzovych vektorech pfimo ukazuje rozklad na

} cyklickd zobrazeni. Postup bude ale ponékud zdlou-

Necht & je stuperi nilpotentnosti zobrazeni ¢ a oznaéme
P =im(¢}),i =0,...,k, tzn.

{0)=P.CP._,C---CPCPy=V.

Vyberme libovolnou bazi ek Lo e’l‘,i‘l prostoru P_j,

kde px—1 > 0 je dimenze P,_;. Z definice plyne, Ze P,_; C
Ker ¢, tj. vidy (p(e];fl) = 0.

Predpoklddejme, Ze V. ProtoZe

k=2

Pr_q a

P = @(Pr_p), nutné existuji v Pr_, vektory e,
j = 1,..., pxr_1, takové, Ze (p(e] ) = ’]‘ I Predpokla—
dejme

alelf Ly “+ap,_, pkl—i—b]e <o+ by e /;kzl—O

Aplikaci zobrazen{ ¢ N na tuto linedrni kombinaci ziskdme
blelf_l + -+ by e Pk = 0, proto jsou vSechny b; = 0.
Pak aleia; = 0, protoze se jednd o kombinaci badzovych

tj.
a’>+ab+b?/4 a’>+ab + b*/4
T :|ab+bc+2ac+b*/2 | — | ab+ bc+2ac + b*/2
2+ bc+b*/4 c?+bc+b*/4

Ziskali jsme tak ptekvapivy vysledek, Ze dal$im aplikovanim transfor-
mace T se vektor obdrzeny v prvnim kroku nezméni. To znamen4, Ze
vyskyt uvazovanych dvojic alel je po libovolné dlouhé dobég totoZny
jako v prvni generaci potomstva. Pro velkou populaci jsme tak dok4-
zali, Ze evolu¢ni vyvoj by se realizoval béhem jediné generace, kdyby

nedochazelo k mutacim nebo k selekci. O

3.39. Necht jsou dany dvé urny, které obsahuji dohromady » bilych
a n ¢ernych kouli. V pravidelnych ¢asovych intervalech je z obou uren
vylosovdna jedna koule a pfemisténa do druhé urny, pric¢emzZ pocet
kouli v obou urnéch je na zacatku (a tedy po celou dobu) prave n. Za-
dejte tento Markoviiv proces pravdépodobnostni matici pfechodu 7.

ReSeni. Tento pifklad se pouZivé ve fyzice jako model prolinani dvou
nestlacitelnych kapalin (jiZ v roce 1769 ho zavedl D. Bernoulli) nebo
analogicky jako model diftize plynd. Stavy O, 1, ..., n budou odpovi-
dat kupft. poctu bilych kouli v jedné pevné zvolené urné. Tento tdaj
totiZ soucasné zadava, kolik ¢ernych kouli je ve zvolené urné (vSechny
ostatni koule jsou pak ve druhé z uren). Pokud v jistém kroku dojde ke
zméné stavu j € {1,...,n} na j — 1, znamen4 to, Ze ze zvolené urny
byla vytaZena bild koule a z druhé cernd. To se stane s pravdépodob-

nosti )
J

; .
n—1} do j+1 odpovida vytaZeni Cerné

JJ_

s =

Pfechodu ze stavu j € {0, ...,
koule ze zvolené urny a bilé z té druhé s pravdépodobnosti
n—j n—j _

n n  n

Soustava zlstane ve stavu j € {1, ..., n — 1}, jestlize z obou uren byly

(n—j)?
2

vytaZeny koule stejné barvy, coZ ma pravdépodobnost
jon—j n—j j_2j(=)
. 4+ — . = —
n n n n n

Dodejme, Ze ze stavu 0 se nutné (s pravdépodobnosti 1) prechdzi do
stavu 1 a Ze ze stavu n se s jistotou pfechdzi do stavu n — 1. UvdZenim
vyse uvedeného dostdvame hledanou matici

0 1 0 0 0
n? 2-1n—-1) 22 0 0
X 0 m-D* 2:20-2) . 0 0
nz
0 0 0 2-n—22 (n—1)7?
0 0 0 - 22 2-(n— DI
0 0 0 0 1
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vektord. Celkem jsme tedy ovéfili linedrni nezavislost vech
2 px—1 zvolenych vektorii. Dopliime je do baze

k—1 k—1
RN

k—2 k—2 k—2 k—2
€1 el it

prostoru P,_;. Navic jsou obrazy pridanych bazovych prvki
v Py_1, nutné tedy museji byt linedrnimi kombinacemi bdzo-

vych prvki e'ffl, cee e’,‘,;_‘l. MiuZeme proto zaménit zvolené
k=2 k=2 k=2 o k=2y e .
vektory e, “ .|, ..., €, ", vektory e; @(e; ). Tim doci

lime, Ze doplnéné vektory do bdze P;_, patii do jddra zobra-

zeni ¢. Predpokladejme to piimo o zvolené bazi (1).
Predpokladejme ddle, Ze jiz mame sestrojenu bazi pod-

prostoru P,_, takovou, Ze ji miZeme poskladat do schématu

k—1 k—1
€ ey
k—2 k=2 k-2 k=2
€1 el it Epy
k-3 k=3 k-3 k=3 k=3 k=3
el ,...,epk717 pk*1+1’.’.’epk72’ pk72+1,...,€pk73
k—e k=t k—t k=t k=t k—e k=t
el ,...,epkil, pk71+1""’ pk—Z’ Pk72+1""’epk—3’"'epkfl

kde hodnota zobrazeni ¢ na libovolném bazovém vektoru se
nachdzi nad nim, nebo je nulovd, pokud nad zvolenym vek-
torem bdze jiZ nic neni. Pokud je P,_, # V, opét musi

existovat vektory ell‘_g_l, R e’l‘,k_i_l, které se zobrazuji na
e’l‘ _l, R e’;k_i amuZzeme je doplnit do baze P_;_, feknéme
vektory
k—e—1 k—t—1
Cpret1r 2 Cpe g

Pfitom postupnym odecitdnim hodnot iteraci zobrazeni ¢ na
téchto vektorech dosdhneme opét toho, Ze doplnéné vektory
do bdze P;_,_; budou leZet v jadru ¢ a analogicky jako vyse
ovéfime, ze skute¢né dostaneme bazi P,_y_;.

Po k krocich ziskame bazi celého V, ktera ma vlastnosti
uvedené pro bdzi prostoru Pj_,. Jednotlivé sloupce vysled-
ného schématu pak generuji hledané podprostory V; a navic
jsme piimo nasli baze téchto podprostorti ukazujici, Ze piislu-
$nd zdZeni ¢ jsou cyklickd zobrazeni. 0

3.40. Dikaz Jordanovy véty. Nechf A, ...,A; jsou
0 vSechny rizné vlastni hodnoty zobrazeni ¢. Z pfedpo-
» kladid Jordanovy véty plyne,ze V =R, ®---®R,,.
¢ Zobrazeni ¢; = (¢lr,, — A - idg, ) jsou nilpotentni

a proto je kazdy z kofenovych prostorti pfimym
souctem

R)»i =Py ® D Py

prostorti na nichZ je ziZeni zobrazeni ¢ — A; - idy cyklické.
Matice téchto zdZenych zobrazeni na P, jsou Jordanovy
bloky pfislusné k nulové vlastni hodnoté&, ziZené zobrazeni
¢|p,, md proto za matici Jordantiv blok s vlastni hodnotou
Aj.

Pro dikaz Jordanovy véty zbyva dokdzat tvrzeni o jed-
noznacnosti. ProtoZe diagondlni hodnoty A; jsou ddny jako

pro poradi stavi O, 1, ..., n.

Pti uZiti tohoto modelu ve fyzice nds samoziejmé zajim4 sloZeni
uren po uplynuti urcité doby (po daném poctu vymeén v zdvislosti na
predeslém slozeni uren). Bude-li pocatecni stav napt. 0, miiZeme po-
moci mocnin matice 7' sledovat, s jakou pravdépodobnosti ptibyvaji
ve zvolené urné bilé koule. Také 1ze potvrdit oéekdvany vysledek, Ze
pocétecni rozdéleni kouli bude ovliviiovat jejich rozdéleni po delsi
dob¢ zanedbatelnym zpisobem.

Kdybychom jednotlivé koule ocislovali, misto vybéru po jedné
kouli z uren vylosovali néjaké z Cisel 1, 2, ..., 2n a kouli, jejiz ¢islo
bylo vytaZeno, pfemistili do druhé urny, obdrZeli bychom Markoviv
proces se stavy 0, 1, ..., 2n (pocet kouli ve zvolené urné), kdy se tak
uz nerozliSuje barva kouli. Tento Markoviv fetézec je rovnéz ve fy-
zice dilezity. (P. a T. Ehrenfestovi jej zavedli v roce 1907.) Pouziva se
jako model vymény tepla mezi dvéma izolovanymi télesy (teplota je

reprezentovdna poctem kouli, t€lesa urnami). ([

3.40. Dvahraci A, B hraji o penize opakované jistou hru, kterd miize
skoncit pouze vitézstvim jednoho z hract. Pravdépodobnost vyhry
hrice A je v kazdé jednotlivé hie p € [0, 1/2) a oba sdzi vZidy (v li-
bovolné hie) jen 1 K¢, tj. po kaZzdé hie s pravdépodobnosti p dd 1 K¢
hra¢ B hrici A a s pravdépodobnosti 1 — p naopak 1 K¢ d4 hrd¢ A hra-
¢i B. Hraji ovSem tak dlouho, dokud jeden z nich nepfijde o v§echny
penize. Jestlize md hra¢ A na zac¢dtku x K& a hra¢ B md y K&, urcete

pravdépodobnost, Ze hrd¢ A vSe prohraje.

ReSeni. Tato dloha se nazyva Ruinovani hrace. Jednd se o specidlni
Markovtiv fetézec (viz také piiklad Mlsny hazardér) s mnoha dileZi-

tymi aplikacemi. Hledand pravdépodobnost ¢ini
y
- (%)
AR
= (%)

PovSimnéme si, jakd je tato hodnota pro konkrétni volby p, x, y. Kdyby

3.6)

hrd¢ B chtél mit téméf jistotu a poZadoval, aby pravdépodobnost, Ze
hra¢ A s nim prohraje 1 000000 K¢, byla alespoii 0,999, potom stadi,
aby mél 346 K¢, je-li p = 0,495 (¢i 1727 K¢, je-li p = 0, 499). Proto
je ve velkych kasinech mozné, aby ,,vaS$nivi“ hra¢i mohli hrat témér

spravedlivé hry. O

3.41. V ramci jisté spolecnosti funguji dvé navzdjem si konkurujici
oddéleni. Vedeni spolecnosti se rozhodlo, Ze kazdy tyden bude po-

méfovat relativni (vzhledem k poctu zaméstnanci) zisky dosazené té-

vvvvvv

dou pierazeni dva pracovnici z druhého oddéleni. Tento proces méa
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koteny charakteristického polynomu, je jejich jednoznacnost
ziejma. Vyjadiime rozméry jednotlivych Jordanovych bloki
prostfednictvim hodnosti r;(;) zobrazeni (¢ — A; - idy)*.
Tim bude jasné, Ze aZ na poradi jsou bloky jednoznacné
urceny. Naopak, pfehozeni blokd odpovida piecislovani vek-
tort baze, lze je tedy ziskat v libovolném potadi.

Je-li ¢ cyklicky operator na n-rozmérném prostoru, pak
defekt iterovaného zobrazeni y/* je k pro0 < k < najen pro
vSechna k > n. Odtud plyne, Ze pokud matice J zobrazeni ¢

obsahuje d; (1) Jordanovych blokd fddu k s vlastni hodnotou
A, pak defekt matice (J — A - E)* je

di(V) +2do(A) + ... ldy(N) + ldp (M) + ...
Odtud spocitdme

n—red) =dA)+2do(A) + -+ +Ldy(A) + ldpr (M) + ...

dr(A) =11 (V) = 2re(A) + r (V)

(kde posledni fddek vznikne kombinaci pfedchoziho pro hod-
noty =k —1,k, k+1).

3.41. Poznamka. Dukaz véty o existenci Jordanova kano-
N nického tvaru byl sice konstruktivni, neddvi
 ndm ale dokonale efektivni algoritmicky postup
pro jejich hledani. Nyni shrneme jiZ odvozeny
' postup explicitniho vypoctu bdze, v niZ m4 dané
zobrazeni ¢ : V — V matici v kanonickém Jordanové tvaru.

(1) Najdeme kotfeny charakteristického polynomu.
(2) JestliZe jich je méné€ neZ n = dim V, v€etn€ ndsobnosti,
kanonicky tvar neexistuje.
(3) Je-li n linearn€ nezavislych vlastnich vektorti, ziskame
bazi V z vlastnich vektord a v ni mé ¢ diagondlni matici.
(4) Nechf X je vlastni hodnota s geometrickou ndsobnosti
mensi nez algebraickou a vy, ..., v nechf jsou pfislu-
$né vlastni vektory. To by mély byt vektory na hornim
okraji schématu z diikazu véty B39, je ovSem nutné na-
jit vhodnou bazi aplikacemi iteraci ¢ — A - idy. Za-
roveni pfitom zjistime, ve kterém fddku se vektory na-
chéazeji, a najdeme linedrn€ nezdvisla feSeni w; rovnic
(p — Aid)(x) = v; z fadkl pod nimi. Postup opakujeme
iterativné (tj. pro w; atd.). Najdeme tak ,fetizky* bazo-
vych vektort zaddvajicich podprostory, kde ¢ — A id je
cyklické.
Postup je prakticky pro matice, kde ndsobnosti vlastnich hod-
not jsou malé, nebo aspoii diskutované stupné nilpotentnosti
jsou malé. Napf. pro matici
2 01
A=10 2 1
0 0 2
dostaneme dvourozmérny podprostor vlastnich vektora
((1,0,0), (0, 1,0)).

Potfebujeme proto najit feSeni rovnic (A—2E)x = (a, b, 0’
pro vhodné konstanty a, b. Tento systém je ovSem feSitelny
pouze pro a = b a jedno z mozZnych feSeni je v = (0,0, 1),

probihat tak dlouho, aZ jedno z oddéleni zanikne. Ziskali jste zamést-
nani v této spoleCnosti a miZete si vybrat jedno z téchto dvou odd€lent,
kde budete pracovat. Chcete si zvolit to, které nebude v disledku vni-
tropodnikové konkurence zruSeno. Jakd bude Vase volba, kdyZ jedno
odd¢leni ma nyni 40 zaméstnancti, druhé 10 a kdyZ odhadujete, Ze to
v soucasnosti mensi z nich bude mit vétsi relativni zisky v 54 % pii-
pada? O
Dalsi vyuziti Markovovych fetézct viz pfiloha za kapitolou.

E. Unitarni prostory

JiZ v minulé kapitole jsme definovali skaldrni soucin v redlnych
vektorovych prostorech (Z40), v této kapitole rozSifujeme jeho defi-

nici i na komplexni vektorové prostory (B223).

s

3.42. Grupy O(n) a U(n). UvdZime-li vSechna linedrni zobrazeni
z R3 do R?, kterd zachovévaji dany skaldrni soucin, tedy vzhledem
k definicim délky vektort a odchylky dvou vektord linearni zobrazeni
zachovdvajici délky a hly, tak tato tvoii zfejmée vzhledem ke sklddani
zobrazeni grupu (viz [T; sloZeni dvou takovych zobrazeni je z definice
zobrazeni zachovévajici délky a dhly, jednotkovym prvkem je iden-
tické zobrazeni, inverznim prvkem k danému zobrazeni je zobrazeni
k nému inverzni — diky podmince na zachvavani velikosti existuje).
Matice téchto zobrazeni tedy tvoii vzhledem k ndsobeni matic grupu
(viz), fikdme ji ortogonalni grupa, zna¢ime 0(n). Je to podgrupa vSech
invertibilnich zobrazeni z R" do R".

PoZadujeme-li navic po maticich zobrazeni, aby mély determinant
roven jedné, hovorime o specidlni ortogondlni grupé SO(n) (obecné
muzZe byt determinantem matice z O(n) Cislo 1 ¢i —1).

Obdobné definujeme unitdrni grupu U(n) jakoZto grupu vSech
(komplexnich) matic, které odpovidaji komplexné linedrnim zobraze-
nim z C" do C”, ktera zachovavaji dany skalarn{ soucin v unitdrnim
prostoru. Stejn€ pak SU (n) znaci podgrupu matic v U (n) s jednotko-
vym determinantem (obecné muiZze byt determinantem libovolna kom-

plexni jednodnotka).

3.43. UvaZzujme vektorovy prostor V funkci R — C. Urcete, zda je
zobrazen{ ¢ z unitdrniho prostoru V linedrni.
i) o(u) = Au,kde A € C
ii) o(u) = u*
iil) o) = u*(= u.u)
iv) () = g
V je pro vhodné funkce unitdrni prostor nekonecné dimenze. Skalar-

nim soucin se definuje vztahem f.g = [ f(x) g(x)dx.
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a = b = 1. Celd hledand baze pak je (1,1, 0), (0,0, 1),
(1,0, 0). VSimnéme si, Ze jsme méli spoustu voleb a bazi
s poZadovanymi vlastnostmi je tedy mnoho.

5. Rozklady matic a pseudoinverze

z w2z

V minulé ¢asti jsme s soustiedili na geometricky popis
. struktury zobrazeni. Ted naSe vysledky
“5 prelozime do jazyku tzv. rozkladd matic,
coZ je obzvlast ddlezité téma pro nume-
~ rické postupy a maticovy pocet obecné.

B pfi pocitani s redlnymi Cisly uZivdme pro zjednoduseni

rozklady na souciny. Nejjednodu$s$im je vyjadieni kaZzdého
redlného ¢isla jednoznacné ve tvaru

a = sgn(a) - |al,

tj. jako soucin znaménka a abolutni hodnoty. V dal$im textu
si uvedeme strucné prehled nékolika takovych rozkladi pro
riizné typy matic, které byvaji nesmirné uZite¢né pfi numeric-
kych vypoctech s maticemi. Napiiklad jsme vhodny rozklad
pro pozitivné semidefinitni symetrické matice vyuZili v od-
stavci B3 pro konstrukci odmocniny z matice.

3.42. LU-rozklad. Zacneme pieformulovianim nekohka
' vysledkti, které jsme uZz davno odvodili.
odstavcich 71 a 8 jsme upravovali matlce
nad skalary z libovolného pole na tadkovy

: _ schodovity tvar. K tomu jsme pouzivali ele-
mentarnl Upravy, které spocivaly v postupném ndsobeni nasi
matice invertibilnimi dolnimi trojihelnikovymi maticemi
P;, které postihovaly pri¢itdini ndsobkl fadkd pod pravé
zpracovavanym.

Pfedpoklddejme pro jednoduchost, Ze nase matice A je
¢tvercovd a Ze pti Gausové eliminaci nejsme nuceni pfehazo-
vat faddky, a proto vSechny naSe matice P; mohou byt dolni
trojuhelnikové s jedniC¢kami na diagondldch. Konec¢né, staci
si povS§imnout, Ze inverzni matice k takovymto P; jsou opét
dolni trojihelnikové s jednic¢kami na diagondldch a dostd-
vame

U=P-A=P,---P -A

kde U je horni trojdhelnikovad matice a tedy
A=L-U

kde L je dolni trojihelnikovd matice s jednickami na diago-
ndle a U je horni trojihelnikovd. Tomuto rozkladu se fika
LU-rozklad matice A.

V piipadé obecné matice miZzeme pii Gausové elimi-
naci na fadkové schodovity tvar potiebovat navic permutace
radkul, n€kdy i sloupcti matice. Pak dostdvame obecné;ji

A=P-L-U-0,

kde P a Q jsou n€jaké permutacni matice.

Reseni. je, neni, nent, je O

3.44. UkaZte, Ze pokud je H hermiteovskd matice, pak je U =
exp(iH) = Zf’io(—l)” -~ (iH)" unitdrni matice a spoctéte jeji deter-
minant.
ReSeni. Z definice exp lze ukazat, Ze plati exp(A + B) =
exp(A).exp(B) tak, jak jsme zvykli u exponencidlniho zobrazeni
v oboru ¢isel. Vzhledem k tomu, Ze obecné plati (u + v)* = u* + v*

a (cv)* = cv*, tak dostdvame

> 1 > 1
U= QD" GH)") = ) (=)' — (=il

n=0 ’ n=0

a protoze H* = H, tak
= 1
=D (=)' (—iH)" = exp(~iH)
n=0 ’

a proto
U*U = exp(iH) exp(—iH) = exp(0) = 1

0

3.45. Hermiteovské matice A, B, C spliuji [A,C] = [B,C] =0a
[A, B] # 0, kde [, ] je komutator matic definovany vztahem [A, B] =
AB — BA. Ukazte, Ze aspoii jeden podprostor matice C musi mit dim

> 1.

ReSeni. Budeme dokazovat sporem. Predpoklddame tedy, Ze viechny
vlastni podprostory operatoru C maji dim = 1. Pak miZeme pro li-
bovolny vektor u psat u = ), cxuy, kde uy jsou linedrné nezavislé
vlastni vektory operatoru C vlastnim ¢islem Ay (a ¢ = u.uy) Pro tyto
vlastni vektory pak zjevné plati

0= [A, C]I/lk = ACI/tk - CAI/tk = )\kAuk - C(Al/tk)

Odtud vidime, Ze Auy je vlastnim vektorem matice C s vlastni hodno-

tou Ax. To ov§m znamend, Ze Auy = A{uy pro n&jaké &islo Af. Stejné

z w7

tak odvodime Bu; = A8 ¢ Uk pro né&jaké ¢islo Ak Pro komutator matic
A a B pak dostdvame

[A, Bluy = ABuy — BAuy = M Afup — A Afur =0

To ov§em znamend
[A. Blu = [A, Bl ) ciu — ) el A, Blug =0
k k
a protoZe u bylo libovolné, znamena to, Ze [A, B] = 0, coZ je spor. [
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3.43. Poznamky Pfimym dasledkem Gausovy eliminace
_ bylo také zjiSténi, Ze aZ na volbu vhodnych bazi
na definicnim oboru a oboru hodnot je kazdé
= 7zobrazeni f{ : V — W zadano matici v blo-
kove dlagonalmm tvaru s jednotkovou matici, s rozmérem
danym dimenzi obrazu f, a s nulovymi bloky vSude kolem.
To lze preformulovat takto: Kazdou matici A typu m/n nad
polem skaldrt K 1ze rozlozit na soucin

E O

kde P a Q jsou vhodné invertibilni matice.

Pro c¢tvercové matice jsme v B32 ukdzali pfi diskusi
vlastnosti linedrnich zobrazeni f : V — V na komplexnich
vektorovych prostorech, Ze kazdou ¢tvercovou matici A di-
menze m umime rozloZit na soucin

A=P.B.-P7!,

kde B je blokové diagondlni s Jordanovymi bloky prislus-
nymi k vlastnim ¢isltim na diagondle. Skute¢né jde o pouhé
pfepsani Jordanovy véty, protoZe ndsobeni matici P a jeji in-
verzi z opaénych stran odpovida v tomto piipa¢ pravé zmeéné
bize na vektorovém prostoru V' a citovand véta fikd, Ze ve
vhodné bdzi mé kazdé zobrazeni Jordaniiv kanonicky tvar.
Obdobné jsme také pfi diskusi samoadjungovanych zob-
razeni dok4zali, Ze pro redlné symetrické nebo komplexni
Hermiteovské matice existuje vZdy rozklad na soucin

A=P-B- P,

kde B je diagondlni matice se vSemi (vZdy redlnymi) vlast-
nimi ¢isly na diagondle, véetné ndsobnosti. Skutecné, jde
opét o soucin s maticemi vystihujici zménu baze, nicméné
pfipoustime nyni pouze zmény mezi mezi ortonormalnimi
bazemi a proto i matice pfechodu P musi byt ortogondlni.
Odtud P! = P*.

Pro redlnd ortogondlni zobrazeni jsme odvodili obdobné
vyjadieni jako u symetrickych, pouze nase B bude blokové di-
agondlni s bloky rozméru dva nebo jedna vyjadiujicimi bud
rotaci nebo zrcadleni nebo identitu vzhledem k piislusnym
podprostoriim.

3.44. Véta o singularnim rozkladu. Nyni se vratime
k obecnym linedrnim zobrazenim mezi (obecné
riznymi) vektorovymi prostory. JestliZe na nich
je definovan skaldrni soucin a omezime se pfi-

Ry== tom na ortonormdlni baze, musime postupovat
0 hodne raﬁnovanep neZ v pripadé bazi libovolnych:

Véta. Nechf A je libovolna matice typu m/n nad redlnymi
nebo komplexnimi skalary. Pak existuji ctvercové unitdrni
matice U a V dimenzi m a n, a redlna diagondlni matice
s nezdpornymi prvky D dimenze r, r < min{m, n}, takové,

Ze
. < (D O
A=USV*, S—<0 O)

3.46. Pouziti v kvantové fyzice. V kvantové fyzice se fyzikalni ve-

WM/, li¢in€ nepfifazuje ¢iselnd hodnota, tak jak tomu je v klasické

(
N

‘/
\: fyzice, nybrZ hermiteovsky operator. To neni nic jiného, nez
hermiteovsé zobrazeni, které ovS§em mize vést, a Casto taky
vede, mezi unitdrnimi prostory nekonecné dimenze (MidZeme si to
predstavit tieba jako matici nekone¢ného rozméru). Vektory v tomto
unitdrnim prostoru potom reprezentuji stavy daného fyzikdlniho sys-
tému. Pfi méfeni dané fyzikaln{ veli¢iny mtiZeme dostat jen hodnoty,
které jsou vlastnimi hodnotami piislusného operatoru.

Napiiklad misto soufadnice x mame operdtor soufadnice x. Jeli
stav systému popsan vektorem v, pak plati X(v) = xv, tzn. je to ndso-
beni vektoru redlnym ¢islem x. Na prvni pohled je tento hermiteovsky
operdtor jiny neZ nase pfiklady z kone¢né dimenze. Evidentné je totiZ

kazdé redlné &islo vlastnim &islem (X ma tzv. spojité spektrum). Po-

« . PR o . < < A ed
dobné, misto rychlosti (pfesnéji hybnosti) mame operétor p = —i--.
Vlastni vektory jsou feSeni diferencidlni rovnice —i g = Av.Ivtomto

pripad¢ je spektrum spojité€. To je vyjadfenim faktu, Ze piislusna fy-
zikdlni veli¢ina je spojitd (mlZe nabyvat libovolné redalné hodnoty).
Naproti tomu mdme fyzikdln{ veli¢iny. napt. energie, které mohou na-
byvat jen diskrétni hodnoty (energie je kvantovana). Piislusné opera-
tory jsou pak opracdu podobné hermiteovskym maticim, jen maji ne-
konecny pocet vlastnich ¢isel.

3.47. Ukaite, 7Ze X a p jsou hermiteovské a Ze

[%, pl =i

ReSeni. Pro libovolny vektor v plati

dv d(xv)
(%, plv = xpv — pXv =x(—i—) +
dx dx

a odtud uz pfimo vyplyva naSe tvrzeni. ([

— =1V

3.48. Ukazte

ReSeni. Evidentné plati [%,X] — 0 a [p, p] = 0 a zbytek vyplyvd

z linearity komutatoru a z minulého piikladu. O

3.49. Jordanuv tvar. Najdéte Jordanv tvar matice A a napiste

piisluSny rozklad. Jakd je geometrickd interpretace rozkladu této

1 1
"6 1)
1

4

)

matice?

i) A=

i) A= (
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ar je hodnost matice AA*. Pritom je S urcena jednoznacné
az na poradi prvkii a prvky diagonalni matice D jsou druhé
odmocniny vlastnich Cisel d; matice AA*. Pokud je A redlnd
matice, pak i matice U a 'V jsou ortogondlni.

Dtkaz. Predpoklddejme nejprve m < n a oznaCme
¢ : K" — K" zobrazeni mezi redlnymi nebo
S », komplexnimi prostory se standardnimi skaldr-
" nimi soudiny, zadané matici A ve standardnich
L bazich.

Tvrzeni véty miZzeme preformulovat tak, Ze existuji orto-
normdlni baze na K" a K™ ve kterych bude mit ¢ matici S z
tvrzeni véty.

Jak jsme vidéli diive, matice A*A je pozitivné semidefi-
nitni. Proto md samd redlnd nezdpornd vlastni ¢isla a existuje
ortonormdlni baze w v K", ve které ma piisluSné zobrazeni
¢*og diagondlni matici s vlastnimi ¢isly na diagonale. Jinymi
slovy, existuje unitdrni matice V takovd, Zze A*A = VBV*
pro redlnou diagondlni matici s nezdpornymi vlastnimi ¢isly
(d,ds,...,d,0,...,0) na diagondle, d; # 0 pro vSechny
i=1,...,r.Odtud

B =V*A*AV = (AV)*(AV).

To je ale je ekvivalentni tvrzeni, Ze prvnich r sloupcti matice
AV je ortogondlnich a zbyvajici jsou nulové, protoZe maji
nulovou velikost.

Ozna¢me nyni prvnich r sloupcii vy, ..., v, € R”. Plati
tedy (v;,v;) = d;, i = 1,...,r, a normované vektory
u; = ﬁvi tvori ortonormalni systém nenulovych vektort.
Dopliime je na ortonormdlni bdzi u = u,, ..., u, celého K™.
Vyjadiime-li nase ptivodni zobrazeni ¢ v bazich w na K" a
u na K™, dostdivdme matici \/E . Pfechody od standardnich
bazi k nové vybranym odpovidaji ndsobeni zleva ortogondl-
nimi maticemi U a zprava V~! = V*,

Pokud je m > n, miZeme aplikovat pfedchozi ¢ast du-
kazu na matici A*. Odtud pak pfimo plyne poZadované tvr-
zeni.

Pokud pracujeme nad redlnymi skaldry, jsou vSechny

nase kroky v dikazu vySe také realizovany v redlném oboru.
g

Tento diikaz véty o singularnim rozkladu je konstruktivni
a muZeme jej opravdu pouZit pro vypocet unitarnich, resp.
ortogondlnich, matic U, V a diagondlnich nenulovych prvkt
matice S.

3.45. Geometricka interpretace. Diagondlnim hodnotdm
& matice D z pfedchozi véty se tika singuldrni
2> hodnoty matice A. Pieformulujme si tuto vétu

.....

ReSeni. i)Nejprve spocitime charakteristicky polynom matice A

—1—-2 1

A-rEl=|" ",

‘=A2—3A+2

Vlastni ¢isla matice A jsou kofeny tohoto polynomu, to znamend

A12 = 1, 2. PrtotoZe matice je fadu dva a mame dvé rtizné vlastni

1 0 .
0 2 . Vlastni

vektor (x, y) piislusny vlastni hodnoté 1 spliiuje 0 = (A — E)x =

(:2 ;) (;i) ,tj. —2x+y = 0. To jsou pravé ndsobky vektoru (1, 2).

Podobné zjistime, Ze vlastnim vektorem k vlastni hodnoté 2 je (1, 3).

hodnoty, je Jordantv tvar diagondlni matice J =

Matici P pak dostaneme napsanim téchto vlastnich vektorti do sloupc,
tj. P = (; ;) Pro matici A pak mdme A = P - J - P~!. Inverzni

3
-2

(G a)=G 36 )T

Tento rozklad ndm fik4, Ze matice A urCuje takové linedrni zobrazeni,

matice k P md tvar P~ = ( _11) a dohromady pak dostavame

které ma v bazi vlastnich vektort (1, 2), (1, 3) vySe uvedeny diago-
ndlni tvar. To znamen4, Ze ve sméru (1, 2) se nic nedéje a ve sméru
(1, 3) se kazdy vektor protdhne na svilj dvojnasobek.

ii) Charakteristicky polynom matice A je v tomto pfipadé

‘—1—,\ 1

A=rEl=1 _4 3_,

‘=A2—2A+1=0

Dostdvame tedy dvojndsobny kofen A = 1 a piislusny vlastni vektor

o--oe- (3 )()

To jsou, opét jako v minulém prikladu, ndsobky vektoru (1, 2). To, Ze

(x, y) spliiuje

feSenim této rovnice nejsou dva linedrné nezdvislé vektory, fikd, Ze
Jordantiv tvar v tomto piipadé nebude diagondlni, ale bude to matice

11
0 1
(1, 2) a vektor, ktery se na tento vektor zobrazi zobrazenim A — E. Je

. Bazi, ve které ma matice A tento tvar, tvoii vlastni vektor

tedy feSenim soustavy rovnic

=2 1|1\ _ (-2 1|1
—4 212 0 010
To jsou ndsobky vektoru (1, 3). Dostavame tedy stejnou bazi jako v mi-

nulém piikladu a miZeme psat

-1 1\ (1 1\ (1 1 3 -1
-4 3)7\2 3J\0 1/J\-2 1
Zobrazeni ted ptisobi na vektor tak, Ze slozka ve sméru (1, 3) zdstava

stejnd a ke sloZzka ve sméru (1, 2) se bude nasobit souctem koeficientt,
které urCuji slozky ve smérech (1, 3) a (1, 2). O
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Pro prislu$né linearni zobrazeni ¢ : R” —
R™ maji singularni hodnoty skutecné jednoduchy geomet-
ricky vyznam: Nechf K C R” je jednotkova sféra pro stan-
dardnfi skaldrni soucin. Obrazem ¢(K) pak vzdy bude (pii-
padné degenerovany) m-rozmérny elipsoid. Singuldrnf{ ¢isla
matice A jsou pritom velikosti hlavnich poloos a véta navic
k4, Ze ptvodni sféra vzdy pripousti ortogonalni sdruzené
prameéry, jejichZ obrazem budou pravé vSechny poloosy to-
hoto elipsoidu.

Pro ctvercové matice je vidét, Ze A je invertibilni prave,
kdyZ vSechna singuldrni ¢isla jsou nenulovd. Pomér nej-
vét§tho a nejmensiho singuldrniho ¢isla je dlleZitym para-
metrem pro robustnost fady numerickych vypoctl s mati-
cemi, napf. pro vypocet inverzni matice. Poznamejme také,
7e existuji rychlé metody vypoctl, resp. odhadd, vlastnich ¢i-
sel, proto lze se singuldrnim rozkladem velmi efektivné pra-
covat.

3.46. Véta o polarnim rozkladu. Véta o singularnim roz-

% kladu je vychodiskem pro mnoho mimoiddné
Y, '[‘5; uzite¢nych nastrojti. Uvazujme nyni nad néko-
= lika pfimymi dasledky (které samy o sobé jsou
dosti netr1v1aln1). Tvrzeni véty fika pro libovolnou matici A,
af uz realnou nebo komplexni, A = USW* s diagondlni S
s nezdpornymi realnymi ¢isly na diagondle a unitarnimi U,
W. Pak ovSem také A = USU*U W* a pojmenujme si ma-
tice P = USU*, V = UW?*. Prvni z nich, P je hermiteov-
ska (v redlném pripad¢€ symetrickd) a pozitivné semidefinitni,
protoZe jde jen o zapis zobrazeni s redlnou diagondlni matici
S v jiné ortonormdlni bazi, zatimco V je coby soucin dvou
unitarnich opét unitarni (v redlném pripad¢€ ortogondlni). Na-
vic A* = WSU* atedy AA* = USSU* = P? anaSe matice
P je vlastné odmocninou ze snadno spocitatelné hermiteov-
ské matice AA*.

Predpokladejme, Ze A = PV = QU jsou dva takové
rozklady matice A na soucin positivné semidefinitni hermi-
teovské a unitdrni matice a predpoklddejme, Ze A je inverti-
bilni. Pak ovSem je

AA* = PVV*P = P? = QUU*Q = Q?

pozitivné definitni a proto jsou matice Q = P = ~AA*
jednoznaéné uréené a invertibilni. Pak ovS§emtaké U = V =
P'A.

Beze zbytku jsme tedy odvodili velice uZiteCnou analo-
gii rozkladu redlného ¢isla na znaménko (ortogondlni matice
v pfipadé dimenze jedna jsou pravé +1) a absolutni hodnotu
(matice P, ke které umime odmocninu).

Véta (Véta o polarnim rozkladu). Kazdou ctvercovou kom-
plexni matici A dimenze n lze vidy vyjadrit ve tvaru A =
P -V, kde P je hermiteovska a positivné definitni ctvercovd
matice téZe dimenze a 'V je unitdrni. Pritom P = ~/ AA*. Je-
li A invertibilni, je rozklad jednoznacny a V.= (v/ AA*) "' A.

Pokud pracujeme nad redlnymi skalary, je P symetrickd
a V ortogondalni.

3.50. Najdéte Jordantiv tvar matice A a napiSte piislusny roz-

klad. Jakd je geometrické interpretace rozkladu této matice?
5 -1 5 —

— 1 1
Ar=35lo 4 )3 =34
se Vektory v=0@3,0),Ava Agv rozklddaji vzhledem k bazi vlastnich

a nakreslete (narysujte), jak

vektori matice Aj 5.

ReSeni. Matice maji stejné Jordanovy tvary jako matice v minulém

prikladu a ob€ je maji v bazi tvofenou vektory (1, 2) a (1, —1), j.

(53666 L)
I R C) (G [

Pro vektor v = (3, 0) dostdvdme v = (1,2) + 2(1, —1) a pro jeho
obrazy Ajv = (5,-2) = (1,2)+2-2-(1,-1) a A = (5,4 =
C+D-1,2)+2-(1,-1). g

F. Rozklady matic

3.51. Vyvrafte nebo dokazte:
e Nechf A je ¢tvercovd matice n x n. Pak je matice AT A je
symetricka.
e Nechf ¢tvercova matice A md pouze kladné redlné vlastni
hodnoty. Pak je A symetrick4.
3.52. Naleznéte LU-rozklad néasledujici matice:
-2 1 0
-4 4 2
-6 1 —1
ReSeni.
1 0 O -2 10
2 1 0 0 2 2
3 -1 1 0 0 1

Nejprve vyndsobime matice odpovidajici Gaussové eliminaci, dosta-
U, kde X je dolni trojuhel-

nikova dand zminénym soucinem, U horni trojihelnikovd. Z této rov-

vame tak pro ptivodni matici A, XA =

nosti madme A = X ~'U, coZ je hledany rozklad (musime tedy spocitat
inverzi k X). U

3.53. Naleznéte LU -rozklad matice | 1 —1 2 |. O
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Kdyz budeme tutéz vétu aplikovat na A* misto A, dosta-
neme tentyZ vysledek, ovSem s obrdcenym poradim hermite-
ovskych a unitarnich matic. Matice v pfislusnych pravych a
levych rozkladech budou samoziejmé obecné riizné.

\% komplexmm pfipad¢ je analogie s rozkladem cisel
jesté zabavnéjsi — pozitivné semidefinitni P
__hraje opét roli absolutni hodnoty komplexniho
¢isla, unitdrni matice V pak ma jednoznacné

: vyjadfeni jako soucet V. = reV +iimV s
herm1teovkym1 redlnymi a imagindrnimi ¢dstmi a s vlast-
nosti (re V)? + (imV)? = E, tj. dostdvdme plnou analo-
gii goniometrického tvaru komplexnich ¢&isel (viz zdvére¢nd
pozndmka v B30). VSimnéme si ale, Ze ve vicerozmérném
pripadé€ je podstané, v jakém poradi tento ,.,goniometricky
tvar matice piSeme. Jde to obéma zptlisoby, vysledky jsou
ale obecné rtizné.

Pro tadu praktickych aplikaci byva rychlejsi pouZiti tzv.
OR rozkladu matic, ktery je obdobou Schurovy véty o orto-
gondlni triangulaci:

3.47. Véta. Pro kaZdou komplexni matici A typu m/n exis-
tuje unitarni matice Q a horni trojithelnikovda matice R ta-
kové, Ze A = QTR

Pokud pracujeme nad realnymi skalary, jsou Q i R re-
alneé.

Dtkaz. V geometrické formulaci potfebujeme dok4zat,
i Ze pro kazdé zobrazeni ¢ : K" — K™ s matici A
ve standardnich bazich miiZeme zvolit novou ortonor-
¢ malni bazi na K™ tak, aby potom ¢ mélo hornf troji-
U " helnikovou matici.

UvaZme obrazy ¢(ei), ..., ¢(e,) € K™ vektorl stan-
dardni ortonormdlni bize, vyberme z nich maximdlni line-
arn€ nezavisly systém vy, ..., v; takovym zplsobem, Ze vy-
pousténé zdvislé vektory jsou vZdy linedrni kombinaci pred-
chozich vektorl, a doplime jej do baze vy, ..., v,. Ne-
chf uy,...,u, je ortonormdlni biaze K" vzniklda Gramm-
Schmidtovou ortogonalizaci tohoto systému vektort.

Nyni pro kazdé e; je ¢(e;) bud jedno z v;, j < i, nebo
je linedrni kombinaci vy, ..., v;_1, proto ve vyjadieni ¢(e;)
v bazi u vystupuji pouze vektory uy, ..., u;. Zobrazeni ¢ ma
proto ve standardni bazi na K" a ortonormalni bazi u na K™
horni trojihelnikovou matici R. Pfechod k bazi u na R™ od-
povida ndsobeni unitarni matici Q zleva, tj. R = QA, ekvi-
valentné A = QTR

Posledni tvrzeni je z nasi konstrukce ziejmé. |

Zavérem této Casti textu si v§Simnéme mimorddné uZi-
tecné a dileZité aplikace naSich vysledkd pro
. pribliZzné numerické vypocty. Plijde pfitom o

—— & docela pifimocarou aplikaci singuldrnich roz-
kladd matic, jak je vidét uZ z nasledujici:

3.48. Definice. Nechf A je redlnd matice typu m/n a necht

. «_ (D O
A=USV* S_<0 o)

3.54. Ray-tracing. V pocitacové 3D-grafice se obraz zobrazuje po-
moci algoritmu Ray-tracing. Zdkladem tohoto algoritmu je aproxi-
mace svételnych vin paprskem (pfimka) a aproximace zobrazovanych
objektli mnohostény. Ty jsou tedy ohraniceny rovinami a je potieba
spocitat, kam se na téchto rovinach odrdz{ svételné paprsky. Z fyziky
ptitom vime, jak se paprsky odrdZi - tihel odrazu je roven thlu dopadu.
Z touto problematikou v roving€ jsme se jiz potkali v ptikladu ||T°63|.

Paprsek svétla ve sméru v = (1, 2, 3) dopad4 na rovinu uréenou

rovnici x + y 4+ z = 1. V jakém sméru se paprsek odrazi?

ReSeni. Jednotkovy normélovy vektor k roving je n = \/%(1, 1, 1).
Vektor uréujici smér odrazeného paprsku vg bude leZet v roving uréené
vektory v, n. MliZzeme jej tedy vyjadfit jako linedrni kombinaci téchto
vektord. Zaroveil ndm pravidlo thel odrazu je roven thlu dopadu ji-
—(vg, n). Odtud dostaneme kvadratickou

rovnici pro koeficienty linearni kombinace.

nymi slovy fik4, Ze (v, n) =

Piiklad mdzeme vyfesit i jednodus$im, geometrickym zptisobem.
Z obrazku miZeme piimo odvodit,Ze

vg = v —2(v,n)n

a v naSem piipadé dostdvame vg = (=3, =2, —1). U

3.55. Singularni rozklad,polarni rozklad, pseudoinverze. Spoci-

0 0 -1
2
tejte singuldrni rozklad matice A = | —1 0 0 |. Nasledné spoci-
0 0 O

tejte jeji polarni rozklad a najdéte jeji pseudoinverzi.

Reseni. Nejprve spoditame AT A:

0 -1 0\ /0 0 —3 100
ATA=[0 0 O0]J]|{-10 0]|=|000
-1 0 0o/\0 0 O 00 1

a dostdvame diagondlni matici. Potfebujeme ale najit takovou ortonor-
malni bazi, ve které je matice diagonalni a nulovy fadek je aZ posledni.
Toho zjevné docilime oto¢enim o pravy uhel kolem osy x (soufadnice y

prejde na z a z pfejde na -y). Toto otoCeni je ortogondlni transformace

1 0 O
dand matici V. = |0 0 1 |.Tim jsme bez pocitani nasli rozklad
0 -1 0

ATA = VBVT kde B je diagonalni s vlastnimi &isly (1, 1 7- 0) na dia-

gondle. ProtoZe ted mdme B = (A V)T (AV), tvoii sloupce matice

0 0 —-3\/1 0 0 0 30
Av=|-10 o ]fo o 1]=[-1 0 0
0 0 0/\0o —-10 0 00

ortogondlni systém vektort, ktery znormalizujeme a doplnime do baze.

Ta m4 pak tvar (0, —1, 0), (1, 0, 0), (0, 0, 1). Matice pfechodu od této
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je jeji singuldrni rozklad (zejména D je invertibiln{). Matici

. D1 0
. * _
AT =VSU*, S_(O 0)

nazyvame pseudoinverzni matice k matici A.

Jak ukazuje nasledujici véta, je pseudoinverze dilezité
zobecnéni pojmu inverzni matice, véetné piimocarych apli-
kaci.

3.49. Véta. Nechf A je redlnd nebo komplexni matice typu
m /n. Pak pro jeji pseudoinverzni matici plati:

(1) Je-li A invertibilni (zejména tedy Ctvercovd), pak
AT =A"1

(2) Pro pseudoinverzi AT plati, e ATA i AAT jsou hermite-
ovské (v redlném pripadé symetrické) a

AATA=A, ATAAT=AT.

(3) Pseudoinverzni matice A" je ctyimi viastnosti z predcho-
ztho bodu urcena jednoznacné. Pokud tedy néjakd matice
B typu n x m spliiuje, Ze BA i AB jsou hermiteovské,
ABA = Aa BAB = B, pak B = A".

(4) Je-li A matice systému linedrnich rovnic Ax = b, s pra-
vou stranou b € K™, pak vektor y = A'b € K" minima-
lizuje velikost ||Ax — b|| pro vSechny vektory x € K".

(5) Systém linedrnich rovnic Ax = b s b € K" je resi-
telny, pravé kdy? plati AA"b = b. V tomto p¥ipadé jsou
vSechna feseni dana vyrazem

x=Ab+(E—-ATA)u,

kde u € K" je libovolné.

Dtkaz. (1): Je-li A invertibilni, pak je matice S =
4w U*AV také invertibilni a pfimo z definice je §' =
S~!. Odtud vyplyvda ACDA = AACD = E.

4 (2): Pffmym vypocétem dostavame SS'S = S a

T0! §88 =, proto

AN

AACVA = USV*VSUUSV* = USSSV* =USV* = A
a analogicky pro druhou rovnost. Ddle
(AAT)Y* = (USSU** = U(S)*S*U*
=U(SS)'U* =USSU* = AATD

a podobné se ukdze (ACDA)* = ACDA.

(3) Tvrzeni dokdZeme pfimym vypoctem. UvaZme na
chvili zobrazeni ¢ dané ve standarnich bazich matici A vyja-
dfeme ¢ v bézi z véty o singuldrnim rozkladu, tj. v této bazi
bude mit ¢ matici S z definice pseudoinverze A'. Bez tGjmy
na obecnosti nyni budeme pracovat v této bazi, tj. miizeme
predpokladat, Ze v blokovém tvaru

(D 0 i (D710
I )]

0 10
baze ke standardni je pak U = | —1 0 0 ]. Dohromady tak dosta-
0 01
vame rozklad A = Uv/BV7
0 0 —3 0 1 0\ /1 00\ /10 0
-1 0 0]=[-100]|l0 5 0][0 0O —1
0 0 0 0 01 0 0 0/\0O 1 O

Geometricky lze rozklad zobrazeni interpretovat tak, Ze nejprve se vse
otoci o pravy uhel kolem osy x, pak ndsleduje projekce do roviny xy
takova, Ze jednotkova koule se zobrazi do elipsy s hlavnimi poloosami
la % a vysledek se otoci o pravy uhel kolem osy z.

Poldrni rozklad A = P - W dostaneme ze singuldrniho jednoduse:
P:=UvJBUT aW :=UV" 4.

0 1 0\ /1 00\ /0 —1 0 700
p=|-100]f0 3 0]f1 0 Oo]=f0 10
0 0 1/\0 0 0/ \O O 1 0 00
a
0 1 .0\ /1 0 O 0 0 -1
W=|-10 010 0 -1})=|-1 0 O
0 0 1/J\0O 1 O 0 1 0
a z toho plyne
o o -1 100y /0 0 -1
-1 0 O0]=1010]|-10 O
0 0 O 0 0O 0 1 0
Pseudoinverzni matice je déna vyrazem A" := VSUT, kde §' =
1 00
0 2 0].Méme tedy
0 00
1 0 0\ /1 0 0\ /0 -1 0 0 -1 0
AP =10 o 1])]fo 2 0]t 0o of=f0 0 O
0 -1 0/\0 0 0/ \O0O O 1 2 0 0

O

3.56. QR rozklad. QR rozklad matice A se dobie hodi v piipadé,
kdyZ je dén systém linedrnich rovnic Ax = b, ktery sice nemad feSent,
ale my potfebujeme najit jeho co nejlepsi pribliZeni. Chceme tedy mi-
nimalizovat ||Ax — b||. Podle Pythagorovy véty mime ||Ax — b||> =
|Ax — bylI> + 1611, kde b jsme rozloZili na by, které patfi do ob-
razu matice A a na b, které je k tomuto obrazu kolmé. Projekci
na obraz matice A mizeme psat ve tvaru Q Q7 pro vhodnou ortogo-

nalni matici Q. Konkrétné tuto matici ziskdme Gram-Schmidtovou or-

tonormalizaci sloupcdi matice A. Potom mdme by = QQ”b a proto
Ax — b = Q(QT Ax — Q"b). Soustava v zdvorce uZ md feSenti, pro
které potom dostdvdme ||Ax — b|| = ||b_||, coZ je minimalni hodnota.

Navic matice R := QT A je horni trojihelnikové a proto poZzadované

v oz v

priblizné feSeni najdeme velmi lehce.
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s diagondlni matici D vSech nenulovych singuldrnich ¢isel, a
B je matice spliujici pfedpoklady. Zjevné

E O
TA—
aa=(5 o)
a tedy dostdvdme

. . . E 0 E O D! 0
At P _
A= AABAA (0 0>B<0 0) (0 0)‘

Odtud vidime, Ze
D' p
B=( 0 R)

pro vhodné matice P, Q a R. Nyni vSak

m=(% (2 0)=(d 0

md byt hermiteovskd, proto je QD = Oatedyi Q = 0
(matice D je diagondlni a invertibilni). Obdobné poZadavek
na hermitovskost A B vede na nulovost P. Zaroveri jeste plati

D' 0\(/D O0\/D!' 0
B:BAB:(O R)(O 0)(0 R)'

Na pravé stran¢ ale je v pravém dolnim rohu nula, proto také
R = 0 atvrzeni je dokdzano.

(4): Uvazme zobrazeni ¢ : K" — K™, x > Ax, a pfimé
soucty K" = (Kerp)* @ Kerg, K" = Img @ (Img)*. Zi-
Zené zobrazeni ¢ = @ kerqL @ (Ker o)t — Img je line-
arni isomorfismus. Zvolime-li vhodné ortonorméalni baze na
(Ker ¢)* a Im ¢ a doplnime je na ortonormdlni béze na ce-
lych prostorech, bude mit ¢ matici S a ¢ matici D z véty o
singuldrnim rozkladu. Pro dané b € K" je bod z € Img
minimalizujici vzdalenost | — z|| (tj. realizujici vzdalenost
od afinniho podprostoru p(b, Im @), viz dal$i kapitola) praveé
komponenta z = b; rozkladu b = b; + by, by € Img,
b, € (Img)*. Pfitom ale ve zvolené bazi je zobrazeni
¢V, piivodné zadané ve standardnich bazich pseudoinverzi
A ddno matici ' z véty o singuldrnim rozkladu, zejména
je " P(Img) = (Kerg)t a D' matici ziZeni ‘P|(1_ni)<p a
(pl((;r:l)w) | je nulové. Je tedy skute¢né

9o V() =9 V(@) =z
a dtiikaz je ukoncen.
(5) Evidentné, z rovnosti Ax = b pro pevné zvolené x €
K" plyne
b=AATAx = AATD.
Jde proto o podminku nutnou. Na druhou stranu, jestliZe tato
podminka plati, pak miiZeme pro uvedeny vyraz x spocist

Ax = A(ATb+(E— ATAu) =b+ (A— AATA)u = b.

Hodnost matice A — A" A pfitom d4v4 spravné velky obraz
ptisluSného zobrazeni podle Frobeniovy véty o feSeni sys-

tému linedrnich rovnic, proto takto dostdvame feSeni vSechna.
g

Najdéte pfibliZzné feSeni soustavy rovnic

x+2y=1
2x +4y =4

ReSeni. Mame tedy soustavu Ax = bs A = <; i) ab = (411)

(kterd evidentn€ nema4 feSeni). Ud€élame tedy ortonormalizaci sloupcti
matice A. Vezmeme prvni z nich a vydélime ho jeho velikosti. Tim

L (1
V5 \2
tak, Ze od druhého sloupce odecteme jeho komponentu ve sméru uz na-

dostaneme prvni vektor ortonormdlni baze . Druhy dostaneme

lezeného prvniho vektoru ortonormadlni baze. Druhy vektor je ovsem

dvojnésobek prvniho a proto v ortonormalizaci nulovy. Mdme proto

(12
s\2 4)

0= % (;) Projektor na obraz matice A je pak Q Q7

dale spocitdme

szt () - %
R:%(l 2)(; i):%(s 9)

Priblizné feSeni pak spliiuje Rx = Q7 b a to v naSem piipadé znamen4

5x 4+ 9y = 9 (pfibliZné feSeni tedy neni jednoznacné). QR rozklad

matice A je
1 2 I /1) 1
(b 3)=50)56
O
2 -1 -1
3.57. Minimalizujte |Ax —b||pro A = [—-1 2 —1])ab =
-1 -1 2
1
0 | a napiste QR rozklad matice A.
0
ReSeni. Normalizovany prvni sloupec matice A je 000
2
er = \/LE —1]. Z druhého sloupce odecteme jeho slozku ve
-1

sméru e;. Mame

a proto dostaneme

-1 -1 2 2 0
1 1 1
21—l 2], —=|-1hHh—=1-1]==13
1 _1) Vel vel_i] 2\3
Tim jsme vyrobili ortogondlni vektor, ktery normujeme a dostaneme
0
e = \/% 1 |. Tfeti sloupec matice A je uZ linedrné zdvisly
-1
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Poznamka. Lze také ukdzat, Ze matice A" minimalizuje
vyraz
IAATD — E|?

tj. soucet kvadratd vSech prvki uvedené matice.

Z bodu (4) predchozi véty plyne, Ze matice AAT je ma-
tici kolmé projekce z vektorového prostoru R”, kde n je pocet
fadkt matice A na podprostor generovany sloupci matice A
(tato interpetace md samoziejmé smysl pouze pro matice ma-
jici vice fadkd nez sloupcti).

Déle pro matice A, jejichZ sloupecky tvoii nezdvislé vek-
tory, ma smysl vyraz (AT A)~' AT a neni t&7ké ovéfit, Ze tato
matice spliiuje vSechny vlastnosti z (1) a (2) z predchozi véty,
jedna se tedy o pseudoinverzi k matici A.

3.50. Lmearm regrese. Aproximacni vlastnost (3) pred-
chozi véty je velice uZite¢na v pripadech, kdy
__mdame najit co nejlepsi pribliZzeni (neexistuji-
ciho) feSeni preurceného systému Ax = b, kde
2 A je redlnd matice typu m/n am > n.

Napr mame experimentem ddno mnoho naméfenych re-
dlnych hodnot b; a chceme najit linedrni kombinaci néko-
lika funkci f;, které bude co nejlépe aproximovat hodnoty
b;. Skute¢né hodnoty zvolenych funkci v bodech y; € R za-
daji matici a;; = f;(y;), jejiz sloupce jsou ddny hodnotami
jednotlivych funkci f; v uvaZovanych bodech, a nasim tko-
lem je tedy urcit koeficienty x; € R tak, aby soucet kvadritt
odchylek od skute¢nych hodnot

D b= O xifi)? =D (b = O ayx)))
i=1 j=1 i=1 j=1

byl minimdlni. Jinymi slovy, hleddme linedrni kombinaci
funkci f; takovou, abychom ,,dobie” prolozili zadané hod-
noty b;. Diky pfedchozi vété jsou hledané optimalni koefici-
enty ACVp,

Abychom méli konkrétnéjsi predstavu, uvazujme
pouze dvé funkce fi(x) = x, H(x) = 1% a
pfedpoklddejme, Ze ,naméfené hodnoty” jejich ne-
zndmé kombinace g(x) = y;x + yx> v celodi-

selnych hodnotich pro x mezi 1 a 10 jsou b7 =

(1.4410.644.4814.5631.1239.2054.88 71.28 85.92 104.16).

Tento vektor vzniknul vypoétem hodnot x + x*> v danych
bodech posunutych o ndhodné hodnoty v rozmezi =+S8.
Matice A = (b;;) je tedy v naSem pifpadé€ rovna

AT_12345678910
~\1 4 9 16 25 36 49 64 81 100

a hledané koeficienty v kombinaci jsou

0.61
— ACD g
y=A""-b= <0.99) '

Vysledné proloZeni je mozné dobfe vidét na obrdzku, kde
zelené jsou proloZeny zadané hodnoty b lomenou carou, za-
timco Cerveny je graf pfislusné kombinace g. Vypocty byly
provedeny v systému Maple pomoci piikazu leastsqrs(B,b).

(miZeme ovéfit spocitinim determinantu). Hledand sloupcové-

ortogondlni matice je tedy

2 0
J3
3

1
= | -1
0 7 ~

Diéle spocitame
2 -1 -1
2 -1 -1
T 1 _ —
R_QA_JE(O V3 —ﬁ> R

(6 305 )

Il
S

o= tli 4 () -0
Je\o V3 —v3)\ ] /6 \0
Resenim rovnice Rx = Qb je x = y = z. Nasobky vektoru (1, 1, 1)
tedy minimalizuji ||Ax — b||.

Zobrazeni uréené matici A je projekce na rovinu s norméilovym
vektorem (1, 1, 1).

O

3.58. Linearni regrese. Znalosti, které jsme se v této kapitole nau-
¢ili Ize s vyhodou pouZzit v praxi pri feSeni problémd pomoci linedrni
regrese. Jde o to nalézt nejlepsi pfiblizeni néjaké funkéni zdvislosti
pomoci linedrni funkce.

Maéme tedy zaddnu funkéni zavislost v nékolika bodech (napiiklad
zkoumdme hodnotu majetku lidi v zdvislosti na jejich inteligenci, na
majetku rodi¢t, poctu spole¢nych zndmych s panem Kalouskem,...),
tj.f(all, ...,a,i) = yl,...,f(a'f,alz‘, R
vice rovnic neZ nezndmych) a chceme tuto zdvislost ,,co nejlépe* od-

a’,j) = Vi, k > n (mdme tedy
hadnout pomoci linedrni funkce, tj. vyjadrit hodnotu majetku jakoZto

, Xn) = bixy +baxy + -+ + byx, + c. Pokud

navic definujeme ,,co nejlépe* tim, Ze chceme minimalizovat

k n
Z Z(b xXj+c)
i=1 j=1

v zdvislosti na redlnych konstantich by, ...,

linearni funkci f(x, ...

2

b, c¢. Nasim cilem je
(aj) (s koe-
ficienty by, ..., b,), kterd bude mit co nejmensi vzdalenost od vek-
) v R,
, x) na podprostor generovany sloupci matice A. Podle véty
b))t = ATV (yy, ..., by).

najit takovou linearni kombinanci sloupcti matice A =

toru (yy, ...

(yl, c.
B~29 je touto projekci vektor (b, ...,

tedy vlastné najit kolmou projekci vektoru
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Pokud jste s Maplem (nebo jinym podobnym softwarem)
sprateleni, zkuste si zaexperimentovat s podobnymi tilohami.

[0 s e e e e s s B e e s s s e e e e e e |

0 2 4 6 8 10
X

3.59. Metodou nejmensich ¢verct feste soustavu

2x4+y+2z =1
x+y+3z = 2
2x+y+z = 0

x+z = -1

ReSeni. Nage soustava nemd feSeni, nebot jeji matice ma hodnost
3, roz§ifend matice soustavy pak hodnost 4. NejlepSim pribliZzenim
vektoru b = (1,2,0, —1) tvofeném pravymi stranami rovnic sou-
stavy miiZzeme tedy dle véty BE49 dosihnout pomoci vektoru A Vb,
(AADb je pak ono nejlepsi piiblizeni, neboli kolm4 projekce vek-
toru b na prostor generovany sloupci matice A.)

ProtoZe sloupce matice A jsou linedrné nezdvislé, je jeji pseudo-

inverzni matice uréena vztahem (A7 A)~1AT. Je tedy
-1

%i§21 1 21 2 1
A<—”=21111 0 1 110
Lo 1) \23 1 2 3 1 1
105 10\\ '/2 121
=115 3 6 1 110
10 6 15 2 31 1
3/5 -1 0 21 2 1
=|-1 103 —2/3||1 1 10
0 -2/3 1/3 2 31 1
/5 =2/5 1/5 3/5
=0 1/3 2/3 -5/3

0 1/3 -—1/3 1/3

Je tedy hledané x rovno
ATV = (—6/5,7/3,1/3)T.

Projekce (nejlepsi pfiblizeni k sloupci pravych stran) je pak vektor
(3/5,32/15,4/15, —13/15). (]
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G. Dopliujici priklady k celé kapitole

3.60. Urcete jedinou posloupnost vyhovujici rekurentnimu vztahu
X, = Tx,_1 — 10x,_» + 8n — 22,

s poc¢atecnimi Cleny x; = 6, x, = 8. 0

3.61. Model vyvoje populace velryb. Pro vyvoj populace jsou podstatné samice a u nich neni
ddlezity vek, ale plodnost. Z tohoto hlediska mtizeme samice rozd€lit na novorozené neboli juve-
nilni, tj. dosud neplodné samice, mladé plodné samice, dospélé samice s nejvetsi plodnosti a samice
postmenopauzni, které jiz plodné nejsou, ale maji velky vyznam pii ochrané mladat nebo vyhledavani
zdroji potravy.

Budeme modelovat vyvoj takové populace v Case. Za ¢asovou jednotku zvolime dobu dosaZeni
dospélosti. Novorozend samice, kterd tuto dobu piezije, dospéje k plodnosti. Vyvoj mladé samice do
plné plodnosti a vyvoj dospélé samice k menopauze zavisi na podminkach prostfedi. Pfechod do dalsi
plodnostni kategorie je tedy ndhodny jev. Stejn€ je ndhodnym jevem i dmrti samice. Mlad4d plodna
samice md za jednotku Casu primérné méné mladat, neZ samice plodna. Tyto poznatky vyjadiime
formalizované.

Oznacme x(f), resp. x,(f), resp. x3(f), resp. x4(¢), mnoZstvi juvenilnich, resp. mladych, resp.
plné€ plodnych, resp. postmenopauznich, samic v ¢ase . MnoZstvi miZe vyjadfovat pocet jedinct,
ale také pocet jedincti vztaZzenych na jednotkovy aredl (tzv. populacni hustotu), piipadné také celko-
vou biomasu a podobné. Dédle oznaéme p; pravdépodobnost, Ze juvenilni samice preZije jednotkovy
¢asovy interval a tedy béhem ného dospéje, a p», resp. p3, pravdépodobnost, Ze béhem jednotkové
doby mladd, resp. pln€ plodn4, samice, kterd neuhyne, dospéje do ndsledujici kategorie, tj. mlada do
plné plodnosti a plné plodnd k menopauze. Dal§im ndhodnym jevem je umirdni (pozitivné feceno:
prezivani) samic, které nedospéji do dalsi kategorie; oznaCme pravdépodobnosti preziti po fadé ¢»,
g3 a g4 pro mladé, plné plodné a postmenopauzni samice. Kazdé z ¢isel p1, p2, p3, 42, g3, g4 jakoZzto
pravdépodobnost je z intervalu [0, 1]. Mlada samice miZe preZit, dospét do plné plodnosti nebo uhy-
nout; tyto jevy jsou neslucitelné, spole¢né tvori jev jisty a moZnost imrti nelze vyloucit. Plati tedy
P2+ g2 < 1. Z podobnych divodt plati p;3 + g3 < 1. Nakonec jesté ozna¢ime f5, resp. f3 primérny
pocet dcer mladé, resp. plné€ plodné, samice. Tyto parametry spliluji nerovnost 0 < f, < f3.

Ocekdavany pocet novorozenych samic v nasledujicim ¢asovém obdobi je souctem dcer mladych

a pIné plodnych samic, tj.
x1(t+ 1) = faxo () + f3x3(0).

Ozna¢me na okamZzik x, ; (¢ + 1) mnoZstvi mladych samic v ¢ase ¢ + 1, které byly v pfedchozim
obdobi, tj. v ase ¢ juvenilnimi, a x, »(¢ + 1) mnozstvi mladych samic, které jiZ v ase ¢ byly plodné,
jednotkovy Casovy interval pieZily, ale nedosdhly pIlné plodnosti. Pravdépodobnost p;, Ze juvenilni
samice pfeZije jednotkovy Casovy interval, miiZzeme vyjadfit jako klasickou, tj. jako pomér x, | (r +
1)/x;(?), a podobné mizeme vyjadrfit pravdépodobnost ¢, jako pomér x; »(t + 1)/x,(#). Ponévadz
mladé samice v Case ¢ + 1 jsou prave ty, které dospély z juvenilniho stddia, a ty, které jiz plodné byly,

prezily a nedospély k plné plodnosti, plati
X +1)=x,0+1)+x20+1) = pixi (@) + gax2(0).
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Analogicky odvodime o¢ekdvany pocet plné plodnych samic jako
x3(t + 1) = paxa (1) + qax3(1)

a o¢ekdvany pocet postmenopauznich samic
x4(t + 1) = p3x3(1) + qax4 ().

Nyni miZeme oznacit

0 f f3 0 x1(1)

rroqg¢2 0 0 x2(1)
A= , 1 =

0 p g5 O 0 =150

0 0 p3s qa x4(1)

a predchozi rekurentni formule pfepsat v maticovém tvaru
x(t + 1) = Ax(1).

Pomoci této maticové diferencni rovnice snadno spocitime ocekdvané mnozstvi velrybich samic v jed-
notlivych plodnostnich kategoriich, pokud zndme sloZeni populace v né¢jakém pocatecnim Case.

Konkrétné, pro populaci kosatek dravych byly odpozorovany populacni parametry
p1 =0,9775, ¢, =0,9111, f, =0,0043,
p2 = 0,0736, ¢q3 =0,9534. f3=0,1132,
p3 = 0,0452, g4 = 0,9804;
¢asovou jednotkou je v tomto piipadée jeden rok.
Zalneme-li v ¢ase t = 0 s jednotkovym mnoZstvim mladych samic v néjakém neobsazeném

aredlu, tj. s vektorem x(0) = (0, 1, 0, 0)”, mizeme spocitat

0 0,0043 0,1132 0 0 0,0043
(1) = 0,9775 0,9111 0 0 1 _ 0,9111
0 0,0736 0,9534 0 0 0,0736 |’
0 0 0,0452 0,9804) \O 0
0 0,0043 0,1132 0 0,0043 0,01224925
X2) = 0,9775 0,9111 0 0 0,9111 _ 0,83430646
0 0,0736 10,9534 0 0,0736 0,13722720
0 0 0,0452 0,9804 0 0,00332672

a tak mdZeme pokracovat déle. Vysledky vypoctu miiZzeme také zndzornit graficky; to je provedeno na
obrazku ||0]|. Vyzkousejte si vypocet a grafické zndzornéni jeho vysledk i pro jiné pocatecni sloZeni
populace. Vysledkem by mélo byt pozorovani, Ze celkové velikost populace roste jako exponencidlni

funkce, poméry velikosti jednotlivych plodnostnich tfid se postupné ustéli na konstantnich hodnotach.

Matice A m4 vlastni hodnoty
A1 = 1,025441326, 1, = 0,980400000, A3 = 0,834222976, 14 = 0,004835698,
vlastni vektor piislusny k nejvétsi vlastni hodnoté A, je

w = (0,03697187, 0,31607121, 0,32290968, 0,32404724);

tento vektor je normovén tak, aby soucet jednotlivych sloZek byl roven 1.

Porovnejte vyvoj velikosti populace s exponencidlni funkci F(f) = A}x¢, kde xq je celkovd ve-
likost pocatecni populace. Vypocitejte také relativni zastoupeni jednotlivych plodnostnich kategorif
v populaci po jisté dob€ vyvoje a porovnejte ho se slozkami vlastniho vektoru w. Shoda je zptisobena

pouze tim, Ze matice A m4 jednu vlastni hodnotu, kterd ma absolutni hodnotu nejvétsi z absolutnich
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I I I I I
10 20 30 40 50

OBRAZEK 1. Vyvoj populace kosatky dravé. Na vo-
dorovné ose je Cas v letech, na svislé velikost po-
pulace. Jednotlivé plochy zobrazuji mnozZstvi juvenil-
nich, mladych, plné plodnych a postmenopauznich sa-
mic v tomto poradi zdola.

hodnot vSech vlastnich hodnot matice A, a tim, Ze vektorovy podprostor generovany vlastnimi vek-
tory pifsluSnymi k vlastnim hodnotdm A,, A3, A4 md s nezdpornym orthantem jednoprvkovy prinik
(pouze nulovy vektor). Struktura matice A vSak sama nezarucuje takto jednoduse predvidatelny vyvoj,

je totiZ tzv. reducibilni (viz 77).

3.62. Model ristu populace bodlaka Dipsacus sylvestris. Tuto rostlinu miZeme vidét ve ¢tyfech
podobéch. Bud jako kvetouci rostlinu nebo jako riZzici listd, pfiCemz u rizZic miZzeme rozliSit troji
velikost — malé, stfedni a velké. Zivotni cyklus této jednodomé viceleté byliny miZeme popsat nasle-
dovné.

Kvetouci rostlina vyprodukuje v pozdnim 1été vétsi mnozstvi semen a uhyne. Ze semen n¢k-
terd vyklici jest€ v témzZe roce a vyroste z nich razice listli, nejcastéji stfedni velikosti. Jind semena
zlistanou v zemi a prezimuji. Nékterd z prezimujicich semen na jafe vyklic¢i a vyroste z nich riiZice

Vv s

listi; ponévadZ jsou ale pfezimovanim oslabena, bude tato riZice s nejvyssi pravdépodobnosti mala.

VétSina z prezimujicich semen zlstane v zemi, a ta z nich, kterd pfeZiji, na jafe vykli¢i a vyrostou
z nich malé rtizice. Po tfech nebo vice zimdach ,,spici” (odborné feCeno dormantni) semena hynou,
ztraci schopnost vyklicit. Podle podminek prostiedi, kde rostlina roste, mtiZe mala nebo stiedni rizZice
listd do dal§iho roku vyrtst, kterdkoliv z rizic mtiZe zistat ve své velikostni kategorii nebo uhynout
— uschnout, byt seZrdna néjakym hmyzem a podobné. Stfedni nebo velka riizice miZe v nasledujicim
roce vykvést. Kvetouct rostlina produkuje semena a cely cyklus se opakuje.

Abychom mohli pfedpovidat, jak rychle se bude populace uvazovanych bodlaki v krajiné Sifit,
potfebujeme popsané procesy néjak kvantifikovat. Botanici zjistili, Ze kvetouci rostlina vyprodukuje
primérné 431 semen. Pravdépodobnosti kli¢eni riznych semen, rlstu riZzic listi a vykveteni jsou

shrnuty v tabulce:
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jev pravdépodobnost
semeno vyprodukované rostlinou uhyne 0,172
ze semene vyroste mald rdZice v témZe roce 0,008
ze semene vyroste stfedni riiZice v t€émze roce 0,070
ze semene vyroste velkd rizice v témze roce 0,002
ze semene prezimujiciho rok vyroste mald rtizice 0,013
ze semene prezimujiciho rok vyroste stiedni riZice 0,007
ze semene prezimujiciho rok vyroste velkd rtizice 0,001
ze semene prezimujicitho dva roky vyroste mald riZice 0,001
semeno po prvnim piezimovani uhyne 0,013
mald riZice pfeZije a nevyroste 0,125
stiedni riZice pieZije a nevyroste 0,238
velkd rliZice preZije a nevyroste 0,167
z malé riZice vyroste stiedn{ 0,125
z malé riiZice vyroste velkd 0,036
ze stfednf riZice vyroste velkd 0,245
stiedn{ riiZice vykvete 0,023
velkd riiZice vykvete 0,750

PovSimnéme si, Ze vSechny relevantni jevy v Zivotnim cyklu rostliny maji pravdépodobnost pfifazenu
a Ze se jednd o jevy neslucitelné.

Budeme si predstavovat, Ze populaci pozorujeme vZdycky na zac¢4tku vegeta¢niho roku, feknéme
v bieznu, a Ze ke vS§em uvaZovanym jeviim dochdzi ve zbytku ¢asu, dejme tomu od dubna do tnora.
V populaci se vyskytuji kvetouci rostliny, riZice tii velikosti, vyprodukovand semena a semena dor-
mantni jeden nebo dva roky. Toto pozorovani by mohlo svadét k tomu, Ze populaci rozdélime do
sedmi tfid — semena Cerstvd, dormantni prvni rok a dormantni druhy rok, riiZice malé stfedni a velké,
kvetouct rostliny. AvSak z vyprodukovanych semen se v témZe roce vyvinou bud'riiZice nebo semena
prezimuji. Cerstvd semena tedy netvoif samostatnou t¥idu, jeji% velikost bychom na za¢tku roku

mohli urcit. Ozna¢me tedy:
x1(#) — pocet semen dormantnich prvni rok na jafe roku ¢
x(#) — pocet semen dormantnich druhy rok na jatfe roku ¢
x3(#) — pocet malych riiZic na jafe roku ¢
x4(f) — pocet stiednich ruZic na jafe roku ¢
x5(f) — pocet velkych rtiZic na jafe roku ¢
x6(t) — pocet kvetoucich rostlin na jafe roku ¢
Pocet vyprodukovanych semen v roce ¢ je 431x¢(¢). Pravdépodobnost, Ze semeno zlstane jako dor-

mantni prvni rok, je rovna pravdépodobnosti, Ze ze semena nevyroste Zadnd riiZice a Ze neuhyne, tedy
1 — (0,008 + 0,070 + 0,002 + 0,172) = 0,748. Ocekdvany pocet semen dormantnich jednu zimu

v nésledujicim roce tedy je
x1(t+1) =0,748 - 431x6() = 322,388x4(?).

Pravdépodobnost, Ze semeno, které jiz jeden rok bylo dormantni, ziistane dormantnim i druhy rok je
rovna pravdépodobnosti, Ze ze semena dormantniho jeden rok nevyroste Zadné riiZice a Ze neuhyne,
tedy 1 — 0,013 — 0,007 — 0,001 — 0,013 = 0,966. Ocekdvany pocet semen dormantnich dvé zimy
v nésledujicim roce tedy bude

x2(t + 1) = 0,966x, (7).

Malé rdzice miiZe vyrist ze semena bezprostfedné, ze semena dormantniho jeden rok nebo

dormantniho dva roky. O¢ekavany pocet malych rGzZic vyrostlych bezprostfedné v roce ¢ je roven
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0,008 - 431x¢(r) = 3,448x4(f). OCekavany pocet malych riiZic vyrostlych ze semen dormantnich je-
den a dvaroky je 0,013x;(¢) 2a0,010x, (7). S témito nove vyrostlymi malymi riZicemi jsou v populaci
rostlin také malé riZice starsi, které nevyrostly; téch je 0,125x3(¢). Celkovy ocekdvany pocet malych
riZic tedy je

x3(t + 1) = 0,013x(¢) + 0,010x5 (1) + 0,125x5(¢) + 3,448x4(¢).
Analogicky ur¢ime ocekdvany pocet stfednich a velkych rizic
x4(t + 1) =0,007x;(#) + 0,125x3(r) 4 0,238x4(¢) + 0,070 - 431x6(2) =

=0,007x (1) + 0,125x3(7) + 0,238x4(¢) + 30,170xs,

xs5(t + 1) =0,245x4(f) + 0,167x5(7) + 0,002 - 431 x4(f) =
—0,245x4(1) + 0,167x5(1) + 0,862:x6(2).

Kvetouci rostlina miize vyrist ze stiedni nebo velké rizice. Ocekdvany pocet kvetoucich rostlin tedy
bude

x6(t + 1) = 0,023x4(¢) + 0,750x5(7).
Dospéli jsme tedy k Sesti rekurentnim formulim pro jednotlivé slozky populace studované rostliny.

Oznacime nynf{

0 0 0 0 0 322,388 x1(7)

0,966 0 0 0 0 0 X2 (1)

4 _ | 0013 0010 0125 0 0 a8 | |60
0,007 0 0,125 0238 0 30,170 | x4 (1)
0,008 0 0,038 00245 0,167 0,862 x5(f)

0 0 0 0023 0,750 0 x6(f)

a predchozi rovnosti zapiSeme v maticovém tvaru vhodném pro vypocet
x(+1) = Ax(p).

Pokud zname pocty jednotlivych sloZek populace v néjakém pocatecnim roce ¢+ = 0, miiZzeme vypoci-

tat o¢ekavané pocty rostlin a semen v letech nésledujicich. MidZeme také pocitat celkovy pocet jedinct
6
n(t) v éase t, n(t) = >_ x;(1), relativni zastoupeni jednotlivych slozek x;(t)/n(t),i = 1,2,3,4,5,6
i=1

a meziro¢ni relativni zménu populace n(¢t + 1)/n(¢). Vysledky takového vypoctu pro patnict let a
pfipad, Ze na néjakou lokalitu jsme pfesadili jednu kvetouci rostlinu, jsou uvedeny v tabulce ||0|. Na
rozdil od populace velryb by nyni obrdzek nebyl piili§ pfehledny, pocty rostlin jsou oproti poctim
semen zanedbatelné, v obrdzku by splynuly.

Matice A m4 vlastni hodnoty
A1 =2,3339 Aq = 0,1187 4 0,1953i
Ap = —0,9569 + 1,4942i As =0,1187 — 0,1953i
Az = —0,9569 — 1,4942i re = —0,1274
Vlastni vektor piislusny k vlastni hodnoté X, je

w = (0,6377, 0,2640, 0,0122, 0,0693, 0,0122, 0,0046);

tento vektor je normovén tak, aby soucet jeho sloZek byl roven jedné. Vidime, Ze s rostoucim Casem ¢
se relativni zména velikosti populace pfiblizuje vlastni hodnoté A4, relativni zastoupeni jednotlivych

sloZek populace se pfiblizuji slozkdm normovaného vlastniho vektoru prislusného k vlastni hodnoté
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t X1 X2 X3 X4 X5 X6 n(t) [
0 0,00 0,00 0.00 0,00 0,00 1,00 1,00
1 322,39 0,00 3,45 30,17 0.86 0,00 356,87
2 0,00 311,43 4,62 9,87 10,25 1,34 337,50
3 432,13 0,00 8,31 4337 5.46 7.91 497,18
4 2550,50 417,44 33,93 253,07 22,13 5,09 3282,16
5 1641,69 2463,78 59,13 235,96 91,78 22,42 4514,76
6 7227,10 1585.,88 130,67 751,37 107,84 74,26 9877,12
7 23941,29 6981,37 382,20 2486,25 328,89 98,16 34218,17
8 31646,56 23127,29 767,29 3768,67 954,73 303,85 60 568,39
9 97958,56 30570,58  1786,27 10381,63 162701 802,72 143 126,78
10| 25878842 94627,97 457024 2759799 435870  1459,04 391402,36
11| 470376,19 24998961  9912,57 5297028  10991,08 390378 798 143,52
12| 1258532,41 45438340 2331410 13491573 2231798  9461,62 | 190292524
13| 305031429 121574231 5644270  329291,15  55891,57  19841,54 | 4727523,56
14| 639667573 2946603,60 12728049 70539822 133660,97  49492,37 | 10359 111,38
15| 15955747,76  6179188,75 29918259 1721756,52 29381644 116469,89 | 24566 161,94
L O x@ x3() x4 xs5() xe() | n(@+ 1D
n(M n@ n@® n@ n@) n@) n(r)
0| 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 1,000 | 356,868
110,903 0,000 0,010 0,085 0,002 0,000 0,946
210,000 0,923 0,014 0,029 0,030 0,004 1,473
310,869 0,000 0,017 0,087 0,011 0,016 6,602
410,777 0,127 0,010 0,077 0,007 0,002 1,376
510,364 0,546 0,013 0,052 0,020 0,005 2,188
610,732 0,161 0,013 0,076 0,011 0,008 3,464
710,700 0,204 0,011 0,073 0,010 0,003 1,770
810,522 0,382 0,013 0,062 0,016 0,005 2,363
910,684 0,214 0,012 0,073 0,011 0,006 2,735
10 ] 0,661 0,242 0,012 0,071 0,011 0,004 2,039
11 10,589 0,313 0,012 0,066 0,014 0,005 2,384
12 1 0,661 0,239 0,012 0,071 0,012 0,005 2,484
13 10,645 0,257 0,012 0,070 0,012 0,004 2,191
14 10,617 0,284 0,012 0,068 0,013 0,005 2,371
150,650 0,252 0,012 0,070 0,012 0,005
TaBULKA 1. Modelovany vyvoj populace bodldku

Dipsacus sylvestris. Velikosti jednotlivych sloZek po-
pulace, celkova velikost populace, relativni zastou-
peni jednotlivych sloZzek a relativni pfiristky veli-
kosti.

1. KaZzda nezdpornd matice, kterd ma nenulové prvky na stejnych pozicich jako matice A je primi-

tivni. Vyvoj populace tedy zdkonité spcje ke stabilizované struktufe.

3.63. Nelinearni model populace. Prozkoumejte podrobné vyvoj populace pro nelinearni model
z u¢ebnice (1.12) ahodnoty K =1 a

i) miru ristu r = 1 a pocatecni stav p(1) =0, 2

ii) miru ristu r = 1 a pocatecni stav p(1) = 2

iii) miru ristu r = 1 a pocatecni stav p(1) = 3

iv) miru ristu » = 2, 2 a pocatecni stav p(1) =0, 2

v) miru rdstu » = 3 a pocatecni stav p(1) =0, 2
Spocitejte nékolik prvnich ¢lend a odhadnéte, jak bude populace daéle rtst.

ReSeni.
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i) Prvnich deset ¢lend posloupnosti p(n) je v nasledujici tabulce. Odtud je vidét, Ze velikost

populace konverguje k hodnoté 1.

NN R W =B

p(n) |

0,2

0,36

0,5904

0,83222784
0,971852502
0,999207718
0,999999372

Graf vyvoje populace pror =1a p(1) =0, 2:
ii) Pro pocéate¢ni hodnotu p(1) = 2 dostaneme p(2) = 0 a dal uzZ se populace ménit nebude.

iii) Pro p(1) = 3 dostdvame

R

2| .15

3| 255
4| -65535

a odtud je vidét, Ze populace bude klesat pode vSechny meze.

iv) Pro miru rtstu r = 2, 2 a po¢ateéni stav p(1) = 0, 2 dostavame

(n| p@ |
1 0,2
2 0,552
3 | 1,0960512
4 | 0,864441727
5 | 1,122242628
6 | 0,820433675
7 | 1,144542647
8 10,780585155
9 | 1,157383491
10 | 0,756646772
11 |1,161738128
12 | 0,748363958
13 | 1,162657716
14 | 0,74660417

Vidime, Ze misto konvergence dostdvdme v tomto piipadé oscilaci—po néjaké dobé bude
populace pfeskakovat mezi hodnotami 1,16 a 0,74. Graf vyvoje populace pro r = 2,2 a
p(1) =0, 2 pak vypada nésledovné:

v) Pro miru rlstu r = 3 a poc¢ate¢ni stav p(1) = 0, 2 dostavame
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|

p(n) |
0,2
0,68
1,3328
0,00213248
0,008516278
0,033847529
0,131953152
0,475577705
1,223788359
10 | 0,402179593
11| 1,123473097
12 | 0,707316989
13 | 1,328375987
14 | 0,019755658
15 | 0,077851775
16 | 0,293224403
17| 0,91495596
18 | 1,148390614
19| 0,63715945
20 | 1,330721306
21 | 0,010427642
22 | 0,041384361
23 | 0,160399447

vvvvvv

O 001N N B~ W —||B

Abychom 1épe vid€li mezi kterymi, bylo by potifeba spocitat jesté vic clent. Pro Cleny z ta-

bulky mdme nésledujici graf

O

3.64. Jistd populace malych hlodavct se mnoZi ndsledujicim zptsobem: hlodavci stafi do jednoho
mésice splodi v priméru jednoho hlodavce, na jednoho hlodavce stafi mezi jednim a dvéma mésici
pripada v priméru 12 nové narozenych hlodavct. Starsi hlodavci neplodi. Umird polovina hlodavci
stafi do jednoho jednoho mésice i polovina hlodavct stafi mezi mésicem a dvéma mésici. Vice nez
tif mésicl se nedoZije Zadny. Na jakém poméru se ustdli pocet hlodavci stai{ do jednoho mésice ku
poctu hlodavct stdii mezi jednim a dvéma mésici ku poc¢tu hlodavct stdif mezi dvéma a tfemi meésici.

@

3.65. V laboratofi je provadén pokus se stejnou pravdépodobnosti tspéchu i neispéchu. Pokud
se pokus podaii, bude pravdépodobnost tspéchu druhého pokusu 0, 7. JestliZze skon¢i prvni pokus
nedspéchem, bude pravdépodobnost tspéchu druhého pokusu pouze 0, 6. Déle se bude pokracovat
v provadéni pokust, kdy dspéSnost predeslého znamend, Ze pravdépodobnost dspéchu nésledujiciho
bude 0, 7, a jeho netispé$nost zptisobi, Ze pravdépodobnost dspéchu nasledujictho bude 0, 6. Pro li-

bovolné n € N stanovte pravdépodobnost, Ze n-ty pokus se podafi.

ReSeni. Zavedme pravdépodobnostni vektor

X, = (x1 xz)T, neN,

n’ n
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kde x! je pravdépodobnost tspéchu n-tého pokusu a x> = 1 —x! je pravdépodobnost jeho netspéchu.
(12
o= (i)
0,6\ (1/2y _ (13/20
0,4 1/2) — \7/20 )

T (7/10 3/5)

Podle zadéni je

a zfejme také

= 0,7

>~ \o,3
Pfi oznaceni
3/10 2/5

plati
3.7) Xpo1=T -x,, neN,
nebof pravdépodobnostni vektor x,,; zavisi pouze na x, a tato zavislost je totozna jako pro x; a x;.
Ze vztahu (||BZ||) bezprostiedné plyne
(3.8) xn+1=T-T-x,,,1=---=T”-x1, n>2neN.

Proto vyjadiime T", n € N. Jedna se o Markoviv proces, a tudiz je 1 vlastni ¢islo matice 7. Druhé
vlastni ¢islo 0, 1 vyplyvéd kupt. z toho, Ze stopa (soucet prvki na diagonale) je rovna souctu v§ech vlast-
nich ¢isel (kazdé vlastni ¢islo bereme tolikrat, jak4 je jeho algebraickd ndsobnost). Témto vlastnim

¢islim pak prislusi vlastni vektory

2 1
1) \-1)"
Dostavame tak
F_ (21 10 2 1\
“\1t —=1)\o 1/10) " \1 —-1) >

tj.pron € Nje

=)
ZG —11><10 1(?%)'(% —11>_1'
() =G5

a roznasobeni dava

1 (2410 2—2-10~"
n _ _
d _3<1—10—" 1+2-10—">’ neN.

Odtud, z (|B-2]}) a (|B3])) plyne

2 1 1 1\’
xn+1=<— -+ ) n e N.

Dosazeni

3 6-100"3 ' 6-10
Zv1asté vidime, Ze pro velkd n je pravdépodobnost dspéchu n-tého pokusu blizkd 2/3. ([
3.66. Student na koleji je znacné spolecensky unaven (v disledku toho neni schopen pln¢ vnimat
smyslové podnéty a koordinovat své pohyby). V tomto stavu se piesto rozhodne, Ze na pravé probi-
hajici vec¢irek pozve znamou, kterd m4 pokoj na jednom konci chodby. Na opaéném konci chodby
vsak bydli nékdo, koho pozvat rozhodné nehodld. Je ovSem natolik ,,unaven®, Ze rozhodnuti udélat

krok zvolenym smérem se mu podaif realizovat pouze v 53 ze 100 pokusi (ve zbylych 47 jde pfesné
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na opacnou stranu). Za predpokladd, Ze vyjde v poloviné chodby a Ze vzdalenost k obéma dvefim na
koncich chodby odpovida jeho 20 krokiim, stanovte pravdépodobnost, Ze nejdiive doraz{ ke spravnym
dvefim.

3.67. Nechfn € N osob hraje tzv. tichou postu. Pro jednoduchost predpokladejte, Ze prvni osoba
zaSeptd druhé pravé jedno (libovolné zvolené) ze slov ,,ano®, ,,ne“. Druhd osoba pak potichu fekne
tieti osobé to ze slov ,,ano®, ,,ne*, o kterém si mysli, Ze ho fekla prvni osoba. Takto to pokracuje az
k n-té osobé. Jestlize pravdépodobnost toho, Ze pfi libovolném preddni se zaméni (nechtg, imysIng)
Sifené slovo na to druhé, je p € (0, 1), stanovte pro velkd n € N pravdépodobnost, Ze n-t4 osoba urci

spravné slovo zvolené prvni osobou.

ReSeni. Na tuto dlohu lze nahliZet jako na Markoviv fetézec se dvéma stavy nazvanymi Ano a Ne,
kdy fekneme, Ze proces je ve stavu Ano v ¢ase m € N, pokud si m-t4 osoba bude myslet, Ze pfeddvané

slovo je ,,ano*. Pro potadi stavli Ano, Ne je pravdépodobnostni matice prechodu

T=(1_P P>.
p l—p

Soucin matice 7"~ a pravdépodobnostniho vektoru pocateéni volby prvni osoby potom uddva prav-
dépodobnosti toho, co si bude myslet m-td osoba. Mocniny této matice ovSem pocitat nemusime, nebot
vSechny prvky matice T jsou kladna ¢isla. Navic tato matice je dvojndsobné stochastickd. Vime tudiz,
7e pro velkd n € N bude pravdépodobnostni vektor blizky vektoru (1/2, 1/2)" . Pravdépodobnost, Ze
n-td osoba fekne ,,ano®, je proto pfiblizné stejnd jako pravdépodobnost, Ze fekne ,,ne*, a to nezdvisle
na tom, pro které slovo se rozhodla prvni osoba. Pro velky pocet zicastnénych tak plati, Ze zhruba
polovina z nich uslysi ,,ano* (zopakujme, Ze nezavisle na tom, které slovo bylo na zac¢atku vybrano).

Pro uplnost zjistéme, jak by dloha dopadla, kdybychom predpoklddali, Ze pravdépodobnost za-
mény ,,ano* na ,,ne je u libovolné osoby p € (0, 1) a pravdépodobnost zimény ,,ne* na ,,ano* je

obecné odlisné ¢ € (0, 1). V tomto piipadé€ pro stejné potadi stavii dostdvame pravdépodobnostni

p l—g

ktera vede (pro velkd n € N) k pravdépodobnostnimu vektoru blizkému vektoru

T
(e 7)
p+q p+q)

coz kupft. plyne z vyjadfeni matice

o | q q) o n(p —q)}
T‘p+q[(P p) AP )]

Rovnéz tentokrat pri dostatecném poctu lidi nezéleZelo na volbé slova, kterou ucinila prvni osoba.

matici pfechodu

Stru¢né feceno, v tomto modelu plati, Ze nezdlezi na pivodnim rozhodnuti, protoZe o tom, jakou
informaci si lidé preddvaji, rozhoduji oni sami; pfesnéji feceno, lidé sami rozhoduji o etnosti vyskytu
»ano* a ,,ne*, pokud je jich dostatecny pocet (a chybi-li jakékoli ovéfovini).

Dopliime jesté, Ze vyse uvedeny zaveér byl experimentdlné ovéfen. V psychologickych pokusech
byl mj. jedinec opakované vystaven vjemu, ktery §lo vnimat dvéma riznymi zpiisoby, a to v ¢asovych
intervalech zarucujicich, aby si subjekt pamatoval predesly viem. Viz napf. ,,I. Havranek a kol.: Ma-

tematika pro biologické a lékarské védy, Praha, Academia 1981%, kde je uveden experiment, v némZ
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je zableskem osvétlovan v pevnych Casovych odstupech nejednoznacny obraz (tfeba nacrt krychle

vnimatelny jako nadhled i podhled). Takovy proces je totiZ Markovovym fetézcem s matici pfechodu

(57 1%)
p 1—q)’
kde p,q € (0, 1). O

3.68. V jisté hie si mliZzete vybrat jednoho ze dvou soupeiti. Pravdépodobnost, Ze porazite lepsiho,
je 1/4, zatimco horsiho ze soupefil porazite s pravdépodobnosti 1/2. Soupefi ale nejsou rozliseni,
a tak nevite, ktery z nich je ten lepsi. Cekd Vas velké mnoZstvi her (pro kaZdou miiZete zvolit jiného
soupefe) a samozfejmeé chcete dosdhnout celkové co nejvétsiho podilu vitéznych her. UvaZte tyto dvé
strategie:
1. Pro prvni hru si vyberete soupefe ndhodné. Pokud néjakou hru vyhrajete, pokracujete se
stejnym soupefem; jestlize ji prohrajete, zménite pro dalsi hru soupefe.
2. Pro prvni dvé€ hry si vyberete (jednoho) soupefe ndhodné. Ddle se fidite vysledkem piedcho-
zich dvou her, kdy na dalsi dvé hry zménite soupere, pravé kdyz obé€ piedchozi prohrajete.
Kterou ze strategii (moudfe) zvolite?

ReSeni. Obé strategie jsou vlastné Markovovym fetézcem. Pro jednoduchost hor$iho ze soupeft ozna-
¢ujme jako osobu A a lepsSiho ze soupert jako osobu B. V prvnim piipad€ pro stavy ,,hra s osobou A*,

,,hra s osobou B* (a toto jejich poradi) dostdvime pravdépodobnostni matici prechodu

1/2 3/4
12 1/4)°

Tato matice ma vSechny prvky kladné, a proto staci najit pravdépodobnostni vektor x,, ktery prislusi

(3 2\
xoo—s,s.

Jeho slozky odpovidaji pravdépodobnostem, Ze po dlouhé fad€ her bude soupefem osoba A, resp. B.

vlastnimu ¢islu 1. Plati

Lze tedy ocekavat, Ze 60 % her bude hrano proti hor§imu ze soupeit. Nebot
2 31 21
55275
vitéznych her bude kolem 40 %o.
Pro druhou strategii zavedime stavy ,,dvé hry po sobé s osobou A* a ,,dvé hry po sobé€ s osobou B,

které vedou na pravdépodobnostni matici prechodu
3/4 9/16
1/4 7/16)°

Snadno uréime, Ze nyni je

9 4\’
Yoo = (E, E) |
Proti horSimu ze soupert by se tak hralo (9/4)krét Castéji neZ proti lepSimu z nich. Pfipomeiime, Ze
pro prvni strategii to bylo (3/2)krét Castéji. Druh4 strategie je proto vyhodné;jsi. Jest€ poznamenejme,
Ze pti druhé strategii bude pfibliZzn€ 42,3 % her vitéznych. Stac{ totiz vycislit
11 9 1 4 1

A3 = o
043 = =3 27134
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3.69. Petr se pravidelné¢ setkdva se svym kamaradem. Je ovSem ,,prosluly* svou nedochvilnosti.
Snazi se ale zménit, a proto plati, Ze v poloving pfipadi pfijde vCas a v jedné deseting ptipadt do-
konce jesté diive, pokud na minulé setkani pfiSel pozd€. Jestlize minule pfisSel v€as nebo dfive, nez
mél pfijit, vrati se ke své ,,bezstarostnosti* a s pravdépodobnosti 0,8 dorazi pozdé a pouze s pravdé-
podobnosti 0,2 vcas. Jaké je pravdépodobnost, Ze na dvacaté setkani pfijde pozde€, kdyz na jedenacté
prisel v¢as?

ReSeni. Ziejmé se jednd o Markoviiv proces se stavy ,,Petr ptijde pozd&®, ,Petr pfijde v&as®, ,,Petr

ptijde diive a s pravdépodobnostni matici pfechodu (pro uvedené poradi stavi)

0,4 0,8 0,8
=105 0,2 0,2
0,1 O 0

Jeden4cté setkdni je uréeno pravdépodobnostnim vektorem (0, 1, 0)7 (s jistotou vime, Ze Petr piisel

v€as). Dvacdtému setkdni pak odpovidd pravdépodobnostni vektor

0 0,571578 368
7°. 1] =10,371316224
0 0, 057 105408

Hledan4 pravdépodobnost je tudiz 0, 571 578 368 (presné). Dodejme, Ze je

0,571316224 0,571578368 0,571578368
T°=10,371512832 0,371316224 0,371316224
0,057170944 0,057105408 0,057 105408

Odtud vidime, jak mélo zdleZi na tom, zda pfiSel na jedendcté setkdni pozde (prvni sloupec), véas

nebo diive (druhy a soucasné tfeti sloupec). U

3.70. Dva studenti A a B travi kazdé pondélni odpoledne hranim jisté pocitacové hry o to, kdo
z nich vecer zaplati spolecnou ttratu v restauraci. Hra miiZe rovnéZ skoncit remizou, kdy vecer oba
plati pravé polovinu ttraty. Vysledek predeslé hry ¢aste¢né ovliviiuje hru ndsledujici. Pokud tedy
pred tydnem vyhral student A, potom s pravdépodobnosti 3 /4 vyhraje opét a s pravdépodobnosti 1/4
skon¢i hra remizou. Remiza se opakuje s pravdépodobnosti 2/3 a s pravdépodobnosti 1/3 vyhraje ve
hfe ndsledujici po remize student B. Pokud pfed tydnem vyhrél student B, pak s pravdépodobnosti 1 /2
své vitézstvi zopakuje a s pravdépodobnosti 1/4 vyhraje student A. Naleznéte pravdépodobnost, Ze

dnes bude kazdy platit polovinu utraty, jestlize prvni hru pfed velmi dlouhou dobou vyhral student A.

ReSeni. Vlastné je zadan Markoviv proces se stavy ,,vyhraje student A“, ,,hra skon¢i remizou®, ,,vy-

hraje student B* (v tomto poradi) pravdépodobnostni matici pfechodu

3/4 0 1/4
T=\|1/4 2/3 1/4
0 1/3 1/2

Chceme najit pravdépodobnost pfechodu z prvniho stavu do druhého po velkém poctu n € N krokl
(tydnti). Matice T je primitivni, protoZe

9/16 1/12  5/16
72 = [ 17/48 19/36 17/48
/12 7/18  1/3

Staci tak najit vlastni pravdépodobnostni vektor x, matice T piislusny vlastnimu ¢islu 1. Snadno lze

2 3 2\7
Xo =|zZs =, =) -
*© 777

spocitat, Ze
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Vime, Ze vektor x, se jen velmi mdlo 1i§i od pravdépodobnostniho vektoru pro velkd n a témér

nezavisi na poCatecnim stavu, tj. pro velkd n € N mtzeme klast

2/7 2/7 2/7
"~ [3/7 3/7 37
2/7 2/7 2/7

Hledan4 pravdépodobnost je prvkem této matice na druhé pozici v prvnim sloupci (je druhou sloZkou
vektoru x,). Pomérné rychle jsme nalezli vysledek 3/7. U

3.71. Adam, Bedfich a Cenék si hdzeji balénem. Adam jej s pravdépodobnosti % hodi Cetikovi, s prav-
dépodobnosti % Bedfichovi. Bedfich jej s pravdépodobnosti % hodi Adamovi a s pravdépodobnosti %
Ceiikovi. Kone¢né Cenék jej hodi s pravdépodobnosti % Adamovi a s pravdépodobnosti % Bedftichovi.
Sestavte matici tohoto Markovova procesu a urcete, s jakou pravdépodobnosti se mi¢ bude nachézet

po velkém poctu hodil u Bedricha (kazdy potfebuje stejny ¢as na odhozeni balénu). O

3.72. Sheldon a Leonard si hdZou balénem pfes sit. Pravdépodobnost, Ze Sheldon dokéaze pfehodit sit
jsou 3/5 (s pravdépodobnosti 2 /5 zistane mic na jeho stran¢). Pravdépodobnost, Ze Leonard prehod{
sit jsou 4/5 (s pravdépodobnosti 1/5 zistane mi¢ na jeho stran€). Jakd je pravdépodobnost, Ze po
velkém poctu pokusti obou pand bude mi¢ na Sheldonove stran€¢? Formulujte ilohu jako Markoviv

proces a uvedte jeho matici.
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ReSeni cviteni
3.2. Denni ddvka by méla sestdvat z 3, 9 kg sena a 4, 3 kg ovsa. Naklady na davku potom budou 13, 82 K¢.

3.3
302, xy =4 £ 2 (=2)" + 1= (2" + (—=1)")2.

3.13.
1 (3+\/ﬁ)"_ 1 (3—@)"

Xy =
V21 2 V21 2

3.14. x, = 2/3sin(n - (1/6)) — 4cos(n - (71/6)).

3.15. x, = =3(=1)" —2cos(n - (21/3)) — 2+/3sin(n - ((27/3)).

3.16. x, = (—1)"(=2n* + 8n — 7).

3.25. Leslieho matice daného modelu je (dmrtnost v prvni skupin€ oznac¢ime a)

0o 2 2
a 0 O
01 0

Podminka stagnace populace odpovida tomu, Ze matice ma vlastni hodnotu 1, neboli polynom A> — 2ax — 2a

(1)

Matice ma dominantni vlastnf hodnotu 1, pfislusny vlastni vektor je (g, 1). ProtoZe je vlastni hodnota domi-

md mit kofen 1, tja = 1/4.
3.29.

AL —

nantni, tak se pomér divakd se ustdli na poméru 6 : 5.

3.32. Stejné jako v (]|3.31])) skon&i hra po tiech sdzkéch. Jsou tedy opét viechny mocniny A, poéinaje A3
shodné.

1 7/8 3/4 1/2 0
0 0 0 0 0
A—A3—-10 0o 0 0 0
0 0 0 0 0
0 1/8 1/4 172 1

3.41. Mizeme vyuZit vysledku dlohy oznacované jako Ruinovani hrace. Pravdépodobnost, Ze zanikne to od-
délent, které ma nyni 40 zaméstnancd, je podle tohoto pfikladu rovna

17 \ow) (1%’?‘6>S = 0,56

| (046 \*
1-0,46

.....

oddéleni.
3.51.

e Tvrzeni je pravdivé. (B := AT A, b;; = (i-ty tadek AT) - (j-ty sloupec A)=bj; = (j-ty fddek

AT) . (i-ty sloupec A)=(j-ty sloupec A) - (i-ty fadek AT)

e Tvrzeni zfejmé neplati. UvaZte napf. A = ((1) i)

3.53.
1 0 0

1 =2 0
1 1

S O =

0

3.60. x, =2"t1 51 4 op 4 1.
3.64.36:6: 1.
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3.66. Znovu se jednd o specidlni piipad Ruinovani hrace. Staci zadani vhodné pfeformulovat. Pro p = 0, 47,
y =20ax =20 z (||B4||) plyne vysledek

| — (047 \*
10,47

0,
0,917 = .
1 — (047 )40
1-0,47
1 4
v 5oy
3.71. Matice procesu je ? 0 5 |, vlastni vektor pfisluSny vlastni hodnot€ 1 je (5, 1, 3), hledand prav-
2
23
dépodobnost pak m = 23
6
23
1 3 2 4
3.72. (2 2) resp. (§ ?) , vlastni vektor pfislusny vlastni hodnot& 1 je (1, 4/3), resp. (4/3, 1), hledand
53 3 3 3
pst4/7.
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KAPITOLA 4

Analyticka geometrie

poloha, incidence, projekce?
— a zase skoncime u matic...

Vritime se ted k naSemu pohledu na geometrii, kdyz
jsme zkoumali polohy bodtl v roviné v 5. ¢asti prvni kapitoly,
viz [Z3. Budeme se nejprve zajimat o vlastnosti prostoro-
vych objekt vymezenych pomoci bodu, piimek, rovin apod.
Podstatné pfitom bude vyjasnéni, jak jejich vlastnosti souvisi
s pojmem vektord a zda zavisi na pojmu velikosti vektort.

V dalsi ¢asti pak pouZijeme linedrni algebru pro studium
objektt, které uz linearn€ definované nejsou. Opét ptitom bu-
deme potiebovat trochu vice maticového poctu. Vysledky bu-
dou dilezZité pozdéji pti diskusi technik pro optimalizace, t;.
hledan{ extrémt funcknich hodnot.

Projektivni rozsifeni afinnich prostor ndm v zavéru ka-
pitoly ukaZe, jak Ize pfekvapivé snadno dosdahnout zjednodu-
Seni i stability algoritmickych postupi typickych pro praci s
pocitacovou grafikou.

1. Afinni a euklideovska geometrie A. Afinni geometrie

Kdyz jsme si ujasiiovali strukturu feSeni systémd line- 4.1. Napiste parametrické vyjadfeni pifmky uréené v R® rovnicemi

— drnich rovnic v prvni ¢asti predchozi kapitoly,
zjistili jsme v ostavci B, Ze vSechna feSeni ne-

=2 homogennich systému rovnic sice netvofi vek-
torové podprostory, vZdy ale vznikaji tak, Ze k jednomu je-
dinému feSeni pfi¢teme cely vektorovy prostor feseni piislu-
$né homogenni soustavy. Naopak, rozdil dvou feSeni neho-
mogenni soustavy je vZdy feSenim soustavy homogenni. Ob-
dobné se chovaji linedrni diferencni rovnice, jak jsme jiZ vi- parametricky systém (x, y, z) = (7, 3t — 7, 5t — 14), coZ je
déli v odstavci BT4. jiz hledané parametrické vyjadieni.

x — 2y + z = 2,
2x + y — z = 5.

ReSeni. Ziejmé postacuje vyfesit uvedenou soustavu rovnic. Jde o dvé

linedrni rovnice o tfech nezndmych. Jejim feSenim je jedno-

3 . L ) . MiiZeme ale postupovat také odliSné. Potiebujeme totiZ najit ne-
4.1. Afinni prostory. Navod na teoretické uchopeni takové

situace ddvd jiZ diskuse geometrie roviny, viz odstavec 23 a
déle. Tam jsme totiZ popisovali pfimky a body jako mnoziny  ry (1, =2, 1), (2, 1, —1). Ten miZeme najit jednak vyfeSenim soustavy
feSeni systému linedrnich rovnic. Pfimka pro nds pak byla  rovnic

,jednorozmérnym‘ prostorem, pfestoZe jeji body byly popi-

sovany dvémi soufadnicemi. Parametricky jsme ji zaddvali X1—2x+x3 = 0

tak, Ze k jednomu bodu (tj. dvojici soufadnic) jsme pfici-
tali ndsobky pevné zvoleného smérového vektoru. Stejné bu-
deme postupovat i ted’ v libovolné dimenzi.

nulovy (smérovy) vektor, ktery bude kolmy na (normaélové) vekto-

2x1+x—x3 =0,

) i vystihujici, Ze skaldrni soucin hledaného vektoru (xi, x;, x3) s vek-
STANDARDNI AFINNi PROSTOR tory (1 —2. 1) 2. 1. —1) bud lovy (id n ' e
. , . .. 9 or ,—2, )i, 1,— ude nulov e 0 zhomogenizovany pu-
Standarni afinni  prostor A, je mnoZina vSech y ya & yp

bodi v R" = A, spolu s operaci, kterou k bodu A =
(a1,...,a,) € A, avektoruv = (vy,...,v,) € R" =V (t, 3t, 5t). Vektor (x1, x2, x3) miZeme také urCit pfimo, pomoci tzv.

vodni systém). ReSenim je jednoparametricky systém kolmych vektort
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pritadime bod

A+v=C(a +v,...,a,+v,) eR"=A,.

Tyto operace spliiuji ndsledujici tfi vlastnosti:

(1) A+ 0 = A pro viechny body A € A, a nulovy vektor
0eV,

2) A+(w+w) = (A+v)+w pro vSechny vektory v, w € V
abody A € A,,

(3) pro kazdé dvabody A, B € A, existuje pravé jeden vek-
torv € V takovy,Ze A+v = B.ZnaCime jejv = B— A,
nékdy také AB.

Vektorovy prostor R” nazyvame zaméreni standardniho afin-

niho prostoru A,.

Vsimnéme si nékolika formalnich nebezpeci. Pouzivame
' stejny symbol ,+“ pro dvé rtzné operace:
v pricteni vektoru ze zaméfeni k bodu v afinnim
— prostoru, ale také scitdni vektorti v zaméteni
V = R". Také nezavadime zvlastni pismena pro samotnou
mnozinu bodd afinniho prostoru, tj. A, pro nds piedstavuje
jak samotnou mnoZinu bodd, tak i celou strukturu definujici
afinn{ prostor.
Proc vlastné chceme rozliSovat mnoZinu bodd prostoru
A, od jeho zaméfeni V, kdyZ se jednd jakoby o stejné R"?
Jde o velice podstatny formdlni krok k pochopeni geome-
trie v R": Geometrické objekty jako pfimky, body, roviny
apod. nejsou totiz pifimo z4vislé na vektorové struktufe na
mnoZiné R" a uZ vlibec ne na tom, Ze pracujeme s n—ticemi
skalard. Potfebujeme jen umét fici, co to znamend pohybovat
se ,,rovné v daném sméru“. K tomu pravé potiebujeme na
jedné stran€ vnimat tfeba rovinu jako neohranicenou desku
bez zvolenych soufadnic, ale s moZnosti posunout se o za-
dany vektor. KdyZ pfejdeme navic k takovému abstraktnimu
pohledu, budeme umét diskutovat ,;rovinnou geometrii“ pro
dvourozmérné podprostory, tj. roviny ve vicerozmérnych pro-
storech, ,,prostorovou pro tffrozmérné atd., aniZz bychom
museli pfimo manipulovat k—ticemi soufadnic.
Tento pohled je zachycen v nédsledujici definici:

4.2. Definice. Afinnim prostorem A se zaméfenim V rozu-
mime mnoZinu bodi P, spolu se zobrazenim

PxV—>7P,

kde V je vektorovy prostor a nase zobrazeni spliiuje vlast-
nosti (1)—(3) z definice standardniho afinniho prostoru.

Pro libovolny pevné zvoleny vektor v € V je tak defino-
vano posunuti T, : A — A jako ziZené zobrazeni

T, : PP x{v}—>P, A A+

(A,v) > A+,

Dimenzi afinntho prostoru A rozumime dimenzi jeho za-
méfen.

Nadale nebudeme rozliSovat ve znaCeni dusledné
mnoZinu bodd A a mnoZinu vektort P, budeme misto toho
hovofit o bodech a vektorech affiniho prostoru A.

vektorového soucinu (viz £24):
1,-2, ) x2,1,-1)=(1,3,5).
Vsimneme-li si navic, Ze napf. usporddand trojice
(x, y,2) =2, -1,-2)
vyhovuje dané soustavé, dostaneme vysledek

[2,—1,-2]+1(1,3,5), teR.

Ctenaf jist& postiehnul, Ze alternativni postup pouze geometricky in-

terpretoval feSeni nehomogenni linedrni soustavy rovnic. ([

4.2. V R*je parametricky ddna rovina

0:10,3,2,5]4+¢(1,0,1,0) +s(2,-1,-2,2), t,seR

Vyjadrete tuto rovinu implicitné.

ReSeni. Ukolem je najit soustavu linearnich rovnic &ty proménnych
X, ¥, 2, u (Ctyfi proménné jsou dany dimenz{ prostoru), jiZ budou vy-
hovovat pravé soufadnice bodli uvedené roviny. Poznamenejme, Ze hle-
dand soustava bude obsahovat 2 = 4—2 linedrné nezavislé rovnice. Pri-

klad vyfesime tzv. eliminaci parametrt. Body [x, y, z, u] € o spliuji

x = t + 2s,
y =3 -,
z = 2 4+ t - 2s,
u = 5 + 2s,

pficemZ t, s € R. Odtud miiZeme ihned pfejit k maticovému zépisu

1 2 (-1 0 0 O
0O -1f0 -1 0 O
1 =210 0 -1 O
0

Lo WwWo

kde prvni dva sloupce jsou smérové vektory roviny, za svislou ¢arou
nasleduje zdporné vzatd jednotkovd matice a za druhou svislou ca-
rou jsou soufadnice bodu [0, 3, 2, 5]. Tento pfepis vznika tak, Ze na
vySe uvedenou soustavu rovnic nahliZime jako na soustavu rovnic pro
nezndmé ft, s, x, y, Z, 4 a vSechny Cleny pfitom pievddime na jednu

stranu rovnic. Ziskanou matici prevedeme pomoci elementédrnich rad-
kovych transformaci do tvaru, kdy pfed prvni svislou carou bude maxi-

malni moZny pocet nulovych fadka. Pri¢tenim (—1)ndsobku prvniho
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7 axiomt okamzité plyne pro libovolné body A, B, C a soucasné (—4)ndsobku druhého tadku ke tretimu fddku a dvojna-

v afinnim prostoru A sobku druhého ke &tvrtému fadku dostdvame

4.1) A-A=0eV 1 2}(-1 0 O 010

4.2) B—A=—(A-B) (1) —; 8 —01 0 8 3 N
— -1

43) (C-B)+(B-A)=C-A \0o 20 0 0 -1|s

Skute¢né, (ET) vyplyvd z toho, Ze A + 0 = 0 a takovy vek- 1 211 0 0 0 0

tor musi byt jednoznacny (prvni a tfeti defini¢ni vlastnost). 0 =110 =1 0 0 3

Postupnym pfi¢tenim B — A a A — B k A (v uvedeném “lo ol1 4 =1 0o1=10

pofadi), zjevné dostaneme podle druhé defini¢ni vlastnosti 0 0l o0 -2 0o —=1! 11

opét A, tedy jsme pricetli nulovy vektor a to dokazuje (E2). )
Obdobné z defini¢ni vlastnosti £ (2) a jednoznacnosti vy- Odkud plyne vysledek
plyva (E3). x + 4y - z — 10= 0,
Vsimnéme si, Ze volba jednoho pevného bodu Ay € A —2y — u + 11= 0.
nam urcuje bijekci mezi V a A. Pfi volbé pevné baze u ve V . o . o . . .
tak dostévame pro kazdy bod A € A jednoznatné vyjadtent Koeficienty za prvni svislou ¢arou v fadcich, které jsou pfed touto svis-

lou ¢arou nulové, urcuji totiz koeficienty obecnych rovnic roviny.
A=Ap+xiur + -+ xqu,. . . . . .
Upozornéme, Ze kdybychom napt. prepsali soustavu rovnic do ma-

Hovoiime o afinni soustavé souradnic (Ag; uy, ..., u,) za- tice
dané pocdtkem afinni souradné soustavy Ay a bazi zaméteni 1 00o0l1 210
u nebo také o afinnim repéru (A, u). 01 0o0l0 =113
Slovy mzeme shrnout situaci takto: Afinni soufadnice 001 o0/l1 =221
bodu A v soustaveé (Ag, u) jsou soufadnicemi vektoru A—A 000 T1/0 215
v bazi u zaméfeni V. . P . ‘. o s .. ( <
- ktera odpovida situaci, kdy proménné x, y, z, u zlstavaji na levé strané

Volba afinniho soufadného systému ztotoZiuje jakykoliv
n-rozmérny afinni prostor A se standardnim afinnim prosto- ~ IOVNIC, totoZna uprava

rem A,. 1 00 01 210 1 0 0 01 2 0
01000 —1|3 0 1 000 —1] 3
4.3. Aﬁnm podprostory. JestliZe si vybereme v A jen body, 001 0l1 —22171 =1 =21 0lo o =10
X které budou mit nékteré pfedem vybrané sou- 000 1l0 2|5 o 2 0 1lo0 o 11
fadnice nulové (tfeba posledni jednu). Dosta-
neme opé&t mnoZinu, kterd se bude chovat jako ~ ddva vysledek ve tvaru
afinni prostor. Takto budeme skute¢né paramet- —x — 4y + z = —10,

rlcky popisovat tzv. afinni podprostory ve smyslu nasledujici 2y + u = 11.

definice PODPROSTORY AFINNTHO PROSTORU Pfi prepisovani soustavy do matice je tudiZ nutné zohlediiovat, zda
svisléd ¢ara oddéluje levou stranu rovnic od pravé (¢i nikoliv). Jak jsme

Definice. Neprazdnd podmnozina Q C A afinniho prostoru

A se zaméfenim V se nazyva afinni podprostor v A, je-li j o L i

podmnozina W = {B — A; A, B € Q} C V vektorovym byt zdlouhavd a pfi jejim pouZiti se 1ze snadno dopustit chyb.

podprostorem a pro libovolné A € Q,v e Wije A +v e Q. , JinéFeSeni. ReSeni miZzeme do zna¢né miry urychlit nasf , Sikovnosti“.

¢astecné vidéli v tomto piikladu, metoda eliminace parametrti mtize

Pokud si v§imneme, Ze dva linedrné nezdvislé normdlové vektory,

Je podstatné mit obé podminky zahrnuty v definici, pro-  tj. vektory kolmé na vektory (1,0, 1, 0), (2, —1, —2, 2). jsou napf.
toZe je snadné najit ptiklady podmnozin, které budou spliio- 0,2,0,1), (=1,0,1,2), dosazenimx = 0,y = 3,z =2, u = 5
vat prvni, ale nikoliv druhou podminku. Pfemyslejte napt. o
pfimce v roviné s vyjmutym jednim bodem.

Pro libovolnou mnozinu bodd M C A v afinnim pro-
storu se zaméfenim V definujeme vektorovy podprostor

ZMy={({B—A;B,AeM})CV

do rovnic
2y + u = a,
—X + z + 2u = b

bychom obdrZeli a = 11, b = 12, nésledné hledané implicitni vyja-

dreni
vSech vektorl generovanych rozdily bodid z M. 2y + u = 1L
Zejména je V = Z(A) akazdy afinni podprostor Q C A X + oz 4+ 2u = 12
spliiuje sdm axiomy afinniho prostoru se zaméfenim Z(Q). ([
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Pfimo z definic je také zfejmé, Ze prinik libovolné
mnoziny afinnich podprostorti je bud opét afinni podprostor
nebo prazdnd mnoZina.

Afinni podprostor (M) v A generovany neprizd-
nou podmnozinou M C A je prunikem vSech afinnich
podprostord, které obsahuji v§echny body podmnoZziny M.

AFINNT OBAL A PARAMETRICKY POPIS PODPROSTORU L..

Afinni podprostory si miiZzeme pékné popsat pomoci je-
jich zaméfeni, jakmile si zvolime jeden jejich bod Ag € M v
generujici mnozin€ bodd M. Skute¢né€, dostdvime (M) =
{Ag + v;v € Z(M) C Z(A)}, tj. pro generovani afin-
niho podprostoru vezmeme vektorovy podprostor Z(M) v
zaméteni generovany vSemi rozdily bodid z M a ten pak pfic-
teme k libovolnému z nich. Hovofime také o afinnim obalu
mnoZiny bodi M v A.

Naopak, kdykoliv zvolime podprostor U v zaméfeni
Z(A) a jeden pevny bod A € A, pak podmnozina A + U
vznikld v§emi moZnymi soucty jediného bodu A se vSemi
vektory v U je afinni podprostor. Takovy postup vede k
pojmu parametrizace podprostort:

Necht @ = A + Z(Q) je afinni podprostor v A, a
(uy, ..., u) jebaze Z(Q) C R". Pak vyjadfeni podprostoru

Q={A+tu + -+ trug; 11, ..., x € R}

nazyvame parametricky popis podprostoru Q.

JiZ jsme vidéli jinou moZnost zaddvan{ afinnich podpro-
storti: JestliZe mdme zvoleny afinni soufadnice, pak 1ze za-
méfeni podprostoru popsat pomoci homogenniho systému li-
nedrnich rovnic v té€chto soufadnicich. Dosazenim soufadnic
jednoho bodu naseho podprostoru @ do ziskaného systému
rovnic dostaneme pravou stranu nehomogenniho systému se
stejnou matici a cely podprostor Q je pak pravé mnoZinou
feSeni tohoto systému. Zadani podprostoru Q systémem rov-
nic v danych soutfadnicich nazyvdme implicitni popis podpro-
storu Q.

Naésledujici obecnd véta fikd, Ze takto umime ve skutec-
nosti zadat vSechny afinni podprostory a tim také ukazuje
geometrickou podstatu vlastnosti mnoZiny vSech feSeni sys-
tému linedrnich rovnic.

4.4. Véta. Necht (Ag; u) je afinni souradny systém v n-
rozmérném afinnim prostoru A. Afinni podpro-
story dimenze k v A, vyjadrené v danych sou-
fadnicich, jsou pravé mnoZiny reSeni fesitel-

nych systémii n — k linedrné nezavislych linedrnich rovnic

v n proménnych.

s M.

Dt¢kaz. UvaZujme libovolny fesitelny systém n — k line-
arné nezavislychrovnico; (x) = b;, b; e R,i =1, ..., n—k.
Je-liA = (ay, ...,a,)" € R"libovolné pevné zvolené feseni
tohoto (nehomogenniho) systému rovnic a je-li U C R” vek-
torovy podprostor vSech feSeni zhomogenizovaného systému
a;(x) = 0, pak dimenze U je k a podmnoZina vSech feSeni
daného systému je tvaru {B; B = A+ (y1,...,y)T,y =

4.3. Naleznéte parametrické vyjadieni roviny prochazejici body

A= [2s 1’ l]a B = [3’ 4a 5]7 C = [49 _2, 3]

Poté parametricky vyjadiete otevienou polorovinu obsahujici bod C

a vymezenou piimkou zadanou body A, B.

ReSeni. K parametrickému vyjadfeni roviny potiebujeme jeden bod
lezici v této roviné a dva smérové (linedrné nezdvislé) vektory. Staci
zvolitbod A a vektory B— A = (1,3,4)aC — A = (2, -3, 2), které
jsou ocividné linedrné nezdvislé. Bod [x, y, z] ndleZi do dané roviny

pravé tehdy, kdyz existuji ¢isla ¢, s € R, pro kterd je

x=24+1-t+2-s, y=143-t—3-s5, z=14+4-t4+2-5

tj. hledané parametrické vyjadfeni roviny je

2,1, 114+¢(1,3,4)+5(2,-3,2), tseR.

Volba s = 0 zjevné dava primku, kterd prochazi body A, B. Pro
t = 0, s > 0 dostdvame polopiimku zacinajici v bodé A a procha-
zejici bodem C. Libovolné pevné zvolené r € R a ménné s > 0 pak
zad4vaji polopiimku s po¢dtkem na hrani¢ni pfimce a s body v poloro-
viné, ve které se nachazi bod C. To znamena, Ze hledanou otevienou

polorovinu miiZzeme vyjadfit parametricky takto

[2,1,1]+¢(1,3,4)+s5(2,-3,2), teR,s>0.
O
4.4. Urcete vzajemnou polohu piimek
p:[1,0,3]4+¢2,—-1,-3), teR,
qg:[1,1,3]1+s (1,-1,-2), s €R.

ReSeni. Hledejme spole¢né body zadanych pifmek (priinik podpro-

stord). Dostavame soustavu

1 + 2t = 1 4+ s,
0O — =1 — ,
3 — 3%t = 3 — 2.
Z prvnich dvou rovnic vyplyvd, Ze t = 1, s = 2. To ovSem nevy-

hovuje tfeti rovnici. Soustava tak nema feseni. Nebof smérovy vektor
(2, —1, =3) pfimky p neni ndsobkem smérového vektoru (1, —1, —2)

pfimky g, pfimky nejsou rovnobé€zné. Jednd se proto o mimobézky. [

4.5. Pro jak4 ¢isla a € R jsou pfimky

p . [45 _4a 8]+t<25 17_4)7
q:la,6,-5]+s (1,-3,3),

teR,
s eR

raznobézné?
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1...,y)T € U} c R", viz. B. Pfisludny afinni podpro-
stor je tim popsan parametricky ve vychozich soufadnicich
(Ag; u).

Naopak, uvazme libovolny afinni podprostor Q@ C A,
a zvolme néjaky jeho bod B za pocatek afinniho souradného
systému (B, v) pro afinni prostor A. Protoze @ = B+Z(0Q),
potiebujeme popsat zaméfeni podprostoru O jako podpro-
stor feSeni homogenniho systému rovnic. Zvolme tedy bazi
v na Z(A) tak, aby prvnich k vektort tvofilo bdzi Z(Q). Pak
v téchto soufadnicich jsou vektory v € Z(Q) dany rovnostmi

aj(v)=0, j=k+1,...,n,

kde «; jsou linedrni formy z tzv. dudlni baze k v, tj. funkce
pfifazeni jednotlivych soufadnic v nasi bazi v.

Nas vektorovy podprostor Z(Q) dimenze k v n-
rozmérném prostoru R” je tedy skutecné dan jako feSeni
homogenniho systému n — k nezdvislych rovnic. Popis
zvoleného afinniho podprostoru v ndmi nové vybraném sou-
fadném systému (B; v) je proto dan systémem homogennich
linedrnich rovnic.

Zbyva nam se vyporadat disledky prechodu z ptivod-
niho zadaného soufadného systému (A; u) do naSeho prizpl-
sobeného (B; v). Z obecné tvahy o transformacich soutad-
nic v ndsledujicim odstavci vyplyne, Ze vysledny popis pod-
prostoru bude opét pomoci systému rovnic, tentokrét ale uz
obecné nehomogennich. U

4.5. Transformace souradnic. Dvé libovolné zvolené
afinni soustavy soufadnic (Ag,u), (By,v)
se obecné¢ liSi posunutim pocatku o vektor
(Bg — Ap) a jinou bazi zaméreni. Transformacni
rovnice mezi prisluSnymi souradnicemi tedy
vyéteme ze vztahu pro obecny bod X € A

X =By+xjvi+---+x,0,
= By + (Ao — Bo) +x1u1 + -+ - + Xy
Oznaéme y = (y1, ..., y,)! sloupec soufadnic vektoru

(Ao — By) vbazi v a M = (a;;) bud matice vyjadiujici bazi
u prostfednictvim bédze v. Potom

/
Xy =yitanxy+ -+ apux,

/
X, = Yo+ auxi+ -+ aupxy

tj. maticové
X=y+M-x
Jako priklad si miZeme vujadfit dopad takové zmény
(1 bdze na soufadné vyjadfeni podmnoZin pomoci sys-
téml linedrnich rovnic. Nechf ma v soufadnicich
¢ (Ao; u) nas systém rovnic tvar

S-x=b

ReSeni. Piimky jsou riiznob&Zné tehdy a jenom tehdy, kdyZ md sou-

stava
4 + 2t - a + S,
-4 4+ t = 6 — 3s,
8 — 4t = -5 + 3s

pravé 1 feSeni. V maticovém zdpisu feSime (prvni sloupec odpovida

proménné ¢, druhy pak s)

2 —1|a—-4 1 3 10
1 3 10 ~ 2 —-1|a—-4
-4 =3| —13 -4 -3 —13
1 3 10
~1 0 =7|a-24
0 1 3

Vidime, Ze soustava ma pravé 1 feseni tehdy a jenom tehdy, kdyzZ je
druhy faddek ndsobkem tietiho. To je splnéno pouze pro a = 3. Do-

dejme, Ze prusecikem je v tomto pripadé bod [6, —3, 4]. (]

4.6. V R’ stanovte vzdjemnou polohu piimky p zadané implicitné

rovnicemi
X +
x —

y — z = 4
2y + z = -3
aroviny o :y =2x — 1.
Reseni. Normalovy vektor g je (2, —1, 0) (uvazte zdpis ¢ : 2x — y +
0z = 1). Lze posttehnout, Ze plati

(1,1, =) +(1,=-2,1) = (2, —-1,0),

tj. Ze normdlovy vektor roviny o je linedrni kombinaci normélovych
vektorll p. Zaméfeni piimky (zadané nenulovym smérovym vektorem
kolmym na uvedené dva normdlové vektory) je proto podprostorem
zaméreni roviny o (smérovy vektor piimky je nutné kolmy na vektor
(2, —1, 0)). Lehce jsme zjistili, Ze piimka p je rovnobéZnd s rovinou .

Zajima nds, zda se protinaji (zda p leZi v @). Soustava rovnic

x + y -z = 4
x — 2y + z = =3,
2x — y = 1

ma nekone¢né mnoho feseni, nebof se¢tenim prvnich dvou rovnic do-
staneme pravé tieti z rovnic. Pfimka p tak musi leZet v rovin€ o. [
Nasleduje standardni piiklad na prinik vektorovych prostorti. Cte-
E.fff@\\ ndfr by mél byt schopen nésledujici priklad vyfesit. Do-
z@@ <, porucujeme nepokracovat ve ¢teni této ucebnice, dokud
! tomu tak nebude.

s
aleznéte prinik podprostord O a Q», je-li

N

4.7.
0,:14,-5,1,-2]1+133,5,4,2)+ 1, (2,4,5,1) + 13 (0,3, 1, 2),
Q2 . [4’ 45 47 4] +S1 (0’ _69 _25 _4) +S2 (_1’ _57 _37 _3) )

kde 11, 12, 13, 51, 52 € R.
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s matici systému S. Potom
S.x=SM' (y+M-x)—S-M' - y=0b.

Proto v novych vySe uvazovanych soutadnicich (By; v) bude
mit nd$ systém rovnic tvar

S MY X=b=b+S-M") .y

Pokud tedy mdme néjakou podmnoZinu popsinu systé-
mem linedrnich rovnic v jednom afinnim repéru, pak tomu
tak bude i ve vSech ostatnich afinnich soufadnych systémech.
To pln€ dokoncuje diikaz predchozi véty.

4.6. Priklady afinnich podprostori. (1) Jednorozmérny
i (standardni) afinni prostor je mnoZina vSech
4T bodi redlné pifmky A;. Jeji zaméfeni je
4== jednorozmérny vektorovy prostor R (a nosnd
, —— mnozina také R). Afinnf soufadnice dostaneme
volbou pocdtku a méfitka (tj. baze ve vektorovém prostoru
R). VSechny vlastni afinni podprostory jsou O-rozmérné,
jsou to praveé vSechny body redlné primky R.

(2) Dvourozmérny (standardn{) afinni prostor je mnoZina
v8ech bodi prostoru A, se zaméfenim R2. (Nosnou mnoZi-
nou je R2.) Afinni soufadnice dostaneme volbou pocitku a
dvou nezdvislych vektorti (smérti a méfitek). Vlastni afinni
podprostory jsou pak vSechny body a pfimky v roving
(0-rozmérné a 1-rozmérné). Pfimky pfitom jednoznacné
zadame jejich jednim bodem a jednim generdtorem zaméteni
(tzv. parametricky popis pfimky).

(3) Trojrozmérny (standardni) afinni prostor je mnoZina
viech bodi prostoru A; se zaméfenim R3. Afinni soufadnice
dostaneme volbou pocétku a tif nezavislych vektord (smért a
méfitek). Vlastni afinni podprostory jsou pak vSechny body,
pfimky a roviny (0-rozmérné, 1-rozmérné a 2-rozmérné).
(4) Podprostor vSech feSeni jedné linedrni rovnice a - x = b
pro nezndmy bod [x1, ..., x,] € A,, zndmy nenulovy vektor
koeficientt (ay, ..., a,) a skaldr b € R je afinni podprostor
dimenze n — 1 (fikdme také, Ze je jeho kodimenze 1), j. tzv.
nadrovina v A,,.

4.7. Afinni kombinace bodi. Zavedeme nyni obdobu li-
nedrnich kombinaci vektori. Necht Ao, ..., A
jsou body v afinnim prostoru .A. Jejich afinni
obal ({Ap..., A;}) miZeme zapsat jako

{Ag+ 1 (A1 —Ag) + -+ tx(Ax — Ag)s 11, ..., lx € R}

a v libovolnych afinnich soutfadnicich (tj. kazdy bod A; je
vyjadfen sloupcem skaldril) miZeme tutéZ mnoZinu zapsat
jako

k
(Ao, ..., Ax) = {lpAo+t A1+ -+ As 1 € R, Zti =1}
i=0

ReSeni. Bod X = [x1, X2, x3, x4] € R* ndlezi do Q; N Q, pravé tehdy,
kdyz je

X1 4 3 2 0
x| |5 5 4 3
P el IR TN It PN e Y Bl
X4 -2 2 1 2
pro néjaka Cisla t1, #5, 13 € R a souCasné kdyz je
X1 4 0 —1
X2 _ 4 —6 -5
a4 + 5 ) + 52 3
X4 4 —4 -3
pro néjaka s, s, € R. Porovnanim ziskdvdme
3 2 0 4—-4 0 -1
; 5 iy 4 iy 31 _|4+5 n —6 n -5
a2 s 3| Tla-1| T =2 T2 -3
2 1 2 442 —4 -3

Pfi maticovém zdpisu (pro potadi proménnych ¢, 1, t3, 51, §2 a po pre-

vodu vektorti u 5| a s, na levou stranu) feSme pomoci fadkovych ope-

raci

3200110 32 0 0 110
543659~029181027
4 5 1 2 3|3 0O 7 3 6 519
21 2 4 3|6 0 -1 6 12 7 |18

300 0 0]0

NOZOOOO

0O 01 2 0/3

0 00 0 1/0

Odtud vidime, Ze t; =1, = s, = 0apros; =t € Rjet; =3 —2t.
Podotknéme, Ze k uréeni Q| N Q5 stacilo znat bud’'ty, 15, 13 nebo s, 5».

Vrafme se nyni k vyjadien{

X1 4 0 -1 4 0

X2 4 —6 -5 4 —6
a4 + 51 ) + 52 31714 +t _s
X4 4 —4 -3 4 —4

Priinikem zadanych podprostort je tedy pfimka (s = —2¢)
[4,4,4,4]1+5(0,3,1,2), seR

Pro kontrolu rovnéz dosadme

X1 4 3 2 0
ol N B R B A B P
ol |1 4 215 31
X4 -2 2 1 2
4 0 4 0
-5 3 4 —
=1, + (B -2 11=14 +tl 5]
-2 2 4 —
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_____..l AFINNI KOMBINACE BODU —

Obecné vyrazy tyAg + 11 A; + - - - + 1 Ax s koeficienty
spliiujicicmi Zf:o t; = 1 rozumime body Ay + Zle ti(A; —
Ap) a nazyvame je afinni kombinace bodii.

Body Ay..., Ay jsou v obecné poloze, jestlize generuji
k-rozmény afinni podprostor. Z naSich definic je vidét, Ze to
nastane, pravé kdyz pro kterykoliv bod A; z nich plati, Ze
vektory vzniklé pomoci rozdili tohoto bodu A; a ostatnich
bodl A; jsou linedrn€ nezavislé vektory. VSimnéme si také,
Ze zadani posloupnosti (dim.4) + 1 bodt v obecné poloze
je ekvivalentni zad4n{ afinniho repéru se stftedem v prvnim z
nich.

4.8. Simplexy. Afinni kombinace je obdobnd konstrukce
pro body afinniho prostoru jako byla linedrni kombinace pro
vektorové prostory. Skute¢né, afinni podprostor generovany
body Ay ..., Ag je roven mnoZiné vSech afinnich kombinaci
svych generdtord. MlZeme vSak nyni dobfe zobecnit i po-
jem ,mezi dvéma body na pfimce*. V dvojrozmérném pii-
padé tomu odopovida vnitfek trojihelniku. Obecné budeme
postupovat takto:

k—ROZMERNE SIMPLEXY ]

—
Nechf Ay, ..., Ax je k + 1 bodl afinniho prostoru A v
obecné poloze. Mnozina A = A(Ay, ..., A;) definovana

jako mnozZina vSech afinnich kombinaci bodd A; s pouze ne-
zapornymi koeficienty, tj.

k
A= {thyAg+hA i+ +nA:t €0, 1]CR Y 4 =1},
i=0
se nazyva k-rozmérny simplex generovany body A;.
Jednorozmérny simplex je iisecka, dvourozmérny trojii-
helnik, nula—rozmérny simplex je bod.

Vsimnéme si, Ze kazdy k—rozmérny simplex md pravé
k + 1 stén, které jsou postupné zaddny rovnicemi t; = 0,1 =
0, ..., k. Pfimo z definice je vidét, Ze jde opét o simplexy,
a to s dimenzi k — 1. Hovofime o hranici simplexu. Napf.
trojihelnik m4 za svou hranici tfi hrany, kazd4 z nich pak
dva body.

Zadani podprostoru jako mnoZiny afinnich kombinaci
bodd v obecné poloze je ekvivalentni parametrickému
popisu. Obdobné pracujeme s parametrickymi popisy
simplext.

4.9. Konvexni mnoziny. PodmnoZina M afinniho prostoru

se nazyva konvexni, jestliZe s kaZzdymi svymi dvéma body

A, B obsahuje i celou tsecku A(A, B). Pfimo z definice je

vidét, Ze kazdd konvexni mnoZina obsahuje s kazdymi k + 1

body v obecné poloze i cely jimi definovany simplex (for-

madlni ovéteni je také obsaZeno v diikazu nésledujici véty).
Konvexnimi mnoZinami jsou napf.

(1) prdzdnd podmnoZina,

(2) afinni podprostory,

4.8. Zjistéte, zda lezi body [0, 2, 1], [—1, 2,0], [-2,5,2] a [0, 5, 4]
z R? v jedné roving.

ReSeni. Libovolna dvojice zadanych bodit z afinniho prostoru R?
urcuje vektor (viz definice afinniho prostoru; jeho soufadnice jsou
dany po slozkéch rozdily souradnic danych dvou bodt). To, Ze dané
¢tyfi body leZi v roviné je ekvivalentni tomu, Ze jsou tfi vektory dané
jednim vybranym bodem a vzdy jednim ze ti{ zbylych linedrné z4-
vislé. Vybereme napft. bod [0, 2, 1] (na vybéru nezéleZi), pak uvaZu-
jeme vektory [0, 2, 1]—[—1,2,0] = (1,0, 1),[0,2,1]—[-2,5,2] =
2,-3,—-1)a[0,2,1] —[0,5,4] = (0, —3, —3). Vidime, Ze soucet
dvojndsobku prvniho vektoru a tietitho vektoru je roven druhému vek-
toru, vektory jsou tedy linedrng zdvislé (jinak mé taky matice, jejiZ
faddky jsou tvoreny soufadnicemi danych vektorl, hodnost niZsi nez

tfi; v tomto pripadé se tedy jednd o matici

1 0 1
2 -3 -1},
0 -3 -3

kterd ma hodnost dva). Dané body tedy leZi v roviné. ([

4.9. Na kolik ¢4stf mohou délit prostor (R?) tfi roviny? Pro kazdou

moZnost popiste odpovidajici piipad.

4.10. Rozhodnéte, zda lezi bod [2, 1, 0] uvnitf konvexniho obalu
bOdﬁ [09 2’ 1]’ [1’ Os 1]3 [3s _27 _1]9 [_15 09 1]

ReSeni. Sestavime nehomogenni linedrni soustavu, pro koeficienty 7,
t, t3, t4, afinni kombinace danych bodd, kterd dava prvni bod (jsou

uréeny jednozacné, pokud dané body neleZi v roving).

01 3 -1\ (n 2
20 =2 o |[a] |1
11 -1 1 )|s]™ o
111 1)\ 1

Posledni rovnice udavé, Ze jde o afinni kombinaci. Jejim feSenim do-
stdvame (t1, 1, 13, t4) = (1,0, 1/2, —1/2), nejednd se tedy o konvexni

kombinaci. (nelze odvodit pomoci projekei na jednotlivé osy). U

4.11. V R? je dan Ctyfstén ABCD, kde A [4,0,2], B
[-2,-3,1],C =[1, -1, =3], D = [2, 4, —2]. Rozhodnéte, zda lezi
bod X = [0, —3, 0] uvnitf tohoto Ctyfsténu.

ReSeni. Dany bod uvnité daného &tyfsténu neleZi. Vyjadiime-li X
jakoZto afinni kombinaci jeho vrchold (feSenim soustavy ctyf line-
arnich rovnic o &tyfech nezndmych a, b, ¢ a d dané rovnosti X =
aA + bB + cC + dD), obdzime X = 1A+ 1B+ 1C —1D.To
znamend, Ze X nelezi v daném Ctyfsténu, tj. v konvexnim obalu bodt
A, B,C a D (a, b, cid by musela byt v intervalu (0, )1). O

208



KAPITOLA 4. ANALYTICKA GEOMETRIE

(3) tusecky, polopvimky p = {P +t-v; t > 0},
(4) obecnéji k— rozmérné poloprostory

a={P+ti-vi+--F+t-v t,.... 5 € R, 1 >0},
(5) uhly v dvojrozmérnych podprostorech
B={P+t-vit+h-v; 1 20,5 > 0}.

Piimo z definice také plyne, Ze prinik libovolného sys-
tému konvexnich mnoZin je opét konvexni. Prinik v§ech kon-
vexnich mnoZin obsahujicich danou mnoZinu M nazyvdme
konvexni obal K(M) mnoZiny M.

Véta. Konvexni obal libovolné podmnoZiny M C A je

KM) = {tA1+-+ 1A Y ti=1,14>0, A€M

i=1

Dutkaz. Ozna¢me S mnoZinu vSech afinnich kombinaci
na pravé strané dokazované rovnosti. Nej-
prve ovéfime, Ze je S konvexni. Zvolme
tedy dveé sady parametri t;, i = 1, .., sq,
t;., i =1,..., s s poZadovanymi vlastnosti.

Bez Gjmy na obecnosti mtiiZeme piedpoklddat, Ze s; = s,
a Ze v obou kombinacich vystupuji stejné body z M (jinak
prosté priddme sc¢itance s nulovymi koeficienty). Uvazme li-
bovolny bod dsecky zadané takto ziskanymi body:

€A+ A)+H(L - A+ -+ Ay), 0<e <L

Ztejmé jsou opét viechny v S.

Zbyva ukazat, Ze konvexni obal bodi Ay,..., A;
nemiZe byt mensi nez S. Samotné body A; odpovidaji volbé
parametrti ; = O pro vSechny j # i at; = 1. Pfedpoklé-
dejme, Ze tvrzeni plati pro vS§echny mnoZiny s nejvyse s — 1
body. To znamend, Ze konvexni obal bodi Ay, ..., As_
je (podle predpokladu) tvofen pravé t€mi kombinacemi z
pravé strany dokazované rovnosti, kde ¢, = 0. UvaZme nyni
libovolny bod A = 1Ay + --- + t;A; € S, t; < 1, a afinni
kombinace

€A1+ A1 A )+ (1 —e(l —1))Ay, 0 < e < .

Jde o dsecku s krajnimi body uréenymi parametry ¢ = 0
(bod Ay) ae = 1/(1 — t;) (bod v konvexnim obalu bodi
A, ..., As_1). Bod A je vnitfnim bodem této dsecky s para-
metrem € = 1. O

Konvexni obaly kone¢nych mnozZin bodt se nazyvaji kon-
vexni mnohostény. Jsou-li definujici body Ay, ..., A; kon-
vexntho mnohosténu v obecné poloze, dostdvdme pravé k-
rozmérny simplex. V piipad¢ simplexu je vyjadfeni jeho
bodi ve tvaru afinni kombinace definujicich vrchold jedno-
znac¢né.

Zvlastnim piikladem jsou konvexni mnohostény gene-
rované jednim bodem a kone¢né mnoha vektory: Necht
ui, ..., U, jsou libovolné vektory v zaméfeni R", A € A,

4.12. Afinni transformace soufadnic bodua
Vv afinni {[172a 3]7 (1, 15 1)9 (l’_172)’(25 17 1)} \
R? jsou vyjddfeny soufadnice bodu X jako [2,2,3].

bazi

Urcete jeho soufadnice ve standardni bazi, tj. v bazi
) {[0, 0,0], (1,0,0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}.

ReSeni. Soufadnice [2, 2, 3] vbazi{[l,2,3], (1, 1, 1), (1,—-1,2), (2,1, 1)}
urCuji predpisem [1, 2, 3]4+2-(1,1, 1) +2-(1, —-1,2)+3-(2,1,1) =
[11, 5, 12] sourfadnice bodu X ve standardni bazi. O

4.13. Afinni transformace piedpisu zobrazeni. Naleznéte pfedpis

{1, 1),

(—1, 1)} a po&atkem [2, 0], které je ve standardni bazi v R? ddno jako

ro =5 1) (32)+(1):

ReSeni. Matice prechodu od dané baze u ke standardni bézi k je

(L 7)

Matici zobrazeni v bazi ([2, 0], u) ziskame tak, Ze nejprve transformu-

afinniho zobrazeni f v soufadné soustavé dané bazi u =

jeme soufadnice v bdzi ([2, 0], u) na soufadnice ve standardni bdzi,
tedy v bazi ([0, 0], (1, 0), (0, 1)), poté aplikujeme matici zobrazeni f
ve standardni bazi a na zavér vysledek transformujeme zpét do soutad-
nic v bazi ([2, 0], ). Transformacni rovnice pfechodu od suoutadnic

¥1, y2 v bazi ([2, 0], u) k soufadnicim x;, x, v standardni bazi jsou

(=07 6)+6)
()-C ) (()-0))-(4

Pro pfedpis zobrazeni pak dostivdme

FOny) =

1 2 1 1 -1\ [y 2 1 -1
= (5 D16 ) D) E) )]

1

(—5 3 0 1 1 1 2 0 1 1
_ (2 0)(»m 2
= (306 (C)
4.14. Méjme danu standardni soufadnou soustavu v prostoru

R3. Agent K sidli v bodé¢ S o soufadnicich [0, 1,2] a dstiedi

soustavu

ST
B —0 | —

mu pfidélilo pro pouZivdni soufadnou s pocitkem
S a bazi {(1,1,0),(-1,0,1),(0,1,2)}. Sokol bydli
domé D na kété [1,1,1] a pouZivd soufadnou soustavu s bazi
{(0,0,1),(—1,1,2), (1,0, 1)}. Agent K 7Zadd4d Sokola o schtizku
v cihelné, kterd lezi podle jeho soufadné soustavy v bodé¢ [1, 1, O].

vess

Agent
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je libovolny bod. Rovnobéznostén Pi(A; uy, ..., u;) C A,

je mnoZina
Pe(Asuy,...,up)) ={A+ciuy +---+cug; 0<c¢ <1}.

Jsou-li vektory uj,...,u; nezdvislé, hovoiime o k-
rozmérném rovnobéZnosténu Pr(A;ui,...,ux) C A,.

Z definice je zfejmé, Ze rovnobéznostény jsou konvexni. Ve
skutecnosti jde o konvexni obaly jejich vrchold.

4.10. Priklady standardnich afinnich dloh. (1) K podpro-
storu zadanému implicitné nalézt parametricky

=F"/ popis a naopak:
Nalezenim partikuldrniho feSeni nehomo-
h - genniho systému a fundamentdlniho feSeni zho-
mogenizovaného systému rovnic ziskdme (v soufadnicich, ve
kterych byly rovnice zad4ny) pravé hledany parametricky po-
pis. Naopak, zapiSeme-li parametricky popis v soufadnicich,
miZeme volné parametry fy, ..., #; vyeliminovat a ziskdme
pravé rovnice zaddvajici dany podprostor implicitné.

(2) Nalézt podprostor generovany nékolika podprostory
Q1, ..., Q, (obecné riiznych dimenzi, napt v R nalézt ro-
vinu danou bodem a primkou, tiemi body apod.) a zadat jej
implicitné ¢i parametricky:

Vysledny podprostor Q je vzdy urcen jednim pevné zvo-
lenym bodem A; v kaZdém z nich a souctem vSech zaméfeni.
Napt.

Q=A1+Z{A,...., Al) + Z(Q) + -+ + Z(Qy)).
Pokud jsou podprostory zaddny implicitn€, je mozné je
nejdfive prevést na parametricky tvar. V konkrétnich situa-
cich byvaji funk¢ni i jiné postupy. VSimnéme si, Ze obecn¢ je
skute¢né nutné vyuzit jednoho bodu z kazdého podprostoru.
Napf. dvé paralelni pfimky v rovin€ vygeneruji celou rovinu,
ale sdili totéz jednorozmérné zaméieni.

(3) Nalézt prinik podprostorii Qy, . .., Qy:

Pokud jsou zaddny v implicitnim tvaru, staci sjednotit
vSechny rovnice do jednoho systému (a pfipadné vynechat li-
nedrné zavislé). Pokud je vznikly systém nefeSitelny, je pri-
nik prdzdny. V opacném pripadé ziskdme implicitni popis
afinniho podprostoru, ktery je hledanym priinikem.

Pokud mdme ddny parametrické tvary, miiZeme také hle-
dat pfimo spole¢né body jako feSeni vhodnych rovnic, po-
dobné jako pfi hledani prinikt vektorovych podprostord. Zis-
kdme tak pfimo opét parametricky popis. Pokud je podpro-
storti vice neZ dva, musime prinik hledat postupné.

Maime-li jeden prostor zadany parametricky a ostatni im-
plicitné, staci dosadit parametrizované soufadnice a feSit vy-
sledny systém rovnic.

(4) Nalezeni pricky mimobéZek p, q v Aj prochdzejici
1w danym bodem nebo majici pfedem dany smér (1j. za-
meéreni):

Reseni. Matice piechodu od béze agenta K k Sokolové bazi (pfi stej-
nych pocitcich) je
-4 2 -1
T=1|1 0 1
2 -1 1
Vektor (0, 1,2) m4 tedy soufadnice T - (0, 1,2)" = (0,2, )7, po-
sunutim pocatku (pficteme vektor (—1,0, 1)) dostdvime vysledek
(—1,2,2). O

4.15. Najdéte pricku piimek (isecku, jejiZ jeden koncovy bod leZi na

1
v,

1
S [L L1 +16(2,1,0), ¢q:[2,2,0]+1¢(1,1,1),

jedné z ptimek, druhy pak na druhé z nich)

takovou, Ze pfimka ji ur€end prochdzi bodem [1, 0, 0].
ReSeni. Nalezneme priise¢ik hledané piicky s piimkou ¢ (nazveme jej
Q). Hledan4 pricka obsahuje néjaky bod na pfimce p a bod [1, 0, 0],
nutné tedy lezi v rovin€ p urcené timto bodem a piimkou p, tedy v ro-
viné

[1,1,1]+1(2,1,0) + (0, 1, 1).
Bod Q je pak prinikem této roviny s pfimkou g. Ten nalezneme vy-

feSenim soustavy

142t = 24u
l+t+s = 2+4u
1+s = u

Levé strany rovnic reprezentuji postupné vSechny tfi soufadnice libo-
volného bodu roviny p, pravé pak soufadnice libovolného bodu na g
(volny parametr ve vyjadfeni pfimky jsme nazvali u, abychom zame-
zili duplicité¢ proménnych). VyfeSenim této soustavy ziskdme s = 2,
t = 2,u = 3 a dosazenim napfiiklad # = 3 do rovnice piimky g dosta-
neme Q = [5, 5, 3] (stejny bod dostaneme i pokud dosadime s = 2,
t = 2, do parametrického vyjadfeni roviny p). Hledand piicka je tedy
ddna bodem Q a bodem [1, 0, 0]. Snadno jiZ dopoc¢teme jeji prinik
s pfimkou p, bod P =[7/3,5/3, 1]. ([

4.16. Urcete osu mimobéZzek

p: [3,0,3]14+ (0,1, 2)1,
q: [0, —1, =21+ (1,2, 3)s

treR
seR

ReSeni. Jde o problém najit piicku se smérem kolmym jak na smé-
rovy vektor pfimky p, tak na smérovy vektor pfimky g. Tento smér

mutzZeme najit napiiklad vektorovym soucinem téchto dvou vektord,
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Prickou rozumime piimku, kterd ma neprazdny
prinik s obéma mimobézkami. Vysledna pricka r
tedy bude jednorozmérnym afinnim podprostorem. Pokud
mame zadan jeho bod A € r, pak afinni podprostor gene-
rovany p a A je bud pfimka (A € p) nebo rovina (A ¢ p).
V prvém pripadé mame nekonecné mnoho feseni, jedno pro
kazdy bod z g, v druhém staci najit prinik B roviny (p U A)
sqgar = ({A, B}). Pokud je prinik prazdny, tloha nema
feSeni, v piipade€ Ze ¢ C (p U A), mame opét nekonecné
mnoho feSeni, a pokud je prinik jednoprvkovy, dostdvidme
pravé jedno feseni.

Mame-li misto bodu dédn smér u € R", tj. zaméfeni r,
pak uvazujeme opét podprostor Q generovany p a zaméfe-
nim Z(p) + (u) C R". Opét, pokud ¢ C O, madme neko-
neéné¢ mnoho feseni, jinak uvaZime prinik O s g a tdlohu
dokonc¢ime stejné jako v predchozim piipadé.

Reseni mnoha dalsich praktickych geometrickych tloh
vesmé&s spocivd v systematickém pouzivani vyse uvedenych
krokdi.

4.11. Poznamky k linearnimu programovani. Na zacdtku
o tieti kapitoly jsme se zastavili v odstavcich B4-B8 u
' praktickych problémd, které jsou zaddny pomoci sys-
 #2 tém linedrnich nerovnic. Snadno ovéiime, 7e kazd4
takova jednotliva nerovnice

al)C1+~--+Clnanb

zaddva v standardnim afinnim prostoru R” poloprostor ohra-
niceny nadrovinou, kterou zad4va prisluSnd rovnice (srovnej
s definici v odstavci E9(4)). Skute¢né, jestliZze zvolime para-
metricky popis prislusné nadroviny

{P+tv 4+ 110,21}

s vektory zaméfeni vy, ..., v,—, pak doplnénim téchto vek-
tort do baze celého R” vektorem v, nutné musi byt hodota

axy+ - +apx, — b

na linearni kombinaci | v, +- - - 4+, v, +1,v vZdy kladna
pro vSechny vektory bud's kladnym nebo zdpornym z,,.

Zaroven tedy vidime, Ze mnoZina vSech piipustnych vek-
torl pro problém linedrniho programovani je vZdy prinikem
kone¢n€ mnoha konvexnich mnoZzin a tedy je sama bud kon-
vexni nebo prazdna.

Pokud je zdroveni prinik neprdzdny a omezeny, pak jde
zfejmé o konvexni mnohostén. Jak jsme zdvodnili jiz v
B4, kazd4 linedrni forma je podél kazdé (parametrizované)
pfimky v afinnim prostoru bud’ stdle rostouci nebo stdle kle-
sajici nebo konstantni. Pokud je tedy dany problém linedr-
niho programovéni feSitelny a omezeny, pak musi mit op-
timaln{ feSeni v jednom z vrcholl piislusného konvexniho
mnohosténu. Ctendi by si m&l umét toto tvrzeni bez pro-
blému predstavit v pfipad€ dvourozmérného nebo tfirozmer-
ného problému. Pfimocaré zdivodnéni z té€chto malych di-
menzi vSak plati pro véechny konecnérozmérné piipady.

je to smér (1, —2, 1). Nyni sestavime soustavu linedrnich rovnic re-
flektujici poZadavek, aby vektor ureny néjakymi dvéma body, je-
den na pifimce p, druhy na ¢, byl rovnobézny se smérem (1, —2, 1).
Symbolicky tedy dostdvdme soustavu P — Q = k(1, —2, 1), neboli
[3,0,3]+ (0, 1,2)t — ([0, —1, =2] 4+ (1,2,3)s) = k(1,—-2,1). Ro-

P
zepsanim této rovnosti po soufadnicich, dostaneme

3—s = k
1+t—-2s = =2k
54+42t—3s = k

sfeSenimi t = 1, s = 2, k = 1. Dosazenim ¢t = 1 do parametrického
vyjadieni pfimky p dostdvame jeden bod osy, bod [3, 1, 5], dosazenim
parametru s = 2 do vyjadfeni piimky g pak bod [2, 3, 4]). Témito
dvéma body je urcena hledand osa. U

4.17. Urcete patu kolmice spusténé z bodu [0, 0, 6] na rovinu
P2, 1,41+ (1,2,2)r + (=2, 1, 1)s.

@

ReSeni. V piikladech ||ZZ73|| a ||ZZ78]| jsme se naudili uréovat matici
kolmou projekci v R? na rovinu prochdzejici po¢atkem soufadnic, tedy
kolmou projekci ve vektorovém prostoru IR*. Toho nyni vyuZijeme. Po-
suneme projekéni rovinu (a s ni i zobrazovany bod) tak, aby prochédzela
pocéatkem soufadnic. Dle toho, jak je rovina zaddna, se nabizi posunuti
o vektor (—2, —1, —4). Uréeme nyni kolmy primét bodu (vektoru x)
[0,0,6] — (2,1,4) = [-2,—1,2] do roviny (vektorového podpro-
storu) p : [0,0,0] + (1, 2,2)t 4+ (=2, 1, 1) tak jako v piikladu viz
||EZIE||: snadno nalezneme néjaky kolmy vektor k roviné p (viz ||ET]|,

napiiklad vektor (0, 1, —1). Kolma projekce je potom déna jako

x-(0,1,-1) 11
X — (0517_1):(_27_5_
0,1,=D- (0,1, =1) 2°2

)

Projekci pak dostaneme zpétnym posunutim o vektor (2, 1, 4), je tedy
rovna [-2, 5, 51+ (2, 1,4) = [0, =3, —31. O

4.18. Urcete obraz bodu [3, 2, 2] v zrcadleni podle roviny x+y+z = 1.
@

ReSeni. Podobné jako v piedchozim piikladu ||EI8|| posuneme ro-
vinu zrcadlenfi tak, aby prochdzela poc¢dtkem soufadné soustavy. Toho
dosdhneme napiiklad posunutim o —1 ve sméru osy z, neboli uvdzime
nové soufadnice (¥, y, z') = (x, y, z—1). Rovnice dané roviny je pak
X + y + z/ = 0. Nyni zobrazime posunuty bod ([3, 2, 1]) znimym

zpusobem (ziskdme bod X’) a obraz posuneme zpét (ziskame bod X”).
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Tim jsme podali ,,geometricky dikaz* existen¢ni Casti
zékladni véty B7A. Také jsme tak ptivodni problém pievedli
k diskrétni (tj. konecné) tivaze o hodnotich dané cenové
funkce v kone¢né mnoha bodech prostoru. K piikladu prak-
tického algoritmu, jak prislusné vrcholy konvexniho mno-
hosténu co nejsndze najit a vyhodnotit, se vratime jesté v ka-
pitole o diskrétni matematice.

4.12. Afinni zobrazeni. Zobrazeni f : A — B mezi afin-

- nimi prostory nazyvame afinni zobrazeni, jest-
lize mezi jejich zaméfenimi existuje linedni zob-
razeni ¢ : Z(A) — Z(B) takové, Ze pro vSechny
A e A v e Z(A) plati

f(A+v) = f(A) + @v).

Zobrazeni f a ¢ jsou jednoznacné zaddna touto vlastnostni
a libovolné zvolenymi obrazy (dim.4 + 1) bodd v obecné
poloze.

Pro libovolnou afinni kombinaci bodt 7gAg+- - -+, A €
A pak dostaneme

ftAyg+ - +1,A5) =
= f(Ao+ 1t (A1 — Ag) + -+ 1,(As — Aop))
= f(Ao) + (A — Ag) + - -+ + £,0(As — Ao)
=1f(Ao) + 11 f(AD) + -+ 1 f(As).

Naopak, pokud pro néjaké zobrazeni plati, Ze zachovava
afinni kombinace, miiZzeme pouzit specidlni piipad kombi-
nace n + 1 pevné zovlenych vektor zadavajicich afinni re-
pér. Postupné pak volbou koeficientli fy, = O af; = 1 de-
finujeme hodnotu zobrazeni ¢ mezi zaméfenimi vztahem
o(A; — Ap) = f(Ay). Pak lIze Cist pfedchozi vypocet v opac-
ném poradi a ovéfit korektnost i linearitu ¢. Skute¢né, z pred-
pokladu, Ze se prvni a posledni fddek rovnaji dovodime, Ze
jsou si rovny také fadky druhy a tfeti. Tim jsme zjistili, Ze
se skutec¢n€ jednd o afinni zobrazeni s linedrnim zobrazenim
¢ na zaméfeni, které jsme uvedenym postupem popsali ve
zvoleném afinnim repéru. Plati proto:

Véta. Afinni zobrazeni jsou pravé ta zobrazeni, kterd zacho-
vavaji afinni kombinace bodii.

Ve skutecnosti stac¢i oveérit zachovavani afinni kombinace
pro vSechny dvojice bodd, protoZe z nich uz vytvofime i li-
bovolnou koneé¢nou afinni kombinaci. Skute¢né, afinni kom-
binaci k + 2 bodl Ay, Ax+1 vZdycky miZeme vyjadrit takto:

r(foAg + - - - + r Ax) + sAgq1,

kde Zf:o t = lar + s = 1. Prosté napted si vybereme
néjaky bod, ktery je afinni kombinaci k41 bodd a pak délame
jeho kombinace s poslednim. Takto miZeme postupné sku-
te¢n¢ jakoukoliv kone¢nou afinni kombinaci vyrobit z kom-
binaci dvojic.

Je tedy

(3,2,H-(1,1,1
' 3
Soutadnice hledaného obrazu X” jsou X” = X' 4+ (0,0,1) =
[—1, -2, —2]. Pti zrcadleni bodu [3, 2, 1] jsme samozfejm& mohli

X' =[321]-2

1,1,1) =[-1, -2, =3].

pouZit pfimo matice ziskané v piikladu ||ZZZ9|. ([

B. Eukleidovska geometrie
4.19. Urcete vzdalenost piimek v R.

p:[1,—-1,014+1¢(-1,2,3), a q:[2,5 —1]++¢(—1,-2,1).

ReSeni. Vzdilenost je dana jako velikost kolmého priimétu libovolné
pticky (spojnice) danych piimek do ortogondlniho doplitku vektoro-
vého podprostoru generovaného jejich zamérenimi. Tento ortogonalni

dopliiek zjistime naptiklad pomoci vektorového soucinu:

(=1,2,3), (=1, =2, D)) = ((—1,2,3) x (=1, =2, 1))

= (@8, -2,4)) =((4, -1,2)).
Spojnici danych piimek je naptiklad dsecka [1, —1, 0][2, 5, —1], pro-
mitneme tedy vektor [1, —1, 0] — [2, 5, —1] = (—1, —6, 1). Pro vzda-

lenost pfimek pak dostdvame:

p(p,q) =

(4, =1, 2)| V2l
(]
4.20. Naleznéte bod A primky
p:x+2y+z—1=0, 3x—y+4z—-29=0,
ktery ma stejnou vzdalenost od bodd B = [3, 11, 4],

C =[-5,-13,-2].
ReSeni. Nejprve vyjadiime pifmku p parametricky tak, Ze vyfesime
soustavu rovnic

x + 2y + z = 1,
3x — y 4+ 4z = 29.

Soustavu zapiSeme rozsifenou matici a upravime
12 1)1\ (1 2 1|1}Y_
3 -1 429 0 =7 1]26
1 0 9/7 | 59/7
0 1 —=1/7|-26/7 )"

Tim dostdvdme vyjadieni

59 26 9 1
=, ——,0 t{—=,=-,1), teR.
P [ }+ ( 77 ) ©

777
Odkud substituci ¢ = 7s + 26 plyne

p:[-25,0,261+5(=9,1,7), seR.
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4.13. Pomér bodu na primce. Afinni kombinace dvojice
«» _ bodl mizeme také dobie vyjadfit pomoci tzv.

4 ) / poméru bodii na ptimce. Jeli bod C afinni kom-

binaci bodti A a B # C, C = rA + sB, pak

fekneme Ze ¢islo

h=(C;A B) =—-
.

je pomérem bodu C vzhledem k danym bodiim A a B. Pro-
toZe bod C miZzeme vyjadrit jako

C=A+s(B—A)=B+r(A—B),

je pomér A ve skutecnosti pomérem velikosti orientovanych
vektori C — A a C — B. Zejména je . = —1 pravé, kdyZ je C
stredem dsecky dané body A a B (tj. v nasi afinni kombinaci
buder =s = %).

Nase charakterizace afinnich zobrazeni prostfednictvim
afinnich kombinaci tedy md velice srozumitelné znéjici
duasledek:

Disledek. Afinni zobrazeni jsou pravé ta zobrazeni, kterd
zachovavaji poméry.

4.14. Zmény souradnic. Volbou afinnich souradnic
(Ap,u) na A a (By, v) na B dostdvame soufadné vyjadieni
afinniho zobrazeni f A — B. Pfimo z definice je
ziejmé, Ze staCi vyjadrit obraz f(Ap) pocatku souradnic v
A v soufadnicich na B, tj. vyjadfit vektor f(Ag) — By v
bazi v jako sloupec soufadnic y, a vSe ostatni je pak ur¢eno
ndsobenim matici zobrazeni ¢ ve zvolenych bazich a pricte-
nim vysledku. KaZdé afinni zobrazeni tedy v soufadnicich
vypada takto:
X yo+7Y-x,

kde yy je jako vySe a Y je matice zobrazeni ¢.

Transformace afinnich soufadnic odpovidd, obdobné
jako u linedrnich zobrazeni, vyjadreni identického zobrazeni
ve zvolenych afinnich repérech. Zména souradného vyja-
dfeni afinniho zobrazeni v ddsledku zmény bazi se snadno
spocte pomoci ndsobeni a s¢itdni matic a vektort. Skutecné,
pfi zméné baze na definiénim oboru daném posunutim w a
matici M, pricemz staré soufadnice pomoci novych jsou

xX=w+M-x,

a zméné na oboru hodnot s posunutim z a matici N, pfi¢emz
nové soufadnice jsou pomoci starych

y=z+N-y,
dostavame pro zobrazeni dané v pivodnich bazich vektorem
posunuti yp a matici ¥ pfimym vypoctem
Y=z+N-y=z+N -(o+Y )
=@+N-w+N-Y-w)y+(N-Y-M-x.

Je tedy afinni zobrazeni v novych bazich dano vektorem po-
sunuti z + N -yo+ N -Y -wamatici N -Y - M.

Bod A obdrzime volbou jistého s € R. Pritom vektory
A—B=(-28—-9s,—11+s,22+7s),
A—C=(-20—-9s,13+5,28+47s)

maji mit stejnou délku, tj. ma platit

V(=28 —95)2 + (=11 + $)2 + (22 + 75)2
= /(=20 — 95)2 + (13 + 5)2 + (28 + 75)2,

resp.
(—28 — 9s5)2 + (=11 + 5)> + (22 + 7s)?
= (=20 — 95)? + (13 + 9)* + (28 + 75)*.
Upravou posledni rovnice ziskdme s = —3. Je tak
A =1[-25,0,26]-3(-9,1,7) =[2,-3,5].
O
4.21. Jardastoji v bod¢€ [2, 1, 2] a ma ty¢ délky 4. MiZe se touto tyci

soucasné dotknout piimek p a ¢, kde

p : [=1,4,11+1t(=1,2,0),
g ¢ (4,4, —11+s(1,2, —4)?

(Ty¢ musi prochdzet bodem [2, 1, 2].)

ReSeni. JiZ znamym zpiisobem spocitime piicku danych pifmek pro-
chazejici bodem [2, 1, 2]. Je ji usecka [1, 0, 1][3, 2, 3], jeji délka je
potom /12, coZ je vice nez 4. Jarda se tedy miize dotknout piimek

soucasné. O

4.22. V euklidovském prostoru R* stanovte vzddlenost bodu A =
[2, —5, 1, 4] od podprostoru daného rovnicemi

U:4x1—2x)—3x3—2x4+12=0, 2x;1—xp—2x3—2x4+9=0.

ReSeni. Nejdiive nalezneme parametrické vyjadieni podprostoru U.
Napt. je
B =10,3,0,3] € U.

Vime, Ze vzdéalenost A od U se rovna velikosti kolmého primétu vekto-
ru A — B do ortogondlniho dopliiku zaméfeni podprostoru U. Ortogo-
ndlni doplné€k zaméfeni U ovSem zndme (zaddva tento podprostor) —

jako mnoZinu (linedrnich kombinaci normdlovych vektorti)
Vi={#4 -2,-3,-2)+s2,-1,-2,-2); t,s € R}.

Potfebujeme najit kolmy primét P4_p vektoru A — B do V, ktery

nélezi do V, a proto je

PA*B =a (47 _25 _3a _2) +b(29 _15 _2a _2)
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4.15. Euklldovske bodové prostory. Zatim jsme pro nase
5 elementarni geometrické dvahy nepotiebovali
pojem vzdalenosti nebo velikosti. V mnoha

4 — praktickych tdlohdch ale velikost vektorG a
odchylka vektord, tak jak jsme je zavedli na samém konci
tieti ¢asti druhé kapitoly (viz 740 a dale), hraji podstatnou
roli. Ve skutecnosti se ale dodate¢né informace tykaji
opravdu jen vektorti v zaméfeni, takZe nim nezbyvd mnoho

préce:

______J EUKLIDOVSKE PROSTORY —

Standardni bodovy euklidovsky prostor £, je afinni pro-
stor A, jehoZ zaméfenim je standardn{ euklidovsky prostor
R”" se skalarnim sou¢inem

<X, y ) =)y . X

Kartézskad souradnd soustava je afinni soufadnd soustava
(Ap; u) s ortonormdlni bazi u.

Vzdalenost bodii A, B € &, definujeme jako velikost vek-
toru || B — A||, budeme ji znalit p(A, B).

Euklidovské podprostory v £, jsou afinni podprostory je-
jichZ zaméfeni uvaZujeme spolu se ziZenymi skaldrnimi sou-
Ciny.

Bodovym euklidovskym prostorem £ dimenze n pak
obecné rozumime afinn{ prostor, jehoZ zaméfen{ je redlny n—
rozmérny euklidovsky vektorovy prostor. Pojem kartézské
soufadné soustavy md opét jasny smysl. Kazd4 volba takové
soufadné soustavy ovSem zaddva ztotoznéni £ se standard-
nim prostorem &,. Proto se budeme v dal$im, bez Gjmy
na obecnosti, zabyvat hlavné standardnimi euklidovskymi
prostory a jejich podprostory.

Z geometrlckeho pohledu maji jednoduché vlastnosti
skalarniho soucinu, jako jsou trojihelnikova ne-
rovnost, Cauchyova nerovnost, Besselova ne-
rovnost apod., odvozené ve ctvrté Césti pred-

== chozi kapitoly, viz BZ3, velmi uZite¢né piimé
dasledky:

4.16. Véta. Pro body A, B, C € &, plati

(1) p(A, B) = p(B, A)

(2) p(A, B) =0 prave, kdyi A = B

(3) p(A, B) + p(B,C) = p(A, C)

(4) V kaZdé kartézké souradné soustavé (Ao; e) maji body
A= Ao+a1e1 +---+a,e,, B = A0+b1€1 +-- ‘+bn€n

\/ Z?=1 (a; — bi)z-

(5) Je=li dan bod A a podprostor Q v &,, pak existuje bod
P € Q minimalizujici vzdalenosti bodit Q od A. Vzda-
lenost bodit A a P je rovna velikosti kolmého primeétu
vektoru A — B do Z(Q)* pro libovolny B € Q.

(6) Obecnéji, pro podprostory Q a R v &, existuji body
P € Qa Q € R minimalizujici vzdalenosti bodit B € Q
a A € R. Vzddlenost bodii Q a P je rovna velikosti kol-
mého primétu vektoru A — B do Z(Q)* pro libovolné
body Be QaAeR.

vzddlenost

pro jisté hodnoty a, b € R. Zjevné musi platit (A — B — P4_p) L V,

tedy

((A=B)— Pp_p) L (4, -2,-3,-2),

((A—=B) — P4_p) L (2,-1,-2,-2).

Dosazenim za A — B a P4_p odsud vyplyva

((29 _85 17 1) - a(47 _27 _37 _2) - b(2$ _1a 27 _2))
-(4,-2,-3,-2)=0,
((29 _85 17 1) - a(45 _2’ _37 _2) - b(29 _15 _27 _2))
((2,-1,-2,-2)) =0;
f.
2,-8,1,1)-4, -2, -3, -2)
_a(4a _2’ _37 _2)(47 _29 _35 _2)
_b(zv _19 _27 _2)(47 _29 _35 _2) = 09
(2,-8,1,1)-(2,—-1,-2,-2))
—Cl(4, _2’ _37 _2)(29 _15 _27 _2)
-b2,—-1,-2,-2)-2,—1,-2,-2=0.

Vy¢islime-li tyto skaldrni souciny, obdrzime soustavu

19 — 33a — 200 = O,
8 — 20a — 13b = 0,
kterd ma jediné feSeni a = 3, b = —4. Je tudiZ
Py p=34,-2,-3,-2)—-4@2,-1,-2,-2)=4, -2,-1,2),
pficemz
I Pacpll = V& + (=22 + (=1? + 22 =5.
Pfipomenime, Ze vzdalenost A od U je rovna || P4_p || = 5. [l

4.23. Ve vektorovém prostoru R* spoctéte vzdalenost v bodu

[0, 0, 6, 0] od vektorového podprostoru
U:[0,0,0,0]+17(1,0,1,1) +1(2,1,1,0) + 13 (1,

h,h,13 € R

_15 27 3) )
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Dtxkaz. Prvni tfi vlastnosti vyplyvaji pfimo z vlastnosti
. velikosti vektorti v prostorech se skaldrnim sou-
¢inem, ¢tvrtd plyne piimo z vyjadieni skalarniho
2 soucinu v libovolné ortonormélni bazi.
= tt Podivejme se na vztah pro minimalizaci
Vzdlenostl p(A, B) pro B € Q. Vektor A — B se jednozna-
¢nérozkldddna A — B = uy +uo, u; € Z(Q), ur € Z(Q)* .
Pritom u, nezdvisi na volbé€ B € Q, protozZe pripadnd zména
bodu B se projevi pfi¢tenim vektoru ze Z(Q).
Nyni zvolme P = A+(—uy) = B+u; € Q. Dostdvame

IA = BI* = llur > + lluzll* = lluz)> = | A = PJ.

Odtud jiz vyplyva, Ze nejmensi mozZné vzdélenosti je sku-
te¢né dosaZeno, a to praveé pro nds bod P. Vypoctend vzdéle-
nost je skutecné ||u;]||.

Obdobné ukdZeme obecny vysledek. Pro volbu libovol-
nych bodi A € R a B € Q je jejich rozdil dan jako sou-
et vektori u; € Z(R) + Z(Q) aus € (Z(R) + Z(Q)*,
priemZ komponenta u, nezavisi na volbé bodd. Prictenim
vhodnych vektorti ze zaméfeni R a Q zjevné obdrZime body
A’ a B, jejichZ vzdélenost je praveé |lu;||. O

Rozsifime nyni nés stru¢ny piehled elementdrnich dloh
v analytické geometrii.

4.17. Prl’klady standardnich tloh. (1) Najdéte vzddalenost
2 bodu A € &, od podprostoru Q C &,:

Postup pfi feSeni je dan ve vété B T8,

(2) V &, vedte bodem A pFimku q svirajici s da-
2 nou primkou p dany tihel:

Pfipoménime, Ze na trovni rovinné geometrie jsme s od-
chylkami vektort jiZ pracovali (viz napt. Z43). Najdeme vek-
tor u € R? leZici v zaméfeni pfimky ¢ a zvolime vektor v
majici od u zadanou odchylku. Hledana pfimka je d4dna bo-
dem A a zaméfenim (v). Uloha m4 dvé nebo jedno feSeni.
(3) Spoctete patu kolmice vedené bodem na danou primku:

Postup je uveden v dikazu predposledniho bodu véty
BTH.

(4) V & urcete vzddlenost dvou primek p, q

Zvolime libovolné jeden bod z kazdé pfimky, A € p,
B € g. Komponenta vektoru A — B v ortogonalnim dopliiku
(Z(p) + Z(g))* m4 velikost rovnu vzdalenosti p a g.

(5) V & najdéte osu dvou mimobézek p a q:

Osou zde rozumime pficku, kterd realizuje nejmensi
moznou vzddlenost danych mimobézek pomoci bodl pri-
niku. Opét Ize postup dovodit z diikazu véty ET8 (posledni
bod). Necht 1 je podprostor generovany jednim bodem A €
p asoudtem Z(p) + (Z(p) + Z(g))*. Pokud nejsou piimky
p a g rovnobéZné, ptijde o rovinu. Pak prinik n N ¢ spolu se
zaméfenim (Z(p) + Z(qg))* dévaji parametricky popis hle-
dané osy. Pokud jsou pfimky rovnobéZné, bude mit tiloha ne-
kone¢né mnoho feSeni.

Reseni. Ulohu budeme fesit postupem zaloZenym na tzv. problému

nejmensich ¢tvercii. Vektory generujici U napiSeme do sloupct matice

1 2 1
01 -1
A=11 1 2
1 0 3
a bod [0,0,6,0] nahradime jemu odpovidajicim vektorem

b = (0,0,6,0)". Budeme fesit soustavu A - x = b, tj. soustavu

linearnich rovnic

x1 + 2x + x3 = 0,

xx — x3 = 0,
X1 + x + 2x3 = 6,
X + 3x3 = 0,

pravé metodou nejmensich ctverci. (Upozornéme, Ze tato soustava
nemd feSeni — jinak by vzdédlenost bylarovna 0.) Systém A-x = b vyna-

sobime zleva matici A”. Rozsifend matice soustavy AT -A.x = AT .b

pak je
33 6|6
36 3|6
6 3 15|12

Pomoci elementarnich fddkovych transformaci ji postupné prevedeme
na schodovity tvar

33 6|6 3 3 616 11 2|2
36 3|6 ~10 3 =3/0]~101 —-1|0
6 3 15|12 0 -3 3]0 00 010
Provedeme-li jest€ zpétnou eliminaci
11 2|2 1 0 32
o1 -1j0}J~101 —-1]01],
00 010 00 010
miZeme ihned napsat feSeni
x=Q2=3,t,0H", reR.

22

teCnosti tretfho ze zaddvajicich vektord podprostoru U, nebof je

3(1,0,1,1H)—(2,1,1,0) = (1, —1,2,3).
Libovolna (¢ € R) linedarni kombinace
2-3n1,0,1,H)+¢t(2,1,1,0)+¢(1,—-1,2,3) = (2,0,2,2)

vSak odpovida bodu [2, 0, 2, 2] podprostoru U, ktery je nejbliZze bodu
[0, 0, 6, 0]. Pro hledanou vzdalenost proto plati

v=112,0,2,2] —[0,0,6,0]|| = /22 + 0 + (—4)2 + 22 = 2/6.

O
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4.18. Odchylky Stejné jako vzdalenost, i fada dalSich
geometrickych pojmt jako odchylky, orientace,
objem apod. je v bodovych prostorech &,
N, zavddéna prostiednictvim vhodnych pojmi
~3_ve vektorovych euklidovskych prostorech.

Prlpomenme Ze odchylku dvou Vektoru jsme definovali na
konci tfeti ¢asti druhé kapitoly, viz

Skute¢né, z Cauchyovy nerovnosti plyne 0< % <1,
mad tedy smysl definice odchylky ¢(u, v) vektorii u,v € V
v redlném vektorovém prostoru se skaldrnim soucinem vzta-
hem

cos p(u, v) = 0 < o(u,v) <2m.

u-v
lalllloll”
To je zcela v souladu s praxi v dvourozmérném euklidovském
prostoru R? a nasf filozofii, Ze pojem tykajici se dvou véktori
je ve své podstaté zdleZitosti dvourozmérné geometrie.

V euklidovské roving jsme také jiz pouZivali goniomet-
rické funkce cos a sin, ktere jsme definovali pouze geometric-
kou tvahou, ke které se vratime na zacatku kapitoly paté, kdy
také budeme moci precizné ovétit geometricky ndzor, Ze je
funkce cos in intervalu [0, ] klesajici. Ve vicerozmérnych
prostorech je proto odchylka dvou vektorG vzdy méfena v
roviné, kterou tyto vektory generuji (nebo je nula) a nas defi-
ni¢ni vztah odpovidd zvyklostem ve vSech dimenzich.

V libovolném redlném vektorovém prostoru se skaldrnim
sou¢inem pfimo z definic plyne

lu —vll* = llull® + [v]* = 2(u - v)
= Jlull> + [vlI* = 2llull[|v] cos g(u, v).

To je patrn€ dobfe zndmd kosinovd veta z rovinné geometrie.
Déle plati pro kazdou ortonormélni bdzi e zaméfeni V a
nenulovy vektor u € V vztah

2 2
lul® =" lu - el
i
Podélenim této rovnice ¢islem ||u||> dostdvame vztah

1= Z(COS ou, ¢))*,

ktery je vétou o smérovych kosinech ¢(u, ¢;) vektoru u.

Z definice odchylek vektord nyni mtZeme dovodit ro-
zumné definice pro odchylky obecnych podprostorid v libo-
volném euklidovském vektorovém prostoru. Je pfitom tieba
rozhodnuti, jak se stavét k piipadim, kdy podprostory maji
netrividln{ prinik. Za odchylku dvou pifimek budeme chtit
patrné brat mensi ze dvou moZnych thld, u dvou nerovno-
bé&Znych rovin v R* nebudeme chtit slyset, Ze maji odchylku
nula, protoZe maji spolecny alespoii jeden smér:

ODCHYLKY PODPROSTORU

—

4.19. Definice. Uvazujme kone¢nérozmérné podprostory U,
U, v euklidovském vektorovém prostoru V' libo-
volné dimenze.

4.24. 'V euklidovském prostoru R> stanovte vzdalenost rovin

o1:[7,2,7,
Qz : [27 4? 7’

-1,1]4+4(1,0,—-1,0,0) + s, (0,1,0,0, —1),
_47 2] +t2 (17 1’ 15 07 1) +S2 (Os _27 03 O’ 3) )

kde 11, s1, 1, 52 € R, a poté vzdalenost rovin

(of] : [07 1327 07 0] +p1 (Zv 17 07 Ov 1) +QI (_27 09 1v 170) )
02:[3,-1,7,7,31+ p2(2,2,4,0,3) + 42 (2,0,0, =2, = 1),

kde p1, g1, p2, g2 € R.

ReSeni. Pfipad o;, 0,. Nejprve uréime ortogonalni doplnék souctu za-
méfeni zadanych dvou rovin tak, Ze smérové vektory rovin napiSeme
do radkli matice a tuto matici pomoci elementarnich fadkovych trans-

formaci pfevedeme na schodovity tvar. Tim dostaneme

1 0 -1 0 O 1 0 -1 0 0

o1 o o0 -1} _ 101 0 0 -1

1 1 1 0 1 00 1 0 1

0 -2 0 0 3 00 0 0 1
Hledany ortogondlni doplnék tak je ((0, 0,0, 1,0)). (Pochopitelné

bylo ocividné, Ze vektor (0, 0,0, 1,0) ndleZi do uvaZovaného or-
togonalniho doplitku. Upravou na schodovity tvar jsme v ak zjis-
tili, Ze ortogondlni dopln€k je jednodimenziondlni.) Vzdélenost ro-
vin je rovna velikosti kolmého primétu vektoru A; — A, do pod-
prostoru ((0, 0,0, 1,0)) pro libovolné body A, € 01, A, € o».
Zvolme kupt. A| = [7,2,7, —1,1], A, = [2,4,7, —4, 2]. Zfejmé je
kolmy primét A, — A, = (5,—-2,0,3, —1) do ((0,0,0, 1, 0)) roven
(0, 0,0, 3,0). Velikost vektoru (0, 0, 0, 3, 0) dava vyslednou vzdale-
nost 3.

Ptipad o}, 0,. Soucet zaméfeni rovin o, 0, je generovdn sméro-

vymi vektory. Ozna¢me je

I/tl == (2’ ]"O’O’ 1)’
== (27 2’ 47 07 3)7

Uy = (_29 O’ 17 190)5
v, =(2,0,0,-2,-1).

Naleznéme body X; € 01, X» € 03, ve kterych se vzdalenost rovin o7,

o, realizuje. Vime, Ze je

XI_X2= [09 1’25090]_[39_1577753]

+piur + qiuz — pav1 — gav2

(_31 29 _5’ 77 _3) + piuq + qiuy — prv1 — g2
a Ze ma platit
(X1 —Xo,u1) =0,
(X — 0,

(X1 —
(X1 —

Xo,up) =
X5, 1) =

X5, V1)
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Odchylka podprostorii Uy, U, je realné Cislo
a = @(Uy, Uy) € [0, 7] spliiujic:
(1) Je-lidimU; =dimU, = 1, U} = (u), U, = (v), pak
|u.v]
o= .
el vl
(2) Jsou-li dimenze U,, U, kladné a U; N U, = {0}, pak
je odchylka minimem vsech odchylek jednorozmérnych
podprostort

o = min{e({u), (v)); 0 #u € U, 0 # v € U,}.

UkdZeme v zdpéti, Ze takové minimum skutecn& vzdy
existuje.

3) Je-li U; € U, nebo U, C U, (zejména je-li jeden z nich
nulovy), je @ = 0.

(4) Je-li U] N U2 75 {O} a U] ;ﬁ U] N U2 75 U2, pak

a=oU, N U NU) U0 (U NUDY).

Odchylka podprostorii Q1, @, v bodovém euklidovském
prostoru &, se definuje jako odchylka jejich zaméteni Z(Q,),
Z(Qy).

Vsimnéme si, Ze odchylka je vZdy dobfe definovéna,
zejména v poslednim pripade je

(U N (U, NU)T) N (U N (U NU2)T) = {0}

muzeme tedy opravdu odchylku urcit podle bodu (2). VS§im-
néme si také, Ze v ptipadé Uy NU, = {0}, jsou U; a U, kolmé

vvvvvv

vvvvvv

Ke korektosti definice zbyva ukdzat, Ze ve skuteCnosti
vzdy existuji vektory u € Uy, v € U,, pro které nabyva vy-
raz pro odchylku pozadovaného minima. Nejdiive specidlni
pripad:

4.20. Lemma. Nechf v je vektor v euklidovském prostoru V
a U C V libovolny podprostor. Oznacme v, €
U, vy € U™ (jednoznacné urcené) komponenty
vektoru v, tj. v = v| + va. Pak pro odchylku ¢
podprostoru generovaného v od U plati

_ Il
vl

Dtkaz. Pro vSechny vektory u € U plati diky Cauchy-
ové nerovnosti

cos p((v), U) = cos p((v), (v1))

lu-vl u-(ui+v)|l  u-v
lallloll = Nuelllivll  felllivl
_ o _ ol _ P el
= vl vl Nl vl
Odtud plyne
_
cos p({v), (u)) < cosg({v), (v1)) = ol

.
((_392’ _57 _79 _3)’141 ) —J’_pl <ulv 1231 > +QI <u27 ul)

—pafvi,ur) —qa{va,ur) =0,

<(_37 2, _5’ _79 _3)51/!2) +p1 (M], I/l2> +QI <M25 l/l2>

—pa{v,uz) —q2{va,u2) =0,

((_3’ 25 _5’_7’ _3)»v1>+P1 (MI,U1>+CII <u27 U])
= pa(v,v1) —q2{v2,v1) =0,

((_3727 _55 _7a _3)7 U2>+pl <u17v2>+q1 <u27 v2>
—p2(v, v2) —q2{(v2,v2) =0.

Vycislenim téchto skaldrnich soucind ziskdvame soustavu linedarnich

rovnic
6p1 — 41 — 9p» — 3¢ = 7,
—4p1 + 6q: + 640 = 6,
9pi - 33pp — ¢ = 3l
3pp. = 60 = pp = 9 = —ll,
kterou vyfesime pomoci fddkovych transformaci v maticovém zapisu
6 —4 -9 3| 7 1 0000
-4 6 0 6 6 .10 1 o0o0]-1
9 0 -33 —-1] 31 001 0f-1
3 -6 -1 -9|-11 00 0 1|2

Re enim této soustavy je tedy Ctvefice (pi1,q1, p2,q2) =
0, —1, —1, 2). Ur<ili jsme

X1—Xo=(-3,2,-5, -7, =3)—ur+v,—2v, = (-3,4, =2, —4, 2).
Velikost vektoru (—3,4, —2, —4, 2) a soucasné vzdalenost rovin oy,

(o)) ¢ini

T=V(=32+42+ (-2) + (—4)* + 2%

Vzdalenost p; od g, jsme urcovali odliSnym zptisobem ne vzdéle-
nost o7 od 0. Uvedené metody jsme samoziejmé mohli pouZit v obou
pripadech. Zkusme znovu vypocitat vzdalenost rovin o7, o, postupem
pouzitym k vy¢€isleni vzdélenosti rovin g, 0;. Hledejme tedy ortogo-

ndlni doplnék vektorového podprostoru generovaného vektory

2,1,0,0,1), (=2,0,1,1,0), (2,2,4,0,3), (2,0,0,—2,—1).
Snadno ziskame
2 10 0 1 1 000 3/2
201 1 0 | _ 0100 -2
2 24 0 3 0010 1 ’
2 00 -2 -1 0001 2
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a ndmi nalezeny vektor v; tedy predstavuje nejvétsi moZnou
hodnotu pro kosinus tihlu mezi vS§emi volbami vektort z U.
ProtoZe je funkce cos na intervalu [0, 7] klesajici, dostdvame
tak nejmensi moZny dhel a tvrzeni je dokdzané. O

4.21. Vypocet odchylek. Postupu v pfedchozim lemmatu
0 miZeme rozumét tak, Ze jednorozmérny podprostor
%» generovany vektorem v kolmo promitneme do pod-
2 prostoru U a podivdme se, jak moc se obrazy zme-
nsuji. Podle toho pak pozndme odchylku. Podobny
postup pouZijeme ve vysSich dimenzich také. PotiZ je pfi-
tom ale s rozpozndnim, které sméry ndm svymi prameéty
odchylku skutecné prozradi. V naSem ptredchozim pripadé
to mliZzeme dobie vidét, pokud neSikovné budeme promitat
vétsi prostor U do jednorozmérného (v) a pak kolmo zpét
do U. Zjistime, Ze odchylku pozndme podle sméru vlastniho
vektoru takového zobrazeni, jeho vlastni ¢islo bude kvadra-
tem prislu$ného kosinu thlu.

Uvazujme tedy dva obecné podprostory Uj, U, v eukli-
dovském vektorovém prostoru V, pfedpokladejme U NU, =
{0}, a zvolme pevné ortonormélni baze e, a ¢’ celého prostoru
V tak, aby U; = (ey, ..., ex), Uy = (€], ..., €)).

UvaZujme kolmy primét ¢ prostoru V na U,, jeho zi-
Zeni na U; budeme opét znacit ¢ : U} — U,. Zobrazeni
Y : Uy — Uj necht vznikne podobné z kolmého primétu na

U,. Tato zobrazeni maji v bazich (e, ..., ex) a (e}, ..., ¢)
matice
/ / /
ey - e e - e e-er ... e-e
A= : . B =
/ / ! /
el e e - e el-ex ... e e

Protoze jde o skaldrni souciny na redlném vektorovém pro-
storu, plati e; - ¢} = €/, - ¢; pro viechny indexy i, j a proto
zejména plati B = AT,

SloZené zobrazeni W o ¢ : U; — U; ma tedy symet-
rickou pozitivné semidefinitni matici A7 A a v je zobrazen{
adjungované k ¢. Vidéli jsme, Ze kazdé takové zobrazeni ma
pouze nezdpornd redlnd vlastni ¢isla a Ze m4d ve vhodné orto-
normdlni bazi diagondlni matici s témito vlastnimi ¢isly na
diagondle, viz a B30,

Nyni miZeme odvodit obecny postup pro vypocet od-
chylky o = ¢(Uy, Uy).

Véta. V predchozim oznaceni necht je A nejvétsi vlastni hod-
nota matice AT A. Pak (cosa)? = A

Dtkaz. Nechf u € U je vlastni vektor zobrazeni ¥ o ¢
« PprisluSny nejvétsi vlastni hodnoté A. Uvazme
S , vSechna vlastni ¢isla Ap, ..., Ax (vCetn€ nédsob-
nosti) a nechf u = (uy,...,u,) je piislu-
$na ortonormadlni baze U; z vlastnich vektoru.

Muzeme piimo predpokladat, Ze A = A, u = u;.

odkud dostdvdme ortogondlni doplnék ((—3/2,2, —1
_49 2’ 4a

o1 vici o se rovnd velikosti kolmého primétu vektoru (rozdilu libo-

) _25 1))’ pﬁp
jej radé€ji zapiSme jako ((3, —2)). Pfipomenime, e vzdilenost

volného bodu o, a libovolného bodu o)

u=@3,-2,5,7,3)=1[3,-1,7,7,3]1 - [0, 1,2, 0, 0]

do tohoto ortogondlniho dopliiku. Ozna¢me zminény kolmy prameét u
symbolem p, apolome v = (3, —4, 2,4, —2). Ztejmé je p, = a - v

pro néjaké a € R a mé platit

(u—py,v)=0, t. (u,v)—a{v,v)=0.

Vycisleni ddvd 49 —a - 49 = 0. Je tudi p, = 1 - v = v a vzddlenost

rovin oy, 03 je rovna

Hpull =3+ (42 + 22 442 + (22 =7.

Ukazalo se, Ze vypocet vzddlenosti pomoci ortogondlniho do-
pliiku souctu zaméteni byl v pfedeslém piikladu ,,rychlejsi cestou k vy-
sledku®. Pro roviny o; a 0, tomu bude nepochybné stejn€. Druh4 me-
toda ovSem dava body, ve kterych se vzdalenost realizuje (body, kde
si jsou roviny nejblize). Naleznéme proto s jeji pomoci takové body

v pripad¢ rovin o1, 02. Ozna¢me

Uy = (17()’ _1705 O)a
Vv = (17 17 1907 1)7

u, =(0,1,0,0, 1),
v, =(0,-2,0,0,3).

Body X; € 01, X» € 02, ve kterych se vzdélenost rovin realizuje,

muzeme vyjadrit jako

Xl = [77 29 7’ _17 1] +t]l/l] +S]M2,
X2 =12,4,7,—4,2] + nv; + 5202,
atedy
X]_X2: [752777_]71]_[274777_452]
+huy + s1uy — Hvy — S0
= (59 _25 07 3,—1)+t11/l1+51u2—t2vl — 8202

Skaldrni souciny

(X1 —Xo,u1) =0, (X1—Xo,uy) =0,
(X1—X2,v1)=0, (X1—X2,1)=0
pak vedou na soustavu linedrnich rovnic
24 = =5,
2S1 + 5S2 = 1,
—4t2 — Sy = -2,
—5S1 — fh — 13S2 = -1
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Potfebujeme ukdzat, Ze odchylka libovolného v € U; od
U, je nejméné tak velka jako odchylka u od U,. Tzn. Ze kosi-
nus piislusného thlu nesmi byt vétsi. Podle predchoziho lem-
matu staci diskutovat odchylku u a ¢(u) € U, a pfitom vime,
Ze |lu|| = 1. Zvolme tedy v € Uy, v = ajuy + - -+ + aguy,
Sk a? =|lv)* = 1. Pak

lo)II? = @(v) - p(v) = (¥ 0 p(v)) - v
< [y o) lvll = I o ()|l
Ptedchozi lemma navic ddva i vzorec pro odchylku o vektoru
v od podprostoru U,
()l
o =
[lvll

Protoze jsme zvolili za A nejvétsi z vlastnich hodnot a soucet
kvadratd soufadnic a? je jedna, dostdvdme

= lle)Il.

(cos@)? = [lp)|I* < ¥ 0 (V)| =

> (uai)? =

i=1

k
= | 2+) a0l -2) < /A

i=1

Pfi v = u dostdvdme ovSem presné [|p(v)[|> = A3|v|*> = A?
a tedy odchylka dosahuje pro tento vektor minimalni mozné
hodnoty. Tim je véta dokdzana. U

4.22. Poditani objemu. S niznakem pocitini objemu jsme

D Se jiz setkali v rovinné geometrii v konci pété
7 »__' ¢asti prvni kapitoly (viz [34). Zjistili jsme pfi-
tom, Ze podstatnym pojmem je pfitom tzv. ori-
entace, kterou jsme si mohli pfedstavit jako rozhodnuti, zda
se na nasi rovinu R? divame zhora &i zezdola. Rozdil je pfi-
tom v poradi standardnich bazovych vektorti e; a e, na jed-
notkové kruZznici. Stejn¢ postupujeme obecné:

ORIENTACE VEKTOROVEHO PROSTORU L—

Rikdme, 7e dvé baze u a v redlného vektorového pro-
storu V urcujf stejnou orientaci, jestlize m4 matice prechodu
mezi nimi kladny determinant. Formélnéji vzato, orientaci
redlného vektorového prostoru V tedy rozumime tiidu ekvi-
valence bazi u vzhledem k ekvivalenci, kterou jsme pomoci
znaménka determinantu prave zavedli. Ekvivalentnim bazim
v tomto smyslu také fikdme souhlasné se zvolenou orientaci.

Piimo z definice pak vyplyva, Ze na kazdém vektorovém
prostoru jsou pravé dvé orientace. Z kazdé souhlasné baze
ziskdme snadno nesouhlasnou pomoci libovolné matice pie-
chodu se zapornym determinantem.

Vektorovy prostor se zvolenou orientaci nazyvame ori-
entovany vektorovy prostor.

Orientovany (bodovy) euklidovsky prostor je euklidov-
sky bodovy prostor, jehoZ zaméreni je orientované. V dalsim
budeme uvazovat standardni euklidovsky prostor &£, spolu
s orientaci zadanou standardni bazi R".

s jedinym feSenim ¢t; = —5/2,s; =41/2,t, = 5/2, s, = —8. Ziskali

jsem tak

X, =[7.2.7. —1.1] 5 +41 19 4519 39
1 = ’ ’ ’ ’ 2”1 2 M2 - 25 2 ’ 2 ’ ’ 2 ’
5 9 45 19 39
X, =12,4,7, 4,21+ vy —8nu= |z, —, —, =4, — |.
2= 1+ V1~ 8v; |:2 ) > ]
Nynfi ji snadno ovéiime, Ze vzdalenost bodi X, X, (a soucasné vzda-
lenost rovin g1, 02) je || X1 — X3 |[ =1/ (0,0,0,3,0) || = 3. u

4.25. Najdéte prinik kolmé roviny spusténé z bodu A =
[1, 2,3, 4] € R* na rovinu

o:[1,0,1,0]+ (1,2, -1,-2)s + (1,0,0, )t, s, €eR.

ReSeni. Naleznéme nejprve kolmou rovinu k o. Jeji zaméfeni bude

Nz oz

kolmé na zaméieni g, pro vektory (a, b, ¢, d) patiici do jejiho za-

méfeni dostdvame tedy soustavu rovnic

(Cl,b, C,d) * (1,2, _1,—2) :0 =
(a’b,C,@'(1,0,0,1)=0 =

a+2b—c—2d =0
a+d=0.

Jejim
((0,1,2,0), (—1,0,—-3,1)). Rovina 7 kolmd k roviné o procha-

zejici bodem A ma tedy parametrické vyjadieni

feSenim je  dvojdimenziondlni  vektorovy  prostor

t:[1,2,3,4]4+(0,1,2,0u + (—1,0, =3, v, u,velR.

Priinik rovin potom miiZeme ziskat pomoci obou parametrickych vy-

jadreni. Pro parametry popisujici prinik tedy dostdvame soustavu rov-

nic:
l+s+t = 1—-v
2s = 2+4u
1—s = 3+2u—3v
25+t = 4+,

kterd m4 jediné feSeni (musi tomu tak byt, protoZe sloupce matice sou-
stavy jsou ddny linedrné nezavislymi vektory zaméfeni obou rovin)
s = —8/19,t = 34/19, u = —54/19, v = —26/19. Dosazenim
hodnot parametrii s a t do parametrického vyjadfeni roviny o pak do-
staneme soufadnice prlniku [45/19, —16/19, 11/19, 18/19] (stejny
vysledek pochopitelné obdrZzime, dosadime-li hodnoty parametrti u a

v do parametrického vyjadfeni roviny 7). U

4.26. Nechtje danakrychle ABCDEF G H (pti obvyklém vyznamu
zapisu, tedy vektory E—A, F —B, G—C, H—D jsou kolmé na rovinu
uréenou vrcholy A, B, C, D) v euklidovském prostoru R3. Vypoctéte
odchylku ¢ vektori FF — Aa H — A.
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Nechf wuq,...,u;, jsou libovolné vektory v za-
méfeni R", A € &, je libovolny bod. Rovnobéznostén

Pi(Asup,...,ux) C &, jsme definovali jako priklad
konvexni mnoZiny
Pe(Asup, oo ou) ={A+ciur + -+ au; 0 < ¢; < 1}

Jsou-li vektory wuy,...,u; nezdvislé, hovoiime o k-
rozmérném rovnobéznosténu Pr(A; uy...,u;) C &,. Pro
dané vektory ui, ..., u; mame k dispozici také rovnob&z-
nostény mens$ich dimenz{

Pi(Asur), ..o, Pe(Asug, ooy ug)
v euklidovskych podprostorech A + (uy),...,A +
(ul, ey I/tk>.
Jsou-li uy, ..., uy linedrné zavislé definujeme objem

Vol Pk =0.

Jinak uvazujeme jako pfi Grammoveé—Schmidtove ortogona-
lizaci

Uy, o) = (U, o ) DU, o ug ) Ny,

V tomto rozkladu se u; jednoznacné vyjadii jako
Up = M;( + e

kde € 1 (ul, ey uk_1>.

Absolutni hodnotu objemu rovnobéznosténu definujeme
induktivné tak, abychom naplnili predstavu, Ze
jde o soucin objemu ,,zdkladny* a ,,vysky*:

| Vol [P1 (A5 uy) = lul

| VOl P (As uy, - .. ui) = llexll| VOl P (A; uy, ...

Je-li uy,...,u, baze souhlasnd s orientaci V, definujeme
(orientovany) objem rovnobéznosténu

Vol Pi(A; uy, ..., u,) = | Vol |Pr(A;uy, ..., u,),
v ptipad€ neosuhlasné baze klademe
VolPk(A; Uiy ..., un) = —| Vol |7Dk(A; Uiy ..., I/tn).

VVVVVV

7e determinant je v jistém smyslu néstroj vyjadfujici objem.
Prvni tvrzeni totiz fikd pravé, Ze na k—-rozmérném prostoru
dostaneme objem rovnobéZnosténu natazeného na k vektorti
tak, Ze jejich soutfadnice (v ortonormdlni bazi) napiSeme do
sloupcii matice a spocteme determinant.

Vyrazu ve druhém tvrzeni se fika Grammuiv determinant.
Jeho vyhoda je, Ze je zcela nezdvisly na volbé bdze a zejména
se s nim proto 1épe pracuje v pfipadé k£ mensiho nezZ je di-
menze celého prostoru.

Véta. Necht Q C &, je euklidovsky podprostor a necht
7 (e1, ..., e) jejeho ortonormalni baze. Pak pro
NS ﬁé libovolné vektory uy, ..., u; € Z(Q)a A € Q
LA 7; - plati

P

s Ug).

cyUk—1).

Reseni. Tento priklad jsme jiZ jednou fesili pomoci vzorce z defi-
nice odchylky. Nyni se zkusme zamyslet. UvaZované body A, F, H
jsou vrcholy trojihelniku, jehoZ vSechny strany jsou dhloptickami
stén krychle. Jednd se tudiZ o rovnostranny trojihelnik. Odtud plyne,
7Ze ¢ = 1/3. (I

4.27. Oznacme S stied hrany AB krychle ABCDEFGH (v obvyk-
1ém oznacenfi). Urcete kosinus odchylky piimek ES a BG.

ReSeni. Vzhledem k tomu, Ze homotetie (stejnolehlost) je podob-
nym zobrazenim, tj. zachovava dhly, mizeme piredpokladat, Ze krychle
ma hranu velikosti 1. Umistime-li navic bod A do pocéatku soufadné
soustavy a body B, resp. E do bodl o soufadnicich [1, 0, 0], resp.
[0, 0, 1], pak maji zbylé uvaZované body nésledujici soufadnice: § =
[1/2,0,0], G = [1, 1, 1], tedy vektor ES = (1/2,0,—1) a BG =
(0, 1, 1). Pro hledany kosinus odchylky ¢ tedy mame

(1/2,0,—1)-(0,1,1) | 2

1(1/2,0, =DIIO, L, DI~ /35

cos(p) =

4.28. Urcete odchylku pfimky p zadané implicitn€ rovnicemi
x + 3y + z = 0,
-x — y + z =0
odrovinypo:x+y+2z+1=0.
ReSeni. Vidime, Ze normalovy vektor roviny o je (1, 1,2). Seéteni
rovnic zadavajicich pfimku p pfi opsani prvni z nich dava
x + 3y + z = 0,
2y + 2z = 0.
Odsud plyne, Ze y = —z a x = 2z. Vektor (2, —1, 1) je proto smé-
rovym vektorem piimky p; jinak fe¢eno, mizeme zapsat (p oc€ividné

prochdzi pocatkem)

p:10,0,0]+¢t(2,—-1,1), teR.

Pro dhel ¢ vektori (1, 1, 2), (2, —1, 1) plati
2—142 . 1
J6 - /6 2’

Je tedy ¢ = 60°. To je ovSem velikost thlu, ktery svird smérovy vektor

cos g =

p s normdlovym vektorem o. Hledany thel je doplitkem tohoto dhlu,
a tak je vysledek 30° =90° — 60°. U

4.29. V redlné roviné naleznéte pifimku, kterd prochazi bo-

dem [—3, 0] a s pfimkou
p: «/§x+3y+5 =0

svira uhel 60°.
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uy-e U - €1
(1) Vol Pr(A;uy, ..., u;) =
up-eg Up - e
Ui - uj Up - U
(2) (Vol Pr(A;uy, ..., up))% =
up - ug U - Ug
Dt¢kaz. Matice
up-e; Up - €1
A=
up- e Ug - e

ma ve sloupcich soutfadnice vektord uy, ..., u; ve zvolené

ortonormalni bazi. Plati

|AI? = |Al|A] = |AT]|A] = |AT A
up - u Up - U1

up - ug U - U

Vidime tedy, Ze pokud plati (1), plati i (2).
Piimo z definice je neorientovany objem roven soucinu

| Vol [Pe(As uy, ... su) = llvrlllloall - - - el

kde vy = uy, v2 =M2+a12v1,...,vk :uk—i-a’fv] + -+
a,’(‘_ 1 Vk—1 je vysledek Grammova-Schmidtova ortogonalizac-
niho procesu. Je tedy

V1 - Vg 0 0
Vol Pi(As uy, ... up))* =| .
0 0 Uk - Uk
V1 - V1 Vi - U
Uy - Vg Uk + Uk

Ozna¢me B matici jejiZz sloupce jsou soufadnice
o vektord vy, ..., v v ortonormdlni bazi e. ProtoZe
vi,...,V vznikly z wuy,...,u; jako obrazy v
A2 linearni transformaci s horni trojihelnikovou ma-
tici C s jedni¢kami na diagondle, je B = CA a
|Bl = |Cl|A| = |A|. Pak oviem |A]> = |B]> = |A||Al,
proto Vol Py(A; uy,...,uxy) = =£|A|. Pritom pokud jsou
vektory uy, ..., u; z4vislé vyjde objem nulovy, pokud jsou
nezdvislé, pak znaménko determinantu je kladné, pravé
kdyz je baze uy, ..., u; zaddvd stejnou orientaci jako bdze
e. 0

V geometrické formulaci dostdvime jako velice duzity
dtsledek nésledujici tvrzeni:

Reseni. Nejprve si uvédomme, Ze podminkdm tlohy musi vyhovovat

pravé dvé piimky. Obecnd rovnice pfimky v roviné mé tvar

ax +by +c¢ =0, pficem?lze volit a® 4 b* = 1.

Naleznéme tedy takové Cisla a, b, ¢ € R, aby byly splnény uvedené
podminky. Dosadime-li x = —3, y = 0 do této rovnice (pfimka ma
prochdzet bodem [—3, 0]), dostaneme ¢ = 3a. Podminka, Ze pfimka

mad svirat dhel 60 ° s pfimkou p, potom ddvi
|/3a+3b|
V12

— =¢0s60° =

Lt x@:‘«/ga+3b‘.

Dalsi dpravou obdrZime

+l=a+ V3b aumocnénim 1 = a? +3b% + 2v/3ab.

VyuZijeme-li a® + b* = 1, ziskdme
0 =20 +2v3ab, 4. 0=b(b+J§a).

Celkem tak mame mozZnosti (pfipometime, e ¢ = 3a a a®> + b*> = 1)

1 3 3
-, b= :|:£, c==x-.
2 2 2
Snadno se ovéfi, Ze témito koeficienty uréené pfimky

V3 o3
Zx = -0
PRI
zadan{ skutecné vyhovuji. ([

a==x1, b=0, c¢==3; a=-=+

x+3=0,

Jiny pfistup k feSeni t€hoZ problému jako v pfedchozim prikladg,

ukazuje feSen{ piikladu ndsledujiciho:

4.30. Bodem [1,2] € R? vedte primku, kterd méa odchylku 30° od
primky

p: 10, 1]41¢(1, 1).
ReSeni. Odchylka dvou pifmek je ddna tdhlem, ktery sviraji jejich
smérové vektory. Staci tedy najit smérovy vektor v hledané piimky.
Ten ziskdme naptiklad rotaci smérového vektoru pfimky p o 30°. Ma-

—sin30°\ _ (£ -!
cos30° | 1 V3]

2
Hledany vektor v je tedy

V3 1\ 1 V31
v= |2 2 I ) 2
- 1B\ NERY

2 2 2 2

Rotovat jsme mohli i v opaéném smyslu. Hledand piimka (jedna ze

tice rotace o 30° je

cos 30°
sin 30°

dvou moZnych) mé tedy parametrické vyjadieni

221



KAPITOLA 4. ANALYTICKA GEOMETRIE

4.23. Dasledek. Pro kazdé linedrni zobrazeni ¢ : V. — V
euklidovského vektorového prostoru V je
dety roven (orientovanému) objemu obrazu
rovnobéZnosténu urceného vektory ortonor-
mdlni bdze. Obecnéji, obraz rovnobéZnosténu

P urceného libovolnymi dim'V vektory ma objem roven

det ¢p—nasobku pitvodniho objemu.

4.24. Vnéjsi a vektorovy soucin vektori. Predchozi dvahy
- uzce souvisi s tzv. vnéjSim tensorovym soudi-
nem vektori. Nebudeme zachdzet podrobné do
této technicky ponékud neptehledné oblasti, ale
> zminime alesponl piipad vnéjs$iho soucinu n =
dim V vektort uq,...,u, € V.
Necht (uy, ..., u,;)" jsou soufadnd vyjadieni vektorii
u;j v né&jaké pevné zvolené ortonormdlni bazi V a M nechf
je matice s prvky (u;;). Pak determinant |M| nezdvisi na
volbé béze a jeho hodnotu nazyvame vnéjsim soucinem vek-
foriiuy, ..., u, aznaéime [uy, .. ., u,]. Vnéjsi soucin je tedy
pravé orientovany objem piisluSného rovnobéZnosténu, viz
B2
Piimo z definice nyni vyplyvaji uZitecné vlastnosti
vnéjsiho soucinu

(1) Zobrazeni (uy,...,u,) +— luy,...,u,] je antisymet-
rické n-linedrni zobrazeni. Tzn., Ze je linedrni ve vSech
argumentech a vymeéna dvou argumentd se vzdy projevi
zménou znaménka vysledku.

(2) Vnéjsi soucin je nulovy, pravé kdyZ jsou vektory
ui,...,u, linearné zavislé.

(3) Vektory uy, ..., u, tvofi kladnou bdazi, praveé kdyz je je-
jich vné&jsi soucin kladny.

V technickych aplikacich v prostoru R? se ¢asto pouziva
velmi tzce souvisejici operace, tzv. vektorovy soucin, ktery
dvojici vektort pfitfazuje vektor tfeti.

Uvazme obecny euklidovsky vektorovy prostor V di-
menze n > 2 a vektory uy,.. € V. Dosadime-
li téchto n — 1 vektort jako prvnich n — 1 argumentt n—
linedrnihho zobrazeni definovaného pomoci determinantu
pti vypoctu objemu vySe, pak ndm zbude jeden volny argu-
ment, tj. linedrni forma na V. ProtoZe vSak mdme k dispo-
zici skaldrni soucin, odpovidd kazd4 linedrni forma pravé jed-
nomu vektoru. Tento vektor v € V nazveme vektorovy soucin
vektorli uy, ..., u,_1, j. pro kazdy vektor w € V plati

M un—l

<v7w> = [ulv""un—law]'

Znaéime v = u; X ... X Uy_1.
Jsou-li v néjaké ortonormdlni bézi soufadnice naSich

vektord v = (yi, ...,y w = (1, .., x)" au; =
(U1, ... uy;)", nae definice ma vyjadfent
uir ... Uim-1n X1
Yixy+ - yuXn = : :
Up1 ... Unin-1) Xn-

4.31. Urcete obecnou rovnici vSech rovin, které sviraji odchylku 60°
srovinou x +y-+z—1 = 0 a obsahuji ptimku p : [1, 0, 0]+¢ (1, 1, 0).
4.32. Urcete odchylku rovin

P [3’3$3]+(1a_2’0)t+(0,17 I)S

ReSeni. Prisecnice ma smérovy vektor (1, —1, 1), kolma rovina na ni
ma pak s danymi rovinami priiniky generované vektory (1,0, —1) a
(0, 1, 1). Tyto jednorozmérné podprostory sviraji thel 60°. ([

4.33. Je déna krychle ABCDA’'B'C’'D’ (ve standardnim oznacent,
tji. ABCD a A'B'C'D’ jsou stény, AA’ pak hrana). Urcete odchylku
vektordt AB a AD'.

ReSeni. Uvazujme krychli o hrané 1 a umistéme ji v R? tak, Ze bod A
bude mit ve standardni bazi souradnice [0, 0, 0], bod B pak souradnice
[1,0,0] a bod C soufadnice [1, 1, 0]. Potom mé bod B soufadnice
[1,0, 1] a bod D’ soufadnice [0, 1, 1]. Pro vySetfované vektory tedy
miZeme psit AR = B —A=1[1,0,11-[0,0,0] = (1,0,1), AD’ =
D' —A=1[0,1,1] —[0,0,0] = (0, 1, 1). Podle definice odchylky ¢
téchto vektort je pak
(1,0,1)- (0,1, 1) 1

SO =T nmonn] 2

tedy ¢ = 60°.

Dals{ priklady na odchylky viz .

4.34. Urcete cos o, kde o je odchylka dvou sousednich stén pravidel-
ného osmisténu (téleso, jehoZ sté€ny tvoif osm rovnostrannych trojihel-
niki).

Reseni. Odchylky libovolnych dvou sousednich stén jsou ze symetrie
osmisténu shodné. Rovné? tak nezélezi na jeho velikosti. UvaZujme os-
mistén s délkou hrany 1, ktery je umistén do standardni kartézské sou-
fadné soustavy v R? tak, Ze jeho t&Zisté je v bodé [0, 0, 0]. Jeho vrcholy
jsou pak v bodech A = [¥2,0,0], B = [0, ¥2,0], C = [-%,0,0],
D=1[0,—%,0], E =[0,0,—%]a F =[0,0, %2].

Urc¢eme odchylku stén CDF a BCF. Ta je ddna odchylkou vek-
tord kolmych na jejich prtnik a leZicich v danych sténach, tedy vekort
kolmych na CF. Témi jsou vektory dané vySkami z bodd D, resp. F na
stranu CF v trojihelnicich CD F', resp. BCF. Vy$ky v rovostranném
trojuhelniku splyvaji s t€Znicemi, jedna se tedy o tsecky SD a SB, kde

S je stied strany CF'. ProtoZe zndme soufadnice bodt C a F, ma bod S
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Odtud je pfimo vidét, Ze vektor v je zaddn jednoznacné a
jeho soufadnice spocteme formalnim rozvojem tohoto deter-
minantu podle posledniho sloupce. Zarovei jsou piimo z de-
finice ocCekdavatelné nasledujici vlastnosti vektorového sou-
¢inu:

Véta. Pro vektorovy soucinv = u; X ... X u,_ plati

(]) v E (M], ""un71>J—
(2) v je mnenulovy vektor, pravé kdyZ jsou vektory
Ui, ..., U, linedrné nezavisié,

(3) velikost ||v|| vektorového soucinu je rovna absolutni hod-
noté objemu rovnobéZnostenu P(0; uy, ..., uy_1),

(4) (uy,...,u,—1,v) je souhlasnd bdze orientovaného eukli-
dovského prostoru V.

Dtkaz. Prvni tvrzeni plyne pfimo z defini¢niho vztahu
7 = pro v, protoze dosazenim libovolného vek-
I toru u ; za w mdme nalevo skaldrni soucin
" v-uj anapravo determinant s dvéma shod-

nymi sloupci.
Hodnost matice s n — 1 sloupci #; je dina maximalni
velikosti nenulového minoru. Minory, které zaddvaji sourad-
nice vektorového soucinu jsou stupné n—1 a tim je dokdzano
tvrzeni (2).
Jsou-li vektory u, ...
Nechf jsou tedy nezavislé, v je jejich vektorovy soucin

, Uy—1 zdavislé, pak plati i (3).

a zvolme libovolnou ortonormalni bazi (ej,...,e,_1)
prostoru (uy,...,u,—1). Z jiz dokdzdného vyplyvd, Ze
existuje néjaky ndsobek (1/w)v, 0 # o € R, takovy,
7e (ey,...,ex, (1/a)v) je ortonormdlni baze celého V.
Soufadnice naSich vektorl v této bazi jsou

v=1(0,...,0,a)".

T
uj = (uljv --~’u(n—1)j’0) ’

Proto je vnéjsi soulin [u4, ...,
vektorového soucinu)

U,_1, v] roven (viz. definice

ui e Ul(n—1) 0
[ul"”7un—lav]: : )
Un—-1)1 Un—1)(n—1) 0
0 0 o
= (v,v) = o’

Rozvojem determinantu podle posledniho sloupce zdroveii
obdrzime

o =a Vol PO; uy, ..., in1).

Odtud uz vyplyvaji obé zbyla tvrzeni véty. U

4.25. Afinni a euklidovské vlastnosti. Nyni se miiZeme za-
myslet nad tim, které vlastnosti jsou vlastni uz afinnim pro-
storim a zobrazenim a na co skute¢né teprve potfebujeme
v zaméfeni skaldrni soucin.

soufadnice [—Q, 0, ﬁ] a pro vektory madme SD = (%, —? —%)
aSB = ( e {2 */TE).Celkem

12, -2, f)uu(i ﬁ =y 3
Je tedy o = 132°. O

4.35. 'V euklidovském prostoru R’ vypo&téte odchylku ¢ podprosto-
ra U, V, jestliZe je

(@ U:[3,51,7,2]4+¢(1,0,2,-2,1), t € R,
V:[0,1,0,0,0] +s(2,0,-2,1,—-1), s e R;
(b) U:[4,1,1,0,11+¢(2,0,0,2, 1), t e R,
Vixi+xa+x3+x5=T7;
©) U:2x; —x3+2x3+ x5 =3,
Voixi 4+ 2x 4+ 2x3 + x5 = —1;
dU:0,1,1,0,01 +¢(0,0,0,1, 1), r e R,

Vi[l,0,1, 1,11+ (1, —=1,2,1,0) +5 (0, 1,3, 2, 0)
+p(1,0,0,1,0) +¢(1,3,1,0,0),

r,s,p,q €R;
(e) U:[0,2,5,0,014+¢(2,1,3,5,3)+s5(0,3,1,4, -2)
+r(1,2,4,0,3), t,5,r € R,
V:10,0,0,0,0]+ p(—1,1,1,-5,0)

+q(1,5,1,13,-4), p,q € R;

®U:1,1,1,1,114+¢1,0,1,1,1)+s(1,0,0,1, 1), ¢, s €
R,
Vi1, L,1]4+p0,1,1,1,D)+4¢(1,1,0,1,1)
+r(1,1,0,1,0),
p.q,r €R.

ReSeni. Nejdfive pfipometime, Ze odchylka afinnich podprostorii je
definovdna jako odchylka jejich zaméfeni, a proto pfi pocitani ¢ ne-
zohlediiujeme posunuti vyjadiend pfi¢tenim bodu (prip. pravé strany
soustav rovnic).

Varianta (a). Nebot oba podprostory U a V jsou jednodimenzio-
nélni, odchylka ¢ € [0, 7/2] je ddna vzorcem

[(1,0,2,-2,1)-(2,0,—2,1,—1) |
[1(1,0,2,=2,1) [|-]| 2,0,=2,1,=1) || —

Jetedy cosp = 1/2,tj. ¢ = /3.

cos g =

ff

Varianta (b). Zndme smérovy vektor (2, 0, 0, 2, 1) podprostoru U
anormalovy vektor (1, 1, 1, 0, 1) podprostoru V. Snadno miZeme sta-

novit thel ¢ = /3, ktery sviraji, a to ze vztahu

cosy =
Nynf si staci uvédomit, e je ¢ =
doplitkem uhlu ).

2.002.D)-(L1L1LOY _ _ 3
12,0020 | (LLLO,) || —_ 32°

/2 — ¥ = m/6 (odchylka ¢ je
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Je samoziejmé, Ze vSechny euklidovské transformace, t;.
t . bijektivni afinni zobrazeni euklidovskych prostord,
které zachovava vzddlenosti bodd, zachovavaji
A2 viechny vySe studované objekty. Tj. zachovévaji
U1 krom& vzdélenosti také neorientované dhly, neo-
rientované objemy, odchylky podprostord apod. Pokud
chceme, aby zachovavaly i orientované uhly, vektorové
souciny, objemy, pak musime navic predpokladat, Ze nase
transformace zachovavaji orientaci.

Nasi otdzku také miZeme preformulovat takto: Které
koncepty euklidovské geometrie ziistavaji zachovdny pri afin-
nich tranformacich?

Pfipoménme nejprve, Ze afinni transformace na n—
rozmérném prostoru A je jednazna¢né zaddna zobrazenim
n 4+ 1 bodd v obecné poloze, tj. zobrazenim jednoho
n—rozmérného simplexu. V rovin€ to znamend volbu ob-
razu jediného (nedegenerovaného) trojihelniku, ktery ale
muiZeme zobrazit na jakykoliv (nedegenerovany) trojihelnik.
Zachovany pfitom zlstanou zejména prisluSnosti k pod-
prostorlim, tj. vlastnosti typu ,,pfimka prochdzi bodem*
nebo ,rovina obsahuje pifmku“ apod. Ziroven zlstava
zachovéna kolinearita vektorG a pro kazdé dva kolinearni
vektory zdstava samoziejmeé zachovan pomér jejich velikosti
(a to nezdvisle, jakym skaldrnim soucinem jejich velikost
definujeme). Stejn€ jsme jiz vid€li, Ze pomér objemt dvou
n-rozmérnych rovnobéZnosténl zlstane po transformaci
zachovan (protoZe se zobrazenim zméni o stejny ndsobek
determinantem piislu$né matice).

V roving Ize tyto afinni vlastnosti velmi elegantn¢ pouZi-
vat k dikaziim geometrickych tvrzeni. Napf. skutecnost, Ze
se téZnice trojihelniku vSechny protinaji v jednom bodé¢ a za-
roven v jedné tietin€ svych délek staci ovérit na pravothlém
rovnoramenném trojuihelniku nebo pouze na rovnostranném
trojuhelniku a odtud uZ nutné vlastnost vyplyva pro vSechny
trojuhelniky. Promyslete si tuto argumentaci podrobné!

2. Geometrie kvadratickych forem

v analytlcke geometru roviny jsou po prlmkach jako da—
£2, .. losecky. Jsou v kartézkych souradnlclch
_ zadany kvadratickymi rovnicemi a podle
~ koeficientii pozndme, zda jde o kruZnici,
ehpsu parabolu nebo hyperbolu, piipadné jest€¢ muze jit o
dvé ptimky nebo bod (degenerované piipady).

Uvidime, Ze naSe ndstroje umozni vcelku dcinnou kla-
sifikaci takovychto objektii v libovolnych kone¢nych dimen-
zich i préci s nimi. Je pritom zfejmé, Ze v afinni geometrii
nemiZeme odliSit kruznici od elipsy, proto zacneme v geo-
metrii euklidovské.

4.26. Kvadriky v &,. V analogii k rovnicim kuZelosecek
v roviné za¢neme pozndmkami o objektech v euklidovskych
bodovych prostorech, které jsou v dané ortnonormdlni bazi
zaddny kvadratickymi rovnicemi, hovotime o kvadrikdch.

Varianta (c). Nadroviny U a V jsou zaddny pomoci normdlovych
—1,2,0,1)av =(1,2,2,0, 1). Ztejmé je odchylka ¢

rovna thlu, ktery sviraji pifimky se smérovymi vektory u a v. Plat{ tudi

vektoriu = (2,

(viz variantu (a))

1 2-12001(12201D)] 1 . o
COSQY = T 12002200y — 20 Y ¢=73.
Varianta (d). Ozna¢me
M:(()?O’O’l?_l)’ V1 =(15_1a29 1’0)7

1»=1(0,13,2,00, vs=(,0,0,1,0), v4=(1,3,1,0,0)

a jako p, ozna¢me ortogondlni projekci (kolmy primét) vektoru u do

zaméfeni podprostoru V (do vektorového podprostoru generovaného

vektory vy, va, v, v4). UrCime-li p,, ze vzorce

_ Il
[lw 1|

pak totiz obdrzime ¢ € [0, w/2]. Vime, e

“4.1) Ccos ¢

pu = avy + bvy + cvs + dvy  pro jisté hodnoty a, b, ¢, d € R

a 7e ma byt

(pu_uvvl>=oa <pu_u’v2)=0a

(pu_uav3>=09 (pu_u,v4>=0.

Odtud (dosazenim za p,) dostdvdme systém linedrnich rovnic
Ta + Tb + 2c = 1,
Tda + 14b 4+ 2¢ + 6d = 2,
2a + 2b + 2¢ + d = 1,
6b + ¢ + 11ld = O
Resenim této soustavy je (a, b, ¢, d) = (—8/19,7/19, 13/19, —5/19),
atak

8 5
= T T Ta Ta TS 0,0,0,1,0,
P 19 T g T gt T g = ¢ )
[l (0,0,0,1,0) || 1 V2

=000, B 2

Je tedy ¢ = 7/4.
Varianta (e). Stanovme prinik zaméfeni uvedenych podprostort.

Vektor (x1, x2, x3, X4, X5) nale { do zaméteni U, pravé kdy je

(X1, X2, X3, X4, X5) =

1(2,1,3,5,3) +5(0,3,1,4,-2) +r (1,2,4,0, 3)

pro jistd t,s,r € R, a soucasné (xy, X3, X3, X4, x5) € V (V je svym
zamétfenim) tehdy a jenom tehdy, kdy je
(x1, X2, X3, x4, x5) = p(—1,1,1,-5,0)4+¢ (1,5, 1, 13, —4)
pro jistd p, g € R. Hledejme proto takova ¢, s, r, p, g € R, aby platilo
1(2,1,3,5,3)+s (0,3,1,4,-2)+r (1,2,4,0, 3)

=p(—-1,1,1,-5,00+¢ (1,5,1, 13, —4).
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Zvolme v &, pevné kartézskou soufadnou soustavu (tj.
Y bod a ortonormalni bazi zaméieni) a uvazme
obecnou kvadratickou rovnici pro souradnice
(X1, ...,x,)  bodi A € &,

n

Z ajjXiX; + iZaixi +a= 0,

ij=1 i=1

kde bez Gjmy na obecnosti miZeme rovnou predpokladat sy-
metrii ¢;; = aj; . Tuto rovnici miZeme zapsat jako

f) +gu)+a=0

pro kvadratickou formu f (tj. ziZeni symetrické bilinedrni
formy F na dvojice stejnych argumentil), linedrni formu g a
skaldr a € R a predpokldddme Ze alespoii jeden z koefici-
entll g;; je nenulovy (jinak by se jednalo o linedrni rovnici
popisujici euklidovsky podprostor).

Viimnéme si také, Ze jakdkoliv euklidovskd (nebo i
afinn{) transformace soufadnic prevede rovnici (E4) opét na
stejny tvar s kvadratickou, linedrn{ a konstantni ¢4sti.

4.27. Kvadratické formy. Za¢néme nasi diksusi rovnice
(E4) jeji kvadratickou ¢4sti, tj. bilinedrni symetrickou for-
mou F : R*" x R" — R. Stejné dobfe miZeme premyslet
0 obecné symetrické bilinedrni formé na libovolném vekto-
rovém prostoru.

Pro libovolnou bédzi na tomto vektorovém prostoru bude
hodnota f(x) na vektorux = x;e;+- - -+x, e, ddna vztahem

fx) = inij(e,-,ej)=xT-A-x

iJ

F(x,x) =

kde A = (a;;) je symetrickd matice s prvky a;; = F(e;, e;).
Takovymto zobrazenim f fikdme kvadratické formy a vySe
uvedeny vzorec pro hodnotu formy s pouZitim zvolenych sou-
fadnic se nazyva analyticky tvar formy.

Obecné rozumime kvadratickou formou ziZeni f(x) ja-
kékoliv symetrické bilinedrni formy F(x, y) na argumenty
tvaru (x, x). Evidentné umime z hodnot f(x) zrekonstruo-
vat celou bilinedrni formu F, protoZe

fx+y = f+ f) +2F(x,y).

JestliZze zménime bazi e; na jinou bézi e}, .. ., e, dosta-
neme pro stejny vektor jiné soufadnice x = S - x’ (zde S je
prislu$nd matice pfechodu) a tedy

f@=E-)"A-(S-x)=0)"-(5-A-9)-x.

Ptedpoklddejme opét, Ze je na naSem vektorovém prostoru
zadan skalarni soucin. Pfedchozi vypocet pak miZzeme shr-
nout slovy, Ze matice bilinedrni formy F a tedy i kvadra-
tické formy f se transformuje pfi zméné soufadnic zpiso-
bem, ktery pro ortogondlni zmény soufadnic splyva s trans-
formaci matic zobrazeni (skute¢nég, pak je S~! = S7). Tento
vysledek miZeme intepretovat také jako nasledujici pozoro-
vani:

Fx+y,x+y =

Jedna se o homogenni soustavu rovnic, kterou mii eme fe it v matico-

vém zdpisu jeji levé strany (pfi pofadi proménnych ¢, s, r, p, q)

2 0 1 1 -1 1 32 -1 =5
1 3 2 -1 =5 021 -1 =3
31 4 -1 -1 ~...~1 001 -1 1
5 4 0 5 -13 000 O O
3 =23 0 4 000 O O

Ukdzalo se, e vektory zaddvajici podprostor V jsou linedrni kombi-
naci vektorii ze zaméfeni podprostoru U. To ov em znamend, e V je
podmno inou zaméteni U, a tudiz je ¢ = 0.

Varianta (f). Opét naleznéme priinik zaméfeni U a V. Analogicky

jako v predeslé varianté hledejme Cisla ¢, s, p, g, r € R, pro kterd je
t(1907 1a19 1)+S (190’0719 1)=
p,1,1,1,1)+¢(1,1,0,1,1)+r(1,1,0,1,0).

—a,a,0),a € R.
Do priniku Z(U) N Z(V) zaméfeni U a V tak nélezi pravé vektory

Resenim této soustavy je (¢, s, p,q.7) = (—a,a,
©0,0,-a,0,0) =—a(1,0,1,1,1) +a(1,0,0, 1, 1)

=—a(l,1,1,1,1)+a(1,1,0,1,1)+0(1,1,0,1,0),
kdea € R, tj. Z(U) N Z(V) je podprostorem generovanym vektorem
(0,0, 1,0, 0) a jeho ortogonalni doplnék (Z(U) N Z(V))* je zjevné

generovan vektory

(1,0,0,0,0), (0,1,0,0,0), (0,0,0,1,0), (0,0,0,0,1).
Zvla t€ dostdvdme
ZWU)NZWV) #{0}, ZWU)NZV) # ZU),
ZWU)YNZ(V) # Z(V).
Odchylka ¢ je tedy definovana jako odchylka podprostort
ZU)NEZW)NZVHt a Z(V)NEZU)NZV)*

Ddle je vidét, e je

ZWU)YN(ZW)NZV)*t =((1,0,0,1,1)),

Z(V)N(ZW)NZ(V)* =((1,1,0,1,1),(1,1,0,1,0)).

Postacuje totiZ vyjadtit Z(U) jako linedrni kombinaci vektort

0,0,1,0,0), (1,0,0,1, 1)
a podprostor Z (V') pomoci vektort
0,0,1,0,00, (1,1,0,1,1), (1,1,0,1,0).

ProtoZe dimenze prostoru Z(U) N (Z(U)NZ(V))* je 1, mizeme pou
it vzorec (||Edl||), kde u = (1,0,0, 1, 1) a p, je kolma projekce u do
Z(V)N(ZWU)N Z(V))*. M4 byt

py=a(l,1,0,1,1)+b(1,1,0,1,0)

a ma platit
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Tvrzeni. Necht'V je redlny vektorovy prostor se skaldarnim
soucinem. Pak vztah

= F Fu,u) = (o), u)

zadava bijekci mezi symetrickymi linedarnimi zobrazenimi a
kvadratickymi formami na V.

Dtkaz. Skute¢né, bilinedrni forma s pevné zadanym
0 druhym argumentem je linedrni formou o, ( ) =
' F(,u) av pfitomnosti skaldrntho soucinu je nutng
A2 dana vztahem o (u)(v) = v - w pro vhodny vektor w.
Klademe ¢(1) = w. Pfimo ze vztahu v soutfadnicich
vySe pak vyplyvd, Ze ¢ je linedrni zobrazeni s matici A. Je
tedy samoadjungované.

Naopak, kazdé symetrické zobrazeni ¢ zaddvé vztahem
F(u,v) = (p(u),v) = (u,p(v)) symetrickou bilinedrni
formu a jejim ziZenim kvadratickou formu. O

Z tohoto tvrzeni vyplyva okamzity disledek, Ze pro ka-
Zdou kvadratickou formu f existuje ortonormdlni bize za-
méfeni, ve které ma f diagondlni matici (a diagondlni hod-
noty jsou jednozna¢né uréeny aZ na poradi).

Diky ztotoZznéni kvadratickych forem se zobrazenimi
muiZeme také korektné zavést hodnost kvadratické formy ja-
koZto hodnost jeji matice v kterékoliv bazi (tj. hodnost je
rovna dimenzi obrazu piislu§ného zobrazeni ¢).

4.28. Klasifikace kvadrik. Vrafme se k na$i rovnici (£4).
NaSe vysledky o kvadratickych formdch ndm umoZiiuji do-
sdhnout rovnice ve tvaru

Xn:)»ixiz +Xn:bixi +b=0.
i=1 i=1

MiiZzeme tedy piimo predpokladat, Ze ji v takovém tvaru
mame a v dal$im kroku pro souradnice x; s A; # 0 pro-
vedeme doplnéni do ctvercti, které ,,pohlti* kvadraty i line-
arni cleny tychZ neznadmych (tzv. Lagrangetiv algoritmus, kte-
rému se budeme obecné&ji vénovat nize) . Tak ndm zistanou
nejvyse ty neznamé, pro které byl jejich koeficient u kvadratu
nulovy, a ziskdme tvar

n

Z)»i(xi—pi)2+ Z bixj+c=0.
i=1 J spliujici A; =0

To odpovidd posunuti pocdtku soufadnic o vektor se sou-
fadnicemi p; a zdroveii volbé baze zaméfeni tak, abychom
dostali poZadovany diagondlni tvar v kvadratické C4sti. Ve
vySe odvozeném ztotoZnéni forem se symetrickymi zobra-
zenimi to znamend, Ze ¢ je diagondlni na ortogondlnim do-
pliikku svého jadra. Pokud ndm opravdu zistaly néjaké line-
arni ¢leny, miZeme upravit ortonormdlni bazi zaméfeni na

jadru zobrazeni ¢ tak, aby odpovidajici linedrni forma byla

<pu_u’(1a1707 151)>=05 <pu_u7(1a1707 150)>=05

coZ vede na soustavu rovnic
4a + 3b = 3,
3a¢ + 3b = 2

s jedinym feSenim a = 1, b = —1/3. Timto jsme urcili
2202
pu=(53073.1)
a z (||&]) jiz plyne

[1(2/3.2/3.02/3.D) 1l _ 7
=%,

COS¢Y = ool

. ¢=0,49 (~28°).

O

4.36. Nyni ukdZeme jednoduché vyuziti Cauchyovy nerovnosti. Do-
kaZte, Ze pro kazdé n € N a pro libovolnd kladna ¢isla xq, xz, .
R plati

C o Xp €

) 1 1 1
n“n<|\—+—+-+— - +x2+--+x,).
Xy X Xn

Poté uvedte, kdy nastdva rovnost.

ReSeni. Postacuje uvazit Cauchyovu nerovnost
lu-v]<I[lullllv]]

v euklidovském prostoru R” pro vektory

). o= (R,

1 1 1
U= s ey
(\/xl /X2 A/ Xn

Takto dostaneme

11 1
(4.2) ns\/—+—+---+—-¢x1+x2+---+xn.
X1 X2 Xn

Dokazovanou nerovnost potom obdrzime umocnénim (||E2||). Déle
vime, Ze Cauchyova nerovnost pfejde v rovnost, pravé kdyZ bude vek-
tor # ndsobkem vektoru v, coZ jiz implikuje x; = x, = --- = x,.

g

4.37. Spoctéte objem rovnobéznosténu v R* s podstavou v rovi-
n€ z = 0 a s hranami zadanymi dvojicemi vrcholi [0, 0, 0], [—2, 3, 0];
[0,0,0],[4,1,0]a[0,0,01,[5,7,3].

ReSeni. Rovnob&Znostén je zadén vektory (4,1,0), (=2,3,0),

(5,7, 3). Vime, Ze jeho objem je roven determinantu

4 -2 5
1 3 7:3"11 _32‘:3-14=42.
0 0 3

Dopliime, Ze pifi zméndch poradi vektorli bychom obdrZeli vysle-
dek 442, nebof determinant uddvad orienfovany objem rovnobé&z-
nosténu. JeSt€ poznamenejme, Ze objem rovnobéznosténu by se dle

vypoctu determinantu nezménil, pokud by tieti vektor byl [a, b, 3]
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ndsobkem prvniho prvku dudlni bdze. Umime tedy jiZ doséh-
nout vysledného tvaru

k
Y M 4 byt +¢ =0,
i=1
kde k je hodnost matice kvadratické formy f.Pokudjeb # 0,
muiZeme jesté dal$i zménou pocatku dosdhnout vynulovani
konstanty ¢ v rovnici.

Celkem si tedy shriime, Ze linedrn{ ¢len se miZe (ale ne-
mus{) objevit jen pokud je hodnost f menSi neZ n, c € R
miZe byt nenulové pouze kdyZ je b = 0. Vysledné rovnice
nazyvame kanonickymi analytickymi tvary kvadrik.

ilustraci predchoziho postupu

.....

nodussi piipad netrividlni dimenze. Plvodni
—_rovnice ma tvar

a1 X + any + 2apxy + aix + azy +a = 0.

Volbou vhodné bdze zaméfeni a ndslednym doplnénim
Ctverc dosdhneme tvaru (opét pouzivame stejného znaceni
X, y pro nové soufadnice):

anx® +any +aix +azy +a =0
kde a; miZe byt nenulové pouze v piipadé, Ze a;; je nulové.
Poslednim krokem obecného postupu, tj. vdimenzin = 2 jen
ptipadnou volbou posunuti, dosdhneme pravé jedné z rovnic:

0=x*/a’>+ y*/b* + 1 prdzdnd mnoZina

0=x*/a’>+ y*/b* — 1 elipsa
0=x*/a®> — y*/b* — 1 hyperbola
0 = x?/a* —2py parabola
0 = x?/a*> + y*/b? bod

0 = x*/a® — y*/b* 2 riznobéZné pifimky

0=x>—ad’ 2 rovnobézZné piimky
0=2x> 2 splyvajici pfimky
0=x>+ad? prazdnd mnoZina

Pocatek kartézkych soutfadnic je stredem zkoumané
kuZelosecky, nalezend ortonormdlni baze zaméteni zaddva
smér poloos, vysledné koeficienty a, b pak ddvaji velikosti
poloos v nedegenerovanych smérech.

4.30. Afinni pohled. V predchozich dvou odstavcich jsme
hledali podstatné vlastnosti a standardizované
analytické popisy objektl zaddvanych v eukli-
dovskych prostorech kvadratickymi rovnicemi.
Hledali jsme pfitom co nejjednodussi rovnice v mezich da-
nych volnosti vybéru kartézskych soutfadnic. Geometrickd
formulace naseho vysledku pak mizZe byt takova, Ze pro dva
ruzné objekty — kvadriky, zadané v obecné riznych kartéz-
skych soufadnicich, existuje euklidovskd transformace na &,
(tj. afinni bijektivni zobrazeni zachovavajici velikosti) tehdy
a jen tehdy, pokud vySe uvedeny algoritmus vede na stejny
analyticky tvar, aZ na poradi soufadnic. Navic miZeme pfi

pro libovolna ¢isla a, b € R. Jeho objem pochopitelné zavisi pouze
na kolmé vzddlenosti rovin dolni a horn{ podstavy a jejich obsahu
4 -2
e
(]

438. V R} je dan Ctyfstén ABCD, kde A = [4,0,2], B =
[-2,-3,1],C =[1, -1, =3], D = [2, 4, —2]. Rozhodnéte, zda lezi
bod X = [0, —3, 0] uvnitf tohoto Ctyfsténu.

ReSeni. Objem CGtyfsténu je Sestina objemu rovnob&znosténu, jehoZ ti
hrany z bodu A jsou B— A = (-6, -3,—1),C — A = (-3, —1,-5)
aD— A= (-2,4, —4) aten je dan absolutni hodnotou determinantu

-6 -3 -1
-3 -1 —=5|=-124.
-2 4 -4
Celkem je tedy objem Ctyfsténu %. U

4.39. Jedanrovnobéznik [0, O, 11,2, 1, 1],[3, 3, 1],[1, 2, 1]. Urcete
bod X na piimce p : [0,0, 1] 4+ (1, 1, 1)¢ tak, aby rovnob&Znostén

uréeny danym rovnobéznikem a bodem X mél objem 1.

ReSeni. Sestavime determinant, jehoZ absolutni hodnota uddvé objem

rovnobéznosténu pii pohyblivém bodu X:

t ot
1 0| =3¢
2 0

— —_— N

PoZadujeme, aby byl roven 1, ¢i —1,tedy t = 1/3 nebot = —1/3. U

4.40.
je tietim jednotkovym vektorem tak, aby rovnobéZnostén dany t€mito

Jsou déany vektory u = (uy, uy, uz) av = (vy, vz, v3). Dopliite

tfemi vektory mél co nejvetsi objem.

(t1, 12, 13).
Podle Tvrzeni ||??] je objem rovnobéznosténu P5(0; u, v, t) dan jako

ReSeni. Oznadme hledany jednotkovy vektor jako 1 =

abolutni hodnota determinantu

u; v 4 n nL B
uy vy b =|up uy uzl=1-uxv) <|zllllux vl =luxuvl.
uz v3 I3 vp U2 3
Pouzité znaménko nerovnosti vyplyvd z Cauchyovy nerovnosti,

priCemz vime, Ze rovnost nastava pravé pro t = c(u X v), ¢ € R. Ve-
likost objemu hledaného rovnobéznosténu tedy miZe byt maximalné
rovna velikosti obsahu rovnobéZnika daného vektory u, v (tj. velikosti
vektoru (u x v)). Rovnost nastane pravé kdyz

(w x v)

t==£ .
[ < vl
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naSem postupu piimo ziskat kartézské soutadnice, ve kterych
jsou nase objekty dany vyslednymi kanonickymi tvary, a tim
i explicitni vyjadfeni euklidovské transformace, kterd nase
objekty na sebe prevadi (jak vime bude vzdy sloZena z ope-
raci posunuti, otoCeni a zrcadleni vic¢i nadroving).

Pochopitelné se miiZzeme ptat, do jaké miry umime po-
dobnou véc v afinnich prostorech s volnosti vybéru jakékoliv
afinni soufadné soustavy. Napf. v roviné to bude znamenat,
Ze neumime rozlisit kruZnici od elipsy, samozfejmé& bychom
pritom méli odlisit hyperbolu a vSechny ostatni typy kuze-
losecek. Hlavnég ale splynou mezi sebou vSechny hyperboly
atd.

UkéaZeme si hlavni rozdil postupu na kvadratickych for-
mdch a k zélezitosti se pak jesté vratime ve tieti Casti této
kapitoly.

Uvazme néjakou kvadratickou formu f na vektorovém
prostoru V a jeji analytické vyjadieni f(u) = x’ Ax vzhle-
dem ke zvolené bazi na V. Pro vektor u = xjuy+- - -+ x,u,
pak také zapisujeme formu f ve tvaru

f, oo, x,) = Zaijxixj,
ij

V predchozich odstavcich jsme jiZ s vyuZitim skaldrniho sou-
¢inu ukézali, Ze pro vhodnou bédzi bude matice A diago-
ndlni, tj. Ze pro pfisluSnou symetrickou formu F bude pla-
tit F(u;,u;) = 0pfii # j. Kazdou takovou bdzi nazy-
vdme poldrni bdze kvadratické formy f. Samoziejmé si pro
takovy ucel miZeme vzdy skalarni soucin vybrat. Dokdzeme
si ale toto tvrzeni znovu bez vyuZiti skalarnich soucint tak,
7e ziskdme daleko jednodussi algoritmus na to, jak takovou
polarni bazi najit mezi v§emi bazemi. Tim se zaroveii dovime
podstatné informace o afinnich vlastnostech kvadratickych fo-
rem. Nasledujici véta byva v literatufe uvadéna pod ndzvem

Lagrangeiiv algoritmus.

Véta. Necht' V je redlny vektorovy prostor dimenze n, f :
V — R kvadraticka forma. Pak na V existuje poldrni bdze
pro f.

Dukaz. (1) Nechf A je matice f vbaziu = (uy, ..
na V a pfedpoklddejme a;; # 0. Pak miZeme psat

[,

cyUp)

2 2
.,xn) = aix +26112X1X2+"'+022X2 + ...
_ -1 2
=ay; (@ux) +apxs + -+ ax,)
+ ¢leny neobsahujici x;.

Provedeme tedy transformaci soutfadnic (tj. zménu baze) tak,
aby v novych soufadnicich bylo
/ / /

X =anXy +apxy + -+ ik, X = X2, .00, %, = X
To odpovida nové bazi (spoctéte si jako cviceni piislusnou
matici prechodu!)

—1 -1 —1
Vp =dy Uy, Vp=Uy —aanpltl, ...,V = Uy — a dipli]

atak, jak Ize oekdvat, v nové bazi bude piislusnd symetricka
bilinerani forma spliiovat g(vy, v;) = 0 pro vSechny i > 0

C. Geometrie kvadratickych forem

4.41. Urcete poldrni bazi formy f : R — R, f(x, x2, x3) = 3x12 +
2x1x2 + )@2 + 4dxyx3 + 6)(%

ReSeni. Jeji matice je

310
A=|1 1 2
02 6

Podle bodu (1) Lagrangeova algoritmu (viz véta E30) provedeme

dpravy

1 2, 29 2
fxr, x0,x3) = §(3X1 + x2)" + 3% + 4xx3 + 6x;

1 32
= — g 2y3)?

3y12 + 2(3yz +2y3)
1 3
= 52% + EZ%
a vidime, Ze forma m4 hodnost 2 a matice pfechodu do piislusné po-
larni baze w se ziska posbiranim provedenych transformaci:
2

BEY3=A5 =30 +2y; = 30 + 2x3, z1 = y1 = 3x1 + x2,

tedy matice prechodu od standardni baze k polarni bazi je
3
0
0

0
T = 2
1

O WIN =

Matici jsme ziskali tak, Ze jsme odvozené vyjadfeni souradnic v po-
larni bazi pomoci soutfadnic ve standardni bazi napsali do fadkii uvazo-
vané matice (Ctenar si rozmysli, Ze sloupce této matice jsou souradnice
vektorl standardni baze v polarni bazi). Soufadnice vektorti polarni

bdze pak snadno ode¢teme z matice 7! (jsou to jeji sloupce).

—

1
-3,
1

T =

S Owi-
o:mwwl'

hledand poldrni baze tedy je ((5,0,0), (—3,3,0), (1,=3,1)). O

4.42. Urcete polarni bazi formy f : R’ — R3. f(x1,x2,x3) =
2x1x3 + xg .

ReSeni. Matice dané formy je

A=

—_ o O
O = O
oSO =

Hned v prvnim kroku mizZeme piehodit proménné: y; = x;, y» = xy,
v3 = x3. Aplikace kroku (1) Lagrangeova algoritmu je pak trividlni

(nejsou tu Zadné spolecné Cleny), pro dalsi krok ale nastane situace
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(ptepoctéte!). Ma tedy f v novych soufadnicich analyticky
tvar aj; x| 2+ h, kde h je kvadratickd forma nezavisl4 na pro-
meénné xj.

Z technickych diivodii byva lepsi zvolit v nové bazi v; =
u1, opét dostaneme vyraz f = f; + h, kde f; zavisi pouze
na x|, zatimco v & se x; nevyskytuje. Pfitom pak g(v;, v;) =
ap.

(2) Predpokladejme, Ze po provedeni kroku (1) dosta-
neme pro 4 matici (fddu o jedni¢ku mensiho) s koeficientem
u x5 % riiznym od nuly. Pak miiZeme zopakovat presné stejny
postup a ziskdme vyjadfeni f = fi+ fo+h, kde v h vystupuji
pouze proménné s indexem vét§sim nez dvé. Tak midZeme po-
stupovat tak dlouho, azZ bud’ provedeme n—1 kroki a ziskdme
diagondlni tvar, nebo v feknéme i-tém kroku bude prvek a;;
pravé ziskané matice nulovy.

(3) Nastane-li posledni moZnost, ale pfitom existuje jiny
prvek aj; # 0s j > i, pak staci prehodit i-ty prvek baze s
Jj-tym a pokracovat podle predeslého postupu.

(4) Predpoklddejme, Ze jsme narazili na situacia;; = 0
pro vSechny j > i. Pokud pfitom neexistuje ani Zddny jiny
prvekaj # 0sj > i,k > i, pak jsme jiZ Gipln¢ hotovi, nebot
jsme jiz dosdhli diagondlni matici. Pfedpoklddejme, Ze a . #
0. PouZijeme pak transformaci v; = u; + uy, ostatni vektory

baze ponechdme (tj. x, = x; — x;, ostatni zUstdvaji). Pak
/’l(l)j, Uj) = h(uj, l/lj) + h(l/tk, Mk) + 2h(uk, uj) = 2ajk ;ﬁ 0
a miZeme pokracovat podle postupu v (1). O

4.31. Aﬁnnl klasifikace kvadratickych forem. Po vy-
poctu polarni baze Lagrangeovym algoritmem
__ muzZeme jesté vylepSit bazové vektory pomoci
nasobeni skaldrem tak, aby v prisluSném
& analytickém vyjadieni nasi formy vystupovaly
v roli koeficienti u kvadrati jednotlivych soufadnic pouze
skalary 1, —1 a 0. Nésledujici véta o setrvacnosti tika
navic, Ze pocet jednicek a minus jedni¢ek nezavisi na nasich
volbach v pribéhu algoritmu. Tyto polty nyzyvame signa-
turou kvadratické formy. Opét tedy dostdvame tplny popis
kvadratickych forem ve smyslu, Ze dvé takové formy jsou
pfevoditelnd jedna na druhou pomoci afinni transformace
tehdy a jen tehdy, kdyZ maji stejnou signaturu.

Véta. Pro kaZdou nenulovou kvadratickou formu hodnosti r
na redlném vektorovém prostoru V existuje celé cislo 0 <

p < r ar nezavislych linedrnich forem ¢y, ..., € V*
takovych, Ze
F@) = (@) (9 @) = (@1 ()~ -—(p, (w))*.

Jinak receno, existuje poldarni baze, ve které ma f analytické
vyjadreni

flx, ...,

Pocet p kladnych diagondlnich koeficientii v matici dané kva-
dratické formy (a tedy i pocet r — p zdapornych koeficientii)
nezavisi na volbé poldrni bdze.

2 2 2
xn)=x%+.'.+xp_xp+l_..'_x}"

zbodu (4). Zavedeme tedy transformaci z; = y;, 22 = ¥2,23 = Y3—».
Pak

1 1
fx1, %2, %3) = 21+ 222(z3 + 22) = 27 + 5(222 +23)° — 5z§

Celkem dostdvdme z; = y; = X3, 20 = Y = X[, 23 = Y3 — Y2 =

x3 — x1. Matice pfechodu T do pfislusné poldrni bédze je tedy

0 10 010
T=|1 00| a 7'=|10 0},
-1 0 1 011
polarni baze je tedy ((0, 1, 0), (1,0, 1) (0, 1, 1)). U

4.43. Naleznéte polarni bazi kvadratické formy f : R® — R, kterd
je ve standardni bazi ddna predpisem

S(x1, x2, x3) = x1x2 + x1X3.

ReSeni. Aplikaci uvedeného Lagrangeova algoritmu dostdvame:

S (x1, %2, x3) = 2x1%2 + X3
provedeme substituci podle bodu (4) algoritmu y, = x — x1, y1 = x1, y3 = 13

=2x1(x1 + y2) + (x1 + y2)x3 = 2X12 + 2x1y2 + x1x3 + yox3 =

1 I, 1,
= 5(2361 +n+ §x3) —3% - ng + yox3 =
substituce y; = 2x1 + ¥+ %xg
1 1, 1 1 I 5, 3,
= — —_ - — 2 — —_ - - =
23712 7% = 8X3 + Yax3 = 2)’2 (2)’2 2x3) +8x3
substituce y3 = % Vo — %X3
1 3
= Eyf -2y + gxf-

V soufadnicich y;, y3, x3 mé tedy dana kvadratickd forma diagonaln{
tvar, to znamend Ze baze piislu$né témto soufadnicim je poldrni bazi
dané kvadratické formy. Pokud ji mdme vyjadfit musime ziskat matici
pfechodu od této poldrni bize ke standardni bazi. Z definice matice
prechodu jsou pak jeji sloupce bazovymi vektory poldrni bazi. Matici
prechodu ziskame tak, Ze bud vyjadiime staré proménné (x;, x5, x3)
pomoci novych proménnych (y;, y3, x3), nebo ekvivalentné vyjadiime
nové proménné pomoci starych (coZ jde jednoduseji), pak ale musime
spocitat inverzni matici.

Mameyl = 2x1 + y2 + 3 3%3 = 2x; + (2 — x1) + 1 sX3ays =
%yz — 5 3= —§X1 + 5)63 — §x3. Matice ptrechodu od zvolené polarni

badze ke standardni bazi je

2
T=|-
0

N —

=
OP—= =
—

=
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Dveé symetrické matice A, B dimenze n jsou maticemi
téZe kvadratické formy v riiznych bazich, prave kdyz maji stej-
nou hodnost a kdyZ matice p¥islusnych forem v poldrni bazi
mayji stejny pocet kladnych koeficientii.

Dtkaz. Lagrangeovym algoritmem obdrzime
fxy,...,xy) = Alxlz +-- -—|—)\,xr2, A #0,vijisté bdzina V.
Ptedpoklddejme navic, Ze prave prvnich p koeficientil A; je
kladnych. Pak transformace y; = SAaxi, .. Yp = \/Exp,

Yp+1 = 4/ _)"p+1xp+l’ e Yr = A —ArXp, Yr+1 =
Xrils--+»Yn = X, jiZ vede na pozadovany tvar. Formy ¢;

pak jsou praveé formy z dudlni baze ve V* k ziskané polarni
bazi. Musime ale jest¢ ukdzat, Ze p nezdvisi na naSem
postupu. Pfepoklddejme, Ze se ndm podafilo najit vyjadient
téze formy f v polarnich bazich u, v, tj.

f(xla"'v-xn):xlz+"‘+x]2)—X127+1 ——xrz
f(yl,...,yn):);lz+...+)§_)§+l S

a oznaCme podprostor generovany prvnimi p vektory prvé
bize P = (uy,...,up),aobdobné Q = (v441, ..., v,). Pak
prokazdyu € P je f(u) > Ozatimcoprov € Qje f(v) <O.
Nutné tedy plati P N Q = {0}, a proto dim P + dim Q < n.
Odtud plyne p + (n — q) < n, tj. p < g. Opacnou volbou
podprostort vSak ziskdme i g < p.

Je tedy p nezdvislé na volbé polarni baze. Pak ovSem pro
dvé matice se stejnou hodnosti a stejnym poctem kladnych
koeficientli v diagondlnim tvaru pfislu$né kvadratické formy
ziskdme stejny analyticky tvar. O

Pti diskusi symetrickych zobrazeni jsme hovofili o defi-
nitnich a semidefitnich zobrazenich. TatdZ diskuse ma jasny
smysl i pro symetrické bilinedrni formy a kvadratické formy.
Kvadratickou formu f forma na redlném vektorovém pro-
storu V nazyvame

(1) positivné definitni, je-li f(u) > 0 pro vSechny vektory
u#0,

(2) positivné semidefinitni, je-li f(u) > 0 pro vSechny vek-
toryu eV,

(3) megativne definitni, je-li f(u) < 0 pro vSechny vektory
u#0,

(4) negativne semidefinitni, je-li f(u) < 0 pro vSechny vek-
toryu eV,

(5) indefinitni, je-li f(u) > 0 a f(v) < O pro vhodné vek-
toryu,v € V.

Stejné ndzvy pouzivame i pro symetrické redlné matice, jsou-

li maticemi patfi¢nych kvadratickych forem. Signaturou sy-

metrické matice pak rozumime signaturu piislusné kvadra-

tické formy.

4.32. Véta (Sylvestrovo kritérium). Symetrickd redlna ma-
tice A je positivné definitni, prave kdyZ jsou vSechny jeji
hlavni minory kladné.

Symetricka redlnd matice A je negativné definitni prave,
kdyZ (—1)!|A;| > 0 pro vSechny hlavni submatice A;.

Pro inverzni matici pak mame

Ep

S
Jedna z poldrnich bazi dané kvadratické formy je
tedy napiiklad bdze (je ddna sloupci posledni matice)
{(1/3,1/3,0), (=2/3,4/3,0), (—1/2,1/2, 1)}. (]

4.44. Urcete typ kuZelosecky dané rovnici:
3)612 — 3X1X2 —+ xy — 1=0.

Reseni. Pomoci algoritmu tpravy na ¢tverec postupné dostavame:

1 3 3
§(3X1 - 5362)2 - fo +x—1=
1

1, 43 1,

= - — —(= - = -—1=
3y12 s =37 +3
1 4 2

- ledp 2

Podle seznamu kuZelosecek se tedy jednd o hyperbolu. ([

3)612 —3x1x+x—1 =

4.45. Pomoci doplnéni na ¢tverce vyjadfete kvadriku
43y + A+ 6xy —47=0

ve tvaru, ze kterého lze vycist jeji typ.

ReSeni. Viechny ¢leny obsahujici x pfipojime k —x* a provedeme

doplnéni na ¢tverec. Tim ziskdme

—(x =32+ 9y +3y* +72 —47=0.

Z4dné ,,nezadouci ¢leny obsahujici y nemdme, a proto postup opaku-

jeme pro proménnou z, coz dava
—(x =3y)*+ 12y’ + (z —2)* -4 =0.

Odtud plyne, Ze existuje transformace proménnych, pii které obdrzime

(rovnici mtiZeme nejdiive vydélit 4) rovnici
P+ +72-1=0.
O

O typu kuZelosecky miZeme rozhodnout i bez tpravy na néktery
z tvarli uvedeny v seznamu Jak jiz vime, kaZdou kuZelosecku

muiZeme napsat ve tvaru

anx® 4 2apxy + any* + 2a;3x + 2axny + as; = 0.

ay dpp a3

. a a
Determinanty A =detA = |a;p axn ax a 1 12

§ =

apy an

aiz dx  dasz
jsou tzv. invarianty kuZelosecky, coZ znamend, Ze se neméni pii eu-
klidovské transformaci soufadnic (rotace a posunuti) navic rizné typy

kuzZelosecek maji riznd znaménka téchto determinantt.
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Dtkaz. Budeme si muset podrobnéji rozebrat, jak vy-
padaji transformace pouzité v Lagrangeove al-
S ), goritmu pro konsturkci poldrni baze. Transfor-
mace pouzité v prvnim kroku tohoto algoritmu
maji vZdy hornf trojihelnikovou matici 7' a na-
vic, pfi pouzm technické modifikace zminéné v ditkazu véty
B30, ma tato matice jednicky na diagondle:

] —ae _
ayp U apy
7T=10 1

Takova matice prechodu od bize u k bazi v mé nékolik pek-
nych vlastnosti. Zejména jeji hlavni submatice 7} tvofené
prvnimi k fadky a sloupci jsou matice pfechodu podprostorti
Pk = (Ml, ...,I/lk> od baze (btl, ...,I/tk) k bazi (v1 ey Uk).
Hlavni submatice A; matice A formy f jsou maticemi zu-
Zeni formy f na Pj. Pfi pfechodu od u k v daném matici
pfechodu 7" jsou tedy matice Ay a A ziiZeni na podprostory
P, ve vztahu A; = TkTA;C(Tk)*l. Inverzni matice k horni
trojihelnikové matici s jedni¢kami na diagondle je pfitom
opét horni trojuhelnikovd matice s jednickami na diagondle,
miZeme tedy podobné vyjadfiti A’ pomoci A. Podle Cauchy-
ovy véty jsou tedy determinanty matic A, a A} stejné. Cel-
kem jsme tak dokdzali velice uzite¢né pomocné tvrzeni:

Necht je f kvadraticka forma na V, dimV = n, a necht
je u bdze V takovd, Ze p¥i hledani poldrni bdze Lagrangeo-
vym algoritmem neni nikdy potvebné pouZit body (3) a (4).
Pak je vysledkem analytické vyjadreni

F @1y X)) = MXE 42X + -+

kde r je hodnost formy f, A, ..., A, # 0 a pro hlavni sub-
matice (pivodni) matice A kvadratické formy f plati |A;| =
Ml A k<r

V ndmi uvazovaném postupu se pii kazdé postupné trans-
formaci vzdy dalsi sloupec pod diagondlou v matici A vy-
nuluje. Odtud je jiz jasné, Ze pfipadnd nenulovost hlavnich
minorli v matici A zaru¢i nenulovost dal§tho diagondlniho
¢lenu v A. Touto tivahou jsme dokazali tzv. Jacobiho vétu:

+ k,xrz

Disledek. Necht f je kvadraticka forma hodnosti r na vek-
torovém prostoru V s matici A v bazi u. V Lagrangeové algo-
ritmu neni zapotrebi jiného kroku neZ doplnéni ctvercii prave,
kdyZ? pro hlavni submatice v A plati |A| # 0, ..., |A,]| # O.
Pak existuje poldrni baze (a obdrzime ji vyse odvozenym al-
goritmem), ve které md f analytické vyjadreni

1A2| 2 A 5
flxy, ..., |A | |Ar—1|xr'
Jsou-li tedy vSechny hlavni minory kladné, pak podle
pravé dokdzané Jacobiho véty je jisté f positivné definitni.
Predpoklddejme naopak, Ze forma f je positivné de-
finitni. Pak pro vhodnou reguldrni matici P plati A =
PTEP = PTP.Jetedy |A| = |P|*> > 0. Nechf u je zvolend
baze, ve které ma forma f matici A. Zizeni f na podpro-
story Vi, = (uy, ..., uy) je opét positivné definitni forma f;,

+o+

2
xn) = |A1|x1

e A#0
elipsa pro § > 0, hyperbola pro § < 0 a parabola pro § =0

vlastni (reguldrni) kuZelosecky:

Aby Slo o redlnou elipsu, nikoliv imagindrni, musi byt navic
(a1 +axn)A < 0.

e A=0
primky

nevlastni kuzelosecky (singuldrni, degenerované),

Snadno se presvédcime, Ze znaménka, resp. nulovost, uvedenych de-

terminantt jsou skute¢né invariantni vii¢i zméné souradnic. Oznac¢me

X

X = |y | a A je matice kvadratické formy. Pak piislusnd kuZelo-
1

setka ma tvar XTAX = 0. KuZelosecku ve stfedovém zdkladnim

tvaru dostaneme otocenim a posunutim, tedy transformaci do novych

soufadnicx’, ¥, pro které plati

x = X cosa—ysina+c
y = xX'sina+ ycosa+ ¢,
x/
tedy maticové pro nové soufadnice X’ = | y | plati
1
X cosa —sina ¢ x
(4.3) X=|y|l=|sina cosa o] |Y|=MX.
1 0 0 1 1

Dosazenim vztahu X = MX’ do rovnice kuZelosecky, pak dostdvdme

rovnici kuzelosecky v novych soufadnicich, tj.
X"AX = 0

(MXHTAMX) = 0

X"MTAMX = 0

Ozna¢me A’ matici kvadratické formy kuZelosecky v novych soufadni-

cosa —sino ¢
cich. Paktedy A" = MTAM,kde matice M = | sina  cosa ¢
0 0 1

mad jednotkovy determinant, tedy
det A’ = det M" det Adet M = det A = A.

Nutng také deteminant Assz, ktery je algebraickym doplitkem prvku
as3 je nezdvisly na zméné sourfadnic, protoZe pro nulové posunuti
- tedy pouze otoeni - je vztah det A’ = det M det Adet M také

cosae —sina 0
platny. V tom pfipadé matice M = | sina  cosa 0| adetA}; =
0 0 1
1 0 C1
det A33 = §. Pro samotné posunuti je matice M = |0 1 ¢ | a
0 0 1

tento subdeterminant neovliviiuje.
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jejiz matici v bazi uy, ..., uy je hlavni submatice A;. Proto
je podle predchozi ¢asti dikazu také |A;| > 0.

Tvrzeni o negativné definitnich vyplyva z predchoziho
a skutecnosti, Ze A je positivné definitni pravé, kdyz —A je
negativné definitni. O

3. Projektivni geometrie

V mnoha elementédrnich textech o analytické geometrii

y autofi kon¢f afinnimi a euklidovskymi objekty

popsanymi vySe. Na spoustu praktickych dloh

LY, euklidovskd nebo afinni geometrie staci, na jiné
—_ bohuZel ale nikoliv.

Tak tieba pfi zpracovavani obrazu z kamery nejsou za-
chovavény dhly a rovnobéZné piimky se mohou (ale nemusi)
protinat. Dal§im dobrym didvodem pro hleddni Sir§iho rdmce
geometrickych dloh a dvah je poZadovand robustnost a jedno-
duchost numerickych operaci. Daleko jednodussi jsou totiZ
operace provadéné prostym ndsobenim matic a velice t€Zko
se totiZ od sebe odliSuji malinké dhly od nulovych, proto je
leps$i mit néstroje, které takové odliSeni nevyZaduji.

Zékladni ideou projektivni geometrie je roz§iteni afin-
nich prostorti o body v nekonecnu zptisobem, ktery bude
dobfe umoziovat manipulace s linearnimi objekty typu bod,
pfimek, rovin, projekeci, apod.

4.33. Projektivni rozsifeni afinni roviny. Za¢neme tim
nejjednodus$sim zajimavym pfipadem, geometrii v roving.
Jestlize si body roviny A, predstavime jako rovinu z = 1
v R3, pak kazdy bod P na¥f afinni roviny predstavuje vek-
toru = (x,y,1) € R? atim i jednorozmérny podpro-
stor (u) C RR3. Naopak, skoro kazdy jednorozmérny pod-
prostor v R?® protind nasi rovinu v pravé jednom bodé P a
jednotlivé vektory takového podprostoru jsou dany soutadni-
cemi (x, y, z) jednoznacné, az na spole¢ny skaldrni nasobek.
Z4dny prinik s na$f rovinou nebudou mit pouze podprostory
s body o souradnicich (x, y, 0).

PROJEKTIVNT ROVINA

Definice. Projektivni rovina P, je mnoZina vSech jednoroz-
mérnych podprostort v R3. Homogenni souradnice bodu
P = (x : y : z) v projektivni rovin€ jsou trojice redlnych
¢isel urcené aZz na spolecny skaldrni ndsobek, pficemz ale-
spoii jedno z nich musi byt nenulové. Piimka v projektivni
roviné je definovédna jako mnoZina jednorozmérnych podpro-
stort (tj. bodl v P,), které vyplni dvourozmérny podprostor
(tj. rovinu) v R3.

Abychom méli pfed o¢ima konkrétni piiklad, podivejme
se v afinni roving R? na dvé& rovnobé&zné piimky

Li:y—x—-1=0, Ly:y—x+1=0.

4.46. Urcete typ kuzelosecky 2x*> —2xy +3y> —x +y —1=0.
2 -1 -1
2

ReSeni. Determinant A = —} ? % = —24—3 # 0 jde tedy
- 5 =1
2

o reguldrni kuZelosecku. Navic je 6 = 5 > 0 tedy jde o elipsu. Déle

(a1 +an)A=Q2+3)- (—%) < 0, jde tedy o redlnou elipsu. O

4.47. Urcete typ kuZelosecky x> — 4xy — 5y +2x + 4y +3 =0.

1 -2 1
ReSeni. Determinant A = |—2 —5 2|=-34#£0,
1 2 3
s 1 —2
déle je 6 = o _5 —9 < 0, jde tedy o hyperbolu. ([

4.48. Urcete rovnici kuzelosecky (a poté jeji typ), kterd prochazi
body

[—2,—4], [8,—4], [0,-2], [0,—-6], [6,—-2].

Reseni. Do obecné rovnice kuZelosecky
an X + any +2apxy + aix + azy +a =0

postupné dosadime soufadnice zadanych bodi. Takto obdrzime sou-

stavu
46111 + 16a22 + 166112 — 2611 — 4612 + a = 0,
64011 + 16022 — 64012 + 8611 — 4612 + a = 0,
day, — 2a, + a = 0,
36a22 — 6612 + a = 0,
36a;; + 4an — 24ap + 6a; — 2ap + a = 0.
V maticovém zdpisu provedeme Upravy
4 16 16 -2 -4 1
64 16 —-64 8 —4 1
0o 4 0 0 -2 1|~
0 36 0 0 -6 1
36 4 24 6 -2 1
4 16 16 -2 —4 1
0o 4 0 0 -2 1
~10 0 64 -8 12 -9 ~---
0 0 0 24 -—-36 27
0 0 0 O 3 =2
48 0 0 0 0 -1
0 12 0 0 0 -1
~10 0 64 0 0 O
0 0 0 24 0 3
0O 0 0 0 3 -2

Hodnotu a mizeme zvolit. Zvolime-li a = 48, dostaneme

an=1 an=4, ay2=0, a =-6, a =32

KuZelosecka ma tudiz rovnici

x4 4y* — 6x + 32y +48 = 0.
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Jestlize budeme body pfimek L; a L, chdpat jako konecné
body v projektivnim prostoru P, budou zjevné jejich homo-
genni soufadnice (x : y : z) spliiovat rovnice

Li:y—x—2z=0, Ly:y—x+2z=0.

Je vidét, Ze prinikem L; N L, bude v tomto kontextu bod
(=1:1:0) € P, tj. nevlastni bod odpovidajici spole¢nému
zaméteni obou piimek.

4.34. Afinni souradnice v projektivni roviné. Pokud zac-
1 neme naopak projektivni rovinou P, a budeme v ni
chtit uvidét afinni rovinu jako jeji ,,kone¢nou‘ ¢4

cast,
A pak miiZzeme misto roviny z = 1 vzit v R® jakoukoliv
i jinou rovinu o neprochdzejici po¢atkem 0 € R?. Ko-
necné body pak budou ty jednorozmérné podprostory, které
maji neprazdny prinik s rovinou o.

Pokracujme v naSem prikladu rovnobéznych piimek
z predchoziho odstavce a podivejme se, jak budou jejich
rovnice vypadat v soufadnicich v afinni roviné, kterd bude
ddna jako y = 1. Za tim tcelem sta¢i dosadit y = 1 do
predchozich rovnic:

Li:1—-x—z=0, Ly:1—x+z=0

Nyni jsou ,,nekonecné* body nasi ptivodni afinni roviny dany
vztahem z = 0 a vidime, Ze naSe piimky L/ a L, se protinaji v
bodé (1, 1, 0). To odpovida geometrické predstave, Ze rovno-
béZné ptimky L, L, v afinni roviné se protinaji v nekone¢nu
atovbodé (1:1:0).

4.35. Projektivni prostory a transformace. N4§ po-
- stup v afinni rovin€ se prirozenym zpiisobem
zobectiuje na kazdou konec¢nou dimenzi.

Volbou libovolné afinni nadroviny A, ve
> vektorovém prostoru R"*!| kterd neprochdzi
pocdatkem, mizZeme ztotoznit body P € A, s jednoroz-
mérnymi podprostory, které tyto body generuji. Zbylé
jednorozmérné podprostory vyplni nadrovinu rovnobéZnou
s A, afikdme jim nekonecné body nebo také neviastni body
v projektivnim rozsifeni P, afinni roviny .A4,.

Zjevné je vZdy mnoZina nevlastnich bodi v P, projek-
tivnim prostorem dimenze o jednicku niZ$im. Afinni pfimka
md ve svém projektivnim rozsifeni pouze jediny nevlastni
bod (oba konce piimky se ,,potkaji* v nekonecnu a projek-
tivni pfimka proto vypad4 jako kruZnice), projektivni rovina
ma projektivni pfimku nevlastnich bodd, trojrozmérny pro-
jektivni prostor ma projektivni rovinu nevlastnich bodt atd.

Jesté obecnéji zavddime projektivizaci vektorového pro-
storu: pro libovolny vektorovy prostor V dimenze n 4 1 de-
finujeme

P(V)y={PCV; PCV,dmV = 1}.

Volbou libovolné bize u ve V dostdvame tzv. homogenni sou-
Fadnice na P(V) tak, Ze pro P € P(V) pouZijeme jeho libo-
volny nenulovy vektor u € V a soufadnice tohoto vektoru

V této rovnici doplnime vyrazy x> — 6x, 4y + 32y na druhé mocniny
dvojclent, coz dava

(x =3 +4(y+4)7’-25=0,

resp.
(x =37  (+4?
52 N2 1=0
(2)
Vidime, Ze se jedna o elipsu se stfedem v bodé [3, —4]. ([

4.49. Dalsi charakteristiky kuZelosecek. Zabyvejme se jest€ po-
drobnéji nékterymi dal§imi pojmy, které se poji s kuZelose¢kami. Osa
kuzelosecky je pfimka, podle které je kuzeloseCka osové soumérnd.
Z kanonického vyjadieni kuzelosecky v polarni bazi (B29) plyne, Ze
elipsa ma dvé osy (x = 0 a y = 0), parabola mé jenu osu (x = 0) a
hyperbola ma dvé osy (x = 0 a y = 0). Priniky os se samotnou ku-
Zeloseckou se nazyvaji vrcholy kuZelosecky. Cisla a, b z kanonického
vyjadieni kuZelosecky (které uddvaji vzdélenost vrcholli od pocétku)
se nazyvaji délky poloos. V piipadé elipsy a hyperboly se osy navzdjem
protinaji v pocatku. Podle tohoto bodu je pak kuZelosecka ziejmé stie-
dové soumérnd. Takovy bod se nazyva stiedem kuzelosecky. Kromé
vrcholl a stfedl existuji jesté dal$i vyznacné body leZici na ose ku-
Zelosecky. Pro elipsu jsou to ohniska elipsy E, F charakterizované
vlastnosti |EX| 4+ |FX| = 2a pro libovolny bod X leZici na elipse.
Nasledujici priklad ukazuje, Ze takové body E a F skutecné existuji.

4.50. Existence ohnisek. Pro elipsu o velikostech poloos a > b jsou
body E = [—e,0] a F = [e, 0], kde ¢ = v/a? — b? jejimi ohnisky
(v polérnich soufadnicich).

ReSeni. UvaZujme body X = [x, y], které spliiuji podminku |EX| +
|F X| = 2a a ukdZeme, Ze to jsou pravé body elipsy. V soufadnicich
ma tato rovnice tvar

Va+e?+ 2 +/(x—e? 4y =2a

Umocnénim rovnice a jeji Gpravou dostaneme ekvivalentni rovnici

(a2 — ez)x2 + azf = alz(a2 — ez).

2

Dosazenim ¢? = a?

— b?* a vydélenim a’b? dostaneme kanonickou
rovnici elipsy

oy .

a? b

]

Poznamka. Cislo e z predchoziho pifkladu se nazyva excentricita (vy-
strednost) elipsy. Podobné definujeme ohniska hyperboly jako body
E, F, které spliiuji ||EX| — |F X|| = 2a pro libovolny bod X leZici
na hyperbole. MtiZete si ovéfit, Ze tuto vlastnost splituji v polarni bazi
body [—e, 0] a [e, 0], kde e = ~/a? + b2. Ohnisko paraboly je bod F,
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v bdzi u. Bodlim projektivniho prostoru P(V) fikdme geo-
metrické body, zatimco jejich nenulové generatory ve V na-
zyvame tikdme aritmetické reprezentanty.

Pri zvolenych homogennich soufadnicich je mozné jednu
z jejich hodnot zafixovat na jednicku (tj. vylouc¢ime vSechny
body projektivniho prostoru s touto soutfadnici nulovou) a
ziskdame tak vloZeni n—rozmérného afinniho prostoru A, C
P(V). To je ptesné konstrukce, kterou jsme pouzili v naSem
pfikladu projektivni roviny.

4. 36 Perspektlvnl projekce. Velmi dobfe jsou vyhody
projektivni geometrie vidét na perspektivni
” projekci R?* — R?. Pfestavme si, Ze pozorova-
tel sedici v pocédtku pozoruje ,,polovinu svéta‘,
= tj. body (X, Y, Z) € R*se Z > 0 a obraz vidi
,promitnuty* na platn€ daném rovinou Z = f > 0.

Bod (X, Y, Z) ,redlného svéta® se mu tedy promitd na
bod (x, y) na primétné takto:

X
Z b
To je nejen nelinedrni formule, ale navic pfi Z malém bude
velice problematicka presnost vypoctu.

Pti rozsiteni této transformace na zobrazeni Pz — P»
dostdvame zobrazeni (X : Y : Z : W) — (x 1 y : 2) =

Y
x=f y=f§-

(=fX:—fY : Z),tj. popsané prostym linedrnim vztahem
X f 0 00 );
yl=10 f 0 0 7
Z 0 010 W

Tento jednoduchy vyraz zaddva perspektivni projekci
pro kone¢né body v R® C 73, které dosazujeme jako vy-
razy s W = 1. Pritom jsem elgantné odstranili problémy s
body, jejichz obraz utikd do nekonecna. Skute¢né, je-li Z-
ova soufadnice skute¢ného bodu scény blizka nule, bude hod-
nota tfeti homogenni soufadnice obrazu mit soufadnici bliz-
kou nule, tj. bude predstavovat bod blizky nekonecnu.

4.37. Afinni a projektivni transformace. Kazdé prosté li-
1 nedrni zobrazeni ¢ : Vi — V, mezi vektorovymi

prostory samoziejmé zobrazuje jednorozmérné pod-
A2 prostory na jednorozmérné podprostory. Tim vznika
zobrazeni na projektivizacich T : P(V) — P(V3).
Takovym zobrazenim fikdme projektivni zobrazeni, v litera-
tufe je pouZivan také pojem kolineace. Pokud je toto zobra-
zeni invertibilni.

Jinak feceno, projektivni zobrazeni je takové zobrazeni
mezi projektivnimi prostory, Ze v kazdé soustavé homogen-
nich soutfadnic na defini¢nim oboru i obrazu je toto zobrazeni
zaddno ndsobenim vhodnou matici. Obecnéji, pokud naSe po-
mocné linedrni zobrazeni neni prosté, definuje projektivni
zobrazeni pouze mimo svoje jadro, tj. na bodech, jejichZ ho-
mogenni soufadnice se nezobrazuji na nulu.

///"\’u u(/
: il
\\ l(‘WM\S'w/
/
/

el
> K6

\

ktery ma v poldrni bazi soufanice F = [0, £] a je charakterizovén tim,

Ze jeho vzdalenost od libovolného bodu X paraboly je stejnd jako jako

vzdalenost X od pifmky y = —£.

4.51. Urcete ohniska elipsy x> + 2y* = 2.

ReSeni. Z rovnice pfimo ode¢teme, Ze velikosti poloos jsou a = +/2
a b = 1. Poté jiZ snadno dopocitime z predchoziho piikladu (||EX0])):
e = +/a? — b? = 1, soufadnice ohnisek jsou tedy [—1,0]a[1,0]. O

4.52. Dokazte, Ze soucin vzdalenosti ohnisek elipsy od jeji libovolné

teCny je konstantni a zjistéte velikost této konstanty.

ReSeni. Uvaime poldrni bazi. V ni m4 matice elipsy diagondlni tvar

dlag( 7 b2’ —1) a rovnice poldry (tecny) v bodé X=[xg, yp] md tvar
“4x + 73y = 1. Vzddlenost ohnisek E,F= [Fe, 0] od této pifmky je
rovna
1+e%
a jejich soucin je tedy
)C2
1— eza—‘j
2 2
e
2
Dosadime-li e? = a®—b*a 3% = 1—2% (bod X leZi na elipse), zjistime,
Ze predchozi V)’/raz je roven b?. ([
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Prostd zobrazeni V. — V vektorového prostoru na sebe
jsou invertibilni, vSechna projektivni zobrazeni projektiv-
niho prostoru P, na sebe jsou tedy invertibilni téz. Rik4 se
jim také reguldrni kolineace nebo projektivni transformace.
Odpovidaji v homogennich souradnicich invertibilnim mati-
cim dimenze n + 1. Dvé takové matice zaddvaji stejnou pro-
jektivni transformaci, pravé kdyZ se lisi o konstantni ndso-
bek.

JestliZe si zvolime prvni soufadnici jako tu, jejiZ nulovost
urcuje nevlastni body, budou transformace, které zachovavaji
nevlastni body, ddny maticemi, jejichZ prvni fadek musi byt
aZ na prvni ¢len nulovy. Jestlize budeme chtit prejit do afin-
nich souradnic konecnych bodd, tj. zafixujeme si hodnotu
prvni souradnice na jedni¢ku, musi byt prvni prvek na prv-
nim faddku byt také rovny jedné. Matice kolineaci zachovéva-
jicich kone¢né body naseho afinniho prostoru tedy majf tvar:

1 0 --- 0
by apn - an
bn anpl e Apn
kde b = (by,....b,)" € R*a A = (a;) je inverti-

bilni matice dimenze n. Pisoben{ takové matice na vektoru
(1, x1, ..., x,) je pravé obecnd afinni transformace, kde b za-
dava posunuti a A jeji linedrni ¢ast. Jsou tedy afinni zobrazeni
pravé ty kolineace, které zachovdvaji nadrovinu nevlastnich
bodd.

4.38. Urceni kolineaci. K zadani afinniho zobrazeni je
nutné a sta¢i libovolné zadat obraz afinniho
S ), repéru. V prav€ uvedeném popisu afinnich
transformaci jako specidlniho piipadu projek-
tivnich zobrazeni to odpovidd vhodné volbé
obrazu vhodné aritmetické baze vektorového prostoru V.

Obecné ale neplati, Ze obraz aritmetické bize V jedno-
znaéné urci kolineaci. UkaZme si podstatu problému na jed-
noduchém prikladu afinnf roviny. JestliZe si zvolime v roviné
¢tyfi body A, B, C, D tak, aby kazdd z nich utvofend tro-
jice byla v obecné poloze (tj. Zddné tfi z nich neleZi na jedné
pfimce), miZeme si libovolné zvolit jejich obraz v kolineaci
nasledujicim zptisobem:

Zvolme jakkoliv jejich ¢tyfi obrazy A’, B', C', D’ se stej-
nou vlastnosti a zvolme si jejich homogenni soutadnice u, v,
w,z,u', v, w’, 7 vIR®. Vektory z a z’ pak miiZeme jist& zapsat
pomoci linedrnich kombinaci

z=cu+cvtaw, '=cdu 4+ +Gu,
pri¢emZ vSech Sest koeficientd musi byt nenulovych, nebot ji-
nak by nékterd trojice z naSich bodl nebyla v obecné poloze.
Nyni si zvolime nové aritmetické reprezentanty bodli A,
BaCpoftadéjakou = cju,v = couaw = czw astejnéu’ =
cit, vV = cv' aw’ = c3w’ probody A’, B a C'. Tato volba
zaddvd jediné linedrni zobrazeni ¢ zobrazujici postupné

o) =i', @) =7, @) ="

4.53.

kosti roven vzdédlenosti mezi ohnisky a ta je rovna 1.

Jakou velikost maji poloosy elipsy, kdyZ je soulet jejich veli-

ReSeni. Resime soustavu

Il
—_

a+b

2e = 24a?—-b? = 1

O

[e ] [9N]

a najdeme feSeni a = % b=

4.54. Pro jaké smérnice k jsou piimky vedené z bodu [—4, 2] sec-
nami a kdy te¢nami elipsy dané rovnici
x? )9 _
o "7 =
ReSeni. Smérovy vektor piimky je (1, k) a proto je parametrické vyj-
dfeni pfimky x = —4 + ¢, y = 2 + kt. Prisecik s elipsou pak spliiuje
(=4+0>  Q+k)*
9 4

Tato kvadraticka rovnice ma diskriminant roven

k
D = —5(7k—|— 16)

To znamend, Ze v intervalu k € (— , 0) ma dvé feSeni, tj. pfimka je
se¢na, a pro smérnici k = —= a k = 0 jediné feSeni, tj. piimka je

teéna. |

4.55. Najd&te rovnici te¢ny k elipse 3x% +7y* = 30, jejiz vzddlenost

od stfedu elipsy je rovna 3.

ReSeni. Stied elipsy je v po&atku soufadnic a pro vzddlenost d piimky

lc]

ax + by + ¢ = 0 od pocétku se odvodi d = T Tecna ze zadani

tedy spliiuje a” + b* = %. Rovnice tecny v bod€ [x7, yr] je 3xxp +

7yyr — 30 = 0. Pro soufadnice bodu dotyku tak dostdvdme soustavu

Gxr)?+ (Tyr)> = 100
33 +7y; = 30

= j:\/g, yr = :l:\/E Vzhledem k symetrii
Sy 7\f y—30=0. 0

Je ddna hyberbola x?> — y* = 2. Urdete rovnici hyperboly, kters

Jejim feSenim je xr

elipsy dostdvame Ctyfi feseni £3

4.56.

m4 stejnd ohniska a prochézi bodem [—2, 3].

ReSeni. Vystiednost zadané hyperboly je e = +/2 + 2 = 2. Rovnice

72 . sz d 4 >
Z—z = 1 a jeji vystfednost bude spliiovat

e? = a® + b* = 4. Podminka, %e bod [—2, 3] le#i na hyperbole ddva

hledané hyperboly bude ;‘—z —

;iz — % = 1. ReSenim této soustavy je a> = 1, b> = 3. Hledan4
hyperbola je tedy x> — ; = 1. (I
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Zaroven vSak plati

)= +o+w)=u +0+uw =7
a tedy ndmi zkonstruovand kolineace skutecné zobrazuje
body tak, jak jsme si pfedem zvolili. Linedrni zobrazeni ¢
pritom bylo ddno nasi konstrukci jednoznacné, takzZe je koli-
neace ddna nasi volbou jednoznacné.

Nase argumentace zistava v platnosti, i kdyZ jsou nék-
teré ze zvolenych bodl nevlastni (tj. jeden nebo dva). Jesté
jednoduseji bychom vidéli ilustraci téhoZ jevu na reguldrnich
kolineacich projektivni piimky, které jsou zaddny po dvou
riiznymi obrazy tfech po dvou riinych bodu.

Postup, ktery jsme pouZili zjevné funguje pro libovolné
dimenze. O n + 2 bodech projektivniho prostoru fekneme,
7e jsou v obecné poloze, jestlize Zadnych n + 1 z nich neleZi
v stejné nadroving. Rikdme také, Ze jde o line4rné nezavislé
body, které tvofi geometrickou bazi projektivniho prostoru.

Véta. Reguldrni kolineace na n—rozmérném projektivnim
prostoru je jednoznacné urcena libovolnym zobrazenim n+2
linedrné nedvislych bodi, jejich? obrazy jsou opét linedrné
nezavislé.

Dt¢kaz. Dtkaz se provede zcela stejné, jak jsme postu-
povali v dimenzi dv€. Doporucujeme rozepsat podrobné jako
cviceni. 0
4.39. Dvojpoméry. Pfipomenime, Ze afinni zobrazeni

& zachovdvaji poméry velikosti Gsecek na kazdé

N3 ?wx pfimce. Technicky jsme definovali tento pomér
; Qﬁ“‘; pro tii body A, Ba C # B, C =rA + sB jako
2224 = (G A, B = 5. Je ziejmé, e ale tieba
sttedové promitdni takové poméry nezachovdvaji, dokonce
nemusi byt zachovdna ani poloha bodlii na piimce vidci
sob€. Naopak jsme si uvade€li, Ze miZeme na projektivni
primce libovolné urcit obrazy tif po dvou rtiznych bodid a
tim jednoznacné zadat projektivni transformaci. Celkem
snadno ale Ize dovodit, Ze se zachovdva pomér takovychto
poméri pro dva diizné body C:

Uvazme v projektivnim prostoru ¢tverici rznych bodi
A,B, C, D na jedné projektivni pfimce, kterd je generoviana
body A a B, a po fadé i jejich aritmetické soutadnice x, y,
w, z. ProtoZe tyto Ctyfi vektory lezi v podprostoru (x, y),
miZeme ostatni napsat jako linedrni kombinace

w=Hx+s1y, 2Z=~0hx+s5nYy

a definujeme tzv. dvojpomeér ctverice bodii (A, B, C, D) jako
S11
hs
To je korektni definice, protoZe jsou sice vektory x a y uréeny
kaZdy aZ na skaldrni ndsobek, tyto ndsobky se ovSem v defi-
nici pokréti.

Stejné tak je ptimo z definice je ziejmé, Ze kazda pro-
jektivni transformace zachovdvd dvojpoméry, protoZze kdyz
ji zaddme v naSich aritmetickych soufadnicich pomoci ma-
tice A, dostame obrazy A - w = ;A - x + A - y a podobné

4.57. Urcete rovnice te¢en hyperboly 4x*> — 9y> = 1, kolmych na
pfimkux — 2y +7 = 0.

ReSeni. Viechny pifmky kolmé na zadanou pifmku maji tvar 2x +
y + ¢ = 0 pro n&jaké c. Hledand pfimka ma mit prave jeden prinik se
zadanou hyperbolou, tj. rovnice 4x> — 9(—2x — ¢)?> = 1 ma mit jedno
feSeni. To nestane tehdy, kdyZ D = (36¢)? — 4.32.(9¢> + 1) = 0.
Odtud ¢ = +£242, 0

4.58. Projektivni pohled na kuzZelosecky. Pojem projektivniho pro-
storu ndm také umozZiuje se novym pohledem podivat na jiZ zndmé
kuZelosecky (srovnej s B47). KuZelosecku v &£, zadanou kvadratickou

formou
fy) = anx* + 2apxy + a22y2 + 2a13x + 2axy + as;

miiZeme chdpat jako mnoZinu bodi v projektivni roving P> s homo-
gennimi soufadnicemi (x : y : z), které jsou nulové body homogenni

kvadratické formy
fy.2) = anx* + 2a12xy + 6122)’2 + 2a13xz + 2ax3y7 + anz’.

Tu miZzeme jednoduse psit jako f(v) = v’ Av, kde v je sloupcovy
vektor o soufadnicich (x, y, z) a matice A je symetrickd matice (a;;).
Podle véty B3 existuje baze, ve které ma tato kvadratickd forma jeden

z nasledujicich tvart

2

fy=XC4+y+2% fyn)=x+y -2

V prvnim piipadé je feSenim f(x, y, z) = O jediny (nevlastni) bod a
proto ptivodni forma nezaddvala redlnou kuZelosecku. Druha kvadra-
tick4 forma zaddva kuzel v R3. Pfislusnou kuZelosecku dostaneme pie-
chodem zpét k nehomogennim soufadnicim. To znamend fezem tohoto
kuZele rovinou, kterd méla v ptivodni bazi rovnici z = 1. Odtud do-
staneme ihned klasifikaci kuZelosecek z 4.29., kterd odpovid4 fezim
kuZele v R? riiznymi rovinami. Rezy, které davaji vlastni kuZelosecky
jsou zndzornény na obrazku. Nevlastni kuzelosecky odpovidaji feziim

rovinami, které prochdzi vrcholem kuZele.
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pro Az, a proto i Ctvefice obrazl naSich bodti bude mit stejny
dvojpomér.

Zastavme se jeSté u charakterizace projektivnich trans-
formaci. Opét plati, Ze jsou to prave ta zobrazeni, ktera za-
chovavaji dvojpoméry. Ve skute¢nosti to ale neni prilis prak-

Pro kuzelosecku v projektivni roviné definujeme nasledujici uzi-
te¢né pojmy:

Body P, Qe P? piisluiné jenorozmérnym poprostoriim (p), (g)
(generovanymi vektory p, g € R?) se nazyvaji poldrné sdruzené vzhle-
dem ke kuZelosecce f, pokud plati F(p,g) =0, tj. pT Ag = 0.

tickd charakterizace, protoZe implicitné obsahuje i tvrzeni,
moznd pijde najit 7o takovd zobrazeni musi zobrazovat projektivni piimky na
néjaky elementdrn{
Klasicky dikaz jako projektivni pfimky.
ilustraci pro dif. 2 1xexs sy .
podet, pak dodat Lze ale dokdzat daleko siln&j§i tvrzeni, Ze zobrazeni

odkaz, jinak tady — jakkoliv malé oteviené oblasti v afinnim prostoru R” (napf.

Bod P= (p) se nazyva singuldrnim bodem kuzelosecky f, jestlize
je polarné sdruZeny vzhledem k f se vSemi body roviny, tj. F(p, x) =

0 Vx € P* To jinymi slovy znamend Ap = 0. Tim padem matice A

jen fici, Ze se tomu

nebudeme vénovat  koule bez hranice), do téhoz afinniho prostoru, které zobra-
zuje primky na pfimky, je ve skutecnosti ziZenim jednozna-

¢né urcené projektivni transformace projektivniho rozsifeni

PR"*! piivodniho afinniho prostoru R”. A tyto transformace

tedy nutné zachovdvaji i dvojpoméry.

4.40. Dualita. Projektivni nadroviny jsou definovany v n—
1 rozmérném projektivnim prosotu P(V') jako projek-
' tivizace n—-rozmérnych vektorovych podprostorii ve
A2 vektorovém prostoru V. Jsou tedy v homogennich
soufadnicich definovdny jako jadra linedrnich forem
a € V*, které jsou opét uréeny az na skaldrni ndsobek.

Ve zvolené aritmetické bédzi jsou tedy projektivni nadro-
viny ddny fddkovym vektorem o = («o, . . ., &,). Pfitom ale
jsou formy « dény jednoznacné, aZ na skaldrni ndsobek. Ka-
Zd4 nadrovina ve V tedy je identifikovana s prave jednim geo-
metrickym bodem v projektivizaci dudlniho prostoru P(V*).
Hovoiime o dudlnim projektivnim prostoru a dualité mezi
body a nadrovinami.

Na formdch ptisobi linedrni zobrazeni zadédvajici danou
kolineaci pomoci ndsobeni fadkovych vektord zprava toutéz
matici

o= (ap,...,0,) —>a-A,

tj. matice dudlnich zobrazeni je A”. Dudln{ zobrazeni oviem
zobrazuje formy opaénym smérem z ,,cilového prostoru® ne
»pocatecni®, proto potfebujeme pro soucasné studium vlivu
reguldrni kolineace na body a jejich dudlni nadroviny zobra-
zeni inverzni ke kolineaci f. To je ddno matici A~'. Matice
pfislusného piisobeni kolineace na formdch je proto (A7)~
ProtoZe je pritom inverzni matice rovna algebraicky adjun-
gované matici A;‘lg, az na nasobek inverzi determinantu, viz
vztah (Z2) na str. B4, miZeme rovnou pracovat s projek-
tivni transformaci prostoru P(V %) zadanou matici (A:lg)T
(nebo bez transoponovani, pokud ndsobime fddkové vektory
zprava).

Okam?zité z definic je vidét, Ze projektivni bod X patfi
nadrovin€ «, kdyZ pro jejich aritmetické soutfadnice plati
a - x = 0. To samoziejmé zlistava v platnosti i po plisobeni
libovolnou kolineaci, protoZe opét

(- AH (A x)=a-x=0.

kuZelosecky se singuldrnim bodem nemd maximélni hodnost a tak za-
dava nevlastni kuZeloseCku. Vlastni kuZelosecky tedy neobsahuji sin-
gularni body.

Mnozinu vSech bodli X= (x) polarné sdruZenych s podem P =
(p) nazyvame poldrou bodu P vzhledem ke kuZelosecce f. Je to tedy
mnoZina bodd, pro které plati F(p,x) = p’ Ax = 0. ProtoZe je po-
lara zadand linedrni kombinaci soufadnic, je to vZdy (v nesinguldrnim
pripad¢€) piimka. Geometricky vyznam polary vysvétluje nasledujici

véta.

4.59. Charakterizace polar. UvaZme vlastni kuZelosecku f. Pola-
rou bodu P € f vzhledem k projektivni kuZelosecce f je tecna k f
s bodem dotyku P. Poldrou bodu P ¢ f je pfimka dand body dotyku

teCen sestrojenych z bodu P ke kuZelosecce f.

ReSeni. Nejprve uvazujme Pe f a ukdZeme sporem, 7e poldra ma s ku-
Zeloseckou pravé jeden spolecny bod (bod dotyku). Predpoklddejme
tedy, Ze poldra bodu P, uréend rovnici F(p, x) = 0, protne vlastni
kuZeloseCku f v bodé Q= (q) #P. Pak ziejmé plati F(p,q) = 0 a
f(@) = F(q,q) = 0. Pro libovolny bod X = (x) lezici na piimce

ur¢ené body P a Q pak mame x = ap + Bg pro néjaké «, B € R.

Diky bilinearit¢ a symettrii F' pak dosavame

f(x) = F(x,x) = a’F(p, p) + 2aBF(p,q) + f°F(g,q) =0

a to znamend, Ze kazdy bod X pifimky leZi na kuZelosecce f. Kdyz
ale kuZelosecka obsahuje pfimku, pak musi byt nevlastni, coZ je spor
s predpokladem. Zaroveil vidime, Ze v pfipad€ nevlastni kuZelosecky
je polarou samotna (tzv. tvorici) pfimka kuZelosecky.

Tvrzeni pro piipad P ¢ f vyplyva z nasledujictho disledku syme-
trie bilinedrni formy F. Pokud bod Q leZi na polédfe bodu P, pak bod
P leZi na poléie bodu Q.

O
Pomoci polarné sdruzenych bodd miZeme také nalézt bez pouZiti

Lagrangeova algoritmu rovnice os kuZelosecek i stfed kuzelosecky.
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4.41. Samodruzne body, stifedy a osy. Uvazujme regu-
larni kolineaci f zadanou v néjaké aritmetické
__bazi projektivniho prostoru P(V) pomoci ma-
tice A.

2 Samodruznym bodem kolineace f rozu-
mime bod A, ktery je zobrazen na sebe, tj. f(A) = A,
samodruZnou nadrovinou kolineace f rozumime nadrovinu
o, kterd je zobrazovana na sebe, tj. f(a) C «.

Piimo z definice tedy vidime, Ze samozdruzné body maji
za aritmetické reprezentanty pravé vlastni vektory matice A.

V geometrii roviny jsme se s mnoha typy kolineacf jiZ
jisté setkali: symetrie podle stfedu, zrcadleni podle piimky,
posunuti, stejnolehlost atd. MoZn4 vzpomeneme i na rtizné
typy promitani, nap¥. promitani jedné roviny v R* na druhou
z n&jakého stiedu S € R3,

Vsimnéme si, Ze kromé& samodruZnych bodl se u vSech
takovych afinnich zobrazeni objevovaly také samodruzné
primky. Napf. u symetrie podle stfedu se zachovavaji také
vSechny pfimky timto stfedem prochdzejici, u posunuti se
(obdobné) zachovavaji nevlastni body roviny.

Zastavime se u tohoto jevu v obecné dimenzi. Nejprve
zavedeme potiebné velmi klasickych pojem souvisejici s in-
cidenci bodt a nadrovin.

Trs nadrovin prochdzeji bodem A € P(V) je mnoZina
vSech nadrovin, které obsahuji bod A. Z definice je zfejmé,
Ze pro kazdy bod A je pfisluSny trs nadrovin sdm nadrovi-
nou v dudlnim prostoru P(V*) (je zaddn jednou homogenni
linedrni rovnici v aritmetickych soutradnicich).

Pro kolineaci f : P(V) — P(V) tekneme, Ze bod
S € P(V) je stredem kolineace f jestlize vSechny nadro-
viny v trsu nadrovin uréeném bodem S jsou samodruZné.
Rekneme, Ze nadrovina « je osou kolineace f, jestlize jsou
vSechny jeji body samodruzné.

Piimo z definice je zfejmé, Ze osa kolineace je stiedem
kolineace dudlni, zatimco trs nadrovin zaddvajicich stfed ko-
lineace je sim osou kolineace dudlni.

ProtoZe matice kolineace na ptivodnim a dudlnim pro-
storu se liSi pouze transpozici, jejich vlastni ¢isla splyvaji
(vlastni vektory jsou sloupcové, resp. fadkové, k tymz vlast-
nim ¢isltim). Napf. v projektivni roviné (a ze stejného diivodu
v kazdém redlném projektivnim prostoru sudé dimenze) ma
kazd4 kolineace alesporti jeden samodruzny bod, protoZe cha-
rakteristické polynomy piislusnych linedrnich zobrazeni jsou
lichého stupné a tedy maji alespoii jeden redlny koten.

Nebudeme se jiz zde déle vénovat obecné teorii, ale bu-
deme asponi krétce ilustrovat jeji uZiteCnost na nekolika vy-
sledcich pro projektivni roviny.

Tvrzeni. Projektivni transformace roviny riiznd od identity
ma bud praveé jeden stied a pravé jednu osu, nebo nemad ani
stied ani osu.

Dokaz. Uvazme kolineaci f na PR* a uvaZzme, %e by
méla dva rtzné stfedy A a B. Oznac¢me ¢ pfimku zadanou
témito stiedy a zvolme bod X v projektivni roviné mimo £.

NapiSme matici kuZelosecky jako blokovou matici

A a
A= ,
kde A = (aij) proi, j = 1,2, a je vektor o soufadnicich (a3, ax3) a
o = azz. To znamend, Ze kuZelosecka je zadana rovnici
ulAu+2a"u+a=0

pro vektor u = (x, y). Nyni ukdZeme

4.60. Osy kuZelosecky jsou poldry nevlastnich bodl uréenych vlast-

nimi vektory matice A.

ReSeni. ProtoZe je matice A symetrickd, ma v bazi svych vlastnich
A0

0
ortogondlni. Oznac¢ime-1i matici pfechodu k této bazi U (sloupce jsou

vektorti diagondln{ tvar D = ,kde A, u € R a tato béze je

jednotkové vlastni vektory), pak md matice kuzelosecky bazi vlastnich
vektord tvar
(UT 0) (A a) <U 0) B ( D UTa)
0 1)\a” «)\O 1) \d'U «
V této bazi ma tedy kanonické vyjadieni aZ na posunuti dané vektorem
UT a. Konkrétng, ozna¢ime-li jednotkové vlastni vektory vy, v,,, mdme
v, )2 . (a"v,)? (aTvM)2

A %
To znamend, Ze vlastni vektory jsou smérové vektory os kuzelo-

T T

a v a
Ax A+ —2)2 + uly +

T
a” v
5 a

T
v v . z 2. Y e
—*%. Soufadnice os u;, a u, ve standardni bézi proto spliiuji

secky (tzv. hlavni sméry) a rovnice os v této bazi jsou x = —

y ==

T
aTv)L a vy

viu, = —S%aviu, = =", neboliv] (u; +a) =0av] (uu,+
a) =0. Tyto rovnice jsou ekvivalentni rovnicim v, T(Au;, +a) =0a
vg (Au « +a) = 0 ato jsou rovnice poldr nevlastnich bodid ur¢enych

vektory v, a v,. g

4.61. Poznamka. Dusledkem tvrzeni z piredchoziho piikladu je fakt,
Ze stfed kuZelosecky je poldrné sdruZeny se vSemi nevlastnimi body.
Soutadnice s stfedu pak splituji rovnici As + a = 0.

Pokud det(A) # 0, pak ma rovnice As + a = 0 pro soufadnice
sttedu kuzeloseCky pro 8 = det(A) # 0 pravé jedno feSeni, a pro

6 = 0 Zadné feSeni. To znamend, Ze z vlastnich kuzelosecek m4 elipsa
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Jsou-li p a g po fadé primky prochazejici dvojicemi bodd
(A, X) a (B, X), pak také f(p) = p a f(g) = q atedy
zejména je i bod X samodruzny. To ale znamen4, Ze vSechny
body roviny mimo L jsou samodruzné. Kazda piimka rtizna
od ¢ ma tedy vSechny body mimo £ samodruzné a proto je i
jeji prunik s £ samodruzny. Je tedy f identické zobrazeni a
dokazali jsme, Ze neidentickd projektivni transformace miZe
mit nejvySe jeden stfed. TatdZ tvaha pro dudlni projektivni
rovinu ndm déava vysledek o nejvyse jediné ose.

JestliZze ma f stied A, pak vSechny pfimky prochdzejici
A jsou samodruzné a odpovidaji proto dvourozmérnému pod-
prostoru vlastnich fddkovych vektorti piislusné matice pro
transformaci f. Proto bude existovat dvourozmérny prostor
sloupcovych vlastnich vektort ke stejnému vlastnimu ¢islu
a ten bude reprezentovat pravé piimku samodruznych bodd,
tedy osu. TatéZ dvaha v obraceném potadi dokazuje i opacné
tvrzeni — jestliZze mé projektivni transformace roviny osu,
mad i stfed. U

Pro praktické problémy je uZite¢né i pro redlnou rovinu
pracovat v jejich komplexnim projektivnim rozsifeni a ge-
ometrické chovéni transformaci je pak velmi dobfe Citelné
z pripadné existence redlnych ¢i imaginarnich stredt a os.

4.42. PrOJektlvnl klasifikace kvadrik. Zavérem se jeSté
. vratime ke kuZeloseckim a kvadrikim. V
~ n—rozmérném afinnim prostoru R” zad4vime

: — kvadriku Q v afinnich soufadnicich pomoci
obecne kvadratické rovnice (E-4), viz str. EZZ3. PohliZime-li
na afinni prostor R” jako na afinni soufadnice v projektivnim
prostoru PR"*!, miZeme chtit tuté? mnoZinu Q popsat
pomoci homogennich soufadnic v projektivnim prostoru. V
nich by mélo jit o vyraz, jehoZ vSechny ¢leny jsou druhého
fadu, protoZe pouze vynulovdni takového homogenniho
vyrazu bude mit pro homogenni soufadnice bodu smysl
nezdvisle na zvoleném konstantnim ndsobku soufadnic
(x0, X1, - .., X,). Hleddme tedy takovy vyraz, jehoZ ziZenim
na afinni soufadnice, tj. dosazenim xy = 1, ziskdme ptivodni
vyraz z (B4).

To je ale mimotddné jednoduché, prosté dopiSeme dosta-
tek xo ke vS§em vyrazim — Zadny ke kvadratickym ¢lentim,
jedno k linedrnim a xé ke konstantnimu ¢lenu v pdvodni
afinni rovnici pro Q.

Ziskame tak dobie definovanou kvadratickou formu f
na vektorovém prostoru R"*!, jejiZ nulové body korektné& de-
finuji tzv. projektivni kvadriku Q.

Prinik ,kuZele O C R"*! nulovych bodi této formy
s afinni rovinou xy = 1 je ptivodn{ kvadrika Q, jejiz body
oznacujeme jako vlastni body kvadriky, zatimco dalsi body
0 \ Q v projektivnim rozffeni jsou body nevlastni.

Klasifikace redlnych ¢i komplexnich projektivnich kvad-
rik, aZ na projektivni transformace, je dlohou, kterou jsme jiz
zvl4dli — jde prosté o nalezeni kanonické polédrni bize, viz
odstavec 4.29. Z této klasifikace dané v redlném pripade sig-
naturou formy, v komplexnim pouze hodnosti, vcelku snadno

a hyperbola jeden vlastni stfed a parabola Zadny (stfed paraboly je v ne-

vlastnim bod¢).

4.62. Dokazte, Ze tecna paraboly v libovolném bode svira stejny tihel

s osou paraboly, jako se spojnici ohniska a bodu dotyku.

Reseni. Poldrou (tj. te¢nou) bodu X=[xy, yo] k parabole zadané kano-
nickou rovnici v poldrni bézi je pfimka spliujici
1 0 0 X

(x0,y0, DO O —p||»y
0 —p O 1

Kosinus dhlu, ktery tecna svird s osou paraboly (x = 0) je dany skalar-

=xox —py —pyo=0

nim soucinem pfislusnych jednotkovych smérovych vektord. Jednot-

kovy smérovy vektor teCny je \/7( P, Xo) a proto pro kosinus plati
prx
X0

1
NI SR VP %
Nyni ukdZeme, Ze kosinus thlu, ktery te¢na svird se spojnici ohniska
F=[0, £

nice je

(P, x0).(0, 1) =

] abodem dotyku X je stejny. Jednotkovy smérovy vektor spoj-

1

p
(X0, Yo — 5)-
x5+ (o —5)?
Pro kosinus tihlu pak mdme
1 1

\/p2+x§ X5+ (o — 5)?

pPX
(xoyo + TO)

2

. X
Dosazenim Yo = ﬁ a upravou Vyrazu dostaneme \/E
petx

Tento ptiklad ukazuje, Ze paprsky svétla dopadajici rovnobéZné
s osou na parabolické zrcadlo, se odrdZeji do ohniska a naopak, pa-
prsky svétla vyzarovaného z ohniska se odrdZi stejnym snérem (rov-
nobézné s osou). To je principem mnoha zafizeni, napf. parabolicky
reflektor, parabolicka anténa. (]

4.63. Najd¢te rovnici teCny v bod€ P=[1, 1] ke kuzelosecce
4x* 45y —8xy +2y —3=0

ReSeni. Projektivizaci dostaneme kuzelosecku zadanou kvadratickou

formou (x, y, 2)A(x, v, z)T s matici

4 —4 0
A=|-4 5 1
0o 1 -3

Podle pfedchozi véty je teCna poldrou bodu P, ktery ma homogenni
soufadnice (1 : 1 : 1). Ta je ddna rovnici (1, 1, 1) A(x, y, z)7 =0, coz
v nasem piipadé ddva rovnici

2y —2z=0
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miZeme dovodit i klasifikace kvadrik afinnich. Stac{ si vs§i-
mat mnoziny nekone¢nych bodl v projektivnim rozsiteni
nasi afinni kvadriky. Ukazeme si podstatu postupu na piipadu
kuZelosecek v afinni a projektivni roving.

Projektivni klasifikace dava nasledujici moznosti, po-
psané v homogennich soutadnicich (x : y : z) v projektivn{
roving PR3:

e imagindrni regularni kuZelosecka zadand x> + y> 4+ z> =
0
redln4 reguldrni kuZelosecka s rovnici x> + y> — z2 =0
dvojice imagindrnich primek s rovnici x> 4+ y* = 0
dvojice redlnych primek s rovnici x> — y* =0
dvojndsobna primka x> = 0.

Klasifikaci uvazujeme jako redlnou, tj. klasfikace kvadratic-
kych forem je ddna nejen hodnosti, ale i signaturou, nicméné
body kvadrik pak uvazujeme i v komplexnim roz§iteni. Tak
je tfeba chdpat uvedené ndzvy, napt. imagindrni kuZelosecka
nemd Zadné redlné body.

4.43. Afinni klasifikace kvadrik. Pro afinni klasifikaci mu-
sime omezit projektivni transformace na ty, které zachovavaji
piimku nevlastnich bodi. To ale miZeme také realizovat opa-
¢nym postupem — pro zvoleny projektivni typ kuZelosecky
0, tj. jeji kuzel Q C R3 budeme postupné riizné& volit afinni
rovinu o C R?® neprochdejici pocitkem a sledovat, jak se
méni mnoZina bodd Q N «, které jsou v afinnich soufadni-
cich realizovanych pomoci roviny « vlastnimi body Q.

V pripad¢ redlné regularni kuzelosecky tedy mame k dis-
pozici skuteény kuzel Q zadany rovnici z2 = x*>+ y* a za ro-
vinu o berme tfebas tecné roviny jednotkové sféry. Zaéneme-
li s rovinou z = 1, dostaneme jako priinik samé konecné
body v nf leZici jednotkové kruZnice Q. Postupnynm nakl4-
nénim o budeme dostdvat protazenéjsi a protaZzenéjsi elipsy,
az dosdhneme nédklonu o rovnobéZného s jednou z piimek
kuZele. V tom okamZiku se jiZ objevi jeden (dvojndsobny)
nekone¢ny bod nasi kuZelosecky, jejiZ konecné body ale stdle
tvofi jednu souvislou komponentu, a dostdvdme parabolu pa-
rabola. Pokracovanim ndkldnéni vzniknou nekone¢né body
dva a mnoZina kone¢nych bodl piestane byt souvisla a tak
dostavame posledni regularni kvadriku v afinni klasifikaci,
hyperbolu.

Z uvedeného postupu si mtizeme vzit poucent, které nam
snadno umozni pokracovat do vyssich dimenzi. Pfedné, si
v§imnéme, Ze prunikem nasi kuzelosecky s projektivni pfim-
kou nevlastnich bodt je vZdy opét kvadrika v dimenzi o jed-
nic¢ku nizsi, tj. v naSem piipade §lo o prdzdnou mnoZinu nebo
dvojnédsobny bod nebo dva body jakozZto typy kvadrik na pro-
jektivni pfimce. Ddle jsme zjistili, Ze afinn{ transformaci pre-
vadéjici jednu z moznych realizaci zvoleného projektivniho
typu na druhou jsme nasli jen tehdy, kdyz prislusné kvadriky
v nevlastni pfimce byly projektivné ekvivalentni. Takovymto
zplsobem lze pokracovat v klasifikaci kvadrik v dimenzi tfi
a ddle.

Pfechodem zpét k nehomogennim soufadnicim dostaneme rovnici

teCny y = 1.
O

4.64. Urcete souradnice bodu dotyku osy y s kuZeloseckou zadanou

rovnici

52 +2xy+y  —8x =0

ReSeni. Osa y, tj. piimka x = 0, je poldrou hledaného bodu P s homo-
gennimi soufadnicemi (p) = (p; : p> : p3). To znamend, Ze rovnice
x = 0 je ekvivalentni rovnici polary F(p,v) = pTAv = 0, kde
v = (x, y, 2)7.To je spInéno pravé v ptipadg, kdyz Ap = (a, 0, 0)"

pro néjaké o € R. Tato podminka ddva pro matici nasi kuZelosecky

5 1 —4
A= 1 1 O
-4 0 0
soustavu rovnic
Spir+pr—4ps = o
pi+p = 0
—4p1 = O

Bud mtiZeme najit soufadnice bodu P pomoci inverzni matice, p =
A (a,0,0)7, nebo vyfesit tuto soustavu rovnic pfimo, zp&tnym
dosazovdnim. V tomto piipadé takto dostaneme lehce feSeni p =

0,0, —JTa). Osa y se tedy dotykd kuZelosecky v pocétku. O

4.65. Urcete bod dotyku piimky x = 2 s kuZeloseckou z predcho-
ziho pfikladu.

ReSeni. Pfimka mé v projektivnim rozifieni rovnici x — 2z = 0, a
proto v tomto piipadé dostaneme pro bod dotyku P podminku Ap =

(a, 0, —2), coz dava soustavu

Spi+p2—4ps = «
pi+p = 0
—4p, = 2«

11 p
—5a, 7). Tyto homogenni soufadnice jsou

ekvivalentni soufadnicim (2, —2, 1) a proto proto ma bod dotyku sou-
fadnice [2, —2]. O

JejimfeSenim je p = (%a,

4.66. Najd¢te rovnice teCen sestrojenych z bodu P= [3, 4] ke kuZe-

losec¢ce zadané rovnici

23 —4xy+y  —2x+6y—-3=0
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Reseni. Predpoklidejme, 7e bod dotyku T hledané te¢ny md homo-
genni soufadnice dané ndsobky vektoru ¢t = (t1, t», t3). Podminka, Ze

T leZ na kuZelosecce je tT At = 0, coz ddva
2[12 — 411t + 1522 — 2t1t3 + 6115 — 31532 =0

Podminka, Ze bod P leZi na polafe bodu T je pT At = 0, kde p =
(3,4, 1) jsou homogenni soufadnice bodu P. Tato rovnice v naSem pfi-
padé ddva
2 -2 -1 1
G,4,H)1-2 1 3 h|=-3t1+t+613=0
-1 3 -3 13

Nyni miZzeme dosadit napiiklad t, = 3¢ — 63 do predchozi (kvadra-

tické) rovnice. Potom dostaneme
1 +41t; - 36 =0

Protoze pro t; = 0 rovnice neni splnéna, mizZeme piejit k nehomogen-
h o
3’ 13°

2 — —
—EP A -3=0 a 2=31) -6,

nim soufadnicim ( 1), pro které dostavame

tj. i—; =1la % = —3, nebo i—l =3a % = 3. Body dotyku tedy maji
homogenni soufadnice (1 : —3 : 1) a (3 : 3 : 1). Rovnice tecen
dostaneme jako polary téchto bodl. Vysledné rovnice teen jsou 7x —
2y —13=0ax = —3. O

4.67. Napiste rovnici teCny vedené poc¢atkem ke kruZnici zadané rov-
nici
C+yY —10x—4y+25=0
Reseni. Bo dotyku (1, : #, : 13) spliiuje
1 0 -5 131
©,0,1H)1 0 1 =221|ta]l=-54—-26+25=0

-5 =2 25 13
Odtud vyjadiime napf. #, a dosadime do rovnice kuZelosecky (kruz-
nice), kterou musi bod (#; : #, : t3) také spliiovat. Dostaneme kvad-
ratickou rovnici 29t12 — 2501 + 525 = 0, ktera ma feSeni t; = S a

t = %. Soufadnici #, dopocitdme a ziskdme body dotyku [5, 0] a
[%, %]. Hledané tec¢ny jsou pak polary té€chto bodt. Ty maji rovnice

y=0a20x —21y =0. [l

4.68. Najdgte rovnice tecen ke kruZnici x*> + y> = 5 rovnob&Znych
s pfimkou 2x +y +2 = 0.

ReSeni. V projektivnim roziifeni se tyto te¢ny protinaji v nevlastnim
bodé spliiujicim 2x+4y+z = 0tj. v bod€ s homogennimi soufadnicemi
(1 : =2 :0).Jsou to tedy teCny spusténé z tohoto bodu ke kruznici a
postupovat miiZeme stejné jako v predchozim piikladé. Matice kuZe-

losecky (kruznice) je diagondlni s diagondlou (1, 1, —5) a proto bod
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dotyku (#; : #; : t3) hledanych teCen spliiuje ; — 2¢, = 0. Dosazenim
o rovnice kruZnice dostaneme 54 = 5. Odtud mdme 7, = £1 a body
dotyku proto jsou [2, 1] a [—2, —1]. |

Tec¢na v nevlastnim bod¢ kuzelosecky se nazyva asymptota kuze-
losecky. Pocet asymptot kuZelosecky se tedy rovnd poctu prisecikt
kuzelosecky s ptimkou nevlastnich bodd, tj. elipsa nemd Zadnou redl-
nou asymptotu, parabola ma jednu (kterd je ovSem nevlastni ptimkou)

a hyperbola dvé.

4.69. Urcete nevlastni body a asymptoty kuzelosecky zadané rovnici

4> —8xy +3y* =2y —5=0

ReSeni. Nejprve napiSeme rovnici kuZelose¢ky v homogennich sou-
fadnicich.

4x2 —8xy +3y* —2yz — 522 =0
Nevlastni body kuZelosecky jsou pak body uréené homogennimi sou-

fadnicemi (x : y : 0) spliiujici tuto rovnici, to znamena

4x* — 8xy 4+ 3y* = 0.

Pro podil 5 dostaneme dvé feSeni: ;—‘ = —% a ’;‘ = —%. Zadana ku-

Zelosecka je tedy hyperbola s nevlastnimi body P= (—1 : 2 : 0) a
Q= (—3:2:0). Asymptoty jsou potom polary bodd P a Q, tj.

4 —-4 0 X
(-1,2,001 -4 3 -1 y]|=—-12x+10y -2=0
0 -1 -5 1

(4 -4 0 x
(-3,2,00| -4 3 -1
0 -1 -5

=—-20x+ 18y —2=0

— <

O

Dalsi ptiklady na kuZelosecky naleznete na strané Z43.

4.70. Harmonicky dvojpomér. Je-li dvojpomér ¢ty bodi lezicich na
pfimce roven —1, hovofime o tzv. harmonické ctvefici. Nechf je dan
ctyfthelnik ABCD. Oznacme K prisecik piimek AB a CD, M pri-
seCik pifimek AD a BC. Dale nechf L, resp. N, je prusecik piimky
KM s ptimkou AC, resp. BD. Ukazte, Ze body K, L, M, N tvoii

harmonickou &tvefici. @
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D. Dopliujici piiklady k celé kapitole

4.71. Parametricky vyjadfete prinik nisledujicich rovin v R3:

0:2x+3y—z4+1=0 a p:x—2y+5=0.

@
4.72. Naleznéte osu mimob&zek
p:I1,1,1]14+¢2,1,0), ¢q:[2,2,0]4+¢(1,1,1).
@
4.73.1.(8b.) Urcete pricku mimobézek p : [0, 1, 1] +¢(1,2,3), g : [0, 5, 5] + s(2, 1, 0), tj. body P
aQ,kde P € paQ € g, takové, Ze ptimka P Q prochdzi bodem [—7, 7, 12]. @

4.74. Jarda stoji v bodé [—1, 1, 0] a m4 ty¢ délky 4. Mize se touto tyci soucasné dotknout piimek p
a g, kde
p : [0,—-1,01+1¢(1,2,1),
[3,4,8] +s(2,1,3)?
O (Ty¢ musi prochdzet bodem [—1, 1, 0].)
4.75. Rozhodnéte, za existuje isecka P O, kde P € p, O € g, pfiemzZ pfimky p a g jsou ddny vztahy
p:[l,—1,2]4¢(1,0,1), t e R, ¢q:[2,-3,1]+s(—1,—-1,1)s e R
a navic bod [0, 1, 3] leZi na dsecce P Q. O

4.76. V prostoru R je d4na zrcadlovd rovina y = 0. Urcete délku drahy, kterou urazi svételny paprsek

pri cesté z bodu [1, 2, 3] odrazem o zrcadlovou rovinu do bodu [2, 1, 2].

4.77. Je danakrychle ABCDEF G H . Nechtbod T lezi nahrané BF, |BT | = ilBF |. Urcete kosinus
odchylky rovin ATC a BDE. @)

4.78. Je dédna krychle ABCDEFG H. Necht bod T leZi na hrané AE, |AT| = %|AE| a S je stfed
strany AD. Urcete kosinus odchylky rovin BDT a SCH.

4.79. Je danakrychle ABCDEF G H . Nechtbod T leZzi nahrané BF, |BT | = %lBF |. Urcete kosinus
odchylky rovin ATC a BDE. @)

4.80. Urcete tenu k elipse % + y9—2 = 1 rovnobé&Znou s pitimkou x +y — 7 = 0.

ReSeni. Rovnob&zky s danou piimkou se s ni protinaji v nevklastnim bod& (1 : —1 : 0). Z tohoto
bodu spustime te¢ny k dané elipse. Bod dotyku T= (¢, : t, : t3) leZi na jeho poléie a proto spliiuje
%6 — ;—2 =0,t.5n = %tl. Dosazenim do rovnice elipsy pak dostdvdme ¢ = j:%. Body dotyku
hledanych tecen tak jou [15—6, (53] a [—%, —%]. Tecny jsou pak polédry téchto bodii. Ty maji rovnice

x+y=5ax+y=-5. O
4.81. Urcete nevlastni body a asymptoty kuZelosecky zadané rovnici
23 +4xy +2y —y+1=0

Reseni. Rovnice nevlastnich bodti 2x% +4xy +2y* = 0, tj. 2(x +y)?> = 0 m4 fefeni = — y. Jedinym
nevlastnim bodem je tedy (1 : —1 : 0) (dand kuZelosecka je parabola). Asymptota je poldra tohoto

bodu a tou je nevlastni pfimka z = 0 (jedn4 se tedy o parabolu). ([
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4.82. Dokazte, Ze soucin vzdalenosti bodu libovolného bodu hyperboly od jejich asymptot je kon-

stantn{ a urcete velikost této konsatnty.

ReSeni. Oznaéme bod na hyperbole P. Rovnice asymptot hyperboly v kanonickém tvaru je bx =+

ay = 0. Jejich normaly jsou tedy (b, £a) a odtud urc¢ime pruméty P;, P, bodu P na asymptoty. Pro

vzdélenost bodu P od asymptot pak dostivame |P P),| = lag£bpl Hledany soucin je tedy roven
’ Va?+b?
2,2 32,2 2,2 . ..
4 222 +be” =3 sz , protoZe bod P leZi na hyperbole. O

4.83. Urcete thel asymptot hyperboly 3x* — y* = 3.

ResSeni. Pro kosinus tihlu, ktery sviraji asymptoty hyperboly v kanonickém tvaru lze odvodir cos o =
bZ _a2

iV naSem pripad¢ tak dostdvame tihel 60°. U

4.84. Urcete stfedy kuZelosecek:

(@) 9x* +6xy —2y —2=0

b) *+2xy+yY+2x+y+2=0
() x¥* —4xy+4y> +2x —4y—-3=0
(@) B0 4 O =1

ReSeni. (a) Soustava As + a = 0 pro vypocet vlastnich stiedti m4 tvar

9S1 + 3S2 = 0
351—-2 = 0
a jejim vyfeSenim dostaneme stied [%, =2].
(b) V tomto pripadé¢ mame
ST+ 852 + 1 = 0
si+s+35 = 0
a proto Zadny vlastni stfed neexistuje (kuZelosecka je parabola). Pokud pfejdeme do homogennich
souradnic, dostaneme nevlastni stied (1 : —1 : 0).
(c) Soutadnice stfedu v tomto piipade splituji

s1—25+1 = 0
251 +4s,—2 = 0

a feSenim je tedy celd pfimka stfedt. Je to proto, Ze kuzelosecka je degenerovana do dvojice rovno-
béZnych piimek.
(d) Z rovnic pro vypocet sttedu okamZité plyne, Ze stredem je («, B). Soufadnice stiedu tedy

udaviji posunuti pocatku soufadnic k repéru, ve kterém ma4 elipsa zdkladni tvar.

4.85. Ur&ete rovnice os kuzelosecky dané rovnici 6xy + 8y* + 4y +2x — 13 = 0.

3 8
teristickd rovnice m4 tvar A> —8A—9 = 0 a vlastni ¢isla jsou proto A; = —1, A, = 9. Pfislusné vlastni

Reseni. Hlavni sméry kuZelosecky (smérové vektory os) jsou vlastni vektory matice (0 3) . Charak-

vektory jsou pak (3, —1) a (1, —3). Osy jsou poldrami nevlastnich bodd uréenych témito sméry. Pro
(3, —1) tak dostdvdme rovnici osy —3x +y + 1 =0apro (1, —=3) osu —9x — 21y — 5 =0. ([
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4.86. Urcete rovnice os kuzelosecky dané rovnici 4x? 4 4xy + y* +2x + 6y +5 = 0.

ReSeni. Vlastni &isla matice % jsou Ay = 0, A, = 5 apfislusné vlastni vektory (—1,2) a (2, 1).

2
Pro osy pak dostdvdme rovnice 5 = 0 a2x + y 4+ 1 = 0. Prvni z nich o¢ividné neni splnéna pro Zadny
bod. Existuje tedy jen jedna osa (zadand kuZelosecka je parabola). U

4.87. Rovnici
P 43xy -y +x+y+1=0.

je déna kuzelosecka. Urcete jeji stfed, osy, asymptoty a ohniska.
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ReSeni cviteni
4.9. 2,3,4,6,7, 8. Polohy rovin, které realizuji dané pocty si rozmyslete samostatné.
4.31. Pro normélovy vektor (a, b, c¢) hledanych rovin mame rovnice @ + b = 0 (kolmost na p) a volbou
a = —b = 1 (vektor (0,0, 1) nevyhovuje podminkdm, takZe vhodnym prondsobenim miZeme dosdhnout

podminky a = —b = 1) pak dostdvdme z podminky pro odchylku = % celkem pak hledané

rovnice piimek jsou x — y & /6 — 1 = 0.

4.71. Pfimka (2t, ¢, 7t) 4+ [-5, 0, —9].

4.72. 3,2, 1]18/3,8/3,2/3].

4.73. P=[-1,-1,-2], 0 =[—-4,3,5].

4.74. Pricka [1, 1, 1][-3, 1, —1], délky \/2_0, ty¢ stacit nebude.

4.75. Neexistuje. Pfimka prochdzejici danym bodem a protinajici jak p tak g je dand body P = [1, —1, 2]
(e p)a Q =1[2,-3, 1] (€ ¢g). Dany bod v$ak na tsecce P Q neleZi.

4.76. J11.

4.77. 6

5

4.78. 2
3

4.79.
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Zrizeni Z00

V této kapitole zacneme budovat ndstroje umoZiiujicich
modelovéni zdvislosti, které nejsou ani linedrn{ ani diskrétni.
S takovou potiebou se Casto setkdme, kdyZ popisujeme sys-
tém vyvijejici se v Case a to ne jen v nékolika vybranych oka-
mZicich, ale ,,souvisle®, tj. pro vSechny mozné okamziky. N¢&-
kdy je to primo zamér ¢i potieba (tfeba ve fyzikalnich mode-
lech klasické mechaniky), jindy je to vhodné priblizeni dis-
krétniho modelu (tfeba u ekonomickych, chemickych nebo
biologickych modeld).

Kli¢ovym pojmem budou stdle funkce. Cim v&ts tiidu
pro nasi praci. Kdyz ale bude riznych typt funkci malo, ne-
budeme patrné umét budovat dobré modely pro redlné situ-
ace vibec. Cilem nésledujicich dvou kapitol bude proto ex-
plicitng zavést nékolik typl elementarnich funkci, implicitné
popsat daleko vice funkci a vybudovat standardni ndstroje
pro praci s nimi. Souhrnné se tomu fika diferencidlni a inte-
gralni pocet jedné proménné. Zatimco dosud jsme se spise
pohybovali v oblasti matematiky nazyvané algebra, nyni se
budeme postupné bliZit k tzv. matematické analyze.

1. Interpolace polynomy

V predchozich kapitoldch jsme pracovali €asto s posloup-
nostmi hodnot redlnych nebo komplexnich ¢isel, tj. se skaldr-
nimi funkcemi N — K nebo Z — K, kde K byl zvoleny
¢iselny obor. Pfipadné jsme pracovali s posloupnostmi vek-
tort nad redlnymi nebo komplexnimi ¢isly.

Ptipomenime si diskusi z odstavce 4, kde jsme premys-
leli nad zptisoby, jak pracovat se skaldrnimi funkcemi. Na
této diskusi neni tfeba nic dopliiovat a radi bychom (pro za-
¢atek) umeli pracovat s funkcemi R — R (redlné funkce
redlné proménné) nebo R — C (komplexni funkce redlné
proménné), piipadné funkcemi Q — Q (funkce jedné raci-
ondlni proménné s raciondlnimi hodnotami) apod. VétSinou
ptjdou nase zavéry snadno rozsitit na piipady s vektorovymi
hodnotami nad stejnymi skalary, ve vykladu se ale zpravidla
omezime jen na piipad redlnych a komplexnich ¢isel.

Zacneme od nejednodussich funkci, které umime zadat
explicitné pomoci konecné mnoha algebraickych operaci se
skaldry.

Jjaké funkce potiebujeme pro nase modely?
— poradny zvérinec...
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A. Interpolace polynomy

Na tvod této kapitoly se budeme snazit odhadnout funkce pomoci
polynomd. Pfedpokladejme, Ze o neznamé funkci mame pouze kusé
informace, totiZ jeji hodnoty v n€kolika bodech, poptipad€ i hodnoty
jeji prvni ¢i druhé derivace v téchto bodech. Budeme se snaZit najit

polynom (co nejmensiho stupné) splitujici tyto zavislosti.

5.1. Naleznéte polynom P spliujici nasledujici podminky:

PQ2)=1, P3) =0, P(4) = —1, P(5) = 6.

ReSme priklad nejprve sestavenim soustavy Ctyf linedrnich
rovnic o étyfech nezndmych. Predpokldddme polynom ve tvaru azx> +
ax* + ay x| + ay. Vime, Ze polynom stupné nejvyse tfi spliiujici pod-
minky v zadén{ je ddn jednoznacné.
ap+2a; +4a, +8a; = 1
ap~+3a; +9ar +27a3; = 0
ap + 4ay + 16a; + 64a; = —1
ag + Sa; + 25a; + 125a3; = 6.
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5.1. Polynomy. Skalary umime scitat a ndsobit a tyto ope-

jici skaldry budou pevné zvolené, dostdvame tzv. polynomy:

Polynomem nad okruhem skalard K rozumime zobrazen
f : K — Kdané vyrazem

f) =aX" +a,.1 X"+ +aix +ag,

kde a;, i = 0, ..., n, jsou pevné zadané skalary, ndsobeni
je zndzornéno prostym zietézenim symboli a ,,4*“ oznacuje
s¢itani. Pokud je a, # 0, fikdme, Ze polynom f je stupné n.
Stupeti nulového polynomu neni definovéan. Skaldry a; ozna-
¢ujeme jako koeficienty polynomu f.

PoLynomy l
i

Polynomy stupné nula jsou pravé konstantni nenulova
zobrazeni x +— ap. V algebfe jsou Castéji polynomy defi-
novény jako formélni vyrazy uvedeného tvaru f(x), tj. jako
posloupnosti koeficientll ay, ai, ... s kone¢né¢ mnoha nenu-
lovymi prvky. V zapéti si ale ukdZeme, Ze v analyze budou
oba pfistupy ekvivalentni.

Je snadné ovérit, Ze polynomy nad okruhem skaldr tvoii
opét okruh, kde ndsobeni a s¢itdni je ddno operacemi v pi-
vodnim okruhu K pomoci hodnot polynomd, tzn.

(f-®=f®- g, (f+gK =, (x+gM),

kde nalevo a napravo musime spravné interpretovat piislusné
operace v okruhu polynomt a v samotném okruhu skalart.

5.2. Déleni polynomii se zbytkem. Jak jsme jiZ zminili, bu-
deme v dal$im pracovat vyhradn€ s poli skalarti Q, R nebo
C. Pro vSechna pole skalara vSak plati

Tvrzeni (O déleni polynomi se zbytkem). Pro libovolné po-
lynomy f stupné n a g stupné m, existuji jednoznacné urcené
polynomy q a r takové, Ze f = q - g + r a pritom je stuperi
r mensi neZ m nebo jer = 0.

Dtkaz. Zacnéme jednoznacnosti. Pfedpokladejme, Ze
4 mdme dv€ pozadovand vyjadfeni polynomu f s po-
' lynomy g, g/, r a v/, tj. plati

Y

f=a-g+r=q-g+r.
Pak také odeétenim dostaneme 0 = (¢ — ¢') - g + (r — 7).

Jestlize g = ¢/, pak také r = 7. Je-li ¢ # ¢/, pak ¢len
s nejvySsim stupném v (¢ — ¢) - g nemiize byt vykompenzo-
vén r — 7, coz vede na spor. Dokézali jsme tedy jednoznac-
nost vysledku déleni, pokud existuje.

Zbyva dokdzat, Ze umime polynom f vZdy napsat poZa-
dovanym zptisobem. Pokud by stupeii g byl vétsi nez stupen
f, pak miZeme rovnou psit f = 0- g 4+ f. Pfedpokladejme
proto n > m a dokaZme tvrzeni indukci pfes stupeni f.

Kazda rovnice vznikla z jedné z podminek v zadéni.
Druhou moZnosti feSeni je vytvorit hledany polynom pomoci fun-
damentélnich Lagrangeovych polynomi (viz 84):
(x —3)(x — H(x —3)
2-3)2-4H2-5)
(x=2Dx =3 -5

6. x=2)(x=3)(x—4)

= (=1 (4—2)(4—3)(4—5) G-2)5-3)(5-4
T L
= 3z Z 3 < :

Koeficienty tohoto polynomu jsou samozfejmé& jedinym feSenim vyse

sestavené soustavy linedrnich rovnic. U

5.2. Naleznéte polynom P spliujici nasledujici podminky:

P(I+i)=i, PQ)=1, P(3) =—i.

5.3. Pro navzdjem rtzné body xo, ..., x, € R uvaZme elementdrni
Lagrangeovy polynomy (5-4)

) L mxe)(xr—xim1) (x—xig1) - (x—xn)
li(x) = (i —x0) -+ (% —xi—1) (xi —xi1) - (xi —xn)

xeR,i=0,...,n.
Dokazte, Ze plati
> li(x) =1 provsechnax € R.
i=0
ReSeni. Ziejmé je
> Li(xg)=140+---4+0=1,

i=0

Zl,(xl):0+l++0=1,

i=0

S L) =040+ +1=1
i=0

To znamend, Ze polynom Y ;_, /;(x) stupné nejvyse n nabyva v n + 1
bodech xg, ..
vySe n) vSak existuje pravé jeden, a to konstantni polynom y = 1.
O

., X, stejné hodnoty 1. Takovy polynom (stupné nej-

5.4. Naleznéte polynom P spliiujici nasledujici podminky:

P(1)=0,P'(1)=1,PQ2)=3,P'(2) =3.

ReSeni. Opét ukdZeme dvé moznosti Fesen.
Dané podminky urcuji ¢tyfi linedrni rovnice pro koeficienty hleda-

ného polynomu. Budeme-li hledat polynom tfetiho stupné, dostdvame
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Pokud je f polynom stupné nula, je tvrzeni ziejmé. Pre-
pokladejme tedy, Ze tvrzeni plati pro stupné mensSinezn > 0
a uvazme vyraz h(x) = f(x) — Z—”mx"_m g(x). Bud je h(x)
pfimo nulovy polynom a pak miame, co jsme hledali, nebo
jde o polynom niZsiho stupné a tedy jej jiZ umime napsat po-
trebnym zpisobem h(x) = g - g + r a tedy také

a —m (23 —m
f ) =hx) + b—xn g) =(q+ b—xﬂ )8(x) +r
a tvrzeni je dokdzano. O

Je-li pro néjaky prvek b € K hodnota f(b) = 0, pak to
znamend, Ze v podilu f (x) = g(x)(x —b)+r musi bytr = 0.
Jinak by totiZ nebylo mozné dosdhnout f(b) = g(b) - 0+ r,
kde stupeit r je nulovy. Rikdme, Ze b je koren polynomu f.
Stupeii g je pak pravé n—1. Pokud mé g opét kofen, miizeme
pokraCovat a po nejvyse n krocich dojdeme ke konstatnimu
polynomu. Dokdzali jsme tedy, Ze kazdy nenulovy polynom
nad polem K m4 nejvyse tolik kotfend, kolik je jeho stupeii.
Odtud jiZz snadno dovodime i nésledujici pozorovani:

Disledek. Je-li K pole s nekonecné mnoha prvky, pak dva
polynomy f a g jsou si rovny jako zobrazeni, prdavé kdyz maji
shodné koeficienty.

Dtkaz. Predpoklddejme f = g, tj. f — g = 0, jako
zobrazeni. Polynom (f — g)(x) tedy m4 nekone¢né mnoho
kofend, coZ je mozné pouze tehdy, je-1i nulovym polynomem.

O

Uvédomme si, Ze u konecnych poli samoziejmé takové
tvrzeni neplati. Jednoduchym piikladem je napf. polynom
x% + x nad Z,, ktery predstavuje nulové zobrazeni.

5.3. Interpolaéni polynom. Casto je uZite¢né zadat snadno

7 pocitatelny vztah pro funkci, pro kterou mame

*» zaddny hodnoty v pfedem danych bodech
X0, - .., X,. Pokud by $lo o nulové hodnoty,
umime piimo zadat polynom stupné n + 1

F) = —x0)(x —x1) ... (x —xn),
ktery bude mit nulové hodnoty pravé v téchto bodech a ni-
kde jinde. To ale neni jedind polynomidlni odpovéd, protoze
poZadovanou vlastnost md i nulovy polynom. Ten je pfitom
jediny s touto vlastnosti ve vektorovém prostoru polynomi
stupné€ nejvyse n. Obdobné to dopadne i v obecném piipadé:

INTERPOLACNT POLYNOMY

Nechf K je nekone¢né pole skalari. Interpolacni poly-
nom f pro mnoZinu po dvou riiznych bodt xg, ..., x, € K
a predepsanych hodnot yy, ..., y, € K je polynom stupné
nejvyse n nebo nulovy polynom, ktery spliuje f(x;) = y;
pro vSechnai =0, 1, ...,n.

Véta. Pro kazidou mnoZinu n + 1 po dvou riiznych bodii

X, - - -, Xp € Ka predepsanych hodnot yy, ..., y, € K exis-
tuje prave jeden interpolacni polynom f.

tedy presné tolik rovnic, kolik je neznamych koeficienti polynomu (ne-

chf napt. P(x) = asx’® + ax* + a;x + ap):

P(l) = (a3 +ax+ai +ap =0,
P'(1) = 3az; +2ax +a; = I,
PQ2)= 8az+4a, +2a; +ag= 3,
P/(2) = 12az + 4a, +a; = 3.
VyfeSenim tohoto systému obdzime polynom P (x) = —2x> + 10x> —

13x + 5.

Jiné feSeni. Pouzijeme fundamentalni Hermiteovy polynomy:

hix) = Q———3—4x—m>@—m2=@x—nu—m%
0+ (=1

hy(x) = (5—2x)(x— 1)

hix) = (x—1Dx—2)7%

Ri(x) = (x—=2)(x— 1%

Celkem

P(x) = 0-h} (x)+3-h5(X)+1-h3 (x)+3-h3(x) = —2x°+10x*—13x+5.

O

5.5. Pomoci Lagrangovy interpolace spocitejte pribliZznou hodnotu

LIS

cos? 1. Pouzijte k tomu hodnoty funkce v bodech 7, 3

arz.
ReSeni. Nejprve uréime funkéni hodnoty v zadanych bodech:
cosz(%) =1/2, cos2(3l) = 1/4, cosz(%) = 0. Déle ur¢ime elemen-
tarni Larangeovy polynomy, pfitom miZeme spocitat hodnoty pfimo

v zadaném bodé¢:
I-H1-5) _ @=3-2)

l(l): Ed T\(T Ty ’
’ -G -7 w?

1-Da =3 (r =4 —2)
(1) = — g ~° ,
R ™

1-pa-73) _,r=H -3

l (1) = g T T big

T G-DGE - m
Celkem tedy

I =37 —-2) 1 (7—-4E-2)
Pl)y=-8——"+—-——-.90———— 4 0=
M 2 2 4 2 +
S —12)(w -2
_Or = 1DE =2 588013,
472

Vidime, Ze pfi vypoctu tfeti elementrani polynom nebyl potieba. Sku-
te¢n4 hodnota je cos® 1 = 0.291927. ([
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Dtkaz. Zacnéme jednodussi Casti, tj. jednoznacnosti.
7 = Jsou-li f a g dva interpola¢ni polynomy
Y I se stejnymi defini¢cnimi hodnotami, pak je
jejich rozdil polynomem stupné n, ktery
ma n + 1 kofend, a protoje f — g = 0.

Zbyva existence. Oznac¢me si prozatim neznamé koefici-
enty polynomu f stupné n

f:a,,x”+--~+a1x+ao.

Dosazenim poZzadovanych hodnot dostaneme systém n + 1
rovnic pro stejny pocet nezndmych koeficientti g;

ag + xoay + -+ -+ (xp)"'a, = yo

ap+ xpay + - -+ (—xn)nan = Yn-

Existenci feSen{ tohoto systému rovnic miZeme snadno
ukdzat primou konstrukci patficného polynomu pomoci tzv.
Lagrangeovych polynomt pro dané body xo, . . ., x,, viz. da-
181 odstavec textu niZe.

Nynfi ale dikaz dokon¢ime pomoci jednoduchych zna-
losti z linedrni algebry. Tento systém linedrnich rovnic ma
totiZ praveé jedno feSeni pokud je determinant jeho matice in-
vertibilni skaldr, tj. pokud je nenulovy (viz B a 2773). Jde o
tzv. Vandermondiiv determinant, ktery jsme jiz diskutovali v
prikladu ||[ZZ24)|| na strané K.

Protoze jsme ale uz ovérili, Ze pro nulové pravé strany
existuje feseni pravé jedno, vime, Ze tento determinant nenu-
lovy byt musi.

Protoze polynomy jsou jako zobrazeni stejné, pravé kdyz
maji stejné koeficienty, véta je dokdzéana. O

A INTERPOLAEN( POLYNoNY

~ N—
'XQ ')(1 ce e eer .. ’XM ;‘

5.4. Uziti interpolaci. Na prvni pohled se miiZe zdat, Ze re-
. 4Iné nebo piipadné raciondlni polynomy, tj. po-
lynomidlné zadané funkce R — R nebo Q —

" Q, tvoii hezkou velikou tfidu funkci jedné pro-
~ 4 ménné. MliZeme jimi proloZit jakékoliv sady pie-
dem zadanych hodnot. Navic se zdaji byt snadno vyjadtitelné,

P
Z
A

5.6. Franta potfebuje pocitat hodnoty funkce sin, ale ma k dispozici
jen mobilni telefon s jednoduchou kalkulackou, kterd umi zdkladni
operace. ProtoZe si pamatuje hodnoty funkce sin v bodech 0, ¢, - &
I avi, Ze pfiblizné hodnoty 7, v/2 a +/3 jsou 3.1416, 1.4142 a 1.7321,

rozhodl se, Ze pouZzije k pribliZznému vypoctu interpolaci. Pomozte mu

a

sestrojit pribliZzny vztah s vyuzitim vSech hodnot.

ReSeni. Sestrojime elementdrni Larangeovy polynomy:
=P -Px - -7
O-PDO-PHO-HO-7
= 1.4783x* —5.8052x° 4 8.1057x* — 4.7746x + 1,
x=-0x-PHx—-Hx—-7)
L) = — e
G -0GE-9DE -G 2
= —13.3046x* + 45.2808x> — 49.2419x> + 17.1887x,
x=-0x-Hx—-Hx -7
lZ(x) = T T ?T T :it ris 2]'[
G-0G -G -G 2
= 23.6526x" — 74.3070x> + 71.3298x> — 20.3718x,
x=-0x-Hx—-Px -7
l3(x) = T T ?T T Att ris 2]'[
G-0G-9G -G -3
= —13.3046x* + 38.3146x° — 32.8279x> + 8.5943x,
x=-0x-Hx—-PHx -7
l4(x) = T T ?T T Att ris 3]'[
G-0G -G -DG -5

= 1.4783x* —3.4831x° + 2.6343x> — 0.6366x.

lo(x) =

Hodnota interpolaéniho polynomou je pak

1 2
P@) =0-to@) + Sh(x) + %—lz(X) + ?ls()@ +1l4(x) =

= 0.0288x* — 0.2043x> + 0.0214x% 4 0.9956x.

O
Doplnujici otazky: Mize Franta tento pfiblizny vysledek pouZzit i pro
vypocet funkce sin na intervalu [T, 77]? A pokud ne, jak by mél postu-
povat?
Jak by vypadaly pfibliZzné vztahy, pokud by Franta ne pouZil v§echny

uzly, ale pro kazdy bod jen tfi uzly nejblizsi?

5.7. Dalsi den potfeboval Franta spocitat dvojkovy logaritmus 25.
(Ve skute¢nosti potfeboval prirozeny logaritmus, ale protoZe
vi, Ze In2 je zhruba 0.6931, vystaci si i s dvojkovym.) Nej-
prve tedy vzal uzly 16 a 32 s funkénimi hodnotami 4 a 5
a sestrojil interpola¢ni polynom (pfimku) P(x) = l]—6x + 3, takZe
P(25) = Z—g = 4.5625. Kvili zptesnéni vysledku ptidal dalsi uzel
8 s funkéni hodnotou 3. V tomto pfipadé€ vysel interpolacni polynom
roven P(x) = —352x* + xx + 3, coz ddvé P(25) = 4.7266. Franta
chtél vysledek jesté zpfesnit, ptidal tedy rovnou dva uzly, a to 2 a 4
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takZe by s jejich pomoci mélo byt dobfe moZné pocitat i hod-
noty téchto funkci pro jakoukoliv hodnotu proménné. Pfi po-
kusu o praktické vyuZiti v tomto sméru ov§em narazime hned
na nékolik problémd.

Prvnim z nich je potfeba rychle vyjadfit polynom, kte-
rym zadand data prolozime. Pro feSeni vySe diskutovaného
systému rovnic totiZ budeme obecné potfebovat ¢as imérny
tieti mocnin€ poctu bodt, coZ pii objemnéjsich datech je jiste
tézko ptijatelné. Podobnym problémem je pomalé vycisleni
hodnoty polynomu vysokého stupné v zadaném bodé. Oboji
Ize ¢asteCné obejit tak, Ze zvolime vhodné vyjadreni intepo-
la¢niho polynomu (tj. vybereme lepsi bazi ptislusného vek-
torového prostoru vSech polynomt stupné nejvyse k, nez je
ta nejobvyklejsi 1, x, x%, ..., x").

UkéaZeme si pouze jediny piiklad takového postupu:

LAGRANGEOVY INTERPOLACNT POLYNOMY

Lagrangetiv interpolacni polynom snadno zapiSeme po-
moci tzv. elemntarnich Lagrangeovych polynoma ¢; stupné
n s vlastnostmi

L
Ei(xf):[o i;éj

Ziejmé musi byt tyto polynomy az na konstantu rovny vyra-
zim (x — xp) ... (x —x;—1) (X — Xj+1) ... (x — x,) a proto
[1 i (X = X))

[Tjei i = %)

Hledany Lagrangetiv interpolacni polynom je pak dan vzta-
hem

bi(x) =

F ) = yolo(x) + y1€1(x) + -+ + yuln ().

Pouziti Lagrangeovych polynomi je obzvlast efektivni,
kdyZ opakované prokldddme zadané hodnoty zavislé pro-
meénné y; pro stdle stejné hodnoty nezdvislé proménné x;. Pak
totiZ mame elementdrni polynomy ¢; pfedem pfipraveny.

Toto vyjadieni md nevyhodu ve velké citlivosti na nepies-
nosti vypoctu pfi malych rozdilech zadanych hodnot x;, pro-
toZe se v ném témito rozdily déli.

Dalsi nepiijemnosti je velice Spatnd stabilita hodnot redl-
nych nebo raciondlnich polynomi pfi zvétSujici se hodnoté
proménné. Brzy budeme mit néstroje na pfesny popis kva-
litativniho chovani funkci, nicméné i bez nich je zfejmé, Ze
podle znaménka koeficientu u nejvyssi mocniny polynomu
se hodnoty velice rychle pfi rostoucim x vydaji bud’ do plus
nebo minus nekonecna. Ani toto znaménko koeficientu u nej-
vyS$§iho stupné se ale u interpola¢niho polynomu pfi malych
zménéch proklddanych hodnot nechové stabilng. Ndzorné to
vidime na dvou obrézcich, kde je proloZeno jedenict hodnot
funkce sin(x) s riznymi malymi ndhodnymi zménami hod-
not. Je na nich vynesena aproximovand funkce, kolecka jsou
malinko posunuté hodnoty a jimi proloZeny jednoznaéné za-
dany interpola¢ni polynom. Zatimco uvnitf intervalu je apro-
ximace vcelku dobrd, stabilita na okrajich je otfesna.

s funkénimi hodnotami 1 a 2. Jaké vSak bylo jeho pfekvapeni, kdyz
mu vyS$la hodnota P(25) = 5.892, kter4 je urcité nespravna vzhledem
k tomu, Ze logaritmus je rostouci funkce. Dokdzete vysvétlit, kde se

vzala takova chyba?
ReSeni. Franta trochu pitral na internetu a zjistil, Ze chyba pii inter-
polaci se da vyjadrit ve tvaru

x—x0)(x —x1)...(x —
(n+1)!
kde bod & neni znam, ale leZi v intervalu daném nejmensim a nejveétsim

f) — P(x) = ) FUDE),

uzlem. Clen v ¢itateli zlomku zptisobuje, Ze priddvani dal§ich vzdale-

nych uzlt pfesnost spise zhorSuje. U

5.8. O tyden pozdgji potfeboval Franta urit /7. Napdlo ho problém
otoCit a pouZit tzv. inverzni interpolaci, tedy zaménit roli uzli a fun-
kénich hodnot a urcit pfibliznou hodnotu vhodné funkce v nule. Jak

postupoval?

ReSeni. /7 je nulovy bod funkce x> — 7. Franta vzal uzly x, = 2,
x; = 2.5, x, = 3, ptislu§né funkéni hodnoty jsou -3, -0.75 a 2. Pak
prohodil dlohu uzld a funkénich hodnot a ziskal elementdrni Lagran-
geovy polynomy

(x+0.75)(x —=2) 4 , 1 2
lh(x) = =X =X -,
(=340.75)(=3-2) 45 9 15

16, 16 32
——X = —X+ =,
99" 99" " 33

6 39

JE— 2 E— JE—
55° T s

Pro /7 tak dostal pribliznou hodnotu 2 - 5 (0) +2.5-1;(0) +3-1,(0) =
437

o5 = 2.6485.

Dopliujici otazky: Frantovi se do vypoctu jednoho elementraniho po-

Lx) =

Lx) =

Iynomu vloudila chyba, pokuste se ji vypdtrat. M4 tato chyba vliv na
vyslednou hodnotou?

Jak bychom mohli vyuZit také hodnotu derivace v bodé¢ 2.5? U

5.9. Naleznéte prirozeny splajn S, ktery spliiuje podminky

S(—=1) =0, S(0) =1, S(1) =0.

ReSeni. Hledany pfirozeny splajn bude sloZen ze dvou kubickych
polynomd, jednoho, feknéme S, pro interval [—1, 0], druhého, fek-

13

néme S, pro interval [0, 1]. Slivko ,,pfirozeny* navic urcuje, Ze hod-
noty druhych derivaci polynomi S, resp. S,, budou nulové v bodé
—1, resp. 1. Diky pfedepsané spole¢né hodnoté v bodé 0 vime Ze ab-
solutni ¢len obou polynomt je 1, ze symetrie dlohy plyne, Ze spo-

le¢na hodnota prvni derivace v bod¢ 0 je nulova. MiZeme tedy psat
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Kolem interpolac¢nich polynomi existuje bohatd teorie,
zéjemce odkazujeme na specidlni literaturu.

5.5. Poznamka. Numerickd nestabilita zpisobend piipad-
nou blizkosti (n€kterych) z bodl x; je dobfe viditelnd i na
systému rovnic z dikazu Véty B3, Pfi feSeni systémt line-
arnich rovnic totiZ nestabilita do zna¢né miry souvisi s veli-
kosti determinantu matice systému, tj. v naSem pripad¢é Van-
dermondova determinantu. Ten umime vcelku snadno pfimo
spocist:

Lemma. Pro posloupnost po dvou riznych skaldrii
X0, - - -, Xn € K plati
V(xo, o) = [ (i —x0.

i>k=0

Dt¢kaz. Vztah dokdZeme indukci pfes pocet bodl x;.
Evidentné€ je sprdvny pron = 1 (a pro n = 0 je dloha neza-
jimavd). Pfedpoklddejme, Ze vysledek je spravny pron — 1,
tj.

n—1
Vo, o) = [T G =,
i>k=0

Nyni povazujme hodnoty xy, . . ., x,—; za pevné a hodnotu x,,
ponechme jako volnou proménnou. Rozvojem determinantu
podle posledniho fadku (viz ??) obdrZime hledany determi-
nant jako polynom

(5.1)

V (X0, + s Xn) = (X0)"V(X0y vy Xpet) — ()" 1o

Toto je polynom stupné n, protoZe vime, Ze jeho koeficient u
(x,)" je nenulovy dle indukéniho pfedpokladu. Ptitom bude
zjevné nulovy pfi dosazeni kterékoliv hodnoty x, = x; pro
i < n, protoZe bude v takovém piipadé obsahovat pivodni
determinant dva stejné fddky. N4S polynom tedy bude déli-
telny vyrazem

(Xn — x0) Xy — x1) -+ (X — Xp—1),

ktery ma sdm jiZ stupeii n. Odtud vyplyvd, Ze cely Vander-
mondiv determinant coby polynom v proménné x,, musi byt
tomuto vyrazu roven aZ na konstantni ndsobek, tj.

V(xo,...,x5) =c-(xy —x0)(xp —X1) - -+ (X — Xp—1)-

S1(x) = ax® +bx* 4+ 1a S)(x) = cx’ + dx* + 1, pro nezndmé re-
alné parametry a, b, ¢ a d. Dosazenim téchto tvarti do ¢tyf podminek
Si(—=1) =0, §;"(—=1) =0, $2(1) = 0a S,"(1) = 0 dostdvame Ctyfi
linedrni rovnice pro tyto parametry:
—a+b+1 =
—6a +2b =

’

0
0
c+d+1 = 0
6c+2d = 0

Jejich vyfeSenfm pak S;(x) = —1x° — 322 + 1, S,(x) = 1x° —
2x% + 1. Celkem tedy

1.3 3.2
—x” —2x-+ 1 rox € [—1, 0],
S(x):{ 25 52 p [ ]
X —5x"+1 pro x € [0, 1].

5.10. Naleznéte splajn S, ktery splituje podminky
S(—=1)=0,S0)=1, S(1)=0,S-1)=1,51) =1.

ReSeni. Hledany splajn se od splajnu z pfedchozi tlohy 1i§f pouze hod-
notami derivaci v bodech —1 a 1. Obdobné jako v piedchozi tloze tak
dostavame casti S| a S, splajnu ve tvaru S;(x) = ax> +bx*+1a

S>(x) = cx® + dx* + 1, pro neznamé redlné parametry a, b, c a d.

Dosazenim do podminek S;(—1) = 0, Sj(=1) =1, $(1) =0 a
S, (1) = 1 dostdvdme nyni soustavu

3a-2b = 1,
c+d+1 = 0,
3c+2d =1

sfeSenima = —1,b = —2, ¢ = 3 ad = —4, tedy hledany splajn je

funkce
—x*=2x*+1 prox e [-1,0],
S =1,23_ 42
3x° —4x +1 prox € [0, 1].
O
5.11. Naleznéte polynom nejvySe druhého stupné, ktery v bodech
X()Z—l, x1:1, x2:2
nabyva po fadé hodnot
=1, yw=-3, mn=4
@

5.12. Sestrojte Lagrangetv interpolaéni polynom pro
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Porovnanim koeficientd u nejvyss$i mocniny v (B1) a tomto
vyrazu dostavame

¢ = V(x()? MR xn—l)

a tim je dikaz lemmatu ukoncen. O

Opét tedy vidime, Ze determinant bude velmi maly, po-
kud jsou malé vzdalenosti bodt x;.

5.6. Derivace polynomi. Zjistili jsme, Ze hodnoty po-
2 lynomt s rostouci proménnou rychle miii k
AP nekone¢nym hodnotdm (viz také obrazky).
Proto je zfejmé, Ze polynomy nemohou nikdy
2 vhodné popisovat jakékoliv periodicky se
opakujici déje (jako jsou napf. hodnoty goniometrickych
funkci). Mohlo by se ale zdat, Ze podstatné lepsi vysledky
budeme alespoil mezi body x; dosahovat, kdyZ si budeme
kromé hodnot funkce hlidat, jak rychle nase funkce v danych
bodech rostou.

Za timto dcelem zavedeme (prozatim spiSe intuitivné)
pojem derivace pro polynomy. MiZeme pfitom pracovat opet
s redlnymi, komplexnimi nebo raciondlnimi polynomy. Rych-
lost rtistu v bod€ x € R pro redlny polynom f(x) dobfe vy-
jadtuji podily

fx+Ax) — fx)
Ax
a protoZe umime spocist (nad libovolnym okruhem)

(A" = 4k Axte -+ ()X (A 4 (A,

(5.2)

dostaneme pro polynom f(x) = a,x" +- - - +ap vySe vedeny
podil ve tvaru
fx+Ax)—f(x) nxX"'Ax+- - (Ax)* Ax
=a, + .. J’-al JR—
Ax Ax Ax

=na, X" '+ (n— Dap_ X+ Fa; + Ax(...)

kde vyraz v zdvorce je polynomidlné zavisly na Ax. Evi-
dentné pro hodnoty Ax velice blizké nule dostaneme hod-
notu libovolné blizkou nésledujicicmu vyrazu:

J DERIVACE POLYNOMU L_§

Derivaci polynomu f(x) = a,x" + --- + ao podle pro-
ménné x rozumime polynom

') =na, X'+ — Da,_ X" >+ +a.

Z definice je jasné, Ze pravé hodnota f’(x) derivace po-
lynomu ndm dava dobré pribliZeni jeho chovani v okoli bodu
Xo. Presnéji feeno, piimky

f (xo + Ax) — f(xo)
y= (
Ax
tj. seCny grafu polynomu prochézejici body [x¢, f(x0)] a
[xo + Ax, f(xo+ Ax)] se, se zmenSujicim se Ax, pribliZuji
primce

x — xo) + f(xo0),

y = f'(x0)(x — x0) + f(x0),

xi|—=2]—=1]1 12
Pak uvedte libovolny polynom vys$siho nez tfettho stupné, jenz vyho-

vuje podminkdm uvedenym v tabulce. @)

5.13. Naleznéte polynom p(x) = ax® + bx?> + cx + d, pro ktery plati

pO =1 pH=0, p@) =1 pB =10
5.14. Urcete polynom p nejvySe tfetitho stupné spliiujici
pO) =2, p()=3, pR)=12, p®) =147.

5.15. Necht jsou libovolné zvoleny hodnoty y, ..., y, € R v navzi-

jem raznych bodech xo, ..., x, € R. Kolik existuje polynomt stupné

pravé n + 1, které nabyvaji v uvedenych bodech zadanych hodnot? [}

5.16. Stanovte Hermiteovy interpolaéni polynomy P, Q, jestlize ma
byt

P(-1)=-11, P()=1, P (-1)=12, P (1)=4
o-H=-9, oH=-1, QO'(-Hh=10, Q'(1)=2
5.17. Nahradte funkci f Hermiteovym polynomem, vite-li
X; -1 1|2
fxp) | 4 | —4|-8].
ffx)| 8 | =8 11

5.18. Bez pocitani uvedte Hermitetiv interpolacni polynom, je-li poZa-

dovéno, aby

X():O, X1:2, x2:1,
yo=0, y1=4, w»n=1,
W =0, y =4 =2

5.19. Naleznéte polynom nejvySe tfettho stupné, ktery v bod€ x = 1
nabyva hodnoty y = 4, v bodé x = 2 hodnoty y = 9 a ktery md
v bodé x = 0 derivaci rovnu —2, zatimco v bod€ x = 1 je jeho deri-
vace rovna 1. Poté urcete polynom nejvyse tfettho stupné, jenZ v bo-
dech x = 1ax = —1 nabyva hodnoty y = 6 a jenZ md v bod¢ x = 1

a zdroven v bod€ x = —1 derivaci rovnu 2. @)
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coz tedy musi byt tecna grafu polynomu f. Hovoiime o line-
drnim pribliZeni polynomu f jeho tecnou.

Derivace polynomd je linearni zobrazeni, které pfifazuje
polynomim stupné nejvyse n polynomy stupné nejvyse n—1.

Iteraci této operace dostdvame druhé derivace f”, treti
derivace f® a obecné po k—ndsobném opakovani polynom
f% stupné n — k. Po n + 1 derivacich je vysledkem nulovy
polynom. Toto linedrnim zobrazeni je prikladem tzv. cyklic-
kého nilpotentniho zobrazeni, kterd jsou podrobnéji rozebi-
rdna v odstavci B32 o nilpotentnich zobrazenich.

5.7. Hermitedv interpolacni problém. Uvazme opét m+1
: po dvou rtiznych realnych hodnot xo, . . . , x,, tj.

x; # xj pro vSechna i # j. Budeme chtit zase

prokladat pomoci polynomt pfedem dané hod-

pisovat i prvni derivace. Tj. pfedpiSeme y; a )/ pro vSechna
i. Hleddme polynom f, ktery bude nabyvat téchto predepsa-
nych hodnot a derivaci.

Zcela analogicky jako u interpolace pouhych hodnot ob-
drzime pro nezndmé koeficienty polynomu f(x) = a,x" +
-+« + ap systém 2(m + 1)rovnic

ap + xoa; + -+ - + (x0)"a, = yo

ap+ xpay + -+ (xm)nan = Ym
a; + 2xpaz + -+ +n(xo)" " 'a, =},

ar 4 2xpay + -4+ n(x)" la, =y,

Opét bychom mohli ovéfit, Ze pfi volb& n = 2m + 1 bude de-
terminant tohoto systému rovnic nenulovy a tudiZ bude exis-
tovat pravé jedno feSeni. Nicméné€, obdobné ke konstrukci
Lagrangeova polynomu lze zkonstruovat takovy polynom f
pfimo. Prosté si vytvofime jednu sadu polynomt s hodnotami
nula nebo jedna jak u derivaci tak u hodnot, abychom jejich
jednoduchou linedrni kombinaci uméli dosdhnout potiebné
hodnoty. Ovéfeni nédsledujici definice a tvrzeni nechdme na
Ctendfi;

HERMITEUV INTERPOLACN{ POLYNOM l

—
Hermiteiiv interpolacni polynom definujeme pomoci

fundamentalnich Hermiteovych polynom:

1 B ) 2
hlx) = [1 v & x,)] (£ (x))
hi() = (x—x) )%,

5.20. Kolik existuje navzdjem rtiznych polynomt stupné nejvyse 4,
které v bodech xo = 5, x; = 55 nabyvaji po fadé hodnot y, = 55,
y1 = 5 ajejichZ prvni a druhd derivace v bod€ x( je nulova? O
5.21. Napiste libovolny polynom P vyhovujici témto podminkdm:

P0) =6, P()=4, PQ2)=4, P'Q)=1.

5.22. Sestrojte pfirozeny kubicky interpolaéni splajn pro body xo =

—1,x; =0,x;, = 1l ahodnoty yo = 1, y; = 0, y, = 1 v té€chto bodech.

5.23. Zkonstruujte prirozeny kubicky interpola¢ni splajn pro funkci
f@=lx|, xel[-11],

pokud jsou zvoleny body xo = —1, x; =0, x, = 1. O

5.24. Napiste prirozeny kubicky interpolacni splajn pro body

XQ=—3, .X]IO, X2:3

a hodnoty yp = —3, y; =0, y, = 3.

5.25. Bez pocitani uvedte prirozeny kubicky interpolacni splajn pro
body xo = —1, x; = 0ax, =2 ahodnotu yp = y; = y, = 1 v téchto
bodech. @)

5.26. Urcete uplny kubicky interpolacni splajn pro body

X0 = —3, X1 = —2, Xy = -1
a pro hodnoty
=0 w=1 »n=2 y=1 »H=L
5.27. Sestrojte pfirozeny kubicky interpolac¢ni splajn pro funkci
Y= T
pri volbé boda
XOZO, X]ZI, X2:3.

Vice pfikladi k interpola¢nim polynomiim najdete na stran¢ BOR.

B. Topologie komplexnich ¢isel a jejich podmnoZin

5.28. Naleznéte hromadné, izolované, hranicni a wvnitfni body
= mnozinN, Q, X={xeR; 0<x<l1}VvR.
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kde £(x) =[], (x — x;). Tyto polynomy spliiuji:

1 foi— i
| Y A prot =
hiGxp) = 8"_{0 proi # j
(h)) (x;) =
hi(x;) =

(h))'(xj) = &
a proto je HermiteGv interpola¢ni polynom dén vyrazem
k

= Z (yih! () + Y h7(x)) -

i=1

f @)

5.8. Priklady Hermiteovych polynomi. Uplné nejjedno-

dussi piipad je zaddni hodnoty a derivace v jediném bodé.
Tim uréime beze zbytku polynom stupné jedna

Fx) = f(xo) + f(x0)(x — x0)

tj. praveé rovnici primky zadané hodnotou a smérnici v bodé
Xo. Kdyz zaddme hodnotu a derivaci ve dvou bodech, tj. yg =
f(x0), 3y = f'(x0), y1 = f(x1),y; = f'(x1) pro dva rizné
body x;, dostaneme jesté pordd snadno pocitatelny problém.

UkaZme si jej ve zjednoduseném provedeni, kdy xo = 0,
x1 = 1. Pak matice systému a jeji inverze budou

0001 2 2 1 1
v 303 2 -1
A=loo 1 o['* Tfo o 1 o

3210 1 0 0 0

Pfimym vyndsobenim A - (yo, 1, %, ¥;)" pak vyjde vektor
koeficientl (a3, as, a;, ap)’ polynomu f, tj.

F) = (2y0 — 2y1 + ¥ +H)x°
+ (=3yo+3y1 =2y, — % 5 4 Wx + yo.

5.9. Interpolace splajny. Obdobné miiZeme piedepisovat
libovolny konecny pocet derivaci v jednotli-
S », vych bodech a vhodnou volbou stupné poly-
nomu obdrZime vZdy jednoznacné interpolace.
, Nebudeme zde uvadét podrobnosti. BohuZel, u
vsech techto interpolaci pordd zlstdvaji problémy zminéné
uz v pripadée jednoduchych interpolaci hodnot — sloZitost vy-
pocti a nestabilita. PouZiti derivaci v§ak podbizi jednoduché
vylepSeni metodiky:

Jak jsme vid€li na obrdzcich demonstrujicich nestabilitu
interpolace jednim polynomem dostate¢né vysokého stupné,
malé lokdlni zmé&ny hodnot zaptic¢itiovaly dramatické celkové
zmény chovéan{ vysledného polynomu. Nabizi se tedy vyuZiti
malych polynomidlnich kouskd nizkych stupnd, které ale mu-
sime umét rozumné navazovat.

Nejjednodussi je propojeni vZdy dvou sousednich bodi
polynomem stupné& nejvyse jedna. Tak se nejéastéji zobrazuji
data. Z pohledu derivaci to znamend, Ze budou na jednotli-

vych dsecich konstantn{ a pak se skokem zméni.

ReSeni. MnoZina N. Pro libovolné n € N ogividng plati

O mNN=m—-1,n+1)NN={n}.

Existuje tedy okoli bodu n € N v R, které obsahuje pouze jeden prvek
mnoZiny N (pochopitelné pravé uvazované n), tj. kazdy bod n € N je
izolovany. Mnozina vnitfnich bodt je proto prazdna (je-li bod izolo-
vany, nemtze byt vnitfni). Bod a € R je pak hromadnym bodem A
pravé tehdy, kdyz kazdé jeho okoli obsahuje nekonecn€ mnoho bodi A.

OvsSem mnoZina

Oi@NN=(@—-1,a+ 1NN, pricemza € R,

je konecna, z ¢ehoz plyne, Ze N hromadné body nem4d. To, Ze tato
mnoZina je kone¢nd, dale implikuje

8, :=inf|b—n|= inf
neN neO(b)NN

|b—n|>0 probeR~N.
Odsud mdme O;, (b) NN = @, tj. Zddné b € R ~ N nenf hrani¢nim
bodem N. Soucasné vime, Ze kazdy bod dané mnoZiny, ktery nen{ vni-
tinim bodem, je nutné jejim hrani¢nim bodem. Mnozina hrani¢nich
bodt tak obsahuje N. Shrneme-li to, mnozina hrani¢nich bodd N je N.

MnoZina Q. Raciondlni &isla tvofi tzv. hustou podmnoZinu
mnoZiny vSech redlnych ¢isel. To znamen4, Ze ke kazdému redlnému
¢islu konverguje posloupnost raciondlnich ¢isel (predstavme si napf.
nekone¢ny desetinny rozvoj redlného cisla a jemu odpovidajici
posloupnost, kdy v nasledujicim ¢lenu pridavame dalsi cifru rozvoje).
O této posloupnosti 1ze navic predpokladat, Ze vSechny jeji ¢leny jsou
navzdjem ridzné (na posledni pozici kone¢ného desetinného rozvoje
se miZeme zdmérné dopoustét chyby nebo kupt. ¢islu 1 ptifadime
desetinny rozvoj 0, 999 ... apod.). MnoZina hromadnych bodi Q v R
je proto celé R a kazdy bod x € R\ Q je hrani¢ni. Zvlasté dostavame,
Ze libovolné §-okoli

Oy (5) - (3—3, £+5), kde p,qg € Z, g #0,
q q q

raciondlniho ¢isla p /g musi obsahovat nekone¢n€ mnoho raciondlnich
&isel, coZ ddva neexistenci izolovanych bodii. Cislo +/2/10" nenf raci-

ondlni pro Zadné n € N. Pfedpokladem opaku (opét p,q € Z, g # 0)

V2o p 10" p
10" q q

totiz okamzZit& obdrZime spor — o &islu +/2 vime, Ze neni racionalni. Li-
bovolné okoli raciondlniho ¢isla p/q tak zaroven obsahuje nekone¢né
mnoho redlnych &isel p/q ++/2/10" (n € N), ktera nejsou raciondlni
(mnoZzina Q jako téleso je uzaviend vzhledem k odecitdni). VSechny
body p/q € Q jsou tudiZ rovnéz hrani¢ni a vnitini body mnoZzina Q

nema.
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O néco sofistikovanéjsi mozZnosti je pfedepsat v kazdém
bodé hodnotu a derivaci, tj. pro dva body budeme mit 4
hodnoty a jednoznacné tim urc¢ime Hermitedv polynom 3.
stupné€, viz vySe. Tento polynom pak mizZeme pouZit pro
vSechny hodnoty nezavislé proménné mezi krajnimi hodno-
tami xo < x;. Hovofime o intervalu [xg, x1]. Takové poly-
nomidlni{ priblizeni po kouskéach uz bude mit tu vlastnost, Ze
prvni derivace na sebe budou navazovat.

V praxi ale neni pouhé navazovani prvni derivace do-
stateCné a navic pfi naméfenych datech nemivame hodnoty
derivaci k dispozici. Pfimo se proto vnucuje pokus vyuZi-
vat pouze zadané hodnoty ve dvou sousednich bodech, ale
poZadovat zaroveil rovnost prvnich i druhych derivaci u sou-
sednich kouskil polynomi tietiho stupné. To totiZ bude zna-
menat stejné mnoZzstvi rovnic a nezndmych a pravdépodobné
tedy i obdobnou praktickou feSitelnost problému:

KUBICKE SPLAINY |

Nechf xg < x; < .-+ < x, jsou redlné hodnoty, ve kte-
rych jsou zaddny poZadované hodnoty yy, ..., y,. Kubickym
interpolacnim splajnem pro toto zadani je funkce S : R —
R, kterd spliiuje nasledujici podminky:

e zlZeni S nainterval [x;_1, x;] je polynom S;
ttho stupné, i =1,...,n

e Si(xi—1) = yi—1 a§;(x;) = y; pro viechny i

o S(x;))=5,,(x;)provSechnyi =1,...,n—1,

o §'(x;)) =5 ,(x;)proviechnyi =1,...,n

nejvyse tie-

Kubicky splajn” pro n + 1 bodi sestdva z n kubickych
polynomd, tj. mame k dispozici 4n volnych parametrt (prvni
defini¢ni podminka). Dalsi podminky pfitom zadavaji 2n +
(n — 1) + (n — 1) rovnosti, tj. dva parametry zdstavaji volné.
Pti praktickém pouziti se dodavaji predpisy pro derivace v
krajnich bodech, tzv. iipiny splajn, nebo jsou tyto zadany jako
nula, tzv. pfirozeny splajn.

Vypocet celého splajnu uz neni bohuZel tak jednoduchy
jako u nezavislych vypoc¢td Hermiteovych polynomi tfetiho
stupné, protoZe data se prolinaji vZdy mezi sousednimi inter-
valy. Pfi vhodném usporddani se vSak dosdhne matice sys-
tému, kterd ma nenulové prvky prakticky jen ve tfech diago-
ndldch, a pro takové existuji vhodné numerické postupy, které
umozni splajn pocitat také v case imérném poctu bodi. Pro
srovnani se podivejme na interpolaci stejnych dat jako v pfi-
padé Lagrangeova polynomu, nyni pomoci splajni:

Osklivé Ceské slovo ,splajn“ vzniklo fonetickym pfepisem anglic-
kého ekvivalentu ,,spline”, ktery znamenal tvarné pravitko uzivané inZe-
nyry pro kresleni kiivek.

MnoZina X = [0, 1). Nechf a € [0, 1) je zvoleno libovolné. Po-

00
n=1°

sloupnosti {a + %} {1—- %}20:1 zjevné konverguji po fadé k hod-
notdm a, 1. Snadno jsme tak ukdzali, Ze mnoZina hromadnych bodt
obsahuje interval [0, 1]. Jiné hromadné body neexistuji: pro jakékoli
b ¢ [0, 1] existuje § > 0 takové, Ze Os (b) N[0, 1] = @ (pro b < 0 po-
stacuje polozit § = —b apro b > 1 potom § = b — 1). ProtoZe kazdy
bod intervalu [0, 1) je hromadnym bodem, mnoZina izolovanych bodt
je prdzdna. Pro a € (0, 1) ozna¢me mens{ z kladnych &isel a, 1 — a

s

jako é,. UvaZime-li

Os, (@) =(a =64, a+38,) S (0,1), a1,

vidime, Ze libovolny bod intervalu (0, 1) je vnitfnim bodem inter-
valu [0, 1). Pro kazdé § € (0, 1) je

Os (0)N[0,1) = (=6, N[0, 1) =0, ),
Os(MHNO0,1)=1-6,14+8)N[0,1)=(-3,1),

tj. kazdé §-okoli bodu 0 obsahuje jisté body intervalu [0, 1) a hod-
noty z intervalu (-4, 0) a kazdé §-okoli bodu 1 ma neprazdny priinik
s intervaly [0, 1), [1,1 + §). Body 0 a 1 jsou tedy hrani¢nimi body.
Celkem jsme zjistili, Ze mnoZina vSech vnitfnich bodti odpovida inter-
valu (0, 1) a mnoZina hrani¢nich bodt je {0, 1}. Staci si uvédomit, Ze
bod nemiZe byt soucasné vnitfni a hranic¢ni a Ze hrani¢ni bod musi byt

izolovany, nebo hromadny. U

5.29. Urcete suprema a infima mnoZin v R:

—1"
A = (—3,0]U(l, m)U{6}; B = {% ne N} ; C =(-9,9NQ.
n
a
5.30. Naleznéte sup A a inf A pro
—1)"
Az{m;neN}cR.
n
5.31. Jsou dédny nésledujici mnoZiny:
1
N={1,2,...,n,...}, M= {——; n EN},
n
J =(0,21U[3,5] ~ {4}.
Urcete inf N, sup M, inf 7 asup J v R. a

5.32. Napiste piiklad mnoziny M C R, kterd nemd v R infimum, ale
ma zde supremum; a udejte piiklad mnoZiny N C R, kterd nema v R

supremum, ale ma zde infimum. O
5.33. Uvedte podmnoZinu X mnoziny R, pro kterou je sup X < inf X.
@
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2. Redlna c¢isla a limitni procesy

Je dtlezité mit dostatecné velkou zdsobu funkci, se kte-
rymi bude mozné mozné vyjadiovat vSechny bézné zdvis-
losti, zdroveni ale musi byt vybér Sikovné omezen, abychom
uméli vybudovat néjaké univerzalni a hlavné G¢inné néstroje
pro préci s nimi.

Ve skutecnosti se budeme muset hned z kraje soustiedit
na to, jak vlibec hodnoty funkci definovat, kdyZ pomoci ko-
ne¢né mnoha ndsobeni a s¢itdni dostdvdme jen polynomy a
navic skute¢né& pocitat umime jen s Cisly raciondlnimi. S t€mi
ale nevysta&ime ani pfi po&itani odmocnin, protoze uz v/2 ra-
ciondlni ¢islo neni.

Prvnim na$im krokem tedy musi byt porddné zavedeni
tzv. limitnich procest, tj. ddme presny obsah tvrzenim, Ze se
né¢jaké hodnoty bliZi jejich hodnoté limitni.

Vsimnéme si také, Ze vyraznou vlastnosti polynomt je
jejich ,,spojitd*™ zavislost hodnot na nezavislé proménné. In-
tuitivné feceno, kdyZ dostate¢né mélo zménime x, urcité se
ndm moc nezméni ani hodnota f (x). Takové chovani naopak
nemame u po ¢astech konstantnich funkci f : R — R v okoli
,.skokti“. Napf. u tzv. Heavisideovy funkce®

0 pro vSechny x < 0,
f(x)=141/2 prox =0,
1 pro vSechny x > 0

takovd ,,nespojitost” nastane pro x = 0.
Zacneme formalizaci takovychto intuitivnich vyrokda.

5.10. Redlna ¢isla. Prozatim jsme docela dobie vystacili s
£ algebraickymi vlastnostmi redlnych cisel, které fikaly,
» Ze R je pole. UZ jsme ale pouzivali i relaci uspora-
¢’ danf redlnych &isel, kterou znaéime ,,<“ (viz odsta-
vec [38). Vlastnosti (axiomy) redlnych ¢isel, véetné
souvislosti usporadani a ostatnich relact, jsou srhnuty v nasle-
dujici tabulce. Délici ¢ary naznacuji, jak axiomy postupné za-
rucuji, Ze jsou redlnd ¢isla komutativni grupou vici scitant,
7Ze R \ {0} je komutativni grupa vic¢i ndsobeni, R je pole,

1

29 Heaviside byl byl anglicky inZenyr, v matematice samouk, ktery
ale ...

5.34. Udeijte priklad mnozin A, B, C C R takovych, aby platilo

ANB =0, ANC =0, BNC =0, supA =inf B =infC = sup C.

@
5.35. Vyznacte v komplexni roving nasledujici mnoZiny:
% ) {zeCllz—1l=z+ 1]},
" i) {zeCl|l <|z—il <2},
iii) {z € C| Re(z?) = 1},
iv) {z € C| Re(%) < %}.
Reseni.
e imagindrni osa,
e mezikruZi okolo i,
e hyperbola a® — b> =1,
e vn¢jSek jednotkového kruhu se stifedem v 1.
I
T
(]

C. Limity

V nésledujicich piikladech se budeme zabyvat vypoctem limit po-
sloupnosti, tedy tim, jak posloupnosti ,,vypadaji v nekone¢nu. Tj. po-
kud bychom chtéli predepsat n-ty ¢len posloupnosti pro hodné¢ velké
n, tak ndm jej limita posloupnosti (pokud existuje) velmi dobfe pfi-
bliZi. Limitdm posloupnosti a posléze funkci vénujeme v piiklado-
vém sloupci hodné prostoru, proto s nimi za¢indme dfive (a kon¢ime
pozdéji), neZ ve sloupci teorie.

Zacnéme s limitami posloupnosti. Potfebné definice nalezne Cte-

nar na strané 2ad.
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mnoZzina R spolu s operacemi +, - a s relaci uspofddani je
tzv. usporddané pole a kone¢né poslednimu axiomu miZzeme
rozumét tak, Ze R je ,,dostate¢né husté®, tj. nechybi nim tam
body, jako napf. chybi +/2 v &islech raciondlnich.

AXIOMY REALNYCH CiSEL -

(R1)
(R2)
(R3)

(a+b)+c=a+ b+c),provsechnya, b,c e R
a+b=>b+a,provsechnya, b e R

existuje prvek 0 € R takovy, Ze pro vSechny a € R
platia+0=a

pro viechny a € R existuje opa¢ny prvek (—a) € R
takovy, Ze platia + (—a) =0

(R4)

(R5)
(R6)
(R7)

a-b)y-c=a-(-c),provsechnya, b,c € R
a-b=>b-aprovsechnya,b R

existuje prvek 1 € R takovy, Ze pro vSechny a € R
platil-a =a

pro kazdy a € R, a # 0 existuje inverzni prvek
a~! € R takovy, Ze platia -a~' =1

(R8)

R9) a-(b+c)=a-b+a-c,provsechnya,b,c e R

(R10) relace < je uplné uspofdddni, tj. reflexivni, antisy-
metricka, tranzitivni a Gplnd relace na R

pro vSechny a, b, ¢ € R plati, Ze za < b vyplyva
tak€a+c<b+c

pro vSechny a,b € R, a > 0, b > 0, plati také

a-b>0

(R11)

(R12)

(R13) kazda neprdzdnd shora ohrani¢end mnozina A C R

md supremum.

Pojem supremum musime ale také zavést porddné. M4
smysl pro kazdou uspotrddanou mnoZinu, tj. mnoZinu s pevné
zadanou relaci uspotfddéni, a budeme se s nim takto i pozdé;i
setkdvat ve vice algebraickych souvislostech. Pfipomerime,
Ze v obecné tirovni je usporddanim jakakoliv binarni relace
na mnozing, kterd ma vlastnosti reflexivity, antisymetrie a
tranzitivity, viz odstavec [38.

____l SUPREMUM A INFIMUM ]
-

Definice. Uvazme podmnoZinu A C B v uspofddané
mnoZin€ B. Horni zdvorou mnoZiny A je kazdy prvek
b € B, pro ktery plati, Ze b > a pro vSechny a € A.
Obdobné definujeme dolni zavory mnoZiny A jako prvky
b € A takové, Ze b < a pro vSechny a € A.

Nejmensi horni zdvora podmnoZiny A, pokud existuje,
se nazyva supremum této podmnoZiny a znacime ji sup A.
Obdobné, nejvetsi dolni zdvora, pokud existuje, se nazyvd
infimum, piSeme inf A.

Poslednim axiomem v na$i tabulce vlastnosti redlnych ¢i-
sel tedy predpokldddme, Ze pro kaZzdou mnoZinu redlnych ¢i-

z ¥

sel A plati, Ze pokud existuje néjaké ¢islo a vétsi nebo rovno
neZ viechna x € A, pak existuje také nejmensi takové Cislo
a. Napf. volbou A = {x € Q, x> < 2} dostaneme jako jeji

supremum sup A pravé /2.

5.36. Spocitejte nasledujici limity posloupnosti:

N1 2024301
D fim =5

s T 2n243n+]

i) lm St

. n+1

111) nlinolo 2n24+3n+1"

on_p—n

242N
. /452

v) lim @,
n—oo

vi) lim +/4n% +n — 2n.

n—0o0

iv) lim,_, _

ReSeni.
2 . 2n+3+1
2n°+3n+1 — lim n

i) lim
n— o0

= OQ.
n+l1 n>oo 1+1

3,1
— lim itz

.. . 2
11) lim 2n“43n+41 T
n n—oo 3ty+-3

oo 3n?4n+l
1
. 1 . 14+ 1
iii) lim At — = L= —=0.
) ne oo 2n*+3n+1 n— 00 2n+3+% 00
iv)

e ]
m ———
n——oo 2N 4 Q—n

v) Podle véty o tiech limitach (520): Vo e N : Y32 o yintin

[a,2 1
dn“+n+1¢ /402
n

n

. Déle pak lim lim 27"
n—o0 n—oo
1
lim %% =2 Tedyi lim Y¥1 — 2,

n

n—oo
vi)
. . (W4n?2+n —2n)(v/4n? 4+ n + 2n)
lim vV4n?2+n—-2n = lim
Van? 4+n +2n

n—oo

n—o00 n—oo

n
= lim ——— =
n—00 \/4n? + n 4+ 2n

1 1

= lim —

n— 00 _\/4n2+n+2 - 4’

O

5.37. Budc € R* (kladné redlné &islo). UkdZzeme, Ze lim /c = 1.

n—00
Reseni. Uvazme nejprve ¢ > 1. Funkce /¢ je vzhledem k n klesajici
a jeji hodnoty jsou stédle v&tsf neZ 1 a proto musi mit posloupnost /¢
limitu a tou je infimum jejich ¢lend. Predpokladejme, Ze by tato limita
byla vétsi nez 1, feknéme 1 + ¢, kde ¢ > 0. Pak by podle definice
limity byly vSechny hodnoty dané posloupnosti od jistého m mensi
nez 1 +¢+ %, tj. zejména /e < 1+¢+ #. Potom by viak

2

cozZ je spor s tim, Ze 1 + ¢ je infimem dané posloupnosti.
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Okamzitym dtsledkem je také existence infim pro kaz- Pro ¢ = 1 je tvrzeni trividlni a pro Cislo ¢ € (0, 1) plyne z pfed-
dou zdola ohrani¢enou mnoZinu redlnych Cisel (staci si v§im- choziho, uvézime-li tvrzeni pro &islo 1/c.
nout, Ze obridcenim znaménka vSech ¢isel zaménime suprema
a infima).

Pro formdlni vystavbu dalsi teorie ale potfebujeme védét, O
zda ndmi poZadované vlastnosti redlnych cisel lze realizo-
vat, tj. zda existuje takovd mnoZina R s operacemi a relaci
usporadani, které vSech tfindct axiomd skutecné spliuji. Za-
tim jsem zkonstruovali korektné jen ¢isla raciondlni, kterd
tvori usporddané pole, tj. spliiuji axiomy (R1) — (R12), coz si
¢tendf jist€ snadno ovéri. >

Ve skutecnosti Ize redlnd Cisla nejen zkonstruovat, ale  Reeni. Ziejmé je &/n > 1, n € N. MZeme tedy poloZit
také lze ukdzat, Ze aZ na izomorfismus to jde jedinym zpt-
sobem. Pro nasi potfebu vysta¢ime s intuitivni pfedstavou re- Jn=1+a, projistilisla a,>0, neN.
alné pifimky. Jednoznacnost i existenci se jest¢ budeme véno-
vat pozdéji.

5.38. Stanovte

lim /n.

n—oo

Uzitim binomické véty ziskdvame

5.11. Komplexni rovina. Pripomernime, Ze komplexni ¢isla
= jsou dana jako dvojice redlnych ¢isel, které jsme
' zvykli zapisovat jako z = re z + i im z. Dobrou

1 2
Odsud plyne odhad (vSechna cisla a,, jsou nezdpornd)

n:(1+a,,)"=1+<n)a,,+<n)a§+---+a,’;, n>2meN).

Qﬁ;\:\\ predstavou o komplexnich ¢islech je proto rovina n > (n) ai = M a'%, n>2mneN),
5= C=R. 2 2
Se s¢itdnim a ndsobenim spliiuje pole komplexnich ¢isel axi-  tj. po Gpravé mdme
omy (R1)—~(R9), neni na nich ale Zddnym rozumnym zpiso- 3
bem definovano uspoiadani, které by naplnilo axiomy (R10)— 0<a, < T n>2meN).
n [e—

R(13). Nicméné s nimi budeme také pracovat a jiz diive jsme
vidéli, Ze rozsifeni skaldrti na komplexni ¢isla je ¢asto pro vy-
pocty mimoradné uZite¢né nebo dokonce nutné.
DiileZitou operaci na komplexnich &isel je tzv. konjugace.
Je to zrcadleni podle piimky redlnych &isel, tj. obraceni zna-
ménka u imagindrni sloZky. Zna¢ime ji pruhem nad danym
éislem z € C, lim ¥/n = lim 14+a,)=1+0=1.
_ . n—00 n—o0
Z=rez—iimz.

Podle Véty o tfech limitéch je

0= lim 0 < lim g, < lim =0.

n—00 n—00 n—oo\ n—1

ObdrZeli jsme tak vysledek

Poznamenejme, Ze dal$i uZiti Véty o tfech limitdch mj. ddva

7=+ i —iy) =+ b= lim 1< lim Je < lim Jn =1
2 2= +iyyx—iy=x ,
pro libovolné redlné Cislo ¢ > 1. U

ProtoZe je proz = x + iy

zadava nam tento vyraz pravé kvadrat vzdalenosti komplex-
niho ¢isla od nuly. Odmocnin€ z tohoto redlného nezdpor-  5.39. Urdete limitu
ného Cisla fikdme absolutni hodnota komplexniho ¢isla z,

piSeme hm<\/§(7§f/§in/i>

n—oo
2 = B v Ls s PSR . < 3y
(5.3) lzI°=2z-Z. Reseni. Ke stanoveni limity postacuje jeji ¢leny vyjadfit ve tvaru
Absolutni hodnotu mame definovdnu také na kazdém 23 .01 .28 ...0% — stitgtotar
usporddaném poli skalarti K, prosté definujeme absolutni
hodnotu |a| takto Dostdvdme tak
. z . Tylyly 41
a jelia>0 lim (\/5 V2.2 2\/5) = lim 22F3tsttam
|a| — - n—o00 n—o00
—a jelia <0. %,

. 1 2
nll)II;o<§+Z+g+---+27) — 2;1;1 z .

Samoziejmée plati pro kazda dvé Cislaa, b € K ak

(5.4) la +b| < |a| + |b]. Pomoci zndmého vzorce pro soucet geometrické fady je
o0 n l

Této vlastnosti fikdme trojuhelnikovéd nerovnost a splituje ji Z (1) = 2 - =1,

také absolutni hodnota komplexnich ¢isel definovand vyse. —t 2 -3
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Zejména pro pole raciondlnich a redlnych cisel, kterd
jsou podmonoZinami v komplexni roviné zjevné obé definice
absolutni hodnoty splyvaji.

5.12. Konvergence posloupnosti. V dalSich odstavcich bu-
deme pracovat s nékterym z ¢islenych oborti K
S ), raciondlnich, redlnych nebo komplexnich Cisel.
"V tomto kontextu je tedy tfeba chdpat absolutni

et hodnotu a skutecnost, Ze ve vSech piipadech
plati trojihelnikova nerovnost.

Budeme chtit formalizovat predstavu, Ze se hodnota néja-
kych cisel blizi dané limité. Zakladnim objektem pro nds
proto budou posloupnosti Cisel a;, kde index i bude zpravi-
dla probihat vSechna pfirozend cisla. Posloupnosti budeme
zapisovat bud’ volné jako ay, ay, ..., nebo jako nekonecné
vektory (ay, ai, .. .), ptfipadné v obdobé k zapisu matic jako

(ai)?il-

CAUCHYOVSKE POSLOUPNOSTI
Uvazme libovolnou posloupnost &isel (ag, ag, ...) v K
takovou, Ze pro libolné pevné zvolené kladné ¢islo € > 0
plati pro vSechny dvojice prvkii a;, a; posloupnosti, aZ na
konecn€ mnoho vyjimek (které z4visi na volbg ¢),

la; —aj| < e.

Jinak feceno, pro kazdé pevné ¢ > 0 existuje index N ta-
kovy, Ze predchéazejici nerovnost plati pro vSechna i, j > N.

Takové posloupnosti prvka se fika Cauchyovskd posloupnost. |

Intuitivné jisté citime, Ze bud’jsou v takové posloupnosti
vSechny prvky stejné aZ na kone¢né mnoho z nich (pak bude
od urc¢itého indexu N pocinaje vZdy |a; — a;| = 0) nebo
se takova posloupnost ,hromadi“ k né¢jaké hodnoté. Dobie
je to predstavitelné v komplexni roviné: af vybereme jakko-
liv maly kruh (o poloméru €), tak se ndm jej u Cauchyovské
posloupnosti vzdy musi podafit poloZit do komplexni roviny
tak, Ze zakryje vSechny body nekone¢né posloupnosti a;, aZ
na kone¢né mnoho z nich. MiiZeme si pak predstavit, Ze po-
stupnym zmensovanim se kruh smrsti az do jediné hodnoty
a, viz obrazek.

Pokud by takovad hodnota a € K pro Cauchyovskou po-
sloupnost skute¢né existovala, o¢ekdvali bychom od ni patrné
ndsledujici vlastnost konvergence:

_____l KoNVERGUIiCT POSLOUPNOST

Jestlize pro posloupnost ¢isel (ag, ai,...) v K, pevné
zvolené ¢islo @ € K a pro libovolné kladné redlné Cislo €
plati pro vSechny i, aZ na kone¢né mnoho vyjimek (zaviseji-
cich na volbé €),

lai —al <€,

odkud plyne
lim («/5(‘/55/5 i/E) —2l =2
n—oo
O
5.40. Stanovte
! 1 2 n—2 n-—1
e\ Tttt )
a
5.41. Vypocitejte
" V3 —11n2 +2 4+ n” —2n° —n3 —n +sin’n
im .
n—00 25+ 23 +5
5.42. Urcete limitu
Conl+m =2 —m -4
lim .
nsoo  p04np!—(n—1)!
@)

5.43. Udeijte priklad posloupnosti majicich nevlastni limity se ¢leny
Xn» Yn, 1 € N, pro které je

lim (x, + y,) = 1, lim (x, y;) = +oo.
n—oo

n—oo
@
5.44. Napiste vSechny hromadné body posloupnosti dané ¢leny
—-1)"2
a, = ¥, n € N.
V4n? 4+ 5n +3
5.45. Spoctéte
limsupa, a liminfa,,
n—00 n— 00
je-li
n+4n -5 | 5 AT
. N sin” — -, neN
5.46. Urcete
o " . n=m
liminf | (-=1D)" {1+ -] +sin— ).
n—00 n 4
@
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fikdme, Ze posloupnost (a;);2, konverguje k hodnoté a. Cislu
a fikdme limita posloupnosti (a;):2,,.

Jestlize néjaka posloupnost Cisel a; € K, i = 0,1,...,
konverguje k Cislu a € K, pak pro kazdé pevné zvolené
kladné € vime, Ze |a; —a| < € pro vSechna i vét$i neZ vhodné
N € N. Pak ovSem, diky trojihelnikové nerovnosti, pro kaz-
dou dvojici indexti i, j > N dostdvdme

lai —a;| = |a; —ay +ay —a;| < |a; —ay|+|ay —a;| < 2e.
Dokézali jsme tedy:

Lemma. KaZdd konvergujici posloupnost cisel je Cauchyov-
skd.

V poli raciondlnich ¢isel se ovS§em miiZe snadno stét, Ze
pro Cauchyovské posloupnosti pfisluSnd hodnota a neexis-
tuje. Napf. &islo +/2 miizeme libovoln& piesné p¥ibliZit raci-
ondlnimi ¢isly a;, dostaneme tedy konvergentni posloupnost
s limitou ﬁ, ale samotnd limita jiZ neni raciondlni.

Usporadand pole skaléri, ve kterém vSechny Caychyov-
ské posloupnosti konverguji, se nazyvaji #plna. Nasledujici
tvrzeni fikd, Ze axiom (R13) takové chovéni redlnych cisel
zarucuje:

Véta. KaZdda Cauchyovskad posloupnost redlnych cisel a; kon-
verguje k redlné hodnoté a € R.

Dukaz. Kazda Cauchyovska posloupnost je zjevné ohra-
ni¢end mnoZina, protoZe pro libovolnou volbu
. e ohrani¢ime vSechny Cleny posloupnosti az na
= kone¢né mnoho z nich. Definujme si mnoZinu
B vSech redlnych cisel x, pro které plati x < a; pro vSechny
prvky a; posloupnosti, az na kone¢né mnoho z nich.
Ziejmé ma B horni zavoru, tudiZ podle axiomu (R13) ma
i supremum. Definujme a = sup B. Nyni pro né&jaké pevné
zvolené € > 0 zvolme N takové, aby |a; — aj| < € pro
vechny i, j > N.Zejménatedya; > ay —€aa; <ay—+e€
pro vSechny indexy j > N, takZe ay — € patii do B, zatimco
ay + € uz nikoliv. Souhrnné z toho dostavame, Ze |a —ay| <
€, a proto také

la —aj|l < la—ay|+lay —a;| < 2e

pro viechny j > N. To ale znadf pravé, Ze a je limitou uva-
Zované posloupnosti. U

Dusledek. Kazdd Cauchyovskd posloupnost komplexnich ¢i-
sel z; konverguje k néjakému komplexnimu Cislu z.
Duxkaz. PiSme z; = a; + i b;. Protoze je |a; — Clj|2 <
lzi — zj|* a podobné i pro hodnoty b;, jsou 0b& posloupnosti
redlnych ¢isel a; a b; Cauchyovské. Existuji tedy jejich limity
a resp. b a snadno ovéfime, Ze z = a + i b je limitou pro
posloupnost z;. O

5.47. Nyni pfejdéme k ur¢ovani limit funkci. Definice viz strana Z&7.

Urcete
(a)
lim sinx;
x—m/3
(b)
X+x—6
lim —
x—2 x2 — 3x + 2
(©)
1 3
lim <arccos ) :
x—400 x+1
(d)
. 1 . .
lim arctg —, hm arctg x*, lim arctg (sinx) .
X—>—00 X —0o0 X—>—00

ReSeni. Piipad (a). Pfipomeiime, 7e funkce je spojitd v jistém bodg,
kdyZ je v tomto bodg jeji limita rovna funkcéni hodnoté. O funkci y =

sin x vS§ak vime, Ze je spojitd na R. Dostdvame tak

. . 3
lim sinx =sin — = —.
x—m/3 3 2

Ptipad (b). Pfimé dosazeni x = 2 ddva nulovy Citatel i jmenovatel.
Ptesto je priklad velmi snadno feSitelny. Jednoduché kraceni

(x —2)(x +3) 2+3

im ——= = = —

=2 (x=2)(x—=1) 2—-1

totiz vedlo ke spravnému vysledku (diky spojitosti obdrZené funkce

x+3
x=2x —1

X4+x—6
Iim —— =

=5
x—>2x2—3x+2

v bod€ x¢p = 2). Uvédomme si zde, Ze limitu miZeme pocitat pouze
z funkénich hodnot v libovolné malém okoli daného bodu xg a Ze pfi-
tom limita nezdvisi na hodnot€ pfimo v tomto bodé¢. Pi pocitdni limit
tedy miiZzeme vyuZzivat krdceni a roz§ifovani vyrazi, které neméni hod-
noty uvazované funkce v libovolné zvoleném ryzim okoli bodu x.
Ptipad (c). Dvojnasobnd zdména poradi limity a vnéjsi funkce pre-

vadi ptivodni limitu na
1 3
(arccos ( lim )) .
x—>+o0 x + 1

lim =0
x—>+oo x + 1

Lehce uréime, Ze

Nebot je funkce y = arccosx spojitd v bod€ 0, ve kterém nabyva

hodnoty 7/2, a funkce y = x° je spojitd v bodé& 7/2, plati

1\’ 1 3 mN\3
lim [ arccos = [ arccos lim = (—) .
X—> 400 x+1 x—>+4o00 x + 1 2

Ptipad (d). Funkce y = arctg x ma vlastnosti ,,uzitecné pfi pocitani

limit* — je spojitd a prostd (rostouci) na celé redlné ose. Tyto vlastnosti

261



KAPITOLA 5. ZRIZENI ZOO

5.13. Poznamka. Pfedchozi diskuse ndm dava navod na je-
den z moZnych postupti, jak korektné vybudo-
vat redlna Cisla. Postupujeme podobné jako pfi
zipliiovani pfirozenych ¢isel na celd (abychom
pridali opa¢né hodnoty) a celych na raciondlni

(abychom pridali podily nenulovych ¢isel). Tentokrat k raci-

ondlnim Cisliim ,,priddme* limity v§ech Cauchyovskych po-

sloupnosti.

Skute¢né se podbizi zavést vhodné relaci ekvivalence na
mnoZin€ vSech Cauchyovskych posloupnosti racionalnich ¢i-
sel tak, Ze dv& Cauchyovské posloupnosti (a;)72, a (b;)72,,
jsou ekvivalentni, kdyZ vzdélenosti |a; —b; | konverguji k nule
(to je totéZ jako poZadavek, Ze jejich slou¢enim do jediné po-
sloupnosti tak, Ze prvni posloupnost bude pfedstavovat liché,
zatimco druhd sudé€ Cleny vysledné posloupnosti) obdrzime
opét posloupnost Cauchyovskou). Nebudeme zde podrobné
ovéfovat, Ze jde o ekvivalenci, ani zavddét operace ndsobeni
a s¢itdni, ani dokazovat, Ze vSechny poZadované axiomy sku-
te¢né dojdou naplnéni. Nenf to ale sloZité po¢inani. Stejné
tak je docela snadné dokdzat, Ze axiomy (R1)—-(R13) defi-
nuji redlné ¢isla jednoznaéné aZ na izomorfismus, tj. aZ na
bijektivni zobrazeni, kterd zachovavaji jak algebraické ope-
race, tak uspordddni. Jest€ se k t€émto pozndmkdm pozdéji
vritime.

5.14. Uzavi'ené mnoZiny. Pro dalsi prici s redlnymi nebo
komplexnimi ¢isly budeme potfebovat po-
drobnéjsi pochopeni pojmt jako blizkost,
omezenost, konvergence apod. Pro jakou-
koliv podmnozZinu A bodd v K nas budou zajimat nejen jeji
body a € A ale také body, ke kterym se umime dostat limitn¢,
tj. pomoci limit posloupnosti.

HROMADNE BODY MNOZINY -

UvaZzme jakoukoliv mnoZinu A bodti v K. Bod x € K na-
zyvame hromadny bod mnoZiny A, jestliZe existuje posloup-
nost ag, ay, ... vybrana z prvkl A, jejiz vSechny cleny jsou
ruzné od x a kterd konverguje k hodnoté x.

Hromadné body podmnoZiny A raciondlnich, redlnych
nebo komplexnich ¢isel jsou tedy ta ¢isla x, kterd jsou limi-
tami takovych posloupnosti Cisel z A, které samotny bod x
neobsahuji. V§imnéme si, Ze hromadny bod mnoZiny do ni
miZe, ale nemusi, patfit.

Pro kaZzdou neprdzdnou mnoZinu A C K a pevny bod
x € K je mnoZina vSech vzdéalenosti |[x — a|, a € A,
zdola ohrani¢end mnoZina redlnych cisel, mé tedy infimum
d(x, A), kterému tikdme vzddlenost bodu x od mnoZiny A.
Vsimnéme si, Ze d(x, A) = 0, prav€ kdyZ bud’ x € A nebo
je x aspont hromadnym bodem A (dokaZte si podrobné z de-
finic).

vZdy (bez dalSich podminek ¢i omezeni) umozZiiuji vnofit vySetfova-

nou limitu do argumentu takové redlné funkce. Proto uvazujme

1
arctg ( lim —), arctg ( lim x4>, arctg < lim sinx) .
xX——00 X xX——00 xX—>—00
Ziejmé je

lim x* = +o00
X—>—00

1
lim — =0,
xX—>—00 X

a limita lim,_, _, sin x neexistuje, coZ jiz implikuje

. 1 ) . T
lim arctg — = arctg0 =0, lim arctgx* = lim arctgy = =
X——00 X X——00 y— 400 2
a neexistenci posledni limity. O
citace néjakého
2droj§ w8ydné UrCete limitu
alternativni 1 —cosx
moznosti zaveden{ m —.
redlnych gisel x—0 x2 sin(x?)
Reseni.
)
1 —cosx 2sin” (%)
M2y 22y
x—0 x* sin(x?) x—0 x* sin(x?)
- gsin” (3)
= lim 5 =
x—0 (x 1 2
(2) sin(x?)
.o\ 2
1 (. sin (5) . 1 1
2 \x=o0 5 x—0 sin (xz) 2

Ptedchozi vypocet je nutné chdpat ,,odzadu®. ProtoZe existuji li-
mity na pravé strané (af uz vlastni ¢i nevlastni) a vyraz % - 00 mé smysl
(viz Poznamka za vétou B22), existuje i ptivodni limita. Kdybychom
pvodni limitu rozdélili na soucin limit

Iim (1 — cosx) - lim _;,
x—0 x—0 x2 sin(x?)
jednalo by se o soucin typu 0 - co, tedy nedefinovany vyraz, ale tento

fakt nevypovid4 nic o exitenci ptivodni limity. U

5.49. Urcete nasledujici limity:
: : x—2 . . sin(sin x)
i) lim, _,, I ii)  lim,_o —

sin? x

i) limeo 80X v)  lim,ger.
Reseni.
-2 -2 -2 0
i) lim ——2_ — Iim al —im YA .
x=24/x2—4 =2/ (x=2)(x+2) 2 x+2 4
i) lim 2 G2 gy Sy
=2 /2 —4 y=0 ’
kde jsme vyuZili toho, Ze limo sinx = 0.
. sin’x . . sinx
iii) lim = lim sinx - lim =0-1=0,
x—0 X x—0 x—0 X

opét ptivodni limita existuje, protoZe existuji obé limity na pravé strané

rovnosti a jejich soucin je definovan.
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______I UZAVRENE MNOZINY  {fuumem

Uzdvér A mnoziny A C K je mnoZina viech bodi, které
maji od A vzdélenost nulovou (v§imnéme si, Ze pro prazd-
nou mnozinu nen{ vzdélenost bodt od ni definovéna, je tedy
automaticky @ = 7).

Uzaviend podmnoZina v K je takovd, kterd splyvad se
svym uzdvérem. Jsou to tedy pravé mnoZiny, které obsahuje i
vSechny své hromadné body. Typickou uzavfenou mnoZinou
je tzv. uzavreny interval

[a,b] ={x e R, a <x <b}

redlnych ¢isel, kde a a b jsou dand redlnd &islo.

Pokud nékterd z hrani¢nich hodnot intervalu chybi,
piSeme a = —oo (minus nekonecno) nebo podobné
b = 400, a takové uzavfené intervaly zna¢ime (—oo0, b],
[a, o0) a (—o0, 00).

Uzaviené mnoZiny jsou tedy ty, které v sobé maji i vSe,
k ¢emu umi ,dokonvergovat®“. Uzavienou mnoZinu bude
tvorit napt. posloupnost redlnych ¢isel bez hromadného bodu
nebo posloupnost s kone¢nym poctem hromadnych bodt
spolu s t€émito body. Uzavieny je také napf. jednotkovy kruh
v roviné komplexnich &isel véetné hrani¢ni kruZnice.

Snadno ovéfime, Ze libovolny prinik a libovolné ko-
necné sjednoceni uzavienych mnoZin opét uzaviena mnoZzina.
Skute¢né, pokud vSechny body néjaké posloupnosti patii do
priniku naseho systému mnoZin, pak jist¢ patii do kazdé
z nich a proto do kazdé z nich patii i vS§echny hromadné
body. Pokud bychom ale chtéli totéz fici o obecném sjed-
noceni systému mnoZin A;, pak bychom neuspéli, protoZe
napf. jednobodové mnoZiny jsou zjevné uzaviené, ale z nich
utvorend posloupnost bodid uz uzaviend nebyva. Pokud ale
jde o konec¢né sjednoceni mnoZin a hromadny bod néjaké po-
sloupnosti leZici v tomto sjednoceni, pak takovy hromadny
bod musi byt hromadnym bodem i vybrané podposloupnosti,
kterd ale uZ bude celd v jedné z naSich mnoZin. Kazda je ale
uzaviend, takZe i hromadny bod do ni a tedy i celého sjedno-
ceni patii.

5.15. Otevirené mnoziny. DalSim uzitecnym piikladem
podmnoZin jsou oteviené intervaly redlnych Cisel

(a,b) ={x e R; a < x < b},

kde opét a i b jsou pevna redlnd ¢isla nebo nekonecné hod-
noty £00. Jde o typickou otevienou mnozinu v nasledujicim
smyslu:
OTEVRENE MNOZINY A OKOL{ BODU L—~

Oteviend mnoZina v K je takovd mnoZina, jejiZz doplné¢k
je uzavienou mnoZinou.

Okolim bodu a € K nazyvame libovolnou otevienou
mnozinu O, kterd a obsahuje. Je-1i okoli definované jako

Os(a) ={x €K, |x —al| < 6}

pro kladné ¢islo 8, hovoiime o §-okoli bodu a.

g iv) Pfi vypoctu této limity musime byt obezfetni, protoZe obé jedno-

stranné limity v bod¢ nula existuji, jejich hodnoty se vSak lisi, zkou-

mand limita tedy neexistuje:

1 : 1
lim ex = eM—0+ ¥ = ¢

x—>04 T T
lim et = ™0 ¥ = ¢ =0
x—>0_
O
5.50. Urcete
@ limoos () limeo 2

|

(C) 1imx—>+oo (2 + %) ’ (d) 1imx—>+oo x .

ReSeni.

V tomto piikladu se budeme vénovat tzv. neur¢itym vyraziim. Pres-
s néji feceno, budeme se zabyvat situacemi, kdy se
3y né nejednd. Ctendfi doporucujeme, aby neurcité
vyrazy vnimal jako pojem pomocny, ktery mu ma
pouze usnadnit orientovani se pfi prvnim pocitani limit, nebof ob-
drZeny neurcity