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1. POLYNOMY A INTERPOLACE

Citace z [7]: ,Touto kapitolou zapo¢neme budovéani néstroji umoziujicich modelovani zavislosti,
které nejsou ani lineadrni ani diskrétni. S takovou potifebou se napt. setkame, kdykoliv popisujeme
systém vyvijejici se v ¢ase a to ne jen v nékolika vybranych okamzicich ale ,souvisle“, tj. pro vsechny
mozné okamziky. Nékdy je to pfimo zamér ¢ potieba (tfeba ve fyzikdlnich procesech), jindy je to
vhodné priblizeni diskrétniho modelu (tfeba u ekonomickych nebo popula¢nich modeli).“

Polynomem nad R rozumime zobrazeni f : R — R dané vyrazem

f(@)=a,2" +ap 12" '+ +arx+ ao,

kde a; € R; 1 =0,...,n, jsou pevné dana ¢isla (koeficienty).
Pokud je a,, # 0, fikdme, Ze polynom f je stupné n. Stupén nulového polynomu neni definovan.

Pro polynomy f stupné n a g stupné m, existuji jednoznac¢né urcéené polynomy ¢ a r takové, ze
stupen r je mensi nez m nebo jer =0 a f = q-g+r. Je-li pro néjaky prvek b € R hodnota f(b) =0,
pak to znamend, ze v podilu f(x) = q(z)(x — b) + r(x) musi byt = 0. Jinak by totiz nebylo mozné
dosdhnout f(b) = q(b) - 0+ r, kde stupeti r je nulovy. Rikdme, Ze b je kofen polynomu f. Stupeii ¢
je pak pravé n — 1. Pokud mé ¢ opét kofen, miizeme pokracovat a po nejvysSe n krocich dojdeme
ke konstantnimu polynomu. Dokazali jsme tedy, ze kazdy nenulovy polynom nad R méa nejvyse tolik
kotentl, kolik je jeho stupen. Odtud jiz snadno dovodime i nasledujici pozorovani.

Lemma 1. Dva polynomy f a g nad R jsou si rovny (jako zobrazeni), pravé kdyz maji shodné
koeficienty.

Diikaz. Ptedpokladejme f = g, tj. f — g = 0 jako zobrazeni. Polynom (f — ¢)(z) tedy mé nekone¢né
mnoho kofent, coz je mozné pouze tehdy, je-li nulovym polynomem. 0]

Priklad 1. Uvédomme si, Ze u konecnych poli samoziejmé takové tvrzeni neplati. UvaZte napf.
polynom p(r) = 2? + x nad Zy = {0, 1}. Potom je p(0) = 0 a p(1) = 1+ 1 = 0, ale p(x) neni nulovy
polynom. 0

Hornerovo schéma je prakticky néastroj pro vypocet hodnoty polynomu v néjakém bodé (v diisledku
i pro vypocet kofenu polynomu a podilu po déleni pfislusnym kofenovym ¢initelem). Uvazme polynom

f(@)=apa" +ap 12" '+ ay 22" P4 +agr® +ay T+ ag
a pevné zvoleny bod zy € R. Uvazujme postupné hodnoty
bo == an, by:=x0by+ apn_1, by:=x0b1 +an_2, bz:=z0bs+ a3, ...,

Cy bn,1 = X2 bn,Q +aq, bn =X bn,1 + ag = f(.%())

Tj. nasobile ¢islo zy koeficientem a,, a pricteme koeficient a,_1, pak to celé vynasobime ¢islem z
a pricteme koeficient a,, o, atd. Naponec takto ziskdme hodnotu polynomu f(z) v bodé xq. Poslup
zapisujeme do tabulky takto

Qnp, an—1 Ap—2 (p—3 s a )

Zo bo = Qn bl b2 bg ce bn,1 bn = f(l'())




Zejména, je-li posledni koeficient b, = f(z¢) = 0, pak je ¢islo 2 kofenem polynomu f(z), tj. plati
rovnost f(z) = (xr — xo) g(x), kde g(z) je polynom stupné n — 1. Soucasné dostavame z Hornerova
schématu koeficienty polynomu g(x), tj.

g(@) =bo "t + by by a™ - bya T+ by

Priklad 2. Uvazujme polynom f(z) = 32% — 22?4+ x — 18. Pak pro jeho hodnotu v bodé x¢ = 1 plati

3] —2[1]—-18
113} 1 (2]-16
neboli f(1) = —16 a ¢islo xy = 1 neni kofenem tohoto polynomu. Naopak, pro zo = 2 mame
3] —-2[1]|-18
2131419 0

neboli ¢islo zg = 2 je kofenem tohoto polynomu. Pro polynom f(z) pak plati, Ze
f(z) = (v —2) (32% + 42 + 9),

coz lze jednoduse ovérit zpétnym roznasobenim.

1.1. Interpolace. Citace z [7]: ,,Cast4 prakticka tloha vyzaduje stanoveni funkce (polynomu), pro
kterou mame zadany hodnoty v predem danych danych bodech xy,...,z,. Pokud by slo o nulové
hodnoty, umime piimo zadat polynom

flz)=(x—x0) (xr —x1) ... (v — ),

ktery bude mit nulové hodnoty pravé v téchto bodech a nikde jinde. To ale neni jedind odpovéd,
protoze pozadovanou vlastnost ma i nulovy polynom. Ten je pritom jediny s touto vlastnosti ve
vektorovém prostoru polynomu stupné nejvyse n. Obdobné to dopadne i v obecném pripadé.”

Véta 1. Pro kaZdnou mnoZinu riznych bodu xg,...,z, € R a predepsané hodnoty yo,...,y, € R
existuje pravé jeden polynom f stupné nejvyse n (pripadné nulovy polynom), pro ktery plati

flz)=v;, i=0,... n.
Diikaz. Oznacme si prozatim neznadmé koeficienty polynomu f stupné n
f=a, 2" + -+ a1w + ap.

Dosazenim pozadovanych hodnot dostaneme systém n + 1 rovnic pro stejny pocet neznamych koefi-
cientd aq;

ag + xoay + - - + (20)"an = Yo

ap +xpar + -+ (xn)na'n = UYn-

Jak je dobfe znamo z MB101, tento systém linearnich rovnic ma pravé jedno reseni pokud je
determinant jeho matice rizny od nuly, Musime tedy vysetfit tzv. Vandermondiiv determinant

1 zo (z0)? ... (x)"
1 T (331)2 (Il)n

Vi(zg,...,x,) =

Lo ()2 ... (w)"
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V demonstrativnim cvic¢eni k MB101 (viz Piiklad 42 v souboru <demo_cviceni il2.pdf>) jsme
ukazali, ze

V(zg,...,x,) = H (z; —x;) #0,

0,j=0,...,n

1>
protoze jsou body o, ..., z, (po dvou) rizné. Odtud ale vyplyva jednoznacna existence hledaného
polynomu. Protoze polynomy jsou jako zobrazeni stejné, pravé kdyz maji stejné koeficienty, véta je
dokéazana. 0

Jednoznacné urceny polynom f z predchozi véty nazyvame interpolacni polynom pro hodnoty y;
v bodech z;.

Citace z [7]: ,,Polynomy tvoii mnozinu funkeci jedné proménné, kterou miizeme pouzit na prolozeni
jakékoliv sady predem zadanych hodnot. Navic se zdaji byt snadno vyjadritelné, takze by s jejich
pomoci mélo byt dobfe mozné pocitat i hodnoty téchto funkci pro jakoukoliv hodnotu proménné x.
Pti pokusu o praktické vyuziti v tomto sméru ovSsem narazime hned na nékolik problémii.

Prvnim z nich je potfeba rychle vyjadrit polynom, kterym zadana data prolozime. Pro feSeni
vyse diskutovaného systému rovnic totiz budeme obecné potiebovat ¢as imérny tfeti mocniné poctu
bodti, coz pti hustéjsich datech je jisté tézko pfijatelné. Podobnym problémem je pomalé vycisleni
hodnoty polynomu vysokého stupné v zadaném bodé. Oboji lze ¢astecné obejit tak, ze zvolime vhodné
vyjadfeni interpolacniho polynomu (tj. vybereme lepsi bézi piislusného vektorového prostoru vsech
polynomti stupné nejvyse n, nez je ta standardni 1,z, 22, ..., 2")."

1.2. Lagrangeuv interpola¢ni polynom. Sestrojime si nejprve pomocné polynomy /¢; s vlastnosti
1 i=y
Ziejmé musi byt tyto polynomy az na konstantu rovny vyrazim
(x —x0) ... (r— i)z —xit1) ... (x — xy,),

a proto
Hj;éi(w - ;)

blo) = Hj;éz’(xi —x5)

Hledany Lagrangetiv interpola¢ni polynom pak je dan jako

f(@) = yolo(x) + y162(x) + - + ynln ().

Citace z [7]: ,Toto vyjadfeni méa nevyhodu ve velké citlivosti na nepiesnosti vypoc¢tu pii malych
rozdilech zadanych hodnot x;, protoze se v ni témito rozdily déli. VSimnéme si ale, ze prima konstrukce
Lagrangeova polynomu mitize nahradit existenc¢ni ¢ast diikazu v pfedchozi Véte 1.

Jesté horsim problémem je velice Spatna stabilita hodnot realnych nebo racionélnich polynomi pti
zvétsujici se hodnoté proménné x. Brzy budeme mit nastroje na presny popis kvalitativniho chovani
funkci, nicméné i bez nich je zifejmé, ze podle znaménka koeficientu u nejvyssi mocniny polynomu
se hodnoty velice rychle pii rostoucim x vydaji bud do plus nebo do minus nekonec¢na. Ani toto
znaménko koeficientu u nejvyssiho stupné se ale u interpola¢niho polynomu pii malych zménéch
prokladanych hodnot nechova stabilné.“

Viz str. 129 ve skriptech nebo demonstrativni cvi¢eni k MB101 (soubor <interpolace.pdf>).


https://is.muni.cz/auth/el/1433/podzim2006/MB101/um/demo_cviceni_il2.pdf?fakulta=1433;obdobi=3523;kod=MB101
https://is.muni.cz/auth/el/1433/podzim2006/MB101/um/interpolace.pdf?fakulta=1433;obdobi=3523;kod=MB101
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Priklad 3. Naleznéte polynom P spliujici nasledujici podminky:
P(2)=1, P3)=0, P(4)=-1, P(5) =6.

Tento priklad a jeho feSeni je prevzat z [7].

Reseni. Resime bud piimo, t.j. sestavenim soustavy ¢tyf linearnich rovnic o étyfech neznamgych.
Piedpokladame polynom ve tvaru azz® + asz® + a1x1 + ag. Vime, Ze polynom stupné nejvyse tii
splnujici podminky v zadani je dan jednoznacné.
ag + 2a1 + 4as + 8ag =
ag + 3a1 + 9as + 27a3 = 0
ag + 4a; + 16as + 64a3 = —1
ag + day + 25as + 125a3 = 6.

Kazda rovnice vznikla z jedné z podminek v zadani.

Druhou moznosti je vytvorit hledany polynom pomoci fundamentalnich Lagrangeovych polynomii:
(x —3)(x —4)(z — b)

P = 1 0-(...
(@) e-ne-ae_5 LIt
(1) (x —2)(x — 3)(z — ) 'y (x —2)(x — 3)(z —4)
(4—-2)(4—-3)(4-5) (5—-2)(b—3)(5—4)
4 101
Koeficienty tohoto polynomu jsou samoziejmé jedinym fesenim vysSe sestavené soustavy linearnich
rovnic. 0

1.3. Derivace polynomu. Derivace polynomu je linedrni zobrazeni prostoru P,, polynomu stupné
nejvyse n do prostoru P,_; polynomi stupné nejvyse n — 1 takové, ze kazdy polynom x* standardni
béze je zobrazen na polynom kz*~!. Tuto operaci znacime ’.

Piiklad 4.
(z) =1, (2*) =2z, (2%) =322 (%) =100z", (1) =0.

7 linearity tohoto zobrazeni tedy plyne, ze derivace polynomu
P(x) = ap, 2" + ap1 2" '+ agx® + ay x + ag
je polynom
P)=na, 2" '+ (n—1)ap12" 2?4+ +2as7 + a.

Druhé derivace polynomu je opét linearni zobrazeni prostoru P,, do prostoru P,,_, definované jako
iterace vysSe uvedeného zobrazeni derivace. Tj. polynom x* standardni béze je zobrazen na polynom
k(k — 1)2*~2. Tuto operaci znac¢ime ”.

Piiklad 5.
()" = (1) =0, (a:2)” = (2x) = 2, (:133)” = (3(172)' = 6,
2199 = (1002°°) = 990028, (1)" = (0)' = 0.
( ,



Vice se o derivacich (nejen polynomi) dozvite pozdéji v tomto semestru.

1.4. Hermiteuv interpola¢ni polynom. Citace z [7]: ,,Uvazme opét m+1 riznych bodt o, . . . , T,
tj. x; # x; pro vSechna i # j. Pfedepisme dale hodnoty y; a y; aproximované funkce a jejich derivaci.
To znamené, ze mame predepsany hodnoty a prvni derivace v zadanych bodech x;. Hledame polynom
f, ktery bude nabyvat téchto predepsanych hodnot a derivaci.”

Zcela analogicky jako u interpolace pouhych hodnot obdrzime pro neznamé koeficienty polynomu
f(z) = a,a™ + ... ag systém rovnic

ag + xoay + - -+ + (20)"an = Yo

ap+ Tmay + -+ -+ (xm)nan = UYm

ay + 2x0as + - -+ n(x0)" tan = Y

ay + 2xpmay + -+ n(w,)" ta, =y,

Toto je systém 2m + 2 rovnic pro n + 1 neznamych. Volbou stupné hledaného polynomu n = 2m + 1
bude determinant tohoto systému rovnic nenulovy a tudiz bude existovat pravé jedno reseni. Nalezeny
polynom nazyvame Hermitetv interpolacni polynom.

Priklad 6. Naleznéte polynom P splnujici nasledujici podminky:
P(1)=0, P(1)=1, P(2)=3, P(2) =3.
Reseni. Mame m = 1 a hleddme polynom stupné n = 2m+1 = 3, tj. P(z) = a3 23+ as 2% +a; v+ ao.
Dosazenim za x = 1 a x = 2 do vyrazu pro P(z) a P'(x) dostaneme systém
P(l)=a3+as+a;+ay=0,
P(2) = 8ag + 4as + 2a; + ag = 3,
P'(1) = 3az + 2as + a; = 1,
P'(2) = 12a3 + 4as + a; = 3.
Vyiesenim tohoto systému dostaneme P(z) = —2x3 + 1022 — 13z + 5. O

Stejné jako pfi konstrukei Lagrangeova polynomu lze Hermitetiv interpola¢ni polynom zkonstruovat
primo pomoci tzv. fundamentalnich Hermiteovych polynomii. Podrobnosti viz skripta prof. Slovaka.

Nejjednodussi pripad je zadani hodnoty a derivace v jediném bodé. Tim urcime beze zbytku
polynom stupné n = 1, tj.
f(@) = f(xo) + f'(wo) - (x — o),

tj. pravé rovnici primky zadané hodnotou a smérnici v bodé x.

Priklad 7. Naleznéte polynom P splnujici nasledujici podminky:
P(1)=2, P'(1)=3.

Resend.
Px)=P1)+P(1) - (z—1)=2+3(x—1)=3x— 1.



Kdyz zaddme hodnotu a derivaci ve dvou bodech, tj. f(zo) = vo, f'(x0) = 0, f(z1) = y1, f'(21) =
Y} pro dva ruzné body zy a 1, dostaneme jesté porad snadno pocitatelny problém. Ukazme si jej v
zjednoduseném provedeni, kdy zo =0, z; = 1.

Priklad 8. Hledame polynom stupné n = 2m+1 = 3, tj. f(z) = a3 2® +as 2* + a; x + ag. Dosazenim
za x =0ax =1 do vyrazu pro f(z) a f'(z) dostaneme systém

f0)=ao =y, f(1)=as+as+a+ay=u, f/(o):alzyéa f'(1)=3a3+2a2—|—a1:y1.

Tedy matice tohoto systému a jeji inverze maji tvar

000 1 2 -2 1 1
111 4 |-3 3 —2 -1
A=loo1ol" 4 =lo o 1 o0

3210 1 0 0 0

(Vypoctéte si tuto inverzi nékterou z metod z MB101!)

Piimym vynasobenim A - (a3, as, a1, ag)’ pak vyjde vektor (yo,vy1, 95, y;)", neboli

as Yo 2y0 — 2y1 + vy + U1
ag | -1 |y | | =3y + 3y — 2y — ¥l
- A : / - / ;
a Yo Yo
Qo Z/i Yo

tj.
f(@) = (2yo — 21 + yp + y1) 2° + (=3yo + 3y1 — 2y) — v1) ° + Yy = + Yo
0

Obdobné lze predepisovat libovolny koneény pocet derivaci v jednotlivych bodech a vhodnou
volbou stupné polynomu obdrzime vzdy jednoznacné interpolace.

Bohuzel, u téchto interpolaci porad ziistavaji problémy zminéné uz v piipadé jednoduchych inter-
polaci hodnot — slozitost vypoctli a nestabilita. Pouziti derivaci vSak podbizi jednoduché vylepseni
metodiky.

1.5. Interpolace splajny. Citace z [7]: ,,Jak jsme vidéli na obrazcich demonstrujicich nestabilitu
dramatické celkové zmény chovani vysledného polynomu. Nabizi se tedy vyuziti malych polynomial-
nich kouski, které ale musime umét rozumné navazovat.

Nejjednodussi je propojeni vzdy dvou sousednich bodi linearnim polynomem. Tak se nejcastéji
zobrazuji data (tj. vznikd lomend ¢ara). To znamend, Ze derivace budou na jednotlivych tsecich
konstantni a pak se skokem zméni. O néco sofistikovanéjsi moznosti je predepsat v kazdém bodé
hodnotu a derivaci, tj. pro dva body budeme mit 4 hodnoty a jednoznac¢né tim urcime Hermitetv
polynom 3. stupné, viz vyse. Takové polynomidlni priblizeni po kouscich uz bude mit tu vlastnost,
Ze derivace na sebe budou navazovat.

V praxi ale neni pouhé navazovani prvni derivace dostatecné a navic pri namérenych datech ne-
mivame hodnoty derivaci k dispozici. P¥imo se proto vnucuje pokus vyuzivat pouze zadané hodnoty
ve dvou sousednich bodech, ale pozadovat zaroven rovnost prvnich i druhych derivaci u sousednich
kouskt polynomu tietiho stupné.”
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Definice 1 (Kubicky splajn). Necht zy < z; < --- < z,, jsou realné hodnoty, ve kterych jsou
zadany pozadované hodnoty vy, . .., y,. Kubickym interpola¢nim splajnem pro toto zadani je funkce
S : R — R, ktera spliiuje nasledujici podminky:

e zZeni S na interval [z;_1,x;] je polynom S; tietiho stupné, i = 1,...,n,
e Si(xi_1) =yi—1 a Si(x;) = y; pro viechny i = 1,...n,

o Si(x;) = Si i(x;) pro vechny i = 1,...,n — 1,

o S!(x;) =S/ (x;) pro vSechny i =1,...,n— 1.

0

Citace z [7]: ,,Kubicky splajn pro n+ 1 bodi sestava z n kubickych polynomd, tj. mame k dispozici
4n volnych parametrti (prvni definiéni podminka). Dalsi podminky pfitom zadavaji 2n + (n — 1) +
(n — 1) rovnosti, tj. dva parametry ztstavaji volné. Pii praktickém pouziti se dodéavaji pfedpisy pro
derivace v krajnich bodech, tzv. ,uplny splajn“, nebo jsou tyto zadany jako nula, tzv. ,prirozeny

o

splajn®.
Piiklad 9. Zadani viz Piiklad 3 (interpolace). Obr. viz. soubor <interpolace a splajn.pdf> [

Citace z [7]: ,Vypocet celého splajnu uz neni bohuzel tak jednoduchy jako u nezéavislych vypocti
Hermiteovych polynomu tretiho stupné, protoze data se prolinaji vzdy mezi sousednimi intervaly.
Pti vhodném usporadani se vSak dosahne matice systému, kterd ma nenulové prvky prakticky jen ve
tfech diagonaléach, a pro takové existuji vhodné numerické postupy, které umozni splajn pocitat také
v ¢ase umérném poctu bodu.“

Vice ve skriptech [7].

1.6. Rozklad na parcidlni zlomky. Jsou-li P(z) a Q(x) polynomy, Q(x) # 0 (t.j. polynom @) neni
identicky roven nulovému polynomu), potom se vyraz

P(x)
Q(x)

Je-li st P < st @, pak R(z) nazyvame ryze lomenou.

R(z) :=

nazyva racionalni lomenou funkei.

Pokud nemaji polynomy P(x) a (Q(x) spoleény kofen (tj. ve funkci R(z) jiz nejde zadny vyraz s
proménnou z pokratit), potom kazdou takovou ryze racionalni lomenou funkci lze rozlozit na soucet
parcialnich zlomk. Tento soucet je az na poradi jednotlivych zlomki urcen jednoznacné.

Tvar jednotlivych parcidlnich zlomki najdeme podle kofenti a nasobnosti jmenovatele, tj. podle
funkce (). Elementarni kofenové ¢initele polynomu Q(z) lze nad R uvazovat bud linearni (odpovi-
dajici readlnym kotentim) nebo kvadratické (odpovidajici dvojicim komplexné sdruzenych komplexnich
kofent).

e Je-li @ € R realny kofen nasobnosti k, potom polynom @Q(z) obsahuje ¢initel (z — a)*, a
prislusné parcialni zlomky jsou tvaru
Al AQ A3 Ak’
A s L R L

r—a

e Je-li 5+ ~i € C dvojice komplexné sdruzenych komplexnich kofenti nasobnosti & (kazdy z
nich), potom polynom Q(z) obsahuje ¢initel (2% + px + ¢)*, jehoz diskriminant je zdporny, a
prislusné parcialni zlomky jsou tvaru

Bll’ -+ Cl ng -+ CQ Bgﬂ? + Cg Bk$ + Ck
2 T2 1T 2 7 R B :
(2 4+ pz +q) (2% 4 pr + q) (2 4+ px +q) 2+ pr+q



https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2007/MB102/um/interpolace_a_splajn.pdf?fakulta=1433;obdobi=3524;kod=MB102

Je nutné vzdy zahrnout vSechny parciélni zlomky (az do stupné k)!

Priklad 10.

22 +Tr+1
R pr—
(z) z(r—1)3 (2?2 + 2+ 1)?
A, B C D Ex+F  Gi+H
Cx (r—13 (r—12 -1 (224+z+1)?2 22+4+ax+1

O

Nezname koeficienty u parcidlnich zlomku hleddme bud pievodem nazpét na spoleéného jmeno-
vatele a porovnanim koeficient u jednotlivych mocnin (coZ vede na systém linedrnich rovnic), nebo
jednoduseji dosadime za proménnou = hodnoty kofenti polynomu Q(z).

Priklad 11.
r+1 A B C

D=2 2-1 (@—22 7.2
Az —224+B(x—1)+C(z—1)(x —2)
(x—1)(x—2)2

R(z) =

Porovnavame polynomy v citateli:
r+1=A@x-2°+B@-1)+C(z—1)(z—2).

Volbou z = 1 dostaneme A = 2, volbou = = 2 dostaneme B = 3. Dalsi kofeny jiz jmenovatel nema,
zvolime proto libovolnou jinou ,,jednoduchou“ hodnotu, napt. x = 0 a dostaneme 4A — B+ 2C =1,

tj. C'= —2. Je tedy
2 3 2
R(x)_:v—1+(:v—2)2_x—2'




2. DIFERENCIALNI POCET

2.1. Realna cisla. Redalna cisla zavedeme v podstaté intuitivné jako obrazy bodt na primce, kde
vyzna¢ime bod 0 oznacujici pocéatek a rozhodneme o kladném sméru (doprava). Znacime R. Matema-
ticky lze redlna ¢isla zavést pomoci axiomt, viz skripta prof. Slovaka. Zejména si z MB101 zopakujte
pojmy suprema a infima, se kterymi budeme pracovat.

2.2. Supremum a infimum v R. Nechf je ddna neprazdnd mnozina A C R. Prvek b € R nazveme
horni zadvorou mnoziny A, pokud Vo € A: x < b,
tj. pokud je prvek b vétsi (nebo roven) nez vSechny prvky v mnoziné A. Obdobné se definuje

dolni zavora mnoziny A, tj. je to prvek a € R s vlastnosti, ze a < x pro vSechny = € A.

Rekneme, 7ze mnozina A je shora ohranic¢end (shora omezend), pokud mé A alesporii jednu horni
zavoru. Podobné se definuje zdola ohrani¢end (zdola omezena) mnozina A. Mnozina A je ohranicena
(omezend), pokud je A soucasné zdola i shora ohranic¢end. Viz piiklady redlnych intervali.

Nejmensi horni zadvora mnoziny A se nazyva supremum mnoziny A. Tj. prvek b € R je supremum
mnoziny A, pokud jsou splnény nésledujici dvé podminky:
—VazeA: z<b (tj. bje horni zdvora mnoziny A),
— je-li y € R horni zavora mnoziny A, potom je b < y (tj. b je nejmensi horni zavora).

Supremum mnoziny A znacime jako
b =sup A.

Obdobné se definuje infimum mnoziny A, neboli je to nejvétsi dolni zadvora mnoziny A, znacime

a = inf A.

Piiklad 12. Je-li A libovolny z intervala (0, 1), [0,1], [0,1) nebo (0, 1], potom je vzdy
supA=1 a infA=0.
UJ

Ma-li mnozina A nejvétsi prvek b (tj. vSechny ostatni prvky jsou mensi nez b), potom je b = sup A.
Podobné, mé-li mnozina A nejmensi prvek a (tj. vSechny ostatni prvky jsou mensi nez a), potom
je a = inf A. Vyhoda suprema ¢i infima oproti nejvétsimu ¢i nejmensimu prvku spociva v tom, ze
nejvetsi ¢i nejmensi prvek nemusi v A existovat, i kdyz je mnozina A ohranicena, ale supremum a
infimum existuji vzdy.

Axiom 1.

(i) Kazda neprazdnd shora ohrani¢end mnozina A C R mé supremum.
(ii) Kazda neprazdna zdola ohrani¢end mnozina A C R mé infimum.

Tyto axiomy zarucuji, ze v mnoziné realnych ¢isel nejsou zadné ,diry*. Navic lze jednoduse dokazat,
ze tvrzeni (i) a (ii) jsou navzajem ekvivalentni, tj. staci mit k dispozici jen jeden z nich, a ten druhy
pak jiz plati automaticky.
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2.3. Intervaly. Budeme se striktné drzet znaceni, zZe uzavieny interval je oznacen hranatymi zavor-
kami [a,b] (krajni body tam patii), zatimco otevieny interval je oznacen kulatymi zévorkami (a, b)
(krajni body tam nepatii). Podobné budeme uvazovat polouzaviené intervaly [a,b) a (a,b].

Nekonecné intervaly (neohranicené zdola nebo shora) zna¢ime jako

(—00,00), [a,00), (a,00), (—o00,b], (—00,b).

Symbol —oo a oo do intervalu nikdy nepatfti, je to jen znaceni, ze do intervalu patti libovolné velké
zaporné ¢i kladné body.

Defini¢ni obor funkce f(x) budeme znacit symbolem D(f), obor hodnot pak symbolem H(f).

2.4. Limita. V tomto odstavci se budeme podrobné zabyvat situaci, kdy se néjaké hodnoty funkce
(nebo posloupnosti) ,,blizi“ k né&jakému éislu ¢i k +oo. To pak pfirozené vede k zavedeni pojmu
limita“.

2

Priklad 13.
(a) K priblizeni pojmu ,limita“ muze dobfe poslouZit jiz zndmy pojem infima ¢i suprema. V
Prikladu 12 jsme ukézali, ze

0 =inf(0,1), 1=sup(0,1),

a pritom ani jedno z ¢isel 0, 1 v mnoziné (0, 1) nelezi. Uvazujme posloupnost bodu

1\~ 111
- S S 0,1
Gl te s peon

pro zvysujici se n. Potom vidime, Ze se hodnoty této posloupnosti ,nekonec¢né blizi“ k hodnoté
infima (k nule), ale nikdy této hodnoty nedoséhnou. Podobné toto plati pro posloupnost

n—1\> 13 4
— 3o 2 S be(o
S S RO

a hodnotu suprema (jednicku).

(b) Naopak, ¢leny posloupnosti
{n}>~,=10,1,2,3,...}

se ,nekoneéné blizi“ k +o0o (ale nikdy této ,hodnoty“ nedosdhnou), stejné tak jako ¢leny
posloupnosti

{—n}—,={0,-1,-2,-3,...}

se ,nekonecné blizi“ k —oo (ale nikdy této ,hodnoty“ nedosdhnou).

(¢) Podobné se funkéni hodnoty funkce f(z) = X ,nekone¢né blizi“ k ¢islu 0 kdyz se nezévisla
proménnd x zvysuje k +oo (viz obr.).

O

Intuitivni definice limity: ,,Funkce f(x) ma limitu L v bodé xy, pokud se funkéni hodnoty f(x)
libovolné blizi k ¢islu L, kdyz je x dostatecné blizko k x(.“ Piseme

lim f(x)= L.

T—T0

Piiklad 14. Uvadime rizné ,druhy“ limit — vlastni/nevlastni limita ve vlastnim/nevlastnim bodé.
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(a) Pro funkci f(z) = 3z + 1 mame (viz obr.)
lim(3z + 1) = 10, lim (3z + 1) = oo.
T—3 T—500
(b) Pro funkci f(z) = & méme (viz obr.)
1 1 1

lim — = oo, lim — =0, lim — =0.
x—0 ,]}2 r—00 ]}2 r——00 QjQ

Oznaceni . R* := R U {f+o0}. Body = € R se nazyvaji vlastni body, body = = +o0o se nazyvaji
nevlastni body.

Definice 2 (Okoli bodu). Bud zy € R*. Okoli O(xy) bodu x, je otevieny interval s vlastnosti (viz

obr.)
(xo — 8,20 +9), je-li g € R,
O(zo) =} (a,00), je-li g = 00 (a € R),
(—00,b), je-li xy = —oo (b € R).

Mnozina O(xo) \ {70} (pro zo € R) se nazyva ryzi (téz prstencové) okoli bodu .

Pro zy € R definujeme pravé okoli bodu zy jako interval [zg,z¢ + J) a levé okoli bodu zy jako
interval (z¢—d, zo|. Podobné je pravé ryzi okoli bodu z interval (xq, zo+9) a levé ryzi okoli bodu
interval (zo — 0, x). O

Definice 3 (Limita). Bud z¢, L € R*. Funkce f(z) mé v bodé x( limitu L, piSeme
lim f(x) =L,

T—TQ

pokud pro kazdé okoli O(L) bodu L existuje okoli O(xg) bodu ¢ tak, ze
pro vSechna = € O(zo) \ {zo} je f(x) € O(L). (1

~—

To, ze v podmince (1) pozadujeme, aby |x # x|, znamena, ze

limita nezavisi na hodnoté funkce v bodé z!

Interpretace Definice 3 zalezi na tom, jestli je x¢ a L vlastni nebo nevlastni bod.

Definice 4 (Vlastni limita ve vlastnim bodé). Bud zy, L € R. Funkce f(z) ma v bodé z limitu
L, pokud pro kazdé € > 0 (toto ¢islo € uréuje okoli O(L) = (L — e, L + ¢) bodu L) existuje § > 0
(toto ¢islo § uréuje okoli O(xy) = (xg — 9, 29 + ) bodu xg) takové, ze

pro vSechna z takova, ze 0 < |x —xo| <d je |f(x)—L|<e. (2)

g

z€0(zo)\{zo} f(x)gO(L)
[
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Zkracené lze Definici 4 prepsat jako

Ve>03d>0tak, zeVo: 0<|z—xo| <0 = |f(z)—L|<e.

Piiklad 15. Ukazte z definice, ze lim, ,3(3z + 1) = 10, viz obr.

Reseni. Bud e > 0 libovolné. Chceme najit ¢islo § > 0 takové, aby |y — 10| < &, kdykoliv bude
0 < |z—3| <d. Tedy

Bz +1)—10) <&, 1. [PBr—9<e |x—3|<§.

Staci tedy vzit | § := £ |, pfipadné libovolné jiné 4 spliujici 0 <0 < 2.

wlm

Definice 5 (Vlastni limita v nevlastnim bodé&). Bud zy = co, L € R. Potom
lim f(z) =L,
T—>00

pokud pro kazdé € > 0 (toto ¢islo £ urcuje okoli O(L) = (L — ¢, L + ¢) bodu L) existuje a > 0 (toto
¢islo a uréuje okoli O(c0) = (a, o0) bodu o) takové, ze

pro vSechna z > a je |f(z) — L| < e. (3)
2€0(0) f(z)eO(L)

Bud zy = —o0, L € R. Potom
lim f(z) =1L,
Tr—r—00

pokud pro kazdé e > 0 (toto ¢islo & urc¢uje okoli O(L) = (L — ¢, L + ¢€) bodu L) existuje b < 0 (toto
¢islo b urcuje okoli O(—o0) = (—00,b) bodu —o0) takové, ze

pro véechna g <b je |f(x)—L| <e. (4)
@€0(~c0) J(@)€o(L)
0

Priklad 16. Ukazte z definice, ze limxﬁoo% =0, viz obr.

Reseni. Bud € > 0 libovolné. Chceme najit &islo a > 0 takové, aby |y — 0| < &, kdykoliv bude z > a.
Tedy

. 1 . 1
—<eg b —=<eg ). T>-.
x x €
Staci tedy vzit |a := é , pripadné libovolné jiné a splnujici a > % [
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Priklad 17. Urcete limitu posloupnosti a,, = (1 + %)n pro n — oo.

Reseni. Ukéze se, ze je tato posloupnost rostouci a shora ohrani¢ena a tudiz m4 limitu. Tuto limitu
ozna¢ujeme symbolem e a nazyvame ji Eulerovym ¢islem (zdklad ptirozenych logaritmu). Je tedy

1 n
lim (1 + —) =e].
n—oo n

Vice ve skriptech prof. Slovaka (str. 153-154). O

Podobné interpretujeme

— nevlastni limitu ve vlastnim bodé (zy € R, L = +00),
— nevlastni limitu v nevlastnim bodé (z¢ = o0, L = £00).

Ve vlastnich bodech x( se mizeme blizit k bodu z( také jen zprava nebo jen zleva, tj. v Definici 3
pouzijeme v podmince (1) pouze pravé ryzi okoli bodu xy nebo pouze levé ryzi okoli bodu x.
Dostavame pak pojmy limity zprava a limity zleva:

Definice 6 (Limita zprava/zleva). Bud z;, € R, L € R*. Funkce f(z) mé v bodé x( limitu zprava
rovnu ¢islu L, piseme

lim+ f(z) =1L,

[L’—XEO

pokud pro kazdé okoli O(L) bodu L existuje § > 0 tak, ze
pro vSechna = € (zo,z9 + ) je f(z) € O(L). (5)

Funkce f(x) ma v bodé xy limitu zleva rovnu ¢islu L, piSeme

lim f(z) =L,

$—>IO

pokud pro kazdé okoli O(L) bodu L existuje 6 > 0 tak, ze
pro vSechna = € (zo — 0, x) je f(x) € O(L). (6)

Priklad 18.

(a) Pro funkci sgnx (,signum*=znaménko, viz obr.) definovanou jako

1, pro x > 0,
sgnx =< —1, pro x < 0,
0, pro x =0,
plati
lim sgnz =1, lim sgnx = —1.
z—0F z—0~
(b) Pro funkci < plati (viz obr.)
.1 o1
lim — = oo, lim — = —cc.
z—0tT T z—0~ T
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A kdy limita neexistuje? Pokud méa funkce v bodé zy a jeho okoli nasledujici chovani:

e skok — funkce méa obé jednostranné limity vlastni, které jsou ale rizné (viz Ptiklad 18(a)),

e  nekonecény* skok — funkce ma obé jednostranné limity, pficemz alespon jedna z nich je ne-
vlastni (tj. £00), tyto jednostranné limity jsou ale rizné (viz Piiklad 18(b)),

e oscilace — napf. funkce f(x) = Sin% v bodé z¢ = 0, viz obr.

Priklad 19. Funkce
pro z € Q (tj. pro x racionalni),
q() = 0, pro x ¢ Q (tj. pro z iracionalni),
nema limitu v zadném bodé zy € R*, protoze v libovolném okoli zvoleného bodu z( se nachazeji jak

racionalni tak iracionélni ¢isla a tedy tato funkce zde nabyva hodnot 11 0 (a tedy zde nemize mit
limitu). O

V nésledujicim si priblizime nékteré zakladni vlastnosti limit.

Véta 2 (Vlastnosti limit).
(i) Funkce f(x) md v bodé xy € R* nejuyse jednu limitu.
(ii) Ma-li f(x) vlastni limitu L € R v bodé xy € R*, potom je f(x) na néjakém ryzim okoli bodu
To ohranicend.
(i) Limita existuje prave kdyz existuji obé jednostranné limity a jsou si rovny, tj.

lim f(z) =L & lim f(r) =L = lim f(x).

T—=T0 = T

Véta 3 (Vlastnosti limit). Jsou-li
lim f(z) =L, lim g(z) = M,

T—T0 T—T0
kde L, M € R (pouze vlastni limity!) a xo € R*, potom
lim [f(z) + g(z)] = L+ M, (7)
T—T0
lim f(z).g(x) = L. M, (8)
T—T0
- flz) L
lim —= = — kud M
Sy T A Pok #0, (9)
lim |f(z)| = | lim f(z)|=|L]. (10)
T—rT0 T—T0

Véta 4 (O tiech limitach). Necht xy, L € R*. Je-li g(x) < f(x) < h(z) na néjakém ryzim okoli
bodu xy a je-li
lim g(z) = L = lim h(z),

r—xQ T—T0
potom také existuje limita funkce f(z) a je rovna ¢islu L, tj.
lim f(x)= L.

T—T0
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Priklad 20. Rozhodnéte, jestli ma funkce x sin% limitu v bodé zy = 0.

Reseni. Protoze je funkce sinx ohranicend (jednickou shora a minus jednickou zdola), pro = # 0
plati nerovnosti

1
—lz| < zsin— < |z|.
x

A protoze lim, o || = 0, existuje podle Véty 4 také limita funkce x sin% a plati

lim zsin — = 0.
z—0 x

Poznamka 1. Vsechny vlastnosti limit uvedené ve Vétach 2, 3 a 4 plati i pro jednostranné limity,
tj. pro limity zprava a zleva. U

Poznamka 2. Pro vypocet limit pouzivame znaceni pro ,typ“ dané limity, napf. ‘typ g‘, |typ %‘,

‘typ % , }typ =], atd. Typ dané limity zjistime tak, Ze dosadime do daného vyrazu ptimo limitni
hodnotu x = zy. Kupftikladu

im %% Jep 2 = 0

im -1 =0.

a2 12 + 4 YPg

O

2.5. Spojitost. Spojitost funkce je dtlezitym znakem jejiho chovani. Uvidime, Ze spojité funkce
maji témer vsechny ,dtlezité” vlastnosti.

Funkce f(x) je spojita v bodé xy € R, jestlize existuje v tomto bodé vlastni limita L, v bodé x
existuje funkéni hodnota f(xy) a tyto dvé ¢isla jsou si rovny, tj. pokud

lim f(@) = f(ao)

Spojitost zprava a spojitost zleva v bodé xy se definuje stejné, ale s pomoci jednostranné limity,
tj.

lim f(z) = f(z0), lim f(z) = f(xo).

{L‘*}IEO 2?*)1’0

Priklad 21. Funkce (viz obr.)

(2 —z, pro z € [0, 1),
2, pro x € [1,2),
1, pro xr = 2,
f@) =1, proz € (2,3,
5—x, pro x € (3,4),
| 2, pro x =4,

je
e spojitéd v kazdém bodé z € [0,4] kromé x = 0, 1,2, 4,
e spojité zprava v kazdém bodé x € [0, 4] kromé z = 2,4,
e spojité zleva v kazdém bodé x € [0, 4] kromé = = 0,1, 2, 4.
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Véta 5 (Vlastnosti spojitych funkci).
(1) Jsou-li funkce f(z) a g(x) spojité v bodé xo, pak jsou zde spojité i funkce

M o X
(FE9)@), fa)-ge), 5 progle) £0

(ii) (Véta o zdmeénnosti limitniho prechodu a funkce.) Necht xy € R*. Je-li lim, .., g(x) = M a
je-li funkce f(y) spojitd v bodé yo = M, potom

lin f(g()) = £( lim g(x)) = F(M).

T—T0

(iii) (Spojitost slozZené funkce.) Je-li funkce g(x) spojitda v bodé xo a je-li funkce f(y) spojitd v
bodé yo = g(xg), potom je slozend funkce (f o g)(x) = f(g($)) spojitd v bodé xg.

Vsimnéte si, Ze vlastnost (10) je specidlnim pfipadem Véty 5(ii), protoze je |x| spojité funkce.

Priklad 22. Ve Vété 5(ii) mize existovat lim,_,, f(g(z)) i v piipads, Ze lim,_,,, g(x) neexistuje.
Napf. pro g(z) = sgnz a f(y) = y? plati, ze lim, .o sgn r neexistuje, ale piesto je

. 1 2 _ . o
lim f(g(x)) = lim(sgnz)” = lim 1 = 1.

Priklady spojitych funkeci:
e konstantni funkce f(z) = C (v kazdém bodé = € R),
e polynom P(z) (v kazdém bodé = € R),
e raciondlni lomend funkce R(z) = 2% (v kazdém bodé z € D(R), tj. v kazdém bodé z, kde

Q)
Q(x) #0),

e trigonometrické funkce (vSude, kde jsou definovany).

Spojitost funkci 1ze dobfe vyuzit k vypoctu limit — prostym dosazenim.

Piiklad 23.
lim (2% + 27) = (—1)* +2(=1) = —1, lim cos 7 = cos 0 = 1.

r——1 z—0

V nasledujicich prikladech uvadime tzv. zdkladni limity.

Priklad 24. Urcete
. sinz
lim
z—0 X

Reseni. Dosazenim za x = 0 dostaneme, Ze tato limita je typu |%|.

Pro z € (0, §) plati
sinz <z <tgx (viz obr.).
A protoze je pro tato x hodnota sinz > 0, je
T 1 sin x

- < ) tj. cosr < —— < 1.
sinz  cosw x

1<
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JelikoZ je funkce cosz spojita (v nule), obé strany nerovnosti se pro x — 07 blizi k 1, a tedy podle
véty o tfech limitach (Véta 4) je

sinx

lim =1.

z—0t X
sinx
T

Protoze je funkce suda, existuje také limita zleva a je rovna 1, tj.

lim sinz 1 — Tim sin x Véta:g(iii) lim sinz 1l (11)
r—=0- X z—0t X z—=0 7
O
Priklad 25. Urcete
. 1—cosx
lim ——.
x—0 x
Reseni. Dosazenim za x = 0 dostaneme, Ze tato limita je typu |%|.
.1 —cosz . 1—cosz 1+cosx . 1 —cos®zx 1
lim —— = lim . = lim .
z—0 T z—0 T 1-+coszx z—0 T 1+ cosz
) .
1 1 1
— lim (222 —lim [ 22 sing o —— ) =1.0.==0.
z—0 T 1+ cosx z—0 T ~~ 1+ coszx 2
N~ —0 N’
—1 1
3
Proto je
1 —
lim — 2% g, (12)
x—0 €T
OJ
Priklad 26. Urcete
et —1
lim
z—0 x

Reseni. Dosazenim za x = 0 dostaneme, ze tato limita je typu |g|.

Pomoci nerovnosti
x . x
r+1 = <1+1—2$’
neboli (viz. soubor <limita e na x.pdf>)
1 e’ —1 1
r+1 ST Sioaw
dostaneme z véty o t¥ech limitach (Véta 4), ze

1+

pro z € (0,3),

pro z € (0, 3),

lim &1 1,
z—0t T
Podobné, plati
1 e’ —1 1

< < € (—3,0
1— 2z T r+1 pro 2 € (=3,0),


https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2007/MB102/um/limita_e_na_x.pdf?fakulta=1433;obdobi=3524;kod=MB102
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a tedy podle véty o tiech limitdch (Véta 4) plati

et —1
lim =
r—0— a

1.

Celkové tedy podle Véty 2(iii) je

—1). (13)

Priklad 27. Urcete

lim In(1+ x)
x—0 €

Resend. 7 Prikladu 26 mame, Ze pro malé z je e* — 1 ~ z, tedy je e* ~ 1 + z. Logaritmovanim obou
stran dostaneme, ze = ~ In(1 + z). Tedy plati, zZe

In(1
g 2 +2) ) (14)
x—0 x

O
Priklad 28. Urcete

Coat—1

lim

x—0 x

Reseni. Dosazenim za x = 0 dostaneme, ze tato limita je typu |g|.

Pomoci rovnosti a® = " = ¢* '@ dostaneme
at —1 e’ Ina 1
lim = lim -Ina =1Ina,
=0 =0 xlna
-1
a tedy je
a® —1
lim =Ina (15)
z—0 €T
Vsimnéte si, Ze nyni je limita (13) specidlnim pfipadem limity (15) pro a = e. OJ

Priklad 29. Urcete
. log,(1+x)
lim =4~~~
z—0 x

Reseni. Dosazenim za x = 0 dostaneme, ze tato limita je typu |%|.

Pomoci rovnosti log, (1 + x) = % dostaneme
1 1 In(1 1 1
lim log,(1 + ) = lim n(l+2) : = :
20 x z—0 x Ina Ina
——

—1
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a tedy je
1 1 1
li 28 +0) 1} (16)
z—0 x Ina
Vsimnéte si, Ze nyni je limita (14) specidlnim pfipadem limity (16) pro a = e. 0

Spojitost na intervalu — Bud I C D(f). Funkce f(z) je spojitd na intervalu I, je-li spojita v kaz-
dém vnitinim bodé intervalu I a pat¥i-li levy/pravy krajni bod do intervalu 7, je v ném f(z) spojita
zprava/zleva. PiSeme

fecC(), pripadné f € Cla,b], pokud I = [a,b].

(Pismeno ,,C“ pochézi z anglického continuous=spojity.)

Priklad 30.
(a) f(x) = V4 — a2 (viz obr.), f(z) je spojita na intervalu [—2,2], tj. f € C[—2,2].

(b) f(x) =% (viz obr.), f(x) je spojité na intervalu (—oo,0), na intervalu (0, 00), ale neni spojita

na intervalu (—oo, 00) (na R).

(c) Vsimnéte si, ze spojitost funkce na intervalech (—oo,0) a [0, 00) stale jesté nemusi stacit pro
spojitost na celém R. Napf. funkce (viz obr.)

fa) = { (1), pro x < 0,

, pro x > 0,

je spojitd na kazdém z intervall intervalech (—o0,0) a [0, 00), ale neni spojitd na R.

Véta 6 (Weierstrassova). Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu [a,b], tj. na uzavieném konecném
intervalu, potom je na tomto intervalu ohranicend a nabyvd v ném své neymensi a nejvétsi hodnoty
(viz obr.).

Diikaz. Je zalozen na principu suprema a infima. O

Poznamka 3. Zadné z podminek ve Vété 6 nemiize byt vypusténa, protoze by pak existence nejmensi
nebo nejvétsi hodnoty v daném intervalu nemusela byt zarucena, jak ukazuji nasledujici priklady.

(a) Interval musi byt kone¢ny. Napt. f(x) = x na uzavieném intervalu [0, c0) nabyva své mini-
mum v bodé z = 0, ale nenabyva zde své maximum. Navic je tato funkce neohranicend. (Viz
obr.)

(b) Interval musi byt uzavieny. Napf. f(z) = I na intervalu (0, 1] nabyva své minimum v bodé
x = 1, ale nenabyva zde své maximum. Navic je tato funkce neohranic¢ena. (Viz obr.)

(c) Interval musi byt uzavieny. Napi. f(z) = z na intervalu (0,1) nenabyva v tomto intervalu
své minimum ani své maximum, ale tato funkce je ohranic¢ena. (Viz obr.)

O
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Véta 7 (Bolzanova). Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu [a,b], tj. na uzavieném konecném in-
tervalu, potom f(x) nabjvd v tomto intervalu vSech hodnot mezi svou nejmensi a nejuétsi hodnotou
(viz obr.). Tj. oznacime-li m := min f(x) a M := max f(x), potom pro kaZdou hodnotu y € [m, M]
existuje (alespon jedno) c € [a,b] tak, Ze plati f(c) =vy.

Volbou y = 0 v predchozi vété dostaneme nasledujici.

Dusledek 1. Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu [a,b] a magji-li hodnoty f(a) a f(b) riznd zna-
ménka, pak ezistuje bod ¢ € (a,b) tak, Ze plati f(c) = 0, tj. rovnice f(x) = 0 md v intervalu (a,b)
alespori jedno teseni (viz obr.).

Véta 8 (O spojitosti inverzni funkce). Je-li funkce f(z) spojitd a ryze monotonni (tj. stdle
sroste” mebo stdle ,klesd“) na intervalu I, potom je také inverzni funkce f~1(x) spojitd a ryze mo-
notonni na intervalu J := f(I).

7 vyse uvedené véty plyne spojitost cyklometrickych funkci arcsin x, arccos x, arctg x, arccotg z, a
dale spojitost logaritmickych funkeci.

2.6. Body nespojitosti. Rozlisujeme nésledujici typy nespojitosti (v bodech x4 € R):

1. Odstranitelna nespojitost — existuje vlastni limita lim,_,,, f(x), ale tato limita je rtzna od
f(zo) (pfipadné f(x¢) neni vibec definovana). Tento typ nespojitosti lze ,odstranit” prede-
finovanim (pfipadné dodefinovanim) hodnoty f ().

Priklad 31.

(a) Funkce
2% —4
mé v bodé xy = 2 odstranitelnou nespojitost (v podstaté je f(z) = x + 2 pro = # 2).
(b) Funkce .
sin
flw) ==

ma v bodé xy = 0 odstranitelnou nespojitost.
O

2. Skok (téz nespojitost prvniho druhu) — existuji vlastni jednostranné limity lim, S f(z) a

lim, - f (x), ale tyto jednostranné limity jsou rtizné (pfitom viibec nezdleZi na hodnoté

f (o).
Piiklad 32. Funkce f(z) = sgnx mé v bodé xy = 0 nespojitost typu skok. O

3. Nespojitost druhého druhu — alespon jedna jednostranna limita je bud nevlastni nebo neexis-
tuje.

Priklad 33. Funkce |

1
f@) =5 @) =sin-

maji v bodé xg = 2 nespojitost druhého druhu. O
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2.7. Derivace. Jako motivaci uvedme vypocet nasledujicich limit.

Priklad 34.

” ’ (z—1)(x+1)
.oxt—1 . (r—=1)(z+1 )
iy R e
(b) )
. 2t —4 e (@=2)(x+2) _
M |Po| T oo b tYs
(c) .
lim =" typ —' = lim (z = o) (x + o) = lim (z + ) = 2.
r—z0 T — T 0 T—T0 T — Xo T—T0
U

Priklad 35.

(a) 1 1
- — 0 — 1-— -1
lim = typ ~| = lim —*5 = lim L im =1
z—1qx —1 0 z—1 xl z—1 (x — 1) z—1
(b) 11 2
1_1 2z 2 -1 1
lim &—2 |typ —| = lim sz =1 < lim =—-
=2 r — 2 0 —2 xT =2 20 (x - 2) 2 21 4
() o
1_ 1 20T — —1 1
lim == |typ —| = lim -~ = lim 7T im = = ——.
Tz T — T 0]  z—wo 5520 a=wo 320 (T —T9) @m0 X g
0
Definice 7 (Derivace). Necht zo € D(f). Pokud existuje
lim J@) = J(@o) (vlastni nebo nevlastni), (17)

T T — Xg
nazyvame tuto limitu derivaci funkce f(x) v bodé zg a zna¢ime f’(zy). Je-li tato limita nevlastni (t;
U

+00), nazyva se f'(xo) nevlastni derivaci funkce f(z) v bodé x.

Jiné terminologie je diferencovatelnost funkce f(z) v bodé x.
Co je to vlastné ,derivace” v bodé xy?

1. Analyzujme diferen¢ni podil (viz obr.)
f(z) — f(xo) . smérnice se¢ny prochézejici body
= =tgy =

M = [zg, f(z0)] a N = [z, f(z)]

r — 2o




22

2. Pokud se z blizi k xqy (tj. bod N se blizi k bodu M), se¢na M N se stava tecnou v bodé M,

a tedy je
f'(z0) = lim M — [smérnice tecny | v bodé M = [zy, f(x0)].
T—T0 €T — :EO
Piiklad 36. Funkce f(z) = % ma v bodé zy = 1 tecnu, kterd ma smérnici a = —1. A proto je také
f'(1) = —1, srovnejte s Piikladem 35(a). O

Poznamka 4.
(i) Derivace f'(xo) (jako limita) je vzdy limitou typu §.

(ii) Pokud nahradime limitu ve vyrazu (17) jednostrannymi limitami, dostaneme definici derivace
zprava a derivace zleva v bodé x, tj.

£ (zo) = lim 1\ " T1T0)
+( ) m—ma' T — x() ' m—)zg xr — ZL‘O

Ztejmé pak f'(x¢) existuje < existuji f’ (zo) a f’(z0) a tyto jednostranné derivace jsou si
rovny.

(i) Kazda funkce ma v libovolném bodé xy nejvyse jednu derivaci.

(iv) Hodnota f’(x¢) popisuje rychlost zmény funkce f(x) v bodé z, (rtist nebo pokles a souc¢asné
velikost tohoto rustu nebo poklesu).

(v) Polozime-li h := x — xy, dostaneme

F(x) = lim 210 | iy

z—xz0 T — X h—0

(18)

f(zg+h) — f(xo)
5 .

(vi) Aby mohla mit funkce f(x) derivaci v bodé zy, musi byt definovina na néjakém okoli bodu
zo (véetné bodu xg)!

(vii) f’(zo) nékdy piseme jako %(a:o), nebo jako f'(x)|

r=x0"

Poznamka 5. Rovnice tecny ke grafu funkce f(z) v bodé [z, f(x¢)] je pak
y—yo = f'(v0) (x — ),  kdeyo = f(z0).

Priklad 37. Uréete smérnici teény a rovnici te¢ny funkee f(z) = X v bodé zy = 2.
Resend. 7 Piikladu 35(b) vime, ze f'(2) = —1, tedy smérnice tecny v bodé zy = 2 je a = —1.

Protoze je f(2) = 3, je podle Pozndmky 5 rovnice tecny v bodé zg = 2

1 1 1
= (z—-92)., ti. y=——z+1.
=5 4® )ty Y
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Priklad 38. V Prikladech 34 a 35 jsme vlastné odvodili vztahy

(2%)'] = 2x = /
T=zo 0> T

r=x0

U

7 geometrické vlastnosti, ze derivace je smérnice te¢ny, mizeme tedy odvodit nasledujici pravidla:

(x)"x:xo =1, (ax + b)'|w:zo = a, (k)”x:xo =0.
Priklad 39.
3 _ .3 o 2 2
(z%)| _. = lim Ty @)@ T L) (2° + x o + 25) = 33,
T=To T—x0 T — X T—T0 T — Xg T—x0
O
Podobné lze odvodit takové pravidlo pomoci rozvoje pro z™ — xj (kde n € N), tj.
" —xp
ny\/ — i 0:___: n—1 ti. n\/ — nfl' 19
(x ) |x=mo xi)na?lo T — Xg o J <:C ) }:p:zo n ( )

Porovnejte tento vysledek s definici derivace polynomu v odstavei 1.3.

Priklad 40. Urcete derivaci funkce f(z) = y/z v bodech x¢ € D(f).

Reseni. Ziejmé je D(f) = [0,00). Pro zp > 0 je

o) = fim MR i (VR VR

Tr—rTQ T — J/’O T—T0

. r — X
= lim

w35 (2 — 0) (v + /o)

1 1
mLIleo \/E—i- v/ Lo 2«/.1'0

Pro 2y = 0 derivace neexistuje (je to krajni bod defini¢niho oboru, a tudiz v ném neexistuje limita
— existuje zde pouze limita zprava). Vypoétéme tedy derivaci zprava:
,  NVT—=v0 o T 1
0)= lim —— = lim — = lim — = oo.

z—0t z—0t T z—0t

Funkce f(z) = /= tedy ma v pocatku nevlastni pravostrannou derivaci f’, (0) = oo, neboli tecna v
bodé zy = 0 je svisla pfimka. 0

Pokud se na bod zy budeme divat jako na ,proménnou”, potom miizeme derivaci chapat jako
zobrazeni, které kazdému bodu x pfitadi hodnotu f’(z) (pokud je tato hodnota vlastni). Tedy f'(x)
je opét funkce proménné x, ptricemz pro jeji defini¢ni obor plati, ze

D(f") € D(f).

Priklad 41. V Prikladu 40 je D(f) = [0,00) a D(f’) = (0, 00), prestoze f’ (0) existuje (ale jen jako
nevlastni derivace). O
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Tedy prozatim odvozené vztahy pro derivace mizeme shrnout jako

(@") = na"!, n €N, (1) -1 war-= ﬁ

Ma-li funkce f(x) derivaci v kazdém bodé mnoziny (napf. intervalu) I, pak fikdme, ze f(z) je
diferencovatelna na I. Napf. x™ je diferencovatelna na R, nebo % je diferencovatelna na (0, 00) a na
(—00,0).

Normala ke grafu v bodé z( je pfimka, ktera prochazi bodem [z, f(x¢)] a je kolma na tecnu (viz
obr.). Je-li a; smérnice teény a ay smérnice normély, potom plati vztah

ay.ag = —1/.
Priklad 42. Urcete rovnici tecny a normély ke grafu funkce f(x) = 2* v bodé zy = 1.
Reseni. Te¢na: ProtoZe je smérnice tecny v bodé zp = 1 rovna f'(1) = (4:1:3)|9[/:1 = 4 a protoze je

f(1) =1, podle Poznamky 5 je rovnice te¢ny
y—1=4(x—-1), tj. y=4z-—3.

Normala: Protoze je smérnice normaly v bodé x¢y = 1 rovna ay = —ﬁ = —i a protoze i normala
(stejné jako tecna) prochézi bodem [z, f(x¢)] = [1, 1], je rovnice normély
1 1 5
—1l=—(z—-1 tj. =—= =.
Y J@=1, i y=—gat g
OJ

Priklad 43. Urcete zda mé funkce f(z) = |z| v bodé xy = 0 derivaci.

Resend.

— 0

1(0) = lim = 10] = lim Jzl = limsgnz ...limita neexistuje.
=0 r—10 =0 I z—0

Funkce |z| nemé v poc¢atku derivaci. Pochopitelné, protoze miti derivaci = miti (pravé jednu) tecnu.

Na druhou stranu, mtizeme vypocitat jednostranné derivace v pocatku:

PR ]t (4] RS - I
BO= 0 %o S T T AR e Tt
. — 10| .z . —r
r0) = tim IO B 2T ey — 1
FO) =t S =T =5 =ity
Tedy tyto jednostranné derivace jsou rizné, a proto podle Poznamky 4(ii) neexistuje f’(0). O

Derivace v praxi




25

1. Je-li s(t) poloha hmotného bodu na pfimce v ¢ase ¢, potom je vyraz
celkova draha  s(t) — s(to)
celkovy Gas  t—t

roven prumérné rychlosti za ¢asovy tsek [to,t]. Zfejmé je pak
t) — s(t
tim SO 500) _ )
t—to t— 1o

rychlost v okamziku ¢y, a tedy je

v(t) = $§'(t), ’rychlost je derivace dréhy‘.

Zde je nutné vzit v uvahu, ze rychlost v(t) ma znaménko, tj. v(t) > 0 ve sméru pohybu, kdy
se s(t) zvétsuje a v(t) < 0, kdyz se s(t) zmensuje.

2. Protoze je zrychleni a(t) zména rychlosti, podobné plati, Ze

tim 2= 0000) )

t—to t—to

je zrychleni v okamziku ty, a tedy je

a(t) ='(t), ’zrychleni je derivace rychlosti|.

3. Protoze plati, ze

, zmeéna prace
vykon = ————,
zména casu

je

P(t) =W'(t), ’V)’/kon je derivace préce|.

4. Protoze plati, ze
zména elektrického naboje

elektricky proud =

)

zména ¢asu
je

I(t) =Q'(t), ’proud je derivace naboje |.

2.8. Vlastnosti a pravidla derivaci. V tomto odstavci odvodime zakladni vlastnosti funkce a jeji
derivace a pravidla pro pocitani derivaci.

Véta 9. Md-li f(x) v bodé xy vlastni derivaci f'(xy), potom je funkce f(x) spojitd v bodé xy.

Diikaz. Checeme ukazat, ze lim, ., f(x) = f(xo). Protoze existuje vlastni f'(zg) je

Jim f(o) =t [£(o) ~ o) + fGow)] = Jin (HDZLE ) 1 ) )
= P o) —0 — f(xo0)
= f'(x0) .0+ f(xo) = f(xo).
Je tedy f(z) spojita v bodé z. O

Z Véty 9 plyne, ze pokud je funkce f(z) nespojitd v bodé xg, pak v ném nemtize mit derivaci.

Priklad 44. Funkce sgnz je nespojita v poc¢atku, a proto zde nemé (vlastni) derivaci. 0
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Pozor! Opacné tvrzeni k Vété 9 neplati, tj. ze spojitosti v xy neplyne existence derivace v bodé x.

Prikladem je funkce |z| v bodé zy = 0.

Pokud méa funkce nevlastni derivaci v bodé zy, tak stale jesté mutze byt spojitd v xy. Obecné
pravidlo jako ve Vété 9 ale k dispozici neméame.

Priklad 45.

(a) Funkce f(z) = ¢/z je zfejmé spojitd v bodé zy = 0 (dokonce na celém R). Pfitom

P | B/ | 1]
f(O)—iliI(l) z—0 _slnli% T _:}clir(l)\‘?’/ﬁ typ()Jr -

Tato funkce mé tedy v pocatku nevlastni derivaci (tecna je svisld pfimka = osa y, viz obr.)
a pritom je spojita.

(b) Funkce f(z) = sgnx je nespojitd v bodé xy = 0. Pritom

, . sgnzr—sgnl0 . sgnx 1 i B
f+(0) N xlif(r)l‘*' x—0 N :rlgf(r)l‘*' X B IILI(I)I_'_ X typ 0+ oo
= —1 -1
f7(0) = lim sgue —sgnl _ lim 222% — jim = typ —| = oo,
z—0~ x—0 z—0- T =0~ T 0~

a tedy také f'(0) = oo existuje. Tato funkce ma tedy v poc¢atku nevlastni derivaci a pfitom
je zde nespojitd (nemd teénu v pocatku).

O

Véta 10 (Pravidla pro derivace). Necht maji funkce f(z) a g(x) vlastni derivaci v bodé x. Potom
plati nasledugici pravidla.

(i) Pravidlo konstantniho ndsobku:

(ii) Pravidlo souctu a rozdilu:

(ili) Pravidlo soucinu:

(iv) Pravidlo podilu:




27

Diikaz. Pravidla (i) a (ii) jsou trividlni z definice derivace (jako limity). Ukazeme pravidlo sou¢inu:

(f ) g)/(l’o) _ xh_glo f($) g($?t—_];(0$o) .g(:L‘O)
i L) -9(0) = f(0) - 9(2) + f (o) - 9(2) = f(0) - g(0)
_ hm{w.@jLw_%iim}

o) —g(xo) —f(zo0) o (r0)

= f'(w0) - g(w0) + f(20) . 9 (20),

pti¢emz jsme pouzili Vétu 9 pro spojitost funkce g(x) v bodé xy. Pravidlo podilu se ukiZe podobné,
jako pravidlo soucinu. O]

T—TQ

Piiklad 46.
(22° +3x +1) =2(2*) +3(x) + (1) =2.32° +3.1+0 = 62° + 3,

(
<x2+1> (¢ + 1) (2 12( +1) (@ — 1)

22 —1 (2 —1)?

C2z(@?—-1)— (2 + 12 4z

N (22 —1)? (@ =D

1
(Vz x2)/ = (Vo) . 22 +Vr. (Y = —=. 2"+ 1.2z
2\/x
1 5 5
= EZL‘% +227 = 51‘% =3 x3.
Vsimnéte si, ze posledni uvedeny piriklad ma na levé strané (xg)/ O

Priklad 47. Uvazujme soukoli tii ozubenych kol, pficemz kolo A ma 12 zubt, kolo B mé 4 zuby a
kolo C' méa 6 zubu (viz obr.). Jestlize kolo A udéla y otacek, kolo B udéla u otacek a kolo C' udéla «
otacek, potom plati

1 3 todv i 13 1
=-u u=—x, atedy je = _—U=-—T = —1.
Y 3 5 Y ) 3 39 5
Velikost zmény y ke zméné u je ziejmé %, velikost zmény u ke zméné x je zreJme , & proto velikost

< xox o i1.3 _ 1
zmény y ke zméné z je 5 - 5 = 3.

Ukézali jsme tedy, ze pri sklddani funkci se velikost zmén (= derivace) nasobi. O

Véta 11 (Derivace slozené funkce). Ma-li funkce y = f(u) derivaci v bodé ug := g(zo) a funkce
u = g(x) derivaci v bodé¢ o, potom md sloZend funkce y = (f o g)(z) = f(g(z)) derwvaci v bodé zg
a plati

(fo9) () = f'(uo) -9 (z0) = f'(g(x0)) - 9 (0)-
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Priklad 48. Urcete derivaci funkce Va2 + x.
Reseni. Ozna¢me f(u) = +/u a u= g(x) = 2°> + x. Potom je f'(u) = #ﬂ a ¢'(x) =2z 4+ 1. A proto
je podle Veéty 11

1 2z +1
\/$2+l’/:—'2$+1 = —
( ) 2\/& ( )u:x2+a¢ 2 /$2+£L'

O
Slozenou funkci je vyhodné derivovat podle pravidla vnéjsi funkce a vnitini funkce:
/ / /
x = x . x
[ f( g )] f'(9(x)) J'(x)
vnéjsl  vnitini derivuj Vné']éi derivuj
nechej jako vnitini
argument vnitini
Priklad 49.
1
(Vs +a2 vz +1) = (32 + 22 + 1),
2Va3 + 22 + o+ 1
r+x =2 +x).(2r+1)=4r" + 02" + 2x.
2 27/ 2 2 2 1 4 3 6 2 2
Vsimnéte si, ze posledni uvedeny priklad lze spocitat i pfimo
(2% + 2)?) = (2* + 22° + ) = 42® + 627 + 24,
nebo podle pravidla soucinu
(2 +2)Y =[(2* +2). (2* +2)) = 2r+1). (2* +2) + (2 + 7). (22 + 1) = 42° + 627 + 2.
O

Druhé derivace funkce f(z) v bodé xq se definuje jako derivace funkce f'(x) v bodé xo, tj. f"(x) :=

()]

Podobné definujeme n-tou derivaci funkce f(z) v bodé gy jako derivace funkce f"~V(z) v bodé
w0, tj. [0 () = [0 ()]

Priklad 50.

O

Posledni pravidlo, které budeme pro derivovani potfebovat, je pravidlo pro derivaci inverzni funkce.
Jak jiz vime, funkce f m4 inverzni funkci f~! pouze pokud je f(x) prosta (injektivni v terminologii
MB101), tedy na zadaném intervalu bud stéle roste nebo stéle klesa (tj. je tzv. ryze monotdénni).
Slozeni funkce f a jeji inverze f~! (v libovolném poradi) dava identické zobrazeni a tudiZ jsou grafy
funkce f a jeji inverze f~! soumérné podle piimky y = z (tj. podle osy 1. a 3. kvadrantu).

Jelikoz budeme nyni primarné studovat vlastnosti funkce inverzni f~!, oznacime si tuto funkci v
proménné z, tj. inverzni funkce f~! bude zadéna jako piedpis y = f~'(x) na svém defini¢nim oboru
D(f~1) = J. Nezndmé vlastnosti (zejména tedy derivaci) inverzni funkce f~!(z) vyjadfime pomoci
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derivace ,,ptivodni® a tudiz znamé funkce f, kterou si oznacime v proménné y. Tj. ,,ptivodni“ funkce je
déna predpisem x = f(y) na svém defini¢nim oboru D(f) = I = f~!(J), neboli D(f~) = J = f(I).

Priklad 51. Zajimaji nas vlastnosti (napf. derivace) funkce /. Tato funkce je inverzni k funkeci 3.

Oznacime si proto tuto inverzi v proménné =, tj. | f~'(x) = Vx|, a ,ptivodni® funkci v proménné v,

tj. | f(y) ="

Potom budeme moct vyjadiit derivaci funkce /= pomoci derivace ,ptivodni“ funkce f(y) = y3,
tj. pomoci f'(y) = 3y>. O

Véta 12 (Derivace inverzni funkce). Je-li funkce x = f(y) spojitd a ryze monotonni na intervalu
J a je-liyg € J vnitini bod tohoto intervalu takovy, Ze f(y) ma derivaci (vlastni nebo nevlastni) f'(yo)
v bod€ yo, potom md inverzni funkce y = f~!(x) derwaci (f7')(x¢) v bodé xy := f(yo). Pro tuto
deriwaci plati nasledugici:

(i) Je-li f'(yo) # 0, potom je

(f ) (z0)

11
-~ flwe)  F(F M (@0)) |

(i) Je-li f'(yo) =0, potom je (f~')'(xo) nevlastni a pFitom
(f ) (o)
(f ) (a0)

00, pro f(y) rostouct,

—00, pro f(y) klesagici.

Diikaz. Oznacme jako
¢ = (zndmy) smérovy thel tecny ke grafu funkce x = f(y) v bodé [yo, 0]

vzhledem ke kladnému sméru osy y,

Y = (neznadmy) smérovy thel teény ke grafu funkce y = f~*(z) v bodé [z, yo],

vzhledem ke kladnému sméru osy z,

pricemz plati, ze | tg = f'(yo) | je zndmé hodnota a my chceme urcit nezndmou hodnotu

tgv = (f71)'(x0) |-

Vzhledem k tomu, Ze ¢ + 1 = § (viz obr.), je pro tgy # 0

sin(§ —¢)  sing cosp —cosgsing  cosg

to) =tg [ = — =
v = tg (2 ('0) cos(5 — ) cosy cosp+sing sing  sing

1
=cotgpp = —,
tgy
nebot sin § =1 a cos § = 0. Je tedy
1
N () = :
U™ o) f"(wo)

Je-li tgp = 0 (tecna ke grafu puvodni funkce z = f(y) je vodorovnd), potom je tecna ke grafu
inverzni funkce y = f~!(z) svislé, tj. (f~1) (7o) je nevlastni. O
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Poznamka 6. Derivaci inverzni funkce lze také odvodit z pravidla pro slozenou funkei (Véta 11).
Je totiz pro kazdé z € D(f1)

z=f(f (),
a tedy derivovanim na obou stranach této rovnosti dostaneme
1
L=[f(f7 @) = (@) - Y@, 4 (Y @) =
(@) = 1) )
O
Piiklad 52. Urcete derivaci funkce /z.
Reseni. Ozna¢me si (viz Piiklad 51)
y=f)=Ve, a=fy)=y = [fly)=3y"
Tedy podle Véty 12 je
1 1 1 1
3/} — _ - _
Vo= ) = 3 T 30r s v
Vsimnéte si, ze /z = 75 a vyraz na pravé strané je % -3 O

2.9. Derivace elementarnich funkci. V tomto odstavci odvodime derivace vSech elementarnich
funkci.

nx (pro n = 0 derivaci funkce 2° =
)

Ze vztahu (19) vime, ze pro n € N U {0} je (z")
1) = 0z~ 1, pficemz posledni uvedeny vyraz

muzeme v tomto vztahu interpretovat jako 0 = (
definujeme jako 0).

(x
Nyni ukdZeme, Ze stejny vztah plati pro libovolné (redlné) exponenty, nejen pro pfirozené ¢isla.

Tvrzeni 1 (Derivace mocniny). Pro libovolny exponent r € R plati, Ze

(z") =ra"t, (20)
kdykoliv maji uvedené vyrazy smysl.
Diikaz.
Krok I. (r =n € NU{0}). To jsme jiz ukazali ve vzorecku (19).
Krok II. (r = m € Z). Necht m je zaporné celé ¢islo, tj. m = —n pro n&jaké n € N. Potom
=" = Iin a tedy derivaci funkce ™ odvodime z pravidla pro derivaci podilu (Véta 10(iv)):
1\ 0.2"—1.nz"! —na"!
m\/ _ [ _—_ _ _ _(_ (n—1)—2n _ (__ —-n—1 __ m—1
(™) _(x") = )2 = =(—n)x =(—n)x =ma™ .

Krok III. (r = %, kde ¢ € N). Derivaci funkce T = ¥z odvodime z véty o derivaci inverzni funkce
(Véta 12, podobné jako v Pifkladu 52). Oznacme si y = f~1(z) = ¥z a x = f(y) = y9. ProtoZe je
q € N, je podle Kroku I. f’(y) = qy?~!. A tedy podle Véty 12 plati, Ze

1 1 11 1.,

xr,: \‘Z/E/: e = — 7:—‘%(1 = rx
@) =(ve) @' ()T a4 BT a
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Krok IV. (r = § € Q, kde p € Z a q € N). Derivaci funkce T = (ZL‘%)p odvodime z véty o derivaci
slozené funkce (Véta 11) a z Kroku I. a III.:

1 !

(") = [(x7)"]

1yp—-1 1 14 p 1-q p=ltl-gq
:p(l‘ll) . — x4 = —r 9 . 9 = — q e
q

q

Nebo lze postupovat v obraceném poradi, tj. derivovat vyraz Ti = (xp)% jako slozenou funkci.
Vyzkousejte si tuto druhou moznost sami.

Krok V. (r € R). Tento posledni krok plyne napft. z pravidla pro derivovani exponencialni funkce,
které odvodime pozdéji (viz Disledek 2). O

Poznamka 7. Vyraz x” obecné neni definovan pro libovolné » € R a x € R. Napf. pro r = % je
tento vyraz definovan pouze pro z > 0. Obecné lze s jistotou Fici, Ze rovnost (20) plati pro x > 0 (a
libovolné r € R).

Navic, pro nékteré exponenty mize rovnost (20) platit i pro # < 0. Napf. pro r > 1 plati i pro

x =0, & pro r celé zaporné (tj. pror = —1,—2,—3,...) rovnost (20) plati pro vSechna = < 0 (kromé
jiz uvedenych = > 0). O

Piiklad 53.
= (viz Piiklad 40),

1\’ 1
(_) =@ =(-1)z?%= -, (viz Piiklad 38),
X

x
(xﬂ')/ _ 7_[_xﬁ—l

0]

Tvrzeni 2 (Derivace trigonometrickych funkci). Pro trigonometrické funkce plati
(sinz) = cos, (cosx) = —sinw, (21)

1

t / = t ! = — . 22
(tg ) cos?x’ (cotg ) sin® x (22)

Diikaz. Derivace funkei sinz a cosz vypocteme z definice (Definice 7 a vzorec (18)) za pouziti
souctovych vzorci:

(sinz) = lim sin(x + h) —sinx — fim (sinz) (cosh) + (cosz) (sinh) — sinx
h—0 h h—0 h
1—cosh inh
= }lbin(l) {(— sinz) - % +(cos z) - = } = (—sinz).0+ (cosz).1 = cosuz,
- —_—— ~——
—0 —1
(cos ) = lim cos(x + h) — cosx — tim (cosz) (cosh) — (sinx) (sinh) — cosx
h—0 h h—0 h
: 1_
= }llim {(— sinz) - sin —(cos ) ;OSh } = (—sinz).1— (cosz).0 = —sinz.
-0 —— ——
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Derivace funkeci tgz a cotgz odvodime z pravidla pro derivaci podilu (Véta 10(iv)):

(tgz) = sinz )’ _ (cosz).(cosz) — (sinx).(—sinx) _ cos® x + sin® x _ 1
CoS T (cos x)? cos? x cos?x’
(cotg )’ cosz\' (—sinz).(sinz) — (cosz).(cosz) —sin’x — cos’z 1
cotgz) = = = - _ '
& sin x (sinx)? sin? x sin®

Vsimnéte si také, Ze derivaci cotgx lze spocitat z pravidla pro derivaci slozené funkce (Véta 11),
protoze plati

(cotgz)' = [(tg x)*l}/ = (=1) (tgz)2- 1 1 1

= (1) —

tg?x cos?x sin? x’

Déle uvedeme derivace exponencialnich a logaritmickych funkci. O ¢islu e vice v Ptikladu 17.

Tvrzeni 3 (Derivace exponenciilnich a logaritmickych funkci). Pro exponencidalni a logarit-
mické funkce plati

e”) = ¢e” a®) =a” lna 23

(e”) , (a”) : (23)

(Inz) = 1 (log, z) = ! : (24)
x’ . xlna

Diikaz. Derivace funkci e® a a” vypocteme z definice (Definice 7) za pouziti zakladnich limit (13) a

(15):

erth _ e e® . el — e” el —1
(") =lim ———— = lim ——— =¢". lim =" 1=¢"
h—0 h h—0 h h—0 h
-1
oy . @t —g® at.ah—a” . .ah—1 .
(@) =lim ——— = lim ——— = a”. lim =a”. lna
h—0 h h—0 h =0 h
———

=Ina

Vsimnéte si, ze derivaci funkce a” je také mozné vypocitat z derivace slozené funkce pomoci

(a®) = (& ln“)/ =" Ing=a" Ina.

Derivace funkei Inz a log, © vypo¢teme z definice (Definice 7) za pouziti zakladni limity (14):

] h) —1 In &£h In(1+2) 1 1 1

(Inz) = lim n(z +h) nx:imn—gﬂzlimM'—zl.—:—,

h—0 h h—>0 h h—0 % x r x
—_———

=1

(log, )" = (lnx)/ - (Inz) = L

Ina)  Ina rlna

Vsimnéte si, ze derivaci funkce In x 1ze také spocitat z derivace funkce inverzni (Véta 12), nebot pro
y=f"Yz)=1Inz aprox = f(y) = e mame f'(y) = e¥, takze podle Véty 12 je
1 1 1 1

(lnx)' = f/(y) - e_y - elnz - 5
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Dusledek 2 (Derivace mocniny). Pro libovolné r € R plati
(z") =ra" 1, x> 0.

Diikaz. 7 pravidla pro derivaci slozené funkce (Véta 11) a z derivace logaritmu plyne, ze
1

(z) = (¢ lnm), — " (rlng) =2".r— =ra". a7 =ra"
T

Poznamka 8. V Prikladech 24, 25, 26, 27, 28 a 29 jsme ukazali, Ze

. sinh . 1—cosh
=R I
lim & _1:1, limM:L
h—0 hh h—0

lim & 1 =Ina, lim log,(1+7) = L .
h—=0 h h—0 h Ina

Tyto limity ale nevyjadiuji nic jiného, nez derivace funkci sinzx, cosz, €*, a® v bodé 0 a derivace
funkei In z, log, v bodé 1, nebot

) . sinh . cosh—1
(sinz)| _, = }lllir(l) = 1, (cosz)'| _, = ,lllir(l) : =0,
. et —1 . In(1+h)
(e )/}xfo = ]1113(1) = 1, (Inz)| = }lgr(l) h =1,
. . ah—1 log,(1+ h) 1
(a )/}%0 - ilzlg}) =Ing, (log, x)'| 1 ilzl—>0 h ~ Ina’
0]
Tvrzeni 4 (Derivace cyklometrickych funkci). Pro cyklometrické funkce plati
1 1
arcsinz) = ———, arccosr) = —————, 25
resine) = = s ) =~ = )
1
(arctgx) = Tia2 (arccotgz)’ = i (26)

Driikaz. Derivace vSech téchto cyklometrickych funkci vypocteme z pravidla pro derivovani inverzni
funkce (Véta 12).

e Proy = f~!(z) = arcsinz a pro z = f(y) = siny mame f'(y) = cosy, a proto podle Véty 12
plati, ze
1 1 1

. r_ — — .
(arcsinz)’ = f'(y) cosy  cos(arcsinx)

ProtoZe ale pro libovolné y € R je (cosy)? + (siny)? = 1 (zejména tedy pro y = arcsin ), je

1 = [cos(arcsin z) ]2 + [ sin(arcsin z) ]2 = cos’(arcsin ) + 2%,
———

=z
= cos(arcsinz) = V1 — 22

A tedy plati, ze

1 1
(arcsinx) = =

cos(arcsinx) /1 — 22
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e Pro y = f~(x) = arccosz a pro x = f(y) = cosy mame f'(y) = —siny, a proto podle Véty 12
plati, Ze
1 1 1

r — = — .
(arccosz)’ = Fly)  —siny sin(arccos )

ProtoZe ale pro libovolné y € R je (cosy)? + (siny)? = 1 (zejména tedy pro y = arccosz), je

1 = [ cos(arccos z) }2 + [ sin(arccos x)}2 = 2% + sin’(arccos 1),
= sin(arccosx) = V1 — z2.
A tedy plati, ze

1 1
(arccosz) = —————— = —

sin(arccos x) V1—a?

e Proy = f!(z) = arctgz a pro z = f(y) = tgy méme f'(y) =

;> @& proto podle Véty 12
plati, ze

(arctgr) = = cos?y = cos®(arctg z).

1
f'(y)
Protoze ale pro libovolné y € R je (cosy)? + (siny)? = 1 (zejména tedy pro y = arctg ), je

1 = [cos(arctg :16)}2 + [sin(arctg 90)}2

Vydélenim obou stran této rovnosti vyrazem [Cos(arctg x) ]2 dostaneme

1 in(arctg z) \?
_— =1+ sin(arctg z) =1+ [tg(arctg) ]2 =1+
cos?(arctg z) cos(arctg z) —_———
= cos’(arctgr) = !
S T T
A tedy plati, ze
1
tgz)’ = cos’(arctgzr) = ——.
(arctgx)’ = cos”(arctg z) T2
e Pro y = f!(x) = arccotgzr a pro x = f(y) = cotgy mame f'(y) = —ﬁ, a proto podle
Véty 12 plati, ze
(arccotg r)’ = —— = —sin’y = — sin®(arccotg z).

/()
Protoze ale pro libovolné y € R je (cosy)? + (siny)? = 1 (zejména tedy pro y = arccotgx), je
1 = [cos(arccotg ar:)}2 + [ sin(arccotg z) ]2.

Vydélenim obou stran této rovnosti vyrazem [ sin(arccotg z) ]2 dostaneme

1 tgz))’
—5 = Cf)S(aI‘CCO 82) + 1 = [ cotg(arccotg x) ]2 +1=a%+1,
sin”(arccotg x) sin(arccotg x) - Z
.2
= t = :
sin”(arccotg ) T
A tedy plati, ze
1
tgz) = —sin’ tgz) = — :
(arccotg x) sin”(arccotg ) T2
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Piiklad 54. Zkuste si promyslet, jak by se vypocitaly derivace funkci typu [f(z)]/®, jako napi.

", e e, (sinx)®, atd.

2.10. Véty o stfedni hodnoté.

Véta 13 (Rolleova). Necht f(x) je spojita na [a,b], f(x) je diferencovatelnd na (a,b) a necht
f(a) = f(b). Potom existuje (alespon jeden) bod ¢ € (a,b) s vlastnosti

f'(c)=0 (tj. tecna v bodé x = ¢ je vodorovnd).

Dikaz. Viz obr. |

Véta 14 (Lagrangeova). Nechl f(x) je spojitd na [a,b] a f(x) je diferencovatelnd na (a,b). Potom
existuje (alespor jeden) bod c € (a,b) s vlastnosti

o) = f(b) — f(a) (tj. tecna v bodé x = ¢ je rovnobéind s primkou
 b—ua prochazejici body [a, f(a)] a [b, f(D)])

Dikaz. Viz obr. ]

Véty o stfedni hodnoté maji celou fadu disledki tykajicich se vlastnosti funkei. Napft.:

e Které funkce maji nulovou derivaci? — Pouze konstantni funkce.

e Které funkce maji stejnou derivaci? — Pravé ty funkce, které se navzajem lisi o konstantu.

Dusledek 3. Je-li f(x) diferencovatelnd na (a,b) a je-li f'(x) =0 na (a,b), potom
f(z)=c¢ na(a,b).
Diikaz. Pro libovolné dva body z1,x2 € (a,b), r1 < x2, plati, Ze f(x) je spojitd na [r1,z5] (podle

Véty 9, nebot existuje vlastni f'(z)) a diferencovatelna na (1, x2). Podle Lagrangeovy véty (Véta 14)
je pak pro néjaky bod ¢ € (z1, x2)

fwa) = f(1)

To — 1

= f'(c) =0, = f(z1) = f(x2).

A protoze byly body z; a x5 vybrany libovolné v intervalu (a,b), musi byt nutné f(x) konstantni na
intervalu (a, b). O

Diusledek 4. Jsou-li f(x) a g(x) diferencovatelné na (a,b) a je-li f'(z) = ¢'(x) na (a,b), potom
f(z) =g(x) +c¢ na(a,b) (f(z) a g(x) se lisi o konstantu).
Diikaz. Funkce (f — g)(x) je diferencovatelna na (a,b) a (f — g)'(z) = f'(z) — ¢'(z) = 0 na (a,b).
Podle Disledku 3 je pak
f(z) —g(x) =c¢ nma(a,b), tj. f(x)=g(r)+c na(a,b).
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2.11. I’Hospitalovo pravidlo. Nékteré limity typu % nebo % lze Tesit pomoci tzv. I’'Hospitalova
pravidla. (Pfipadné i typu ﬁ, tyto limity jsou ale automaticky rovny 0.)

Véta 15 (L’Hospitalovo pravidlo). Bud xy € R* a necht je

0 +
lim @) typu — nebo = (27)
T—T0 g(I) 0 +o0
Ezistuge-li (vlastni nebo nevlastni) limita
!
lim f'(z) =1L,
a0 g'(x)

potom existuje také limita (27) a tyto dvé limity jsou si rovny, tj.

lim @) = lim J'(@)

=L (eR"). 28
T—T0 g(m) T—rx0 g’(]}) ( ) ( )
Priklad 55.
(a)
, . Inz —00O | I'Hosp (Inz)’
R P
1
(b)
lim x® typ 00 — lim €* Inz SpojitZOSt er elimIHOJ’» rzlnz @ 60 -1
z—0t z—0t
]

Poznamka 9. L’Hospitalovo pravidlo fiké, ze jestlize existuje limita podilu derivaci, potom existuje
také limita podilu funkei (a tyto dvé limity jsou si rovny)! Nic vic.

(i) L’Hospitalovo pravidlo nelze pouzit, pokud limita podilu derivaci neexistuje. Napf. limita
podilu funkei

. sinx ohr.

lim —_—

r—00 I

=0,

’ typ
ale limita podilu derivaci neexistuje, protoze
(sinz)’ CoS &

lim = lim = lim cosx (neexistuje).
T—00 (gj)’ T—00 T—00

(ii) L’Hospitalovo pravidlo nelze pouzit na typ limity %! Pokud je ve jmenovateli typ 0, musi
pak byt i v ¢itateli typ 0 (aby bylo mozné 1'Hospitalovo pravidlo pouzit). Napf. limita podilu

funkci
i arctg x ; 3
im ——— = =00,
z—o0 arccotg x yp 0+
ale limita podilu derivaci je jina, protoze
tg ) :
i (2CtET) o T

z—oo (arccotgx) w0 ———
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Poznamka 10.
(i) Limity typu oo — 0o lze pfevést na typ % nasledovné:

1 1
. (11 T 0
i (70 9] | typ o0~ | = tim (- - ) = I fp 7
f (

T—T0 T—T0 w m O

(i) Limity typu 0. oo lze pievést na typ 3 (viz Piklad 55(a)) nebo na typ 2 nasledovné:

. . f(x) 0
1 . typ 0. =1 typ =
Jlim [f(2) . g(x)] | typ0.00 | = lim Py
nebo li g(lx) ‘ t ‘
T—T0 m

(iii) Limity typu 0%, 00? 1% lze pievést na typ 0.oco pres exponencidlni funkci (viz napf. Pii-
klad 55(b)):

lim f(2)?@ = lim e9(®) /(@) — plimemag g(x) In f(2) ‘ typ 0. 00 nebo 0o .0 ’
T—x0 T—T0

2.12. Derivace implicitné zadanych funkci. Pokud méame zadénu funkci f(x) vzorcem y = f(z),
hovorime o jejim explicitnim zadani. Obecnéjsim zadanim funkce je rovnice F'(z,y) = 0, kde zavisla
proménna y predstavuje ,neznamou® funkci. Pokud tuto rovnici nelze (nebo to nepotiebujeme)
vytesit vzhledem k y, pak hovofime o funkci zadané implicitné. Avsak i v tomto obecnéjsim pripadé
budeme schopni vypocitat ¢'(x) (aniz bychom znali explicitni vzorec pro y(z)), a to pomoci pravidla
pro derivaci slozené funkce (Véta 11).

Piiklad 56. Rovnice y* = z definuje dvé diferencovatelné funkce
1 /

1
— , — — = ! = —, —_ = > 0 .
y=Vz Y2 vV =5 /i Yo NG (x> 0)
Avsak i bez znalosti samotnych funkci ; a 7 1ze derivovanim rovnice y? = x spo¢itat, ze
1
W) =@ = 20=1 = y=,
2y
coZ je jediny vzorec pro ' obsahujici jak vy, tak ys. 0]

Pfi derivovani implicitné zadanych funkci obsahuje vysledna derivace 3y jak proménnou z tak
proménnou y (na rozdil od ,normalniho“ derivovani funkce, kdy je ve vysledku pouze proménna x).

P1i derivovani implicitné zadanych funkei musime brat zavislou proménnou (obvykle) y jako funkci

vvvvvv

funkce (Véta 11), viz Pfiklad 56.
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Priklad 57. Urcete smérnici tecny ke kruznici 22 + y? = 25 v bodé P = [—3,4].

Reseni. Derivovanim zadané rovnice podle proménné = dostaneme
x
(2 + %) =(25) = 2242y =0 = ¢ =--.
)

A proto je smérnice teény v bodé P (=derivace v bodé P) rovna

, -3 3
Y= 1

V Prikladech 56 a 57 bylo mozné neznadmou funkci y explicitné vypocitat (i kdyz jsme to nepotie-
bovali) a najit tak ¥’ ptivodnim zpiisobem. V nésledujicim piikladu ale y jiz vyjadiit nelze, a tudiz
je implicitni derivovani jedinym moZnym zpusobem, jak ' najit.

Priklad 58. Urcete derivaci funkce y = f(x), kterd je zadand rovnici 4y = 23 + cosy.

Reseni. Derivovanim zadané rovnice podle proménné = dostaneme
322

) = (22 +cosy) = 4y =322 —(siny)y = ¢y =-——o.
(4y)" = (2 4 cosy) y (siny)y Y= sy
Timto zptisobem lze pocitat i derivace vyssich rada.

Priklad 59. Urcete prvni a druhou derivaci funkce y = f(z), ktera je zadand rovnici 3z* — 49® = 1.

Reseni. Derivovanim zadané rovnice podle proménné = dostaneme

Bzt —4y®) = (1) = 122°-120%' =0 = 2*—3y' =0 = |y ==

Opétovnym derivovanim predposledni uvedené rovnice podle proménné x dostaneme
(@ =) =) = 32=Quw.¢+y".y)=0 = 32" -2(y)-¢*y" =0

" 31'2 _ 2y (y,)2
S

=

Vsimnéte si, Ze pro derivaci vyrazu %y’ musime pouZit pravidlo soucinu, protoze obé funkce y? a v/’
jsou funkce proménné x. Ve vysledku samoziejmé jesté muzeme dosadit za 3y’ z predchoziho vypoctu,
tj.

23\2
"o 3z? — 2y (y_Q) - 3x%y® — 22°
Yy = > = 5 .
Y )
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2.13. Jednoduché slovni tlohy s derivacemi. Nésledujici slovni tlohy jsou prevzaty z [8].

Piiklad 60. Jak rychle klesa voda ve valcové nadrzi, jestlize vytéka rychlosti 3000 1/min (viz obr.)?

Reseni. Oznaéme r polomér nadrze [m], h(t) vysku vody v nadrzi [m], ¢ as [min], V (¢) objem vody v
nadrzi [m?]. Vime, ze V'(t) = —3000 1/min, tj. V'(t) = —3 m*/min (objem se zmensuje, jeho derivace
je tedy zaporna). Hledame h'(t). Z rovnice pro objem vélce

V(t) =7mr*h(t)
ur¢ime derivovanim podle ¢

V() =xr?h(t), tj. R(t)= V() _ -3

2 mre

Voda tedy klesa (protoze je derivace objemu zaporna) rychlosti 3/(77?) m/min. Pro malé r bude
voda klesat rychle, pro velké r bude voda klesat pomalu. Napt. pro » = 10 cm, tj. » = 0.1 m, je
h'(t) = —300/m = —95 m/min, naproti tomu pro » = 10 m je A/(t) = —3/(1007) = —0.0095 m/min,
tj. h'(t) = —9.5 mm/min. O

Priklad 61. Horkovzdusny balén stoupéa kolmo vzhtru. Je zachycen radarem, ktery je 500 metrt
od mista vzletu a ktery v té chvili udavé elevacni tithel 7, pficemz thel roste rychlosti 0.14 rad/min.
Jak rychle v tomto okamziku balén stoupé (viz obr.)?

Reseni. Oznacme t ¢as [min], h(t) vyska balénu nad zemi [m], (t) vertikalni elevacni tihel radaru
[rad]. Potom vime, Ze ¢'(t) = 0.14 rad/min, kdyz je ¢ = §. Hledame h’'(t) pro ¢ = 7. Z pravotihlého
trojuihelnika vidime, ze

h(t)

tge(t) = g0t h(t) =500 tgp(t).

Derivovanim podle ¢ ur¢ime

/ . 1 /
h'(t) = 500 o5 ot) (2),

tj. v uvedeném okamziku je

h'(t) = 500 (0.14) = 140 m/min.

2T
COS 1

V daném okamziku stoupd balén rychlosti 140 m/min. O

Priklad 62. Policejni auto sleduje auto lupic¢a. Piijizdi k pravouhlé kiizovatce ze severu, pti¢emz
auto lupicu jiz ujizdi od ktizovatky na vychod. Kdyz je policejni auto 0.6 km od krizovatky a auto
lupict 0.8 km od kfizovatky, udava radar v policejnim auté, ze se auto lupi¢t vzdaluje od jejich auta
rychlosti 40 km/h. Policejni auto jede v té chvili rychlosti 120 km/h. Urcete rychlost auta lupi¢i v
tomto okamziku.

Reseni. Ozna¢me (viz obr.) x(t) pozici auta lupi¢ti (vodorovné) [km]|, y(t) pozici policejniho auta
(svisle) [km], t ¢as [h], s(t) vzdusnou vzdélenost mezi auty [km|. Potom vime, ze §'(t) = 40 km/h
prox = 0.8 km a y = 0.6 km a /() = —120 km/h (policejni auto se ke kiiZzovatce ptiblizuje, proto
je derivace jejich pozice y(t) zapornd). Hledame 2/(t) v témze okamziku. Z rovnice

s°(t) = 2*(t) + (1)
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obdrzime derivovanim podle ¢

2s(t)s'(t) =2x(t)2'(t) +2y(t)y'(t), tj. 2'(t)=

Dosazenim tidajt pro dany okamzik dostaneme

v/ (0.6)2 + (0.8)% - 40 — (0.6) (—120)
0.8
Auto lupi¢t ujizdi v daném okamziku od kiizovatky rychlosti 140 km /h. 0J

2(t) = = 140 km/h.

Priklad 63. Policejni vrtulnik leti 3 km nad rovnou cestou v obci rychlosti 120 km/h. Pilot vidi
protijedouci auto a radarem zjisti, Ze kdyz je auto od néj 5 km daleko, jejich vzdéalenost klesa rychlosti
160 km/h. Urcete rychlost auta v tomto okamziku.

Reseni. Oznacme (viz obr.) z(t) pozici auta (vodorovnd) [km], y(¢) pozici vrtulniku (vodorovna)
[km], ¢ ¢as [h], s(t) vzdusnou vzdélenost vrtulniku a auta [km|. Potom vime, ze y/'(t) = 120 km/h a
§'(t) = —160 km/h pro s = 5 km (jejich vzdusnd vzdélenost se zmensuje, proto je derivace zapornd).
Hledédme 2/(t) v tomto okamziku. Z rovnice

[2(t) — y ()" + 37 = s*(1)

dostaneme derivovanim podle ¢
/ / - / : / o S(t) Sl(t)
2[x(t) —y(@)] [2'(t) =y (O] = 2s() $'(2), 1) 2'(t) =4/ (t) + 20—y

Pro s =5 km je x — y = v/5%2 — 32 = 4 km, tedy dosazenim do vySe uvedeného vztahu dostaneme

pro dany okamzik, ze

5 (—160)
4

Auto jede (pfiblizuje se z pohledu pilota vrtulniku) v obci rychlosti 80 km/h. OJ

2 (t) = 120 + = —80 km/h.

Priklad 64. Zebiik délky 13 metrti je opfeny o sténu domu. Dolni ¢4st Zebiiku zacne klouzat smérem
od domu. KdyZ je dolni ¢ast zebtiku 12 metrii od domu, pohybuje se tato dolni ¢ast rychlosti 5 m/s. (a)
Jak rychle se pohybuje horni ¢ast Zebfiku v tomto okamziku? (b) Jak rychle se méni plocha vymezena
zebfikem, zemi a sténou domu v tomto okamziku? (c) Jak rychle se méni thel mezi zebfikem a zemi
v tomto okamziku?

Reseni. Oznaéme (viz obr.) z(t) pozici dolni &asti Zebtiku (vodorovna) [m], y(t) pozici horni ¢asti
zebtiku (svisld) [m], ¢ ¢as [s], A(t) plochu mezi zebiikem, zemi a sténou domu, () thel mezi Zebfikem
a zemi. Potom vime, ze 2/(t) = 5 m/s pro x = 12 m. Hleddame (a) 3/(¢) pro x = 12 m, (b) A’(¢) pro
x =12 m, (c) ¢'(t) pro x = 12 m. Z pravouhlého trojihelnika vidime, ze plati rovnice

22 (t) + y3(t) = 13% = 169.

Derivovanim podle t obdrzime
2a(t)2’(t) +2y()y'(t) =0, tj. () =-——72t).

Pro z =12 m je y = v/132 — 122 = 5 m, tedy po dosazeni

12
y'(t) = - 5=—12m/s.
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Horni ¢ast zebtiku klesd v daném okamziku rychlosti 12 m/s. Pro druhou otdzku méame rovnici

1
A(t) = 5 (1) y(0),
jejiz derivaci podle t (pozor, jde o derivaci sou¢inu) a dosazenim dostaneme
, 1., , 1 119 9
Velikost plochy kles4 v daném okamziku rychlosti 59.5 m?/s. Pro tieti otdzku mame rovnici
y(t
tgp(t) = v,

()

Derivaci této rovnice podle ¢ dostaneme (pozor, na pravé strané jde o derivaci podilu)

1 oy Y @) () —y(t) (1)
cos? p(t) (1) = 22(t) ‘

Pro x =12 (a tedy y = 5) je cos p(t) = % a dosazenim do predchozi rovnice plyne, Ze

y' () x(t) —yt)a'(t) 144 (—12)-12-5-5
22(t) T 169 144

¢'(t) = cos® p(t) - = —1 rad/s.

Uhel v daném okam#iku klesa rychlosti 1 rad/s. 0J

Pi¥iklad 65. Clovék vysky 180 cm jde rychlosti 1.5 m/s k pouli¢ni lampé, kterd je 4.8 metrt nad
zemi. (a) Jakou rychlosti se pohybuje $picka jeho stinu? (b) Jakou rychlosti se méni délka jeho stinu,
kdyz je ten ¢loveék 3 metry od stojanu lampy?

Re$eni. Oznaéme (viz obr.) z(t) pozici ¢lovéka [m], y(¢) pozici $picky jeho stinu [m], ¢ cas [s].

Potom vime, ze 2/(t) = —1.5 m/s (vzdalenost od lampy se zmensuje, proto je tato derivace zdpornd).
Hledame (a) y/(t), (b) [y(t) — z(t)]’ pro x = 3 m. Z podobnosti pravotihlych trojahelniki vyplyva, ze

48 18
y(t)  y(t) — (1)

Derivovanim podle ¢ obdrzime

G (48)[yt) —o(t)] = (18 y(t), b y(t) = (16)a(t).

y'(t) = (1.6) 2'(t), tj. po dosazeni ¢'(t) = (1.6)-(—1.5) = —2.4 m/s.
Spicka stinu se pohybuje rychlosti 2.4 m/s (pfiblizuje se k lampé). Pro druhou otdzku méme

1.8

15 V(1) = (0373)y(0),

y(t) —x(t) =
tj. po derivovani a dosazeni
[y(t) — z(t)] = (0.375) y/(t) = (0.375) - (—2.4) = —0.9 m/s.

Délka stinu klesa rychlosti 0.9 m/s (a tato rychlost nezavisi na vzdélenosti ¢lovéka od lampy). [
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2.14. Monotonie funkce a extrémy.

Definice 8 (Monotonie funkce). Funkce f(x) je

e rostouci na intervalu I, pokud f(x1) < f(x2) pro kazdé z1, x5 € I, 21 < 9,
e klesajici na intervalu I, pokud f(z1) > f(z2) pro kazdé xq,x9 € I, 11 < 9,
e neklesajici na intervalu I, pokud f(z1) < f(x2) pro kazdé x1, 25 € I, 21 < 9,

e nerostouci na intervalu I, pokud f(x1) > f(z2) pro kazdé =1, 29 € I, 11 < xo.

Véta 16 (Monotonie funkce). Necht f(x) mad vlastni derivaci na otevieném intervalu I. Potom
plati nasledugict.

(i) Funkce f(z) je neklesajici na intervalu I < f'(x) >0 Vz € I.

(ii) Funkce f(x) je rostouct na intervalu I < f'(x) > 0 Vx € I, pFicemZ rovnost f'(z) = 0
neplati na Zadném podintervalu intervalu I.

(ili) Funkce f(x) je nerostouci na intervalu I < f'(z) <0 Vz e I.

(iv) Funkce f(z) je klesajici na intervalu I < f'(x) < 0 Vx € I, pricemZ rovnost f'(x) = 0
neplati na Zadném podintervalu intervalu I.

Diikaz. Vsechna tvrzeni plynou z (Lagrangeovy) véty o stfedni hodnoté (Véta 14), nebot
fx2) — flz1)
= f(0),

Lo — X1
N——
>0

a tedy vyraz f(x3) — f(r1) mé stejné znaménko jako f’. O

Piiklad 66. Funkce f(z) = x 4 cosx méa derivaci f'(x) = 1 — sinx pro kazdé = € R. Protoze je
hodnota sinz € [—1,1], je f'(x) € [0,2] a tedy je f'(z) > 0 na celém R. Tedy podle Véty 16(i) je
funkce f(x) neklesajici na R. Navic, protoze rovnost f'(z) = 0 znamena, ze sinz = 1 a tato rovnost
evidentné neplati na zadném podintervalu R, je podle Véty 16(ii) funkce f(x) rostouci na R. O

Dusledek 5. Necht f(x) md vlastni derivaci na otevieném intervalu I. Potom plati nasledugjict.

(i) Jestlize f'(x) > 0 Vx € I, potom je funkce f(x) je rostouct na intervalu I.

(i) Jestlize f'(x) < 0 Va € I, potom je funkce f(x) je klesajici na intervalu I.

Tedy pro urceni intervali monotonie funkce f(z) sta¢i uréit body, kdy f’(z) méni znaménko.

Zejména to jsou body, ve kterych je | f’(z) = 0| nebo ve kterych | f’(x) neexistuje |.
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Priklad 67. Urcete intervaly monotonie funkce
x x

@) = =16 G-t
Reseni. Vypocteme derivaci:
/ 2
, x —x° — 16
_ ) == <0 -2, 8.
f(@) (332—691:—16) @_8P(wr2r - PoT#Z
(Viz tabulka.) Tedy je tato funkce klesajici na intervalu (—oo, —2), na intervalu (—2, 8) a na intervalu
(8,00). O

Priklad 68. Urcete intervaly monotonie funkce

fa)=e""%.

Reseni. Vypocteme derivaci:
Flz) =% (322 —6) = 3¢5 (22 —2), pro x € R.
Vidime, Ze f'(z) = 0 pouze pro x = /2. Na kazdém z intervalt (—oo, —v/2), (—v/2,v2), (v/2, 00)

ur¢ime znaménko derivace napi. vybérem néjakého bodu z tohoto intervalu, protoze vime, Ze se
znaménko f'(z) v téchto intervalech jiz neméni (viz tabulka). Tedy

f(2) je rostouci na intervalu (—oo, —v/2] a na intervalu [v/2, c0),
f(z) je klesajici na intervalu [—v/2,v/2].

Definice 9 (Lokalni extrémy). Funkce f(z) ma v bodé x¢ € D(f)

e lokdlni maximum, pokud f(z) < f(z¢) pro vSechna z z néjakého okoli bodu xy,

e lokdlni minimum, pokud f(z) > f(z¢) pro vSechna z z néjakého okoli bodu xy,

e ostré lokdlni maximum, pokud f(x) < f(xo) pro vSechna x z néjakého ryziho okoli bodu xy,

e ostré lokalni minimum, pokud f(z) > f(x) pro vSechna z z néjakého ryziho okoli bodu .
U

Nésledujici véta 11k, ze tetna v bodech lokéalnich extrému (pokud tedy existuje vlastni derivace v
takovych bodech) musi nutné byt vodorovna.

Véta 17. Ezistuje-li vlastni derivace f'(x¢) v bodé xo, kde md funkce f(x) lokdlni extrém, potom je
nutné | f'(xq) = 0.

Body, kde f’(x) = 0, se nazyvaji stacionarni body funkce f(x).

Opacné tvrzeni k Vété 17 neplati, tj. z f'(x9) = 0 neplyne extrém v bodé z,. Nejjednodussim
pitkladem je funkce f(xz) = 2%, kterd v po¢dtku nema extrém, ale je f/(0) = 322| _ =0 (tj. tetna v
bodé zy = 0 je vodorovna).
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Dusledek 6. Funkce f(x) mizZe mit lokdlni extrémy pouze ve svich staciondrnich bodech nebo v
bodech, kde f'(x) neexistuje.

Zda v daném staciondrnim bodé xy nebo v bodé, kde f’(z() neexistuje, je nebo neni lokalni extrém,
muzeme urcit z chovani znaménka f’(x) v okoli bodu z.

Véta 18 (Lokalni extrémy a derivace). Nechl f(x) je spojitd v bodé xy € D(f) a existuje viastni
derivace f'(x) na néjakém ryzim okoli bodu xy.

(i) Md-li f'(x) v levém a pravém okoli bodu xo opacnd znaméenka, potom je v bodé g lokdlni
extrém. Pritom

e je-li zména f'(x) 2 © do @, potom je v bodé xqy lokdlni minimum,

e je-li zména f'(x) z ® do S, potom je v bodé xy lokdlni mazimum.

i) Ma-li f'(x) v levém a pmvém okoli bodu ZTo stejnd znaménka, potom nent v bodé i lokdlnt
] Lorlod
extrém. Pritom

e mda-li f'(x) v okoli bodu o kladné znaménko, potom je f(x) v bodé xy rostouct,

e mda-li f'(x) v okoli bodu xo zdporné znaménko, potom je f(x) v bodé xqy klesagici.

Priklad 69. Urcete lokalni extrémy funkce

f@)=z—-1-V]zl,  D(f)=R.

Reseni. Protoze
r>0: fla)=zx—-1—yz = f’x):l—ﬁi:() = IZ};?
r<0: flz)=rx—-1—y—2 = f’(x):1—2¢1_7-(—1):0 zadné feseni pro x < 0.

Tedy kandidati na lokdlni extrémy jsou: staciondrni bod z = 1 a bod, kde neexistuje f'(z), tj.
r=0.

Volbou napf. = —1, 2 = § a x = 1 uréime znaménko f'(z) v kazdém z intervali (—oc,0), (0, 1)
a (§,00) (viz tabulka). Tedy je

ostré lok. max. vz = 0,

ostré lok. min. v x =

NI

Véta 19 (Lokalni extrémy a druha derivace). Necht xy je staciondrni bod funkce f(x), tj.
I (xo) = 0, a necht existuje f"(xg).

(i) Je-li f"(xo) > 0, potom je v bodé xy ostré lokdini minimum.

(ii) Je-li f"(xo) <0, potom je v bodé xq ostré lokdlni mazimum.
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Diikaz. (i) f"(x9) > 0 a f'(z9) = 0 znamend, ze f'(x) roste v bodé zy z © do @& hodnot, tedy funkce
f(z) samotnd klesa a pak roste. Tedy je v bodé xy ostré lokalni minimum.

(ii) f"(zo) < 0 a f'(x¢) = 0 znamena, ze f'(z) klesd v bodé x¢ z @& do © hodnot, tedy funkce f(x)
samotna roste a pak klesa. Tedy je v bodé z( ostré lokalni maximum. O

Priklad 70. Stejné jako v Prikladu 69 je

ST\ 1
(3)=1r

1
=2>0 = ostré lok. min. v zg = 1

Njw

_1
=7

Poznamka 11. Obecnéji, je-li

flwo) = (o) == fE o) =0 a  fP(xg) #£0,

potom

e pro k sudé je ostry lokalni extrém v bodé x, pricemz
— pro f®)(zy) > 0 je v bodé xy ostré lokalni minimum,
— pro f®)(zy) < 0 je v bodé xq ostré lokalni maximum,

e pro k liché neni lokalni extrém v bodé x(, pricemz
— pro f®)(zy) > 0 funkce f(z) roste v bodé o,
— pro f®)(zy) < 0 funkce f(x) klesd v bodé .

Vsechny tyto ptipady si mtiZete lehce ilustrovat na mocninnych funkcich 22, 23, 24, 2°, atd. v bodé

$0:0. [

Definice 10 (Globalni extrémy). Funkce f(z) ma v bodé x4 € D(f)

e globalni maximum na mnoziné M C D(f), pokud f(z) < f(zo) pro vSechna x € M,

e globalni minimum na mnoziné M C D(f), pokud f(x) > f(zo) pro vSechna x € M.

Poznamka 12.
(i) Misto globalni max/min se také pouziva termin absolutni max/min.

(i) Globélni max/min nemusi byt jediné. Napi. funkce f(x) = 22 na intervalu [—1, 1] m4 globalni

max 1 v bodech x = —1 a z = 1, kdezto globalni min 0 v bodé = = 0.
(iii) Globélni max/min nemusi ani existovat (viz Poznamka 3).

(iv) Weierstrassova véta (Véta 6) zarucuje existenci globalniho max/min — za pfedpokladu spoji-
tosti funkce f(z) na intervalu [a, b].

(v) Pokud vime, Ze globélni extrémy existuji, potom musi tyto globalni extrémy byt
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ve staciondrnich bodech nebo v bodech, kde neexistuje f’(z), nebo v krajnich bodech

daného intervalu. Nemusime jiz pak urcovat, jestli jsou ve stacionarnich bodech lokalni ex-
trémy c¢i nikoliv.

O

Poznamka 13. Z Poznamky 12(v) plyne postup pro nalezeni globélnich extrémi spojité funkce f(x)
na intervalu [a, b] (z Weierstrassovy véty vime, Ze globalni max/min existuje):

e Najdeme stacionarni body funkce f(z) a body, kde neexistuje f'(z).
e V téchto bodech a v krajnich bodech intervalu urc¢ime funkéni hodnoty.

e Vybereme z nich max a min hodnotu.

Priklad 71. Urcete globalni extrémy funkce
flx)=2—-1—+/|x|, na intervalu [—1, 1].

Regeni. ProtoZe je f(x) spojitd na intervalu [—1, 1], globaln{ extrémy v tomto intervalu existuji. Z
Piikladu 69 vime, Ze x = 1 je jediny stacionarni bod a z = 0 je bod, kde neexistuje f'(x), v intervalu
[—1,1]. Mame tedy

stacionarni body: xr = }17 f(i) = % —1-— % = —%,
A f(z) x =0, f(0) =—1, < max
krajni body: x=—1, f(-=)=-1-1-1= -3, < min
1, f)=1-1-1=-1 ~ max
Tedy je
globalni min —3 v bodé z = —1,

globalni max —1 v bodech x =0, z = 1.

2.15. Konvexnost, konkavnost, inflexe. Pojmy konvexnost, konkévnosti a inflexnich bodu slouzi
ke studiu toho, jak dand funkce (¢i presnéji jeji graf) ,zataci“. Tyto pojmy budeme uvazovat pouze
pro diferencovatelné funkce.

Definice 11 (Konvexnost, konkavnost). Nechf ma funkce f(z) vlastni derivaci na intervalu
I CD(f). Funkce f(z) se nazyva

e konvexni na intervalu I, pokud je f’(x) neklesajici na I,

e konkdvni na intervalu I, pokud je f’(z) nerostouci na I.

O

Poznamka 14. To, 7Ze funkce f’'(z) je neklesajici na intervalu I (tj. f(x) je konvexni), znamend, ze
teény maji ,neklesajici smérnici“, tj. (viz obr.)
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graf funkce f(x) ,zataci doleva® a teény lezi pod grafem.

To, ze funkce f’(z) je nerostouci na intervalu I (tj. f(x) je konkdvni), znamend, Ze tecny maji
wherostouci smérnici“, tj. (viz obr.)

graf funkce f(x) ,zataci doprava® a tecny lezi nad grafem.

Priklad 72.
(a) Funkce f(r) = 2 méa derivaci f'(x) = 2z, coZ je funkce rostouci (tudiz neklesajici) na R. A
proto je 22 konvexni na R (viz obr.).
(b) Funkce f(z) = 2® m4 derivaci f'(z) = 322, coZ je na intervalu [0, 00) funkce rostouci (tudiz
neklesajici). A proto je 23 konvexni na [0, 00) (viz obr.).

(c) Funkce f(z) = 2® ma derivaci f'(x) = 322, coZ je na intervalu (—oo, 0] funkce klesajici (tudiz

nerostouci). A proto je 2* konkévni na (—oo,0] (viz obr.).

(d) Funkce f(z) = ax + b ma derivaci f'(z) = a, coz je funkce konstantni (tudiz neklesajici) na
R. A proto je ax + b konvexni na R. Soucasné je konstantni funkce f’(z) = a nerostouci na
R, a proto je ax + b také konkavni na R.

O

Véta 20 (Konvexnost a konkavnost a druhd derivace). Necht I C D(f) je otevieny interval
a necht ma funkce f(x) druhou derivaci f"(x) na I.

(i) Je-li f"(x) >0 na I, potom je f(x) konvexni na intervalu I.
(ii) Je-li f"(x) <0 na I, potom je f(x) konkdvni na intervalu I.

Diikaz. (i) Je-li f”(x) > 0 na intervalu I, potom je podle Dusledku 5(i) (ktery aplikujeme na funkci
f(x)) funkce f'(z) rostouci na intervalu I. Tedy je podle Definice 11 funkce f(z) konvexni na
intervalu I.

(ii) Je-li f”(x) < 0 na intervalu I, potom je podle Dusledku 5(ii) (ktery aplikujeme na funkci
f(z)) funkce f'(z) klesajici na intervalu I. Tedy je podle Definice 11 funkce f(x) konkdvni na /. OJ

Tam, kde se méni konvexnost na konkavnost nebo naopak, se nachéazeji tzv. inflexni body funkce.

Definice 12 (Inflexni bod). Necht ma funkce f(z) vlastni nebo nevlastni derivaci f'(zo). Je-li
1/ (x0) nevlastni, potom navic predpokladejme, Ze je f(x) spojitd v bodé xy. Bod ¢ je inflexni bod
funkce f(x), pokud v néjakém levém okoli bodu z je funkce f(z) konvexni a v néjakém pravém okoli
bodu z je funkce f(z) konkavni, nebo naopak (viz obr.) O

Véta 21 (Vlastnosti inflexnich bodi).

(i) Pokud existuje vlastni druhd derivace f"(xy) v inflexnim bodé xq, potom je f"(zq) = 0.
(ii) Je-li f"(x9) =0 a f"(x) méni znaménko v bodé xy, potom je xq inflexni bod.

(iii) Je-li f"(xo) =0 a f"(x¢) # 0, potom je xo inflexni bod.
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Zejména Cast (ii) v predchozi vété ukazuje, jak inflexni body najit. Soucasné ze zmény znaménka
1" (x) (tedy jestli se jednd o zménu z © do @ nebo o zménu z @& do &) pozname, kterym smérem
graf funkce f(x) v bodé zy ,zataciv.

Piiklad 73. Urcete monotonii, lokalni extrémy, konvexnost/konkavnost a inflexni body funkce

f(z) =x+sinz  na intervalu [0, 47].

Resend.
o f'(x) = 14 cosx = 0 implikuje, Zze cosz = —1, tedy = = 7,37 jsou stacionarni body (v
intervalu [0,47]). Body, kde neexistuje f'(x) nejsou. V kazdém z intervala (0,7), (m,37) a
(37, 47) vybereme jeden bod pro urceni znaménka f'(x) v téchto intervalech (viz tabulka).

Tedy
f(z) je rostouci na [0, 47|,
f(z) nemé lokalni extrémy.
o f"(z) = —sinz = 0 implikuje, ze x = 0,7, 27, 37,47 jsou kandidati na inflexni body. V

kazdém z intervala (0, 7), (7, 27), (27, 37) a (3, 47) vybereme jeden bod pro urceni znaménka
f"(x) v téchto intervalech (viz tabulka). Tedy

f(z) je konvexni na [m, 27| a na [3, 47,
f(z) je konkavni na [0, 7] a na [27, 37],
f(z) ma inflexi v bodech = = 7, 27, 3.

e A protoze muzeme jednoduse vypocitat funkéni hodnoty a hodnoty derivace (pro sklon tecny)
ve zminovanych stacionarnich, inflexnich a krajnich bodech,

f0)=0,  flm)=m  f@m)=27r  f@37r)=3m,  [f(47)=4m,
f0)=2, f(m)=0, [f@2m) =2 f@Bm)=0, f(4r)=2,

muzeme také nacrtnout graf této funkce na intervalu [0, 47| (viz obr.).

2.16. Asymptoty. Funkce f(z) miZe mit jako asymptotu svislou pfimku (asymptota bez smérnice)
nebo primku se smérnici. Ve druhém pripadé pak rozlisujeme asymptoty v oo a v —o0.

Definice 13 (Asymptoty funkce).
e Piimka z = ¢ (svisld pfimka) je asymptotou bez smérnice funkce f(x), pokud je alespori
jedna jednostrannd limita v bodé x( nevlastni, tj.

lim_ f(z) = £o0 nebo lim f(x) = +oc0.

w~>x0 IA)LEO

e Piimka y = ax + b (a,b € R) je asymptotou se smérnici v oo, pokud
lim [f(z) — (ax +b)] =0,
T—r00

pripadné je asymptotou se smérnici v —oo, pokud

Jim [(z) = (az + )] = 0.
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Priklad 74.
(a) Funkce f(z) = % mé asymptotu bez smérnice x = 0 a asymptotu se smérnici y = 0 (v £00).

(b) Funkece f(z) = 2% m4 asymptotu se smérnici y = 0 (v £00), protoze

x

i sinx o) = i sinx ; ohr. _ 0

(c) Funkce f(x) = ax + b je svou vlastni asymptotou (v £00).
U

Poznamka 15. Je zfejmé, Ze asymptoty bez smérnice mohou byt pouze v bodech nespojitosti funkce
f(z). Viz napt. Priklad 74(a). Samoziejmé ne kazdy bod nespojitosti zadava asymptotu, viz napf.
Priklad 74(b) a bod x = 0. OJ

Véta 22 (Asymptoty se smérnici). Primka y = ax + b je asymptotou funkce f(x) v oo <

a= lim M, b= lim [f(x) — ax]. (29)

T—00 I T—00

Podobné, primka y = ax + b je asymptotou funkce f(z) v —oco <

a= lim M, b= lim [f(z)— ax]. (30)

r——00 I T——00

Diikaz. Byti asymptotou v oo znamena, ze

flx)=ar+b  proz — oco. (31)
Tedy pokud obé strany podélime vyrazem x, dostaneme, ze
x
m ~a+ — pro r — o0.
x x

A protoze vyraz % — 0 pro x — 00, dostavame odtud vzorecek pro hodnotu koeficientu a.

Déle, zname-li koeficient a, potom z vzorce (31) plyne, Ze
flz) —ax~=b pro x — oo,

tj. dostavame odtud vzorecek pro hodnotu koeficientu b.

Podobné to plati pro z — —oc. O]

Poznamka 16. Protoze se mize snadno stéat, Ze limity v (29) a (30) se napf. pro koeficient a nebo
pro koeficient b lisi, pouzivame ve vypoctu téchto koeficientii znaceni

pro limity voo  a pro limity v —oo0.

Tedy
ay = li_}rn @, by = li_}rn [f(z) —ay .z, (32)
a_ = xErjloo @, b = xEer[f(x) —a_.xl. (33)
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Samoziejme, pokud alespon jedna z limit definujicich koeficienty a, b je nevlastni nebo neexistuje,
tak potom dana funkce asymptotu v pfislusném oo nebo —oo nema.

Priklad 75. Urcete asymptoty funkce

Resent.

e Asymptoty bez smérnice: Protoze je funkce f(x) spojitd na intervalech (—oo, —2) a (—2, c0),

asymptota bez smérnice miize byt teoreticky pouze v bodé x = —2 (viz Poznamka 15).
Spocteme proto jednostranné limity v tomto bodé:
. (x —2)3 ; —64 . (r —2)3 ; —64
im —— — | = - im ——— — | = -
e——2+ (T + 2)? YP o ’ e——2- (x4 2)? YP o
Tedy
’x = —2 je asymptota bez smérnice ‘

e Asymptoty se smérnici:

—92)3
a,_’_:limM:hmu:...

=1,

L L (x —2)3 L (x =2 z.(r+2)*

b= Jnlro) ol = (G55 =) = I (G~ 7o)
. =102 +8x —8

= Jm RS

Tedy

’y =z — 10 je asymptota v co|.

Vypocty pro a_ a b_ jsou naprosto stejné:

_ 3
o @ o2
r——00 I T——00 .T(.T—F 2)2
-2 3 -2 3 ) 2 2
bo = lim [f(x) —a_.z] = lim u—x — lim t ) _x(x+ )
T—>—00 T——00 ([E —+ 2)2 T—>—00 ([L‘ + 2)2 (Jj + 2)2
— 2 _
~ lim 102* + 8x — 8 _ 10
T——00 (;L‘—}— 2)2

Tedy

’y =2 — 10 je asymptota v —o0 |.

(Viz obr.) O
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2.17. Celkovy prubéh funkce.

Priklad 76. Vysetiete celkovy pribéh funkce

172

f@) ==, D) =R\{-1}

Reseni. Uréime (viz demonstrativni cvideni)
e defini¢ni obor (pokud jiz neni zadén),
e prvni derivaci f'(x) a vSe co z ni lze uréit, tj. stacionarni body, body kde neexistuje f’(x),
intervaly monotonie (rostouci a klesajici f(z)), lokdlni extrémy (pokud pouzijeme Vétu 18 ¢i

Disledek 5),

e druhou derivaci f”(x) a vSe co z ni lze uréit, tj. konvexnost, konkavnost a inflexni body,
pripadné lokalni extrémy (pokud pouzijeme Vétu 19),

e asymptoty bez smérnice a se smérnici,

e hodnoty funkce f(z) a derivace f'(z) ve vSech ,vyznaénych“ bodech (napf, stacionarnich a
inflexnich bodech, kde neexistuje f’(x) nebo f”(z), v krajnich bodech, atd.),

e a nakonec ze vSech téchto informaci sestrojime graf funkce f(z).

Priklad 77. Vysettete celkovy pribéh funkce

flz) = i +1Inz.

Reseni.
e Defini¢ni obor je |D(f) = (0,00) |.

e Prvni derivace
1 ! 1 1 z-1
/ = —_ l = — — —_ = = 07
J(@) <SB+ HI) x2+x x?

tedy x = 1 je jediny stacionarni bod. Protoze f’(z) < 0 na intervalu (0,1) a f'(x) > 0 na
intervalu (1, c0) (viz tabulka),

f(z) je klesajici na (0, 1],
f(z) je rostouci na [1, c0),
f(z) mé lokalni min v bodé = = 1.

[Vzhledem k okolnostem je zfejmé v bodé x = 1 globalni minimum funkce f(z) na intervalu
(0,00).]



1 2 —
— .I_O’

1 1\ 2
B 2 3

e Druhé derivace

" —
ra = (- 5+
2 je jediny kandidat na inflexni bod. Protoze f”(z) > 0 na intervalu (0,2) a

tedy x

f"(z) < 0 na intervalu (2, 00) (viz tabulka),
f(z) je konvexni na (0, 2],
f(z) je konkévni na [2, 00),
f(x) ma inflexi v bodé = = 2.

e Asymptoty bez smérnice:
, 1—|—l |t ! 14+2Inx ‘ 1
im [ —+1Inx o0o—o0 = lim — — | =0
z—0t \ T P z—07F T P 0t '
protoze podle Piikladu 55(a) je lim, ,o+  Inz = 0. Tedy
’x = 0 je asymptota bez smérnice‘
Asymptoty se smérnici:
1
=+ Inx 1 1
a= limM: lim &— = lim —2+limﬂ ‘typg’
T—r00 €T T—00 €T rT—00 U r—o0 I O
=0
1
"Hosp. ;. > . 1
PO i 2 — fim = =0,
r—o00 1 T—00 I
. ) 1
b= lim[f(z) —az]=lim (= +Inz| |typ0+oo|=o00
T—00 rz—o00 \ T
Funkce f(z) nemé asymptotu v oo

Tedy

e Hodnoty funkce f(x) a derivace f'(z) ve vSech ,vyzna¢nych“ bodech:
1 1
—+In2~1.1 "(2) = =.

e a nakonec ze vSech téchto informaci sestrojime graf funkce f(z):
<graf_prubeh_funkce.pdf>


https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2007/MB102/um/graf_prubeh_funkce.pdf?fakulta=1433;obdobi=3524;kod=MB102
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2.18. Optimalizace. V tomto odstavci uvidime, jak vyuzit znalosti o pribéhu funkce ¢i globalnich
extrému funkce pro aplikace v ,,bézném zivoté“.

Piiklad 78 (Papirova krabice). Z kartonu tvaru ¢tverce o strané délky 54 cm vyfiznéte v kazdém
rohu stejny ¢tverec tak, abyste mohli sestrojit krabici (bez vika) s co nejvétsim objemem (viz obr.).

Reseni. Ozna¢me jako = (v cm) délku strany ¢tverct, které musime vyfiznout. Potom mé zbyvajici
podstava rozméry 54 — 2x cm X 54 — 2x cm, pricemz vyska krabice bude praveé x cm.

Pro objem krabice dostaneme proto vztah

V =V(x) = (54 — 22)? x = (2916 — 2162 + 42?) x =| 4 (7292 — 542> + 2°)|.

Délka strany vyfizlych ¢tverci muze byt nejvyse 54/2 = 27 cm, a proto musime najit maximum
funkce V(x) na intervalu [0, 27].

Protoze je funkce V(z) spojita na intervalu [0,27], jeji maximum existuje (Weierstrassova véta —
Véta 6). Podle Poznamky 13 musime najit stacionarni body:
V'(z) = 4(729 — 1087 + 32?) = 12 (243 — 36z + 2*) = 12(27 —2) (9 — 2) = 0,
= x1 =27, T9 = 9.
Body, kde V'(z) neexistuje, nejsou.

Body 27 = 27 a x5 = 9 jsou tedy stacionarnimi body funkce V' (z) v intervalu [0, 27|, pfi¢emz bod
x1 = 27 je soucasné krajnim bodem tohoto intervalu. Hodnoty funkce V' (z) v téchto bodech jsou

stacionarni body: — x =27, V(27) = (54 — 54)227 = 0,

r =09, V(9) = (54 — 18)%9 = 11664, <+ max
krajni body: x =0, V(0) =0,

x =27, V(27) = 0.

Tedy maximalni objem je 11664 cm?® (téméi 12 litrii) pro krabici o rozmérech 36 cm x 36 cm x 9

cm, tj. v kazdém rohu musime vyiiznout ¢tverec |o strané 9 cm |

Vsimnéte si, Ze maximum muZeme také ovérit testem s prvni derivaci (napf. Dusledek 5): pro
x €10,9) je V'(x) > 0, tedy V(z) je rostouci na intervalu [0, 9], zatimco pro x € (9,27) je V'(z) <0
a tedy V() je klesajici na intervalu [9,27].

Vsimnéte si také, ze funkce V' (x) je konkavni na intervalu [0, 18], konvexni na intervalu [18,27] a
v bodé z = 18 ma inflexni bod. O

Piiklad 79 (Vyroba plechovky). Urdete rozméry litrové plechovky valcového tvaru tak, aby
spotfeba materialu na jeji vyrobu byla co nejmensi.

Resend. Oznacme si jako h (v cm) vysku plechovky a jako 7 (v cm) polomér jejiho dna (& vicka).
Potom je na vyrobu takové plechovky potteba
— _ 2 2 <z
S=8(h,r)= 2mr? +2nrh cm” materialu.
dno + vicko sténa
Protoze ale musi mit plechovka objem 1 litr = 1000 cm?®, musi platit
1000

V=mr’h =1000 = h=—Ff,
mr
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a tedy je

2000
2mr? + ; pro r > 0.
r

1000
s

S = S(r) =2mr? + 2mr

wr

Hleddme tedy minimum funkce S(r) pro r € (0,00). VSimnéte si, ze dany interval neni uzavieny
ani ohraniceny, a proto pro existenci extrému nelze pouzit Weierstrassovu vétu (Véta 6).

Urceme nejdiive stacionarni body:

2000
S'(r) = (2% +20007Y) = dzr — 200072 = 47y — —— =0
T
500
= =500, = |r=mr={ | ~542
T

Dale, protoze je

4000
S"(x) = (4mr — 20007 ) = 47w + 40007 > =47+ —— >0  pror >0,
r

je funkce S(r) konvexni na celém intervalu (0, 00). A proto je bod ry globalni minimum.

Odpovidajici vyska plechovky je pak

h():

1000 1000 500 ,/500
7TT(2) 7_‘_3/(@)2 3/(@)2 7T

Spotreba materialu je tedy minimalni, pokud

’vyéka plechovky je rovna primeéru podstavy ‘

2.19. Diferencial funkce. Diferencial funkce je pojem, ktery se pro funkce jedné proménné vyuziva
pouze pro potieby integrovani (viz néasledujici kapitola) nebo pro piiblizné vypocty. Pro funkce
vice proménnych ma mnohem vétsi vyznam (viz MB103).

Definice 14 (Diferencial). Necht =y € D(f) je bod, ve kterém existuje vlastni derivace f’(zo)
funkce y = f(z). Potom definujeme

e diferenciél dx (diferencidl nezavislé proménné) jako (pro z blizko x),

e diferenciél dy (diferencial zavislé proménné) jako |dy = f'(zo) . dz |.

Alternativni znaceni pro dy je df, pfipadné df (x¢) pokud chceme zdiraznit, Ze se jedné o diferencial
v bodé zg. O

Uvédomte si, ze pokud je x napravo od xg, je dr = © — xg > 0, pokud je ale x nalevo od xg, je
der =z —x9 <0.

Priklad 80.
y =sinz, dy = (sinzx) . dx = (cosx) dx,

y=—-c+xlnz, dy = (—x + 2z Inz) .dr = (Inz)dx.



55

Co to vlastné ten diferencidl je (neplette si s diferencidlem v automobilu)?

Pokud se podivame na rovnici teény v bodé x (viz Poznamka 5), potom mame

y —yo = f'(x0) (x — 20), kde yo = f(wo),
y — f(w0) = f'(x0) dz = df (20). (34)
—
dy
Vidime tedy, Ze diferencil dy je zména funkénich hodnot na tecné (viz obr.). A protoze hodnoty na
tefné aproximuji funkéni hodnoty f(z) pro x blizko bodu xg, plyne z (34) vzorecek pro pfiblizné
vypocty:

f(x) = f(xo) + df (x0) |, tj. f(x) = f(xo) + f'(x0) (. — x0). (35)
(Jedna se vlastné o rovnici teény trosku zapsanou jinym zpisobem). Tedy hodnoty funkce f(z) pro
x ,blizko“ bodu z se pfiblizné rovnaji hodnotam na te¢né v bodé xy, pricemz pro tento vypocet
musime znat hodnotu funkce f(zq) a derivace f'(x¢) v bodé z.

Diferenciél je tedy pfiblizna zména funkénich hodnot pro x blizko z.

Priklad 81. Pomoci diferencidlu piiblizné vypoctéte 1/85.

Reseni. Protoze zname /81 = 9, polozime o = 81 a = 85, tj. dx
f(z) = /& potom je f'(x) = ﬁg, a tedy f(81) =9 a f/'(81) = #87 = 3
plyne, ze

x — x9 = 4. Tedy pro
. Ze vzorce (35) potom

&l= I

F(85) ~ f(81) + df (81) = f(81) + f/(81)dx, tj.

1 2 83
V85 9+18 9+9 5 9

(Pro srovnani je pfesnd hodnota /85 = 9.2195....) O

Priklad 82. Polomér kruhu se méni z 20 m na 20, 1 m. Odhadnéte narust jeho plochy.

Re$end. Obsah kruhu je P = P(r) = nr?. Polozime 7y = 20, r = 20.1, a pak dr = r—r = 20.1—-20 =
0.1. Protoze je P(ry) = P(20) = 4007 a P'(ry) = P'(20) = 27rr|r:2o = 40, je podle vzorce (35)

P(r) = P(ro) + P'(r¢) dr = 4007 + 407 . (0.1) = 4047. = dP(rg) = 4n | =~ P(r) — P(ro).

Odhad nértistu plochy je asi 47 m?.

Ptiblizny procentualni nartst plochy (vzhledem k ptivodni plose) je pak
dP 4 1
P(r) 4007 100

Tedy plocha vzroste piiblizné o 1%. O
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2.20. Taylortv polynom. Vidéli jsme, ze pro aproximaci funkce pomoci linearniho polynomu slouzi
tecna (tedy diferencial). Lze ale pouzit i aproximace vyssich fadd. V tomto obecnéjsim ptipadé potom
hovofime o Taylorové polynomu.

Definice 15 (Taylortv polynom). Necht zy € D(f) je bod, ve kterém existuji vlastni derivace
f'(wo), f"(z0), ..., f™(x0) funkece f(x) az do fddu n. Tayloriv polynom stupné n funkce f(x) se
stfedem v bodé€ z( je polynom

T(w) = Tu(z) = T}/ (x) = T}/ (3 %0)

definovany jako

"( g " g (n) T
T(g;) = f(xO) +f/($0) (l’ _xO) + w (ZL‘ _ xO)Q + f 3(' 0) (l’ . $0)3 4+ .4 f n<' 0) (ZL’ . xo)n
Alternativné zapisujeme Taylortiv polynom pomoci sumy
"L ) ()
1) = 37000 (o
k=0
piicemz pro k = 0 klademe 0! := 1 a f©) () := f(z). OJ

Poznamka 17.
(i) Taylorav polynom stupné n = 0 se stfedem v bodé x, je tedy polynom

To(w) = f(wo),

tedy jedna se o konstantni funkci.

(ii) Tayloriv polynom stupné n = 1 se stfedem v bodé x, je tedy polynom

Ti(x) = f(wo) + f'(w0) (v — x0).

Vidime tedy, Ze tento polynom je pfesné rovnice tecny (viz Pozndmka 5) nebo také vyjadiuje
aproximaci funkce f(z) pomoci diferencialu (viz vzorec (35)).

O

Priklad 83. Urcete Taylortv polynom stupné n = 0,1,2,3,4,5,6 se stfedem v bodé xqg = 0 pro
funkci

f(z) =sinx|.

Reseni. Pro funkci f(z) = sinx méame
f'(x) = cosz, f"(x) = —sinx, " (x) = —cosx,
f@(z) =sinz = f(x), fONz) = cosx = f'(x), fO(z) = —sinz = f"(x).
Hodnoty funkce a derivaci v bodé xq = 0 tedy jsou
f(0) =0, f(0) =1, f"(0) =0, (@) = -1,
fO0)=0=f(0), fO0)=1=f(0), fO0)=0=f"(0).

Vsimnéte si, ze vSechny derivace sudého radu jsou v bodé xy = 0 rovny 0, a tedy sudé mocniny x se

ve vyslednych polynomech nebudou vyskytovat.
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Ptislugné Taylorovy polynomy T, (z) stuptnti n = 0,1,2,3,4,5,6 jsou tedy

To(x) = f(0) =0,

Ti(z) = To(z) + f'(0) z = =,

Ty(x) = Th(x) + f”2(0) v? =z,

Ts(x) = Ta(x) + f’;('O) v’ = éxg',

Ti@) = o) + Lot o - L,
(5)

T5(x) = Tu(x) + 5!(0) =z — %x?’ + Elox‘r’,
(6)

To(x) = T5(x) + f66‘(0) 1% =2 — %x?’—l—ﬁlo >

Aproximace funkce sin x pomoci téchto polynomi je zobrazena v prilozeném souboru

<tayloruv_polynom_sinus.pdf>

Priklad 84. Urcete Taylortv polynom stupné n = 0,1,2,3,4,5,6 se stfedem v bodé xqg = 0 pro
funkci

f(z) = cosx|.

Reseni. Pro funkci f(x) = cos x méame

f'(x) = —sinx, f"(x) = —cosz, f"(x) =sinz,
4

f@(z) = cosz = f(x), fO(z) = —sinx = f'(x), fO(z) = —cosz = f"(x).

Hodnoty funkce a derivaci v bodé xq = 0 tedy jsou

Vsimnéte si, ze vSechny derivace lichého fadu jsou v bodé zy = 0 rovny 0, a tedy liché mocniny x
se ve vyslednych polynomech nebudou vyskytovat.


https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2007/MB102/um/tayloruv_polynom_sinus.pdf?fakulta=1433;obdobi=3524;kod=MB102
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Ptislugné Taylorovy polynomy T),(z) stupnti n = 0,1,2,3,4,5,6 jsou tedy
To(x) = f(0) =1,
Ti(z) = To(z) + f(0)z =1,

//O 1
T2($):T1(93)+f2() P=1 51’2,
B f///(o) , 1 ,
@ 1 1
T4($):T3(x)+f 4‘( )JZ :1_51’2_’_%1‘4,
®)(0) 1
T =T 51 2. gt
5(x) = Tu(x) + gL 5%+ 5T
_ fO0) ¢ 1, 1 , 1

Aproximace funkce cosz pomoci téchto polynomu je zobrazena v pfilozeném souboru

<tayloruv_polynom_kosinus.pdf>

Priklad 85. Urcete Tayloruv polynom stupné n = 0, 1, 2, 3, 4 se stiedem v bodé oy = 0 pro funkci
flz) =e€"].

Reseni. Pro funkci f(x) = e* mame
fl@) = f'(z) = f'(2) = ["(z) = fD(2) = ¢,
Hodnoty funkce a derivaci v bodé 2y = 0 tedy jsou vsechny rovny e = 1.
Ptislugné Taylorovy polynomy 7,,(z) stupnitt n = 0, 1,2,3, 4 jsou tedy
To(x) = f(0) =1,
Ti(z) = To(z) + f(0)z =1 + =,

/IO 1
Tg(x):Tl(x)—l—fz( )x2:1+x+§x2,

l//O 1 1
T3($):T2(9E)+f3(' )x3:1+x+§x2+6x3,

@0 1 1 1

Aproximace funkce e* pomoci téchto polynomu je zobrazena v prilozeném souboru

<tayloruv_polynom_exp.pdf>


https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2007/MB102/um/tayloruv_polynom_kosinus.pdf?fakulta=1433;obdobi=3524;kod=MB102
https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2007/MB102/um/tayloruv_polynom_exp.pdf?fakulta=1433;obdobi=3524;kod=MB102
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Priklad 86. Urcete Tayloriv polynom stupné n = 0,1, 2, 3,4 se stfedem v bodé o = 0 pro funkci
flz)=In(1l+z)|.

Reseni. Pro funkci f(z) = In(1 4+ z) mame
1 -1
/ - -1 _ " _ -2 _
e L o [ R v
" =(=1)(=2)(1 -3 _ = _
Hodnoty funkce a derivaci v bodé zy = 0 tedy jsou

fO)=0, fO)=1 f0)=-1 f"0)=2 [f90)=-6.

Ptislugné Taylorovy polynomy 7, (z) stuptitt n = 0,1,2,3,4 jsou tedy
To(z) = f(0) =0,
Ti(x) = To(x) + [(0) & =z,

//O 1
1) = i) + T\ 0t =0 La?

///0 1 1
T3($):T2($)+f3(' )$3=$—§x2+§x3,

(0 1 1 1
T4(.’1}):T3(;U)—|—f4‘()x4:x_§x2+§x3_1x4

Aproximace funkce e” pomoci téchto polynomt je zobrazena v prilozeném souboru

<tayloruv_polynom_ ln.pdf>

Vidime tedy, ze funkce f(z) je aproximovana Taylorovym polynomem. MiZeme se ovSem ptat, jak
vypada presné vyjadieni funkce f(x) pomoci Taylorova polynomu. Potom nutné musime zahrnout
do vypoctu vyraz pro chybu aproximace — a dostaneme tzv. Taylortiv rozvoj se zbytkem.

Véta 23 (Tayloriiv rozvoj se zbytkem). Necht f(x) md spojité derivace f'(z), f"(x), ..., f™(z)
na uzavieném intervalu [a,b] a necht existuje vlastni derivace f"V(z) na otevieném intervalu (a,b).
Potom pro kazdy bod x € (a,b) existuje bod ¢ € (a,z) tak, Ze plati rovnost

f(nJrl)(c)
(n+1)!

kde T, (x) je Tayloriv polynom stupné n funkce f(x) se stiedem v bodé a.

(z—a)", (36)

f(z) =T.(z) + R,(z)], kde R, (z) =

Diikaz. Toto dilezité tvrzeni je dusledkem Rolleovy véty o stfedni hodnoté (Véta 13). Podrobnosti
jsou ve skriptech prof. Slovéaka. O

Vyraz R,(x) ve vzorci (36) se nazyva Taylortiv zbytek (se stfedem v bodé z4) a vyjadiuje chybu
aproximace Taylorovym polynomem 7;,(z). O odhadu velikosti R, (x) (a tudiz velikosti chyby apro-
ximace Taylorovym polynomem) je celd matematické teorie.



https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2007/MB102/um/tayloruv_polynom_ln.pdf?fakulta=1433;obdobi=3524;kod=MB102
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Priklad 87. Pro funkci f(z) = ¢* a Taylortv polynom 7,,(z) se stfedem v bodé 0 (viz Piiklad 85)
je ztejmé pro libovolné x € R
R, (z) = ﬁ "t kde ¢ lezi mezi 0 a x.

Vsimnéte si, ze pro > 0 je vidy e < e” (nebot ¢ € (0,x) a exponencialni funkce je rostouci), a
tedy plati odhad

T

e
R,(z) < ———— "} >0
zatimeco pro z < 0 je vzdy e < 1 (nebof v tomto ptipadé je ¢ € (x,0)), a tedy plati odhad
R,(z) < ———— |zt < 0.
@) < gy ™,

V obou dvou piipadech (jak pro z > 0 tak pro = < 0) ale vidime, Ze pro pevné zvolené x se bude s
rostoucim n vyraz R, (x) blizit k nule, protoze lze ukazat, Ze pro libovolné x € R je

xn—i—l

lim — = 0.
nlﬁnolo (n+1)!

O

Poznamka 18. S rostoucim n se stupen Taylorova polynomu zvysuje, az se pro n — oo dostavame
v polynomu 7),(x) k souc¢tu nekone¢né mnoha ¢lentt — tzv. nekonecné fadé. Vice o tomto tématu
probereme v odstavci 4.5. U

Piiklad 88. Odhadnéte chybu v bodé = = 7 Taylorova polynomu stupné n = 6 funkce f(z) = cosx
se stfedem v bodé zy = 0.

Reseni. 7 Piikladu 84 vime, Ze piislusny Taylorfiv polynom je
1 1 1

T —1-= 2 o N

() 2V T T

piicemz f(©)(z) = — cos .
Pro zbytek Rg(x) pak podle vzorce (36) plati, Ze
fc) - _sinc ;
= T

T T

kde ¢islo ¢ lezi mezi 0 a x. A protoze pro libovolné ¢ € R plati |sinc| < 1, potom pro x = T méame

4
T 1 /7
—JlI<=1=)] ~0. .

‘R6(4)‘ <5 (4) 0.0000366

Rﬁ(l‘) =
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3. INTEGRALNI POCET

Integralni pocet se zabyva studiem funkci a jejich aplikaci, pokud zname hodnotu derivace.

3.1. Primitivni funkce. Zakladni otdzkou tohoto odstavce je nasledujici: Zname-li funkei f(x), jak
1ze najit (pokud vibec existuje) funkeci F'(x) tak, ze F'(x) = f(z)?

Piiklad 89. Pro jakou funkci F'(x) plati, ze | F'(x) = f(x) |, kde
(a) flz)=2%  (b) f(z)=cosz.

Resent.

(a)

3 3 3 3513'2

F(x) = %, %+1, % —m, nebot F'(z)= ?+0:$2 = f(x),
¢i nejobecnéji
3
F(z) = % + C, kde C je libovolna konstanta.

(b)
F(x) =sinz, sinz+1, sinz—m, nebot F'(z)=cosz+0=-cosz= f(z),
¢i nejobecnéji

F(z) =sinz + C, kde C je libovolna konstanta.

Definice 16 (Primitivni funkce). Necht f(z) a F'(x) jsou funkce definované na intervalu I. Funkce
F(x) je primitivni k funkei f(x) na intervalu I, pokud

F'(z) = f(x) pro vSechna z € I. (37)
U

Priklad 90. Z pravidel pro derivovani elementarnich funkei (odstavec 2.9) snadno dostavame nésle-
dujici.
(a) Funkce % je primitivni k funkeci 2" na R.

(b) Funkce Inz je primitivni k funkei 1 na (0,00). Funkce In(—z) je primitivni k funkei * na
(—00,0). Dohromady zapséno: Funkce In || je primitivni k funkci £ na (—o0,0) a na (0, 00).

(c) Funkce arctgx je primitivni k funkei ﬁ na R.
(d) Funkce arcsinz je primitivni k funkci ﬁ na (—1,1).

(e) Funkce C' (konstantni funkce) je primitivni k funkci 0 na R.

Kdy k dané funkci f(z) existuje primitivni funkce F'(z)? Ne vzdy!
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Véta 24 (O existenci primitivni funkce). Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu I, potom k ni
existuje na tomto intervalu funkce primaitivni.

Diikaz. Uvedeme pozdéji, viz Poznamka 28(ii) v odstavci 3.4. O

Poznamka 19.
(i) Véta 24 udava postacujici podminku pro existenci primitivni funkce. Spojitost neni nutnou
podminkou pro existenci primitivni funkce. Napi. funkce
fx) = 2r sin% — cos %, pro x # 0,
0, pro x = 0,

neni spojita v bodé = = 0, protoze

1 1
lim f(x) = lin}) <2x sin — — cos — ) neexistuje.
T—

z—0 T xZ
N—— ——
—0 neexistuje
Na druhé strané, funkce
2 i 1
) a®sin pro x # 0,
F(z) = { 0, pro x = 0, (38)

je primitivni k f(z) na celém R, nebot pro = # 0 je
1 1 1 1 1
F'(z) = 2xsin — + 2% cos — . (— —2) = 2rsin — — cos — = f(x),
x T x x T
aproxz =0 je
F(z)—F “sin g 1
F'(0) = hmM = limx Sy lim zsin — = 0 = f(0).

z—0 x—0 z—0 T z—0 €

(ii) Je-li F(z) primitivni k funkci f(z) na intervalu I, potom je F'(x) + C také primitivni k f(z)
na intervalu I pro libovolnou konstantu C' € R.

(iii) Jsou-li F'(x) a G(x) primitivni k funkci f(x) na I, potom existuje konstanta C' € R tak, ze
F(z) = G(x) + C pro v8echna z € I (tedy funkce F(z) a G(x) se lisi o konstantu na celém
intervalu 7).

(iv) Disledkem ¢ésti (ii) a (iii) je, Ze je-li F'(x) primitivni k f(x) na intervalu I, potom
{F(z)+C, C eR}

je mnozina vSech primitivnich funkei k f(x) na intervalu /. Tuto mnozinu budeme nazyvat
neurcity integral.

O

Piiklad 91. Protoze maji funkce F(z) = arctgz a G(x) = — arccotg x stejnou derivaci f(z) = -
(viz Tvrzeni 4), musi se tyto funkce lisit o konstantu, tj.

arctgx = — arccotgx + C' Vzr € R.

Konstantu C' mizeme urc¢it napt. z hodnot téchto funkci v bodé z = 0,
T

?

arctg0 = 0, arccotg 0 = g, = C=

[\
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neboli plati
™
arctg x + arccotgr = 5 Vzr € R.

0

Definice 17 (Neurcity integral). Mnozina vSech primitivnich funkei k funkci f(z) na intervalu
I se nazyva neur¢ity integral z funkce f(x) na intervalu I. Tuto mnozinu budeme znacit (zkracené)
jako

/f(af) dv = {F(z)+C, C € R} = F(z) + C,

tedy symbol mnoziny { } budeme (kvuli stru¢nosti) vynechévat. 0

Piiklad 92. Z pravidel pro derivovani elementarnich funkci (odstavec 2.9, viz také Piiklad 90)
snadno dostavame nasledujici.
n+1
/ dy = < +C

n+1 ’

sinzdr = —cosx + C,

cosxdr =sinx + C,

/
/

/exdw:ex—l—C’,
/ag”dx:a——i—C,
Ina
1
/de—lnm el (39)

1
/1+x2 dr = arctgx + C,

/ \/1;_7 dx = arcsinx + C,
f'x)
/ ) dr =1In|f(z)| + C.

Ve vzorci (39) si vSimnéte, Ze na pravé strané je v logaritmu absolutni hodnota, nebot pro z > 0
je (Inz) =2 aprox <0je[In(—z)] =+ (-1)= 1. =

3.2. Zakladni integrac¢ni metody.

Véta 25 (Pravidla pro neurcity integral).

(i) Pravidlo konstantniho ndsobku:

/c.f(x) iz = c/f(x) da.

Neboli, je-li F(x) primitivni k f(x), potom je c. F(x) primitivni k c. f(z).
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(ii) Pravidlo souctu a rozdilu:

/[f(:v)ig(x)} dxz/f(:c) dxj:/g(x) de.

Neboli, je-li F(x) primitivnd k f(x) a je-li G(x) primitioni k g(z), potom je F(z) + G(x)
primitivni k f(z) £ g(x).

Diikaz. Obé pravidla jsou jednoduchym disledkem piislusného pravidla pro derivace (viz Véta 10):
lc. F(z)] =c.F'(x) =c. f(x)
[F(z) £ G(2)]" = F'(z) £ G'(z) = f(z) £ g().

O
Priklad 93.
@) 4
/(x3—3x2+5)d:p:%—m3+5x+0,
(b)
/( 1 1 1 r? s x7
\/5+—+2x6>dx:/(:c2+:c3+2x6)d:c:—+—+2—+0,
() , )
/ 2 — — ) dx = —2In|z|+ C,
x In 2
(d)
2 > dr =2 i 5 C
1—x2+9€2+1 T = 2 arcsinx + 5 arctgx + C,
= —2 arccosx — 5 arccotgz + C.
O

Dalsi integrac¢ni pravidlo umoznuje integrovat souciny funkci, pricemz integral z daného soucinu
se vhodné prevede na integral z , jednodussiho“ soucinu (viz piiklady déle).

Véta 26 (Metoda per-partes pro neurdity integral). Necht funkce u(x) a v(x) maji derivaci
na intervalu 1. Potom plati

Diikaz. Tato metoda je jednoduchym dusledkem pravidla pro derivaci soucinu (viz Véta 10(iii)) a
pravidla pro integral sou¢tu (viz Véta 25(ii)):

[uv] =dv'v+ud, = /[uv]’:/(u’v+uy’) = uv+C’:/u’v+/uv’.
]

Prislusné vypocty pro metodu per partes budeme stejné jako u typu limity psat ve vypoctu
mezi dvé svislé ¢ary, viz nasledujici priklad.
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Piiklad 94.

(a)

U = cosx U =sinx
V=21 v =1

/:c cos x dx

=gz sinxy — /sinxd:c

::csin:c—(—cosx)—i-C’:] :csinx—l—cosa:—l—C".

u =
v =

NI

2 2 1
—x—lnx—/x—~—dx
2 2 x

22

2 2
:%lnx—/gdx: %lnx—z—f-C’.

u = e” u=e"

/ex sin z dx

N———
oznacme jako [

v =sinx v = cosx

u = e* u=e"

V= COoS T v = —sinz

=e’ sinx — {e“” cosx — /ex (—sinx) da:}

=e® sinx — e* cosw — /e“’ sinz dx

—_—
=1

=e’ sinz — /em cosxdx

Tedy pro neznamy integral I dostdvame rovnici

I =e¢"(sine —cosx) —1 = 2] =e"(sine —cosz) = Iziex(sinm—cosx),

a proto je

1
/e"” sinz dr = ie””(sinx—cosx)+0 :

Ve vsech prikladech ovérte, ze zpétnym derivovanim vysledku dostanete prislusnou funkci v inte-
gralu. U

Poznamka 20.
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(i) Metoda per-partes vede k cili zejména pro integraly typu

/x" e dx, /x" cos(azx) dx, /x” sin(az) dx,

/:v" arctg(ax) dx, /:L'” arccotg(ax) dz, /x“ In" x dx.
(ii) Metoda per-partes vede nékdy na rovnici pro neznamy integral (viz Piiklad 94(d)), napft.

/e” cos(bz) dx, /e‘” sin(bx) dx.

(iii) Metoda per-partes vede nékdy na rekurentni formuli pro neznamy integral (viz nésledujici
Priklad 95).

O

Priklad 95. Urcete ]
K,(z):= | ——————dx.
(z) /(:c2—|— 1n ‘
Reseni. Ziejmé je
Ko(o) = [ 1dr =2+
1
i) = [ oo~ [z T 0.

Nezndmy integral K, (pro n > 2) vypoc¢itdme metodou per-partes:

K,(x) = /1 (2 4+ 1) " dx

u =1 u=ux
v=(22+1)™" vV =-nx*+1)""1. 22

=z +1)" — /a: (=n) (2 + 1)t 22dr

2
_Lmn/w—d:@

(1.2 + 1)n (.ZUQ + 1)n+1
x ?+1-1
(2 +1)" - n/ (22 + 1)nt1 .
T 1 1
@i n/ ((x2 T (22 1)n+1) ’
T T
Tedy plati vztah

T 1 T 2n —1

2n K, q(x) =

Napt. volbou n = 1 vypocitame integral Ks(x):

1 1 T 1 1 1
/(x2+1)_2d$:K2(55):§'x2+1+§'K1(:c): §-I2+1+§arctgm+0.
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Dalsi dvé integracni metody (Véta 27 a Véta 28) jsou zalozeny na pravidle pro derivovani slozené
funkce (Véta 11).

Véta 27 (Substituce pro neurcity integral). Necht je funkce f(t) definovand na intervalu I a
necht @(x) je definovand na intervalu J a @o(J) C I. Je-li funkce F(t) primitivnd k funkci f(t) na
intervalu I, potom je funkce (F o )(x) primitivnd k funkei [(f o p)(x)]. ¢ (x) na intervalu J, tj.

[ 16t o) d - / ) [z P = Fel) |

Neboli v daném integralu volime substitucy |t

Diikaz. Tato metoda je jednoduchym disledkem pravidla pro derivaci slozené funkce (viz Véta 11):

Flo@)] = F (o)) . (@) = fo(@) .9 (@) = / J'do = / F @) . ¢ (a) de.
—r (o)

O
Substitu¢ni metodu budeme opét zapisovat do naseho vypoctu mezi dvé svislé cary.
Priklad 96.
(a)
2x t=a22+1 1 5 t—1 1 1
/(;p2+1)2dw ‘ dt = 2z dx —/ﬁdt—/t dh=—7=—710= 5 7+¢
(b)
2 3 t=a’ 1 1 R
/a: cosx” dx ‘ dt = 322de |~ 3 costdt = 3 sint + C' = 3 sinx® 4+ C'|.
O

Poznamka 21.

(i) Ve vypoctu pomoci substituéni metody se pouziva vzorecek pro diferencial (viz Definice 14),
neboli

t=p(r) = |dt=¢'(x)dz|.

(ii) Substituce uvedend ve Vété 27 je tedy tvaru
y,hova proménna“ t = funkce ,staré proménné“ x.
Integral po substituci jiz nesmi obsahovat ,starou proménnou“ z a musi jiz byt zapsan pouze
pomoci ,nové proménné® t.
(iii) Pokud bychom jako ,novou proménnou® zvolili jiné pismenko, napf. s = ¢(z), potom je
samoziejmeé ds = ¢'(x) dz a novy integral bude v proménné s.
O

Druhéa substituéni metoda je opét disledkem pravidla o derivaci soucinu.
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Véta 28 (Substituce pro neurdity integral). Necht je funkce f(x) definovand na intervalu I a
necht ¥ (t) md nenulovou derivaci na intervalu J a ¥(J) = 1. Je-li funkce F(t) primitiond k funkci
[(f o) ()] .4/ (t) na intervalu J, potom je funkce (F ov~1)(x) primitivni k funkci f(x) na intervalu
I 4

/ f(z) dz = / Fm) Wty di = | = Ft) = F(b™\(@)).

~—

Neboli v daném integrdlu volime substituci |x = (t)|, tj. t = ¢~ (x) (inverzni funkce).

Poznamka 22.

(i) Taktéz ve vypoctu pomoci druhé substituéni metody se pouziva vzorecek pro diferencial (viz
Definice 14), neboli

r=y{t) = |de=¢'(t)dt]|.

(ii) Substituce uvedend ve Vété 28 je tedy tvaru
ystard proménna“ r = funkce ,nové proménné“ t.
Integral po substituci jiz nesmi obsahovat ,starou proménnou“ z a musi jiz byt zapsan pouze

pomoci ,nové proménné® t.

(iii) Pokud bychom jako ,novou proménnou“ zvolili jiné pismenko, napf. x = v (u), potom je
samoziejmé dr = 1’'(u) du a novy integral bude v proménné w.

(iv) U druhé substitucni metody (tj. ve Vété 28) je nutné davat pozor na interval, kde ¢’(t) # 0.
Tato podminka zaruc¢uje monotonii funkce v (t) a tedy existenci inverzni funkce ¢~!(z).

O

Priklad 97.
/ VvV1—22dx

T = sint ’ /m costdt

dx = (cost)dt
=cost
1 2t 1 1
= [ cos’tdt = JrLﬂ)alt: —+ = cos(2t) | dt
2 2 2
t 1 sin(2t t 1
:5-1-5 smé )+C:§+§(Sint)(cost)+0
t 1
—5 asmt \/1—sm +C ‘t:arcsinx’

1 1
=3 arcsinx+§x\/1—a:2+6’ )

Ovérte si derivovanim vysledku, ze je tento vypocet skutecné spravne. 0]
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3.3. Integrovani racionalnich lomenych funkci. Je-li R(z) = }Q)gg = ggg o

funkce (viz odstavec 1.6), provedeme nejprve déleni, abychom dostali ryze racionélni lomenou funkei.

racionalni lomené

Priklad 98.

3 + 22 r+1
= z+1 -
2+ 1 —~— 2+ 1
umime
integrovat

O

Déle ryze racionalni lomenou funkci rozlozime na parcialni zlomky, pricemz v odstavci 1.6 jsme
vidéli, ze tyto parcialni zlomky maji jeden z nasledujicich tvar.

e Pro realny jednoduchy koren xy:

A = / A de =| Aln|x — x|

T —x0 T — X

e Pro realny vicenasobny kofen zg (n > 2):

A B C
, s = prok=2,...,n:
(x —xz0)"" (v — x9)" ! x — X
A 7 (v — xg)~FH1 A
= dr=A _ kde = A = )
/ (@ —z)F " /(“7 7o) de “k+1 (1= k) (z — mo)F
e Pro dvojici jednoduchych komplexné sdruzenych kofenti o £+ fi:
Bx+C N / Bx+C e
(x —a)? + %’ (x — a)? + 32

Vyraz ve jmenovateli upravime vytykinim na tvar t2 4+ 1, kde t = % Vysledny integral je
po této substituci tvaru

Dt+ FE t 1 D
dt =D dt+FE | ——dt=| = In(t*+1 E arctgt|.
241 /ﬁ+1 i /ﬁ+1 g "+ 1)) +| P arctg

e Pro dvojici vicendsobnych komplexné sdruzenych koteni o & i (n > 2):

Bz +C Dz + FE Frz+ G
e, = pro k=2,...,n:

G-aR+ " [P +p " 7 woap
/ Bx+C Jr
[(z —a)? + 52"

Vyraz ve jmenovateli upravime vytykdnim na tvar (¢> + 1)*, kde t = % Vysledny integral
je po této substituci tvaru

Ht+J t 1
————dt=H | ————dt ——dt
/(t2+1)k /(t2+1)’f +‘]/(t”l)k ’

pficemZ prvni z uvedenych integraltt vypoc¢teme substituci s = 2 + 1 (potom ds = 2t dt) a
druhy z uvedenych integrali je integral K, (z) z Piikladu 95 (pfesnéji v tomto pfipadé Ky(t)),
ktery vede na rekurentni formuli.
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Priklad 99. Vypoctéte

/ 23 +622+5
dz.
(r 12 (@ +4)

Reseni. Rozkladem na parcidlni zlomky zjistime

2 +62°+5 A . B  CatD
(z4+1)2(2244) (z+1)2 z+1 2244

Odsud plyne, ze A=2, B=—-1,C =2, D =1 a tedy je

/ 23+ 622 +5 / 2 1 2r + 1
dr = — + dx
(x 4+ 1)2 (22 +4) (x+1)2 x+1 2244
—2 2x 1
=— -1 1 d d
r+1 nle+1]+ x2+4 x+/x2+4 *

-2 1
= x+1—ln\x+1\+ln(w2+4)+§arctgg—i—C,

piicem? predposledni integral jsme spocitali pomoci substituce t = 2% + 4 (tj. dt = 2z dz) a posledni
integral pomoci substituce t = £ (tj. dt = 1 du). O

Mnoho dalsich typi integralii vede pfes vhodné substituce na integraly z racionalnich lomenych
funkci, nékteré ukazky jsou ve skriptech prof. Slovaka.

Poznamka 23. Nékdy ani nelze dany integral viibec spocitat (tj. vyjadiit pomoci elementarnich
funkci), napf.

/Smxdx, /cosx /—dx /sin(x2) dx, /cos(qzz)dm, /e—dx, /ez2 dx.
x Inz x

Z véty o existenci primitivni funkce (Véta 24) ale vime, Ze k uvedenym funkcim existuje primitivni
funkce, protoze tyto funkce jsou spojité. Tyto primitivni funkce se pak nazyvaji vyssi funkce (jsou
nevyjadritelné pomoci elementarnich funkei).

Pozn.: Pozor ale na

|
/ T gy = ln2 x4+ C, (neni to vyssi funkce)!
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3.4. Riemannuv integral. V tomto odstavci budou uvazované funkce vzdy ohranicené.

Zakladni otézka tohoto odstavce zni: Jaka je plocha mezi f(x) a osou x (na intervalu [a, b])?

Priklad 100.

(a) f(z) =2 pro z € [—1,1] (viz obr.), [P = 4],

(b) f(z) =k pro = € [a,b] (viz obr.),|P =k (b—a)|

(c) f(z) =z pro x € [0,4] (viz obr.), P = 342 =[3].
(d) f(z) =z proz € [2,4] (viz obr.), P =342 - 122 =8 —2=]6].

(e) f(z) = pro z € [a,b] (viz obr.), | P = 1b% — 1 a?|

(f) f(z) =1 —2%prox € [-1,1] (viz obr.), P = 3

I
3
—_

o
|
|

(g) f(z) = =2z +1proz € [1,2] (vizobr.), P=3-2-3—3-1.-1=2. Ale protoze je plocha
pod osou z, klademe .

(h) f(z) = a3 pro x € [—1,1] (viz obr.), plocha je stejnd nad i pod osou z, a proto klademe
P=0]|

[\

O

Tato ,orientovana plocha“ se nazyva urcity integral (téz Riemanntv integral) z funkce f(x) pfes
interval [a, b] a znacime ji

orientovana plocha mezi grafem

b
P= /a f)dr = funkce f(z) a osou x

Priklad 101. Tedy vypocty uvedené v Piikladu 100 mizeme alternativné zapsat nasledovné:

(a) | [}, 2dz = 4]

(b) | J, kde =k (b—a)}

(c) f04:pd$ =8|,

) | [, xdr =6

(e) fabxdx: TV —1a?|,

0 [, Vi—ade =3

(&) | [ (—2z + 1) do = —2|
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(h) fjl w3dr =0

O

Skute¢nou plochu mezi f(z) a osou x odhadneme pomoci ,vepsanych“ a ,opsanych“ obdélniku
(viz obr.), ¢imz dostaneme dolni odhad s(D, f) pro skuteénou plochu a horni odhad S(D, f) pro
skutecnou plochu.

Definice 18 (Déleni intervalu). Nechf a,b € R, a < b. Délenim intervalu [a, b] je konefnd mnozina
bodt D C [a,b] s vlastnosti a,b € D. Tedy

D = {xp,21,...,2,}, kde z9=a, z,=0.

Body zg,x1,. .., %, se nazyvaji délici body a interval [x;_1, x| se nazyva délici (pod)interval.

Délka nejvéetsiho déliciho podintervalu je pak norma déleni D, tj. je to ¢islo

n(D) = kg}axn{xk — Tpo1}- (40)

.....

Mnozinu vSech déleni intervalu [a, b] oznacujeme jako D[a, b] ¢i jenom jako D. O

Pro ohranic¢enou funkei f(z) na [a,b] a déleni D intervalu [a, b] zavedme oznaceni
my = inf { f(2), @ € [zp_1, 24}, (viz obr.)
My, == sup {f(z), = € [xp_1, 23]}, (viz obr.)

s(D, f) = ka (2 — xp—1), dolni soucet funkce f(z) pfi déleni D,
k=1

S(D, f) = Z My, (z, — xp-1), horni soucet funkce f(z) pti déleni D.
k=1

Tvrzeni 5. Necht ¢ < f(x) < d pro kazdé x € [a,b]. Potom pro kaZdd dvé déleni Dy, Dy € Dla, b
platt
C(b_a’) < S(Dlaf) < S(D27f) < d(b—(l),

1. dolni soucet libovolného déleni je nejvyse roven hornimu souctu libovolného deélent, pricemz vsechny

dolni soucty jsou zdola ohraniceny cislem c (b—a) a vSechny horni soucty jsou shora ohraniceny cislem
d(b—a) (viz obr.).

Pfi vzristajicim poc¢tu délicich bodt xy v déleni Dy, Dy se bude dolni soucet s(Dq, f) zvétSovat a
zaroven horni soucet S(Ds, f) zmenSovat.

Definice 19 (Dolni a horni integral). Cislo

/ f= sup{s(D,f), D e ]D)}

nazyvame dolnim (Riemannovym) integralem z funkce f(x) na intervalu [a, b].
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Cislo .,
/ f=inf{S(D, f), D € D}

nazyvame hornim (Riemannovym) integralem z funkce f(z) na intervalu [a, b]. O

IZstbf.

Navic, pokud je ¢ < f(x) < d na intervalu [a, b], potom podle Tvrzeni 5 je

c(b—a) < /f</ F<d(b-a). (41)

Soucasné vime, ze vzdy je

Definice 20 (Ur¢ity (Riemanniiv) integral). Je-li

Zifzzbf,

potom fikdme, Ze funkce f(x) je integrovatelna (v Riemannové smyslu) na [a, b] a toto spolecné éislo

znacime
[A-1- 1

—a

Mnozinu vSech (riemannovsky) integrovatelnych funkei na intervalu [a, b] znac¢ime jako R[a, b].

[

potom fikdme, ze funkce f(z) neni integrovatelna na [a, b]. O

Je-li

Riemanntv integral pres interval [a, b] je tedy ¢islo. Zapis pro Riemanniv integral budeme pouzivat
také ve tvaru s integracni proménnou, napf.

b b
/ f(z)dx, / f(t)dt, a podobné.
Priklad 102.

(a) Pro konstantni funkeci f(z) = ¢ mame my = M), = ¢ pro vSechny k a tedy je
s(D,f)y=c(b—a), S(D,f)=c(b—a) (viz obr.), vDeD, =

— b

/kzsup{c(b—a)}:c(b—a), /k:inf{c(b—a)}:c(b—a) =

N b b e
c € Rla,b]| a plati /c:/ k::/ k=|cb—a)l.
Viz Piiklad 101(b).
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(b) Dirichletova funkce x [chi]

1, pro z € QN [a, bl
) = {

0, pro xz € IN{a, ],
Potom my = 0 a M, = 1 pro vsechna k a tedy je
s(D,x)=0, S(D,x)=b—a (vizobr.), VDeD, =

— b

/ x = sup{s(D, x)} = sup{0} =0, / k=inf{S(D,x)} =inf{b—a}=b—a =

—a

b
/ X < / x atedy |x¢ Rla,b]| (x neniintegrovatelnd).

O

Jak ale obecné urc¢ime, zda je dand funkce integrovatelna (a pak jakou hodnotu ma jeji urcity
integral) ¢i nikoliv?

Nulova posloupnost déleni Dy, € D je takova posloupnost déleni, ktera spliuje |n(Dy) — 0| pro

k — oo, neboli norma déleni (viz vzorec (40)) jde k nule.

Vé&ta 29. Necht je funkce f(x) ohranicend na intervalu [a,b]. Potom pro libovolnou nulovou posloup-
nost deleni Dy, € D plati, Ze

b — b
S(Di f) — / 5 S(Dwf) — / f ok o oo

Je-li navic f(x) integrovatelnd na |a,b], potom dolni soucty s(Dy, f) i horni soucty S(Dg, f) konver-
guji (ve smyslu existence vlastni limity) k éislu f; f.

Z Véty 29 vyplyva, ze pokud vime, Ze je f(x) integrovatelnd na [a, b], potom lze fab f urcit limitnim
prechodem pomoci libovolné nulové posloupnosti déleni intervalu [a, b].

Priklad 103. Vime-li, Ze je funkce f(z) = z? integrovatelna na intervalu [0,1] (viz napi. Véta 30
uvedend nize), potom urcete fol % dx.

Reseni. Pripomenme si vzorec

1) (2 1
12+22+32+"-+n222k2:n(n+ )6(n+ ) (42)

Rozdélime interval [0, 1] na n stejnych délicich intervala délky % Potom jsou délici body z), =
pro k = 0,1,...,n (viz obr.) a norma takového déleni je pravé ¢islo % Tedy jednéa se o nulovo
posloupnost déleni.

k
n
u
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Navic, protoze je funkce 2 rostouci, je jeji infimum na k-tém délicim intervalu dosaZeno v levém

krajnim bodé. Tedy plati, Ze pro libovolné k = 1,2,... n je my = 22_, = u a proto
D)= o (o= =32 B L= Sy
k> k- (Tk k—1 2 2 e
1 )sn-1 1 (mn—1)n(2n-1) 2 1
n3 Z n3 6 6 3

A proto je

1
1

/ 2 dr ==
0 3

Zéasadni otézku, které funkce jsou vlastné (riemannovsky) integrovatelné, zodpovida néasledujici
tvrzeni.

Véta 30.

(i) Kazdd spojitd funkce na intervalu |a,b] je zde také integrovatelnd, neboli

Cla,b] € Rla,b]|.

(ii) Kazdd monotonni funkce na intervalu [a,b] je zde také integrovatelnd.

Poznamka 24. Riemanntv integrél (tj. vlastné orientovand plocha) se ziejmé nezméni, pokud je
integrovatelnd funkce f(z) nespojitd ¢i neni definovdna v koneéné mnoha bodech (¢i obecnéji na
mnoziné ,miry nula®), viz obr. Timto dostavame uréity integral pfes otevieny nebo polouzavieny
interval. Zejména pro (ohranicené) intervaly vSech typt (a, b), (a,b] i [a,b) je pFislusny uréity integral
pres tento interval roven jiz diive definovanému ¢islu fj f, tj. Riemannové integralu pfes uzavieny
interval [a, b]. O

Priklad 104. Pro nespojitou funkci sgnz (viz Pfiklad 18(a)) plati (viz obr.)

3
/ sgnzdr =3+ (—2) =[1].

-2

Obdobné lze ukazat (rozvazte si to), ze pro a <0 < b je

b
/ sgnrdr =a+b.
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3.5. Vlastnosti Riemannova integralu. V tomto odstavci odvodime zakladni vlastnosti Rieman-
nova integralu. Stale méjte na paméti, ze se vlastné jednd o ,orientovanou plochu® mezi grafem
funkce a osou x.

Véta 31. Je-li funkce f(x) integrovatelnd a ohranicend na intervalu [a,b], tj. ¢ < f(x) < d pro
vSechna z € [a,b], potom

c(b—a>s/ f<db-a),
(viz obr.).

Diikaz. Toto tvrzeni je bezprostiednim dusledkem nerovnosti (41), nebot nyni predpokladame, zZe je
funkce f(z) integrovatelna. O

Diusledek 7. Je-li f € Rla,b], potom plati

b
f(x) >0 nalab] = / f>0,

(tj. orientovand plocha pod nezapornou
funkei je nezaporna),

‘f(:L‘)|§C na [a,b] = f’gc(b—a).

Véta 32 (Pravidla pro urcity integral). Necht f, g € Rla,b] (f(x) a g(x) jsou integrovatelné) a
c € R je konstanta.
(i) Pravidlo konstantniho ndsobku: c. f € Rla,b] a plati

b
[eserar=c [
(ii) Pravidlo souctu a rozdilu: f + g € Rla,b] a plati

/ab [f(2) £ g(z)] dx:/abf(x)dx + /abg(x)dx.

(iii) Pravidlo monotonie: je-li f(z) < na [a,b], potom

o

(iv) Pravidlo absolutni hodnoty: |f| € Rla,b] a plati

o]

(vi) Pravidlo podilu: je-li g(x) = ¢ na intervalu [a,b] pro néjaké c > 0, potom je & L € Rla,0).

(v) Pravidlo soucinu: f.g € Rla,b).

(vii) Pravidlo ndvaznosti: je-li a < ¢ < b, potom je f € Rla,c], f € R|e,b] a plati (viz obr.)

/abf—/achr/cbf-
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Poznamka 25. Vsimnéte si, Ze pravidla (i) a (ii) vlastné fikaji, ze operace ,urcity integral® je
linearni. Tj. zobrazeni

[:Rla,b] - R, /f

je linedrni zobrazeni mezi vektorovymi prostory R[a,b] a R (viz MB101). U

Poznamka 26.
(i) V pravidle soucinu (Véta 32(v)) pro urcity integral je zfejmé (obecné)

[ror([7)-(L9)

(ii) V pravidle podilu (Véta 32(vi)) nestaci, aby g(x) > 0 na intervalu [a, b], tj. je nutné, aby byla
funkce ve jmenovateli ,odrazena od 0“. Napft. pro funkce

f@=1 mafon = {0 PRTSh

plati, ze f € R|[0,1], g € R0, 1], protoze folf =1la folg = 1. Déle je g(z) > 0 na celém
intervalu [0, 1], ale funkce

1 pro z € (0, 1],

x’

f 1, pro x = 0,
L) =
neni integrovatelnd na intervalu [0, 1], protoze

/ / “dx = (viz odstavec 3.10).

Funkei g(z) nelze ,,odrazit od 0“, protoze se k nule blizi (a tedy je funkce ﬁ neohranicend).

(iii) Pravidlo navaznosti (Véta 32(vii)) lze jednoduse rozsifit na libovolné hodnoty a,b,c € R
(dokonce mohou byt néktera tato ¢isla stejnd), pokud definujeme

/ f:=0, (tj. ,plocha®* pod jedingm bodem je nulova),

/ f=- / f (tj. zaména integracnich mezi méni znaménko urcitého integralu).

Potom podle pravidla navaznosti zifejmé plati

[rofs-[s-s

Priklad 105.
(a) Podle pravidla sou¢tu a podle Ptikladt 103 a 101(e) je

' ! ! 1 [5
/(I2+$)dx=/x2dx+/$dgg:—-|——: — .
0 0 0 2 6

W[ =
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(b) Podle pravidla konstantniho nasobku a podle Piikladu 103 je

1 1
1 2
/ 2x2dx:2/ xzdx:2-—:.
0 0 3 3

(c) Podle pravidla rozdilu a podle Ptikladu 103 je (viz obr.)

1 1 1 1 9
/(1—902)dm:/1dm—/x2d1::1——: —.
0 0 0 3 13

3.6. Véty o stfedni hodnoté. Stejné tak jako ma diferencidlni pocet své véty o stfedni hodnoté
(viz odstavec 2.10), jsou podobné véty dilezité i v integralnim poctu.

Zacnéme nasledujicim motiva¢nim prikladem. Pokud mame kone¢né mnoho ¢isel ay, . . ., a,, potom
jejich primérnéa hodnota je

a+---+a, 1

= — Qje.
n n
k=1

Tedy pramérna hodnota ¢isel f(cy),..., f(c,) je pak
1 n

n Z f(cx)
k=1

Polozme si otdzku, co by se stalo, kdybychom nahradili koneéné mnoho ¢isel f(cy),..., f(cp)

nekoneéné mnoha funkénimi hodnotami f(z), tj. analyzujme limitu
R , 1 b—a
dim 5 Ao = Jim =) Je) —
k=1 k=1 ——’
délka délicich

subintervalt

= lim
n—soo b — a

1 b
—>—b—a/a f

Definice 21 (Prumér funkce). Necht f € Rla,b]. Potom ¢islo

. (Riemannﬁv soucet, ale misto my, ¢i My je zde f (ck))

1 b
av(f) = av($)i= o | f

nazyvame prumérnou hodnotou (téz stfedni hodnotou) funkce f(z) na intervalu [a, b]. Oznaceni je z
anglictiny ,,average value®. 0]

Priklad 106.
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(a) Pro funkci f(z) = ¢ na intervalu [a, b] plati

I 1
cw(f):b_a/ cdx:b_a-c(b—a):,

tj. primérna hodnota konstantni funkce je samoziejmé tataz konstanta.

(b) Pro funkci f(x) = 2z na intervalu [a, b] plati (viz Piiklad 101(e))

1 b 1 b —a? b+a
av(f) b—a/ax R — 2 2

(¢) Pro funkci f(x) = 2% na intervalu [0, 1] plati

1 ! 1
av(f)zm CL’QdQJ:.
0

V dalSim textu oznac¢me

m:=inf {f(z), = € [a,b]}, M :=sup{f(z), z € [a,b]},
tj. plati pak m < f(z) < M na intervalu [a, b].

Nyni uvedeme dilezitou vétu o stfedni hodnoté integralniho poctu. I kdyz tato véta plyne az z
nasledujici véty, uvadime ji jako prvni, protoze bude pro nas velmi dilezita.

Véta 33 (O stiedni hodnoté integralniho poctu).
(i) Necht f € Rla,b]. Potom existuje ¢islo c € R, m < ¢ < M, takové, Ze
b
/ f=clb—a), t. c=av(f),

tj. plocha mezi grafem funkce f(x) a osou x je rovna obsahu obdélnika se zdkladnou [a,b] a
vyskou ¢ (viz obr.).

(i) Je-li navic funkce f(x) spojitd na [a,b], potom ezistuje bod x¢ € |a,b] s vlastnosti, Ze

flan) =c=ao(f) = ;= [

tj. spojita funkce f(x) nabyvd svou primérnou hodnotu v intervalu [a,b].

Diikaz. Plyne z nésledujici Véty 34 volbou g(x) = 1 na [a, b]. O

Pfiklad 107. Funkce f(z) =4 — 2z? m4 na intervalu [0, 3] priimérnou hodnotu

av(f)—%/03(4—x2)dx—%(/034dx—/ngde> _%-(12—9)_1,

(Integral f03 2? dx = 9 lze spo¢itat podobné jako Piiklad 103.)

Podle Véty 33(i) tedy pro ¢islo ¢ = av(f) = 1 plati, ze

/3(4—m2)d1’:c(b—a):1,3:3_
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Dale, protoze je funkce 4 — 22 spojita na intervalu [0, 3], existuje podle Véty 33(ii) bod z € [0, 3]
s vlastnosti, ze f(zg) = 4 — 22 = 1. Ziejmé se jedna o bod x¢ = /3, viz obr. O

Poznamka 27. To, Ze spojita funkce nabyvé svou primérnou hodnotu, je vlastnost, ktera obecné
neplati pro konecné mnoho hodnot. Je to velmi dilezita vlastnost! ([l

Piiklad 108. Pokud je funkce f(x) nespojitd na intervalu [a,b], potom svou primérnou hodnotu
nabyvat nemusi. Napf. pro funkci f(z) na intervalu [—1, 1] definovanou jako

-1, pro x € [—1,0),
flz) = { 1, pro x € [0, 1],

-4 1-yo-
-1

ale funkce f(x) nenabyva hodnotu 0 nikde v intervalu ,1]. U

je (viz obr.)

Véta 34. Necht f,g € Rla,b] a g(x) > 0 na [a,b].
(1) Existuge ¢islo c € R, m < ¢ < M, takové, Ze

/abf'QZC/abg

(ii) Je-li navic funkce f(x) spojitd na [a,b], potom existuje bod xq € [a,b] s vlastnosti, Ze f(xy) =

c, . , ,
/af-ng(xo)/ag-

Diikaz. (i) Protoze je m < f(x) < M a soucasné g(z) > 0 na intervalu [a, b], plati nerovnosti
m.g(x) < f(x).g(x) < M.g(x)  prox € [a,b].

Je-li f g = 0, potom z pravidla monotonie uré¢itého integralu (Véta 32(iii)) je

O—m/g</fg<M/g—0 = /fg—O

a tudiz ¢islo ¢ muzeme zvolit libovolné.

Je-li fabg > 0 (nebot g(z) > 0 na [a,b]), potom plati nerovnosti

b b b b
m/gﬁ/f-géM/ 9, = mﬁf“{'gSM,

i f-g
I} g

a tudiz ¢islo

c:=
splnuje tvrzeni této véty.
(i) Je-li f(x) spojitd na [a,b], potom podle Weierstrassovy véty (Véta 6) nabyva f(z) svého

maxima (=M) a minima (=m) v intervalu |a, b]. Dale, podle Bolzanovy véty (Véta 7) nabyva f(x)
v8ech hodnot mezi m a M, a tedy nabyva i hodnotu ¢, tj. f(zo) = ¢ pro néjaky bod z¢ € [a,b]. O
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3.7. Integral jako funkce horni meze. Je-li funkce f(z) integrovatelna na [a,b], potom je podle
Véty 32(vii) také integrovatelnd na intervalu [a, z] pro kazdé = € [a, b]. Tedy piedpis

Fay= [ 1) = [ i

definuje funkci F'(z), kterd je fadné definovana pro vSechna x € [a, b].

F(a):/aaf:O 0 F(b):/abf.

V tomto odstavci budeme studovat vlastnosti této funkce F(z).

Ziejmé je

Ziejmé je hodnota F'(z) obsah (orientované) plochy mezi grafem funkce f(¢) na intervalu [a, x]
(viz obr.).

Piiklad 109. Pro (nespojitou) funkci

|5, proze]0,1
flz) = { 10, proz € [1,2

),
]7
je (viz obr.)

]

o, rox € |0, 1],
F(2) ;:{ o)

1
10z — 5, proz € [1,2

O

V nésledujich dvou tvrzenich uvidime, ze funkce F'(x) ,vylepsuje“ vlastnosti funkce f. Viz napt.
predchozi Piiklad 109, kdy z nespojité funkce f(z) dostaneme spojitou funkci F'(z).

Véta 35. Necht f € Rla,b] (tedy funkce f(x) miZe byt i nespojitda). Potom je funkce

Fz) = /:f

Diikaz. Dikaz provedeme pro ohrani¢enou funkei f(z), tj. |f(z)| < ¢ na intervalu [a, b] pro né&jaké
¢ > 0. Obecny ptipad (bez pfedpokladu ohranic¢enosti funkce f(x)) lze najit v literatufe o integralnim
poctu.

spojitd na intervalu [a,b].

Necht x € [a, ] je libovolny bod. Chceme ukéazat, ze lim,_,,, F'(x) = F'(z¢), neboli ze
F(z) — F(z9g) -0 pro x — xo.

Lo [ol=lLol=l Lonl<] L

Tedy je funkce F'(x) spojitda v bodé xy. A protoZe byl tento bod vybran v intervalu [a, b] libovolné,
je F(z) spojita na [a, b]. O

Plati, ze (viz obr.)

‘F(a:) = F(:Co)| =

=c |z — x| = 0.
——
—0

Dalsi otazkou je, jak rychle se méni funkce F'(z)? Takto jednuduse polozené otazka je ale jednou

vvvvvv
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Véta 36. Je-li f(z) spojita na néjakém okoli bodu xy, potom ma funkce F(x) := f f derivaci v
bode xqy a plati
F'(zo) = f(z0)-
Diikaz. Podle Poznamky 4(v) je
xo+h
Pt h) - Flao) LT = S
/ — _ a a
F(ro) = iy h = h _}Eéh/

( prumérnad hodnota )

= lim
h—0

funkce f(t) na

= lim Cw[ro,ro-i-h](f) = }lllir(l) f(tO)a
intervalu [xg, z¢ + h]

h—0

pri¢emz posledni rovnost plyne z véty o stfedni hodnoté integralniho poctu (f(z) je spojitd na
intervalu [xq, xo + h] pro h dostateéné malé, a tudiz nabyva v tomto intervalu svou stfedni hodnotu,
viz Véta 33(ii)), kde bod t, lezi mezi body z¢ a o + h.

Vsimnéte si, ze Cislo h ve vyse uvedené limité nemusi byt nutné kladné. Ale i pro A < 0 ¢ pro
h = 0 jsme piislusné integraly definovali v Poznamce 26(iii).
Tedy plati, ze
o <tog<wxog+h pro h > 0,
zo+h <ty <z pro h < 0.

Odsud ale plyne, Ze jakmile h — 0, pak ty — x¢. A protoze je funkce f(z) spojitd v bodé x¢, plati
F(to) — f(xo), neboli
F'(zo) = lim f(to) = lim f(to) = f(xo).
h—0 lo—xo

Dusledek 8 (Fundamentélni vztah integralniho pocétu). Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu
[a,b], potom md funkce F(x):= [" f spojitou derivaci F'(x) = f(x) na [a,b], tj. plati vztah

([ roa) =rw). (13)

Poznamka 28.
(i) Vztah (43) v sobé soustfeduje poznatky o

e derivaci — protoze tento vztah obsahuje derivaci,

e neurditém integralu — protoze je funkce [ f(t) d¢ primitivni k funkei f(x),

e urcitém integralu — protoze tento vztah obsahuje urcity integral,

e spojitosti — protoZe je tento vztah zalozen na spojitosti funkce f(x).

(ii) Disledek 8 je vlastné diikaz véty o existenci primitivni funkce (Véta 24), protoze fika nejen
to, ze primitivni funkce F'(x) ke spojité funkci na [a,b] existuje, ale dokonce udava navod,
jakym zptisobem tuto primitivni funkeci zkonstruovat (pomoci uréitého integralu s proménnou
horni mezi).
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(iti) Misto [” f mizeme vzit také F(z) = [T f pro libovolné ¢ € [a,b], protoze podle pravidla
navaznosti (Véta 32(vii))

([ ) (/f +/jf<t>dt)l=0+(/:fu)dt)':f(xy

konstanta
vzhledem k x

(iv) Vzorec (43) udava, ze operace ur¢itého integrovani (= vypocet plochy) a derivovani jsou
v tomto pofadi inverzni, tj. kdyZ za¢neme se spojitou funkci f(¢) na [a,b], kterou nejprve
integrujeme pfes interval [a, 2| (tim vznikne funkce F'(x) udavajici orientovanou plochu pod
f(t) na intervalu [a, x] a poté funkci F'(z) zderivujeme, tak se vzdy opét vratime k pivodni
funkei f(x). Opacné potadi operaci, tj. diferencovatelnou funkci f(x) napted zderivujeme, a
pak jeji derivaci f'(t) integrujeme (Riemannovym integralem) na [a, x|, pak vysledna funkce
nemusi byt rovna ptuvodni funkei f(x), tj. obecné je

/ @) dt £ F() — fa).

Toto je jedna z ,vad“ Riemannova integralu, ktera je odstranéna obecnéjsimi typy integrald,
napf. integralem Lebesgueovym. Takovato funkce f(t) musi mit ale dostatecné ,skaredou®
derivaci f’(t). Pro ,,pékné“ funkce f(t), napt. pro funkce se spojitou derivaci f'(¢) na |a,b|,
vyse uvedny vztah plati jako rovnost.

O

Poznamka 29. Vztah (43) lze jednoduse pouzit pro rychly zépis primitivni funkce, napf. primitivni

funkce k funkeci
X X 1
() 22 je Flz)= / 2dt. (b)) L G Fa)= / L
0 1

Tyto primitivni funkce lze ovSem vypocitat (viz nasledujici odstavec 3.8), napft.

13 2 0 28 ”C ! 23\’
t2dt = = = ted 2dt) = (=) =22
o re=l5] =55 e ([ra)=(F) -

71 . AL !
(b)/ ;dt: [lnt]l =lnr—Inl=Inx, tedy (/ gdt> =(Inz) =~
L 1

Xz

T

a ovéfit tak pfimo platnost vztahu (43).

Na druhou stranu lze vztah (43) vyuzit i pro konstrukei primitivnich funkei k vyssim funkcim (viz
Poznamka 23), napt. primitivni funkce k funkci

(a) L /Sl—ntdt (b) cos(x?) je F(x):/:cos(t2)dt,

T

kde dané integraly vypocitat nelze.

(VySe uvedené integraly je mozné ale vyjadfit pomoci nekoneéné mocninné fady, viz déle odsta-
vec 4.5.) O



84

Piiklad 110. Bez vypoctu, tedy pouze na zdkladé znalosti vztahu (43), miZeme proto psat napft.

x / T ot / x
e e

</ tQSintdt) = z?sinz, (/ —dt) = —.
0 R x

Protoze je ‘ f: f= , pro integral jako funkci dolni meze plati

- [ G- (/f)z (—/:f)/z—(/jf)/z—f(x),

a tedy je

To znamena, ze

pii derivovéani integralu podle horni meze dostaneme ptvodni funkci f(z),
zatimco pii derivovani integralu podle dolni meze dostaneme — f(x).

Priklad 111. Pro pokrodilejsi: Zkuste si rozmyslet, jak by vypadala derivace funkci

2

2
% q 1 T
F(z) = /1 i dt, G(z) = / arcsin t dt, H(z) = / Int dt.

inx

=

eSeni. Podle pravidla pro derivovani slozené funkce (Véta 11) je

1, 1 2
!/
= arcsint dt | = —(arcsinsinz) . (sinz)’ = —x cosx,
—

=z

2

1 €T !
lntdt) = (/ lntdt+/ lntdt)
x 1

2 /

lntdt> - (/ lntdt) = —Inz + (Inz?). (z*)
1

=—Inz+2(lnx).20 = (4o —1) Inz.

2= ([
2=(L.
= ([
(/

(44)
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3.8. Metody vypoctu urcitého integralu. To, Ze jsme schopni najit primitivni funkci pomoci
urc¢itého integralu, vede k jednoduché metodé vypoctu urcitého integralu pomoci libovolné primitivni

funkce k funkei f(z).

Véta 37 (Newton—Leibniztv vzorec). Je-li f € Rla,b] a je-li F(x) libovolnd primitivni funkce
k f(z) na (a,b), pricemZ F(x) je spojitd na |a,b], potom je

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a)|.

Diikaz. Vsimnéte si, Ze ve vété staci f(x) integrovatelnd, nemusi byt spojita. Diikaz ale provedeme
pouze pro spojitou funkei f(x), obecnéjsi dikaz lze najit v literatufe.

Je-li f(z) spojitd na [a,b], potom mé f(z) podle Véty 24 na [a,b] primitivni funkci, ozna¢me ji
F(z). Dale, protoze je podle Diisledku 8 funkce fax f také primitivni k f(x) na [a, b], musi se tyto dvé
primitivni funkce navzajem lisit o konstantu, viz Poznamka 19(iii). Tedy plati, ze F(z) = f; f+c
pro kazdé x € [a, b], a proto je

F(b)—F(a):(/abf+0)—</aaf+0):/abf.

Vypocet urcitého integralu podle Newton-Leibnizova vzorce znacime jako

/ f(x)dz = [F(2)]" = F(b) - Fl(a). (45)

Priklad 112. Protoze je funkce x—; primitivni k funkci 22 na [0, 1], plati

1 371 3 3
1 0 1
[ = 5] :—“:’
0 3], 3 3 |3

viz také Priklad 103. 0

Véta 38 (Metoda per-partes pro urdity integral). Necht funkce u(x) a v(x) maji derivaci na
intervalu [a,b] a v, v € Rla,b]. Potom plati

primitivni k funkei f(x) = «/(z) . v(z) dx na intervalu [a, b]. A proto podle Newton—Leibnizova vzorce
(45) je
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Pomoci Véty 38 lze tedy pocitat dany integral metodou per-partes primo. Druhd moznost je pak
vypocitat nejprve primitivni funkci pomoci metody per-partes pro neurcity integral (Véta 26) a
potom aplikovat Newton—Leibniziv vzorec (45).

Priklad 113. (Srovnejte s Piikladem 94.)
(a)

g u = coszx u=sinz . - T
r cosxdx , = [az sm:c] — sinx dx
0 V=2 v =1 0 0
. . ™ i
=msinmt—0 smO—[—cosx} = [cos:c] :COSTF—COSO:—l—l:.
—— N 0 0
=0 =0

e ;o _ﬁ 2 e e 2 1
chnzde |77 u/— ? | = x| - — - —dx
1 v=Inzx V=< 2 1 1 2
2 1 1 e 2 1 27¢€
% me——-nl— [ zde=5 |1
2\_7 2\_»6’ 2 /i 2 212,
et 1fe? 1\ e+l
2 2\2 2/ | 4

Véta 39 (Substituce pro uréity integral). Necht je funkce f(t) spojitd na intervalu [c,d] a necht
ma funkce p(z) integrovatelnou derivaci na intervalu [a,b] a ¢([a,b]) C [c,d]. Potom plati
e(b)

/ fle()) ¢ (z) do = Ft) dt.

v(a)

Neboli v daném integralu volime substituci|t = p(x)| a transformujeme nejen integral, ale i meze (v
tomtéZ poradi mezi).

Priklad 114. Vypoctéte

1
/ V1 —22dzx.
0

Resend. Tento pifklad mtizeme vyiesit dvéma zpiisoby. Bud pfimo z Newton-Leibnizova vzorce (45)
(vypoctem primitivni funkce se substituci v neurc¢itém integralu) nebo pomoci substituce v urcitém
integralu.
1. zptisob: Z Prikladu 97 vime, zZe
1 1
/\/1 —x?dr = 5 arcsin x + §x\/1 —x2+C.

Potom je

1
1 1 1 1
/0 V1—22dr = (5 arcsinl—{—ﬁlx/l—l?) — (— arcsinO—{—EOvl—O?) =
=3

NS

2
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2. zptsob: Pfi substituci v uréitém integrélu transformujeme i meze (a jiz se pak ke ,staré“ pro-
ménné x nevracime), tj.

T =sint

1 JR—
/\/1—3:2(133 dz = (cost) dt / V1 —sin?t . Costdt
0

r=0 = t=0
r=1=t=7 *COSt

2 1 2t 2/1 1
:/2C082tdt: 2Ls(>dtz/2 —+ = cos(2t) | dt
0 0 2 0 2 2

_ [t 1 sin(2) L r sinm 0 sin0\ _[7
12 2 2 |, \4 _4 2 4 ) |4f
N——

=0

Protoze je jedna o obsah ¢tvrtkruhu s polomérem r = 1, je vysledna hodnota 7 ocekavana. [

Priklad 115. Vypoctéte obsah kruhu s polomérem r > 0.

Reseni. Obsah kruhu vypoc¢itdme jako 2-krat obsah ptilkruhu nebo jako 4-krat obsah ¢tvrtkruhu.
Podle prvni moznosti je pak

x =rsint
P:Q/ V2 —a2dx ix_:_(:ciit)td_t =2 \/ —r2sin’t . rcostdt
o r=r = t=

MI=1
w\ﬂ

wl:} |

™

—rcost
z 51 21 P11
:2/ r2cosztdt:2r2/ ++S()dt:2r2/ <§+§COS(275)> dt

r IO () (O]

. 4
+> 2.

DO |+

=0 =0

ﬁ

e
-

N

3.9. Aplikace urcitého integralu. Vime, Ze urcity integral f; f byl zkonstruovan jako orientovana
plocha mezi grafem funkce f(z) a osou x na intervalu [a, b]. Tato orientovana plocha je zfejmé rovna
skutecné plose, pokud je f(x) > 0 na [a,b].

e Plocha mezi dvéma grafy. Pokud nés zajima velikost plochy mezi grafy funkei f(x) a g(z), viz
obr., ur¢ime ji pomoci vepsanych a opsanych obdélniki (stejné jako pfi konstrukci Riemannova
integralu v odstavci 3.4), avSak nyni bude obsah kazdého takového obdélnika tvaru

[£(cx) — (k)] (@x — 74_1),  Riemanntv soudet je pak > [f(cs) — g(cx)] (k — T,
k=1
Tyto tvahy vedou k odvozeni nasledujiciho vzorce.
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Tvrzeni 6 (Plocha mezi grafy). Necht f,g € Rla,b] a f(x) > g(x) na [a,b]. Potom ma plocha
mezi grafy téchto funkei na intervalu |a,b] velikost

b b
P= / [f(x) — g(x)] de| = / [ horni funkce — dolni funkce |dzx.

V tomto ptipadeé je ziejmé vzdy P > 0!

P¥iklad 116. Urcete plochu mezi grafy funkci y =1 — 22 a y = —3.

Reseni. Oba grafy se protinaji v bodech = —2 a x = 2, pficemz funkce y = 1 — 22 je horni funkce
na intervalu [—2,2] (viz obr.). A proto je hledana plocha

p:/_2[(1—372)—(—3)]dx:/_2(4_x2)dx: [43;_%3}2—2

2 2

8 —8 16 32
(3-3)-(-s-7)=1-5-[3

Piiklad 117. Urcete plochu mezi grafy funkei y = sinz a y = 2sinx na intervalu [, 27].

Reseni. Oba grafy se protinaji v bodech z = 7 a x = 27, pficem# funkce y = sinz je horni funkce
na tomto intervalu (viz obr.). A proto je hledané plocha

2m 2w
P:/ (sinx—2sinx)dx:/ (—sinx)dr = [cosx}f:r

= cos2m —cosm=1—(—1)=[2].

e Délka kiivky. Kiivka C' v roving, C : [o,] — R? je zaddna parametricky jako zobrazeni
C: ot [2(t), y(t)].

Piiklad 118. Kiivka C': t + [cost,sint| pro t € [0, 27| je kruznice o poloméru r = 1 se stfedem v
pocatku (viz obr.). O

Zvolme libovolné déleni D = {a = tg, t1,...,tn_1,t, = B} intervalu [, §]. Na kfivce C' vyznac¢ime

body odpovidajici hodnotam parametru t = ¢, (viz obr.).

Zvolme nyni néjaké dva délici body t;_1 a t; a oznac¢me piislusné body na kiivce C' jako M =
[z(tp—1),y(te—1)] @ N = [z(tx), y(tx)]. Podle Pythagorovy véty mé potom tsecka M N velikost

IMN| = /[e(te) — x(te—1)]? + [y(te) — y(tr-1)]*
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Délka celé kiivky je pak aproximovana délkou lomené cary pii déleni D, tedy cislem

}:Juuw—mmHM2+b@w—y@mnf

2

= > I(WZZ : f:t’lf—l)- (te — tr1)? + {y(tz;z : i/:tli—l)} (ts — th_1)2
[T =20 et v,
= 2 th — th1 + [ P ] (ty — tr_1)

= Riemanntiiv soucet s vyskou ,,obdélnika“ danou vyrazem

=]

Tedy pro n — oo (zvysujici se pocet délicich bodi a normu déleni n(D) — 0) je

r(ty) — x(te-1) S ) y(tr) — y(tr-1)
tk — tk—l ’ tk - tk:—l

— (1), ty — tp_1 — dt,

a proto dostavame nasledujici vzorec.

Tvrzeni 7 (Délka kfivky v roviné). Necht C je kfivka v roviné a [z(t),y(t)] pro t € [a, B] jeji
parametrizace. Maji-li soutadné funkce x(t) a y(t) spojitou derivaci na intervalu [a, (], potom md
krivka C' konecnou délku a plati

B
amzfxmwm+wmww

Priklad 119. Urcete délku jednotkové pulkruznice (tj. » = 1, viz obr.).

[cost,sint] pro t € [0,7]. Tyto funkce maji

Reseni. PilkruZnice m4 parametrizaci [z(t),y(t)] =
, 7], a proto je délka ptlkruznice rovna

spojitou derivaci [2'(t),y'(t)] = [—sint, cost] na [0

d:/oﬂ\/[x’(t)]Z—i-[y’(t)P dt:/oﬂ\/(—sint)2+(cost)2 dt:/oﬂldt: [t]y =[]

(Obvod celé jednotkové kruznice je pak zfejmé 27.) O

Priklad 120. Urcete obvod kruznice o poloméru r > 0.

Reseni. KruZnice ma parametrizaci [z(t),y(t)] = [rcost,rsint] pro t € [0,2x]. Tyto funkce maji
spojitou derivaci [2'(t),y'(t)] = [—rsint,r cost| na [0, 27], a proto je obvod kruznice roven
2 2m
i mﬂmu@ﬁmﬁ:/ Jrsnt) § (reost)? dt
0 0

2
0

27
:/ \/r2(51n2t+cos2t) dt:/ rdt = [rtﬁﬂ: 27r |.
0
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Graf funkce f(x) muzeme chapat jako mnozinu bodu [z, f(z)], tedy je to specidlni ptipad kiivky
v roviné, kterd ma parametrizaci [t, f(t)] pro t € [a,b] (v tomto pFipadé tuto parametrizaci ale
piSeme s proménnou ). A protoze mé tato parametrizace derivaci [(t)’, f'(t)] = [, f'(t)], dostavame
z Tvrzeni 7 nasledujici vzorec.

Disledek 9 (Délka grafu). Md-li funkce f(x) spojitou derivaci na intervalu [a,b], potom md jeji
graf na intervalu [a,b] konecnou délku a plati

A(Cr ) = / VITF@E do

Priklad 121. Uréete délku grafu paraboly f(z) = 1 2? na intervalu [0, 1].

Resend. Délka grafu bude ziejmé ¢islo mezi /12 + (1) = ‘/75 ~1.12 a1+ 3 = 1.5 (viz obr.). Protoze

je f'(x) = x spojita funkce na intervalu [0, 1], je délka tohoto grafu rovna

d(Grf):/l\/de:/lmdx.
0 0
Ovéite si zpétnym derivovanim, Ze primitivni funkce k funkei v/1 + 22 je
Fa)= 5 aVTH 2 + 5 (o + VT ).
A proto je podle Newton—Leibnizova vzorce (45)
d(Gr f) = meJr% 1n(:]c+\/m)}1
1 1 1 i 1
= (§1x/§+5 ln(1+\/§)) - <§0\/I+— ln1>

L=
=0

V2 o1
=5 tyn(1+v2)| =115

e Objem rotac¢niho télesa. Rota¢ni téleso vznikne rotaci plochy mezi grafem funkce f(x) a osou z
kolem osy = na intervalu [a, b] (viz obr.). Zfejmé mé tato tloha smysl pouze pro nezédpornou funkci
f(z) (& obecnéji, pro funkci, kterd neméni znaménko na intervalu [a, b], tj. je bud stéle nezdporna
nebo nekladnd).

Zvolime-li néjaké déleni D = {a = zg,z1,...,2,_1,2, = b} intervalu [a,b], potom mé jeden
,objemovy dilek“ sifku xy — x;_1 a polomér f(c;) (viz obr.). Tedy objem takového dilu je

7 [f(cx))? (z — 731) (obsah ,podstavy* krat sifka).

Objem celého rotac¢niho télesa je pak aproximovan ¢islem

n

Z 7 [f(ck))? (z, — 7x_1) = Riemanntiv soucet s vyskou ,,obdélnika® danou vyrazem 7 [f(cx)]?.

k=1
Tedy pro n — oo (zvySujici se pocet délicich bodd a normu déleni n(D) — 0) dostdvame nasledujici
vzorec.
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Tvrzeni 8 (Objem rotacniho télesa). Necht f(x) je spojitd nezdpornd funkce na intervalu [a,b].
Objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci plochy mezi Gr f a osou x na intervalu |a,b] kolem osy
x, je

V—W/abf2(x)dx :

Priklad 122. Urcete objem jednotkové koule.

Reseni. Objem uréime jako dvojnésobek objemu polokoule, pficemz polokoule vznikne rotaci funkce
f(z) = /1 — x? kolem osy x na intervalu [0, 1]. Je tedy

V:27r/01(ﬂ)zdxz%r/ol(l—f)dx:%r{m—%g}lz%r(l——) —| 24|,

Priklad 123. Urcete objem koule o poloméru r.

Reseni. Objem uréime jako dvojnéasobek objemu polokoule, pfi¢emz polokoule vznikne rotaci funkce
f(z) = v/r? — 22 kolem osy x na intervalu [0,7]. Je tedy

r r 377 3 1
V:27r/ (\/T2—$2)2dx:27r/ (r* — 2?)dr = 27 {7“23:—%] :27r<r3—r—) =|-m|
0 0

Piiklad 124. Urcete objem rota¢niho télesa, které vznikne rotaci fetézovky f(z) = coshx kolem
osy z na intervalu [—1, 1].

Reseni. Funkce cosh z je zaddna pomoci exponencidlni funkce jako aritmeticky primeér e® a e™*, tj.

et +e "
2

1 eF 4 e 2 _ ) )
/_1 (—z ) d“”“—z/_l (¢ + 2l He™) do
1

coshz =

Je tedy

1
V = 7r/ cosh? z dz
-1

=2

=T
62:1: 67293 T 62 672 672 62
— 42 =S (= +2+—=) - (——-2+—
T G es)- (T s

- % (e — e+ 4) | ~ 8.83865.

N

Uvedeny integral 1ze spocitat i pomoci hyperbolickych funkci. Objem je pak
V =7 [(cosh1) (sinh 1) + 1] ~ 8.83865.
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e Povrch (obsah plasté) rota¢niho télesa. Ziejmé méa tato iloha smysl pouze pro nezédpornou funkci

f(z) (& obecnéji, pro funkci, kterd neméni znaménko na intervalu [a, b], tj. je bud stéle nezdporna
nebo nekladnd).

Zvolime-li néjaké déleni D = {a = xg, 1, ...,2,_1,2, = b} intervalu [a, b], potom m4 jeden dilek
,Sitku (délka grafu)

Vo o+ @) = )P = \/ 1t (f (o) = ] "”’“”) (24 — m1)

Tk — Tg—1

~ A1+ [f'(2))? de

a polomér f(c;) (viz obr.). Tedy obsah plasté takového dilu je

o1 f(cx) \/1 + (f@’“) — f(x’“)y (2% — Tho1).

T — Tg—1

Objem celého rotacniho télesa je pak aproximovan ¢islem

kzn; or f(cx) \/ 1+ (f (“”;2 — i iff‘l))z (@ — Tp1)

= Riemanniiv soucet s vyskou ,,obdélnika‘“ danou vyrazem

r $e) \/1 . (f(:ck) - f(xm))%

T — Tp—1

Tedy pro n — oo (zvySujici se pocet délicich bodi a normu déleni n(D) — 0) dostavame nasledujici
vzorec.

Tvrzeni 9 (Obsah plasté rotaéniho télesa). Necht f(x) je nezdporna funkce se spojitou derivaci
1/ (x) na intervalu [a,b]. Obsah plasté rotacniho télesa, které vznikne rotaci kiivky Gr f na intervalu
la, b] kolem osy x, je

S:27T/ f@) /14 [f(x)]? dx|.

Priklad 125. Urcete povrch jednotkové koule.

Resend. Povrch uréime jako dvojnasobek povrchu polokoule, pfi¢emz polokoule vznikne rotaci funkce
f(z) = v/1 — 2% kolem osy x na intervalu [0, 1]. Protoze plati

f'(x) =

—X

V1—a?

je tedy

1 2 1
—x (1 —2?) + a2
SZQ.ZW/ V1—a? 1—{—<—) dx:47r/ 1—a2/——dx
0 V1—a? 0 1—a?

1
:47r/ ldz = 4r ], = [4n].
0
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Priklad 126. Urcete povrch koule o poloméru r.

Resend. Povrch uréime jako dvojnasobek povrchu polokoule, pfi¢emz polokoule vznikne rotaci funkce
f(z) = v/r? — 22 kolem osy x na intervalu [0, r]. Protoze plati
—x
f'(x) = T

r

je tedy

2

" —T " (r2 — z2) + a2

S—2.27T/0 r2 — x2 1—1—(——_:[2) dx—47r/0 V2 —a? \/—T’2—l‘2 dx
:47T/ rdx:47r[7‘x}g .

0

2
47r?

Piiklad 127. Urdete obsah plasté rotac¢niho télesa, které vznikne rotaci fetézovky f(x) = coshx
kolem osy x na intervalu [—1, 1].

Reseni. Funkce coshz je zaddna v Pifkladu 124. Hodnota v krajnich bodech intervalu [—1,1] je
cosh(+1) = (e + 1/e)/2 =~ 1.54. Protoze plati
et —e”

f'(z) =sinhz = —y @ cosh? x — sinh? z = 1,

je tedy

1
S = 27T/ coshz /1 + (sinhz)? dz = 2#/ cosh? z dx
_1 N\ ~ J

1
-1

=coshz

- g (2 — e+ 4) | ~ 17.6773,

viz Piiklad 124, kde jsme vypodcitali integrél f_ll cosh? x d.

K tomuto prikladu jesté poznamenejme, ze fetézovka vytvari téleso s nejmensim plastém mezi
vSemi rotacnimi télesy, jejichz ,generujici graf* zacind a kon¢i ve stejnych bodech, jako uvedena
fetézovka (viz obr.). To se vyuziva napi. pii konstrukei visutych most (souvisi to s minimalizaci
potencialni energie pouzitého materialu). Vice napt. na

http://en.wikipedia.org/wiki/Catenary,
http://en.wikipedia.org/wiki/Catenoid,
http://xahlee.org/SpecialPlaneCurves_dir/Catenary_dir/catenary.html.

e Dalsi aplikace urc¢itého integralu. Kromé geometrickych aplikaci (obsah plochy, délka kiivky,
objem a obsah plasté rota¢niho télesa) se urcity integral vyuziva v mnoha fyzikalnich aplikacich,
napft.

vy

vy


http://en.wikipedia.org/wiki/Catenary
http://en.wikipedia.org/wiki/Catenoid
http://xahlee.org/SpecialPlaneCurves_dir/Catenary_dir/catenary.html
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— obsah plochy, délka krivky, objem a obsah plasté rotac¢niho télesa v polarnich ¢i parametric-
kjch soutradnicich.

Podrobnosti jsou napi. ve skriptech prof. Slovaka.

3.10. Nevlastni integraly. Stejné tak jako f; f je plocha mezi grafem (ohranicené) funkce f(z) a
osou = na (koneéném) intervalu [a, b], miZeme chtit najit tuto plochu na neohrani¢eném intervalu
[a,00), (—00,b], (—o0,0), pfipadné i pro neohranicenou funkci f(z). Dostavame se tak k pojmu

nevlastniho integralu
e b e
[ [ [

Pritom, jak uvidime, vSechna pravidla pro vypocet integralu ztstavaji zachovana, jen je potieba
dévat pozor na neurc¢ité vyrazy (obsahujici symbol co) a ty pak spocitat pomoci limity.

Priklad 128. Tyto ptiklady berte jako motivac¢ni.

(a) Plocha pod ohrani¢enou funkei f(z) = % na intervalu [1,00) je (viz obr.)

<1 11 1
/ —d:cz[——} —— — —(-1)=0+1=[1].
1 1 \OO,

ve smyslu

limity
(b) Plocha pod neohrani¢enou funkei f(x) = -5 na intervalu (0,1] je (viz obr.)

[ae-i] o ()

0

ve smyslu
limity

(¢) Plocha pod ohrani¢enou funkei f(z) = % na intervalu [1, 00) je (viz obr.)

00 1 -
/1 ;dx:[lnxh = lnog —Inl=00—-0=[00].

ve smyslu
limity

O

Definice 22 (Nevlastni integral 1. druhu).

e Necht je funkce f(z) definovana na intervalu [a, 00). Existuje-li vlastni limita

b
lim / flz)dx =L, (46)

b—oo [,

potom Fikdme, Ze nevlastni integral [ f(z) dz konverguje a klademe

/:Of(x)dx:L.
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Pokud existuje limita v (46) jako nevlastni (tj. L = fo00), potom fikdme, Ze tento nevlastni
integral diverguje a klademe

éwf@Mx:im.

e Necht je funkce f(z) definovana na intervalu (—oo, b]. Existuje-li vlastni limita

lim b flz)de =L, (47)

a—r—00
— a

potom rtikadme, Ze nevlastni integral f_boo f(z) dx konverguje a klademe

/lf@mng

Pokud existuje limita v (47) jako nevlastni (tj. L = f+00), potom fikdme, Ze tento nevlastni
integral diverguje a klademe

/b f(z)dx = £oo.
U

Tedy priklady nevlastnich integralti v Prikladu 128 jsou spocitany matematicky spravné, jen jsme
pro zapis vypoctu méli zvolit symbol limity. Tento symbol limity budeme uvadét, jen az je to nezbytné
nutné.

Priklad 129. Viz Piiklad 128.

O

Piiklad 130. Vypoctéte nevlastni integral pro jeden z typt parcidlnich zlomku (viz odstavec 1.6)
o x
———— dx, a # 0.
/0 (22 + a2)? 7

Reseni. Podle véty o substituci v uréitém integralu je

2=t

/°° x Jr 20 dx = dt _1/00 1 dt—l 1
o (2% +a?)? r=0=1=0 2y (t+a®? T 2| t+a?],

r=00 = t=00

I 1 1 1

— lim - -=);==

t—oo t + a2 a? 2a2
—_—

=0

DN | —
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Poznamka 30. Nékdy lze podobnym zptisobem vypodcitat i nevlastni integral pies (oboustranné)
nekonecény interval (—oo, ),
o0
| @i,
—00

i kdyz definice takového integralu zahrnuje limitu funkce dvou proménnych

/_Oof(a:)d:c: [abhmoooo]/f

kterou jsme v tomto semestru neprobirali (viz MB103).

Tomuto problému se lze ale vyhnout za pouziti pravidla nédvaznosti (Véta 32(vii)), nebot plati

/f da;_/f dx+/f

kde a € R je pevné zvolené ¢islo (napt. a = 0) a kde jsou zminéné integraly nevlastni a 1. druhu. O

Piiklad 131. V pravdépodobnosti a statistice (viz asi MB104) se ¢asto pouziva nevlastni integral

— e 2dr=1,
V 27 /oo
pricemz uvedena funkce
I a2
fx) = g

normalmho rozdéleni (viz obr.). Protoze je tato

se nazyva hustota pravdépodobnosti (Standardmho
funkce f(z) suda, zfejmé je pak

g2 V2
/ e 2 dxr = Tﬂ = T ~ 1.2533.
0

Soucasné si uvédomte, ze primitivni funkce k této funkei f(x) je vyssi funkce (tedy nelze ji vypocitat
pomoci elementéarnich funkci, viz Pozndmka 23). O]

Podobné jako v Definici 22 mtizeme postupovat i pro funkei f(x), kterd je neohranicend v okoli

bodu a nebo b.

Definice 23 (Nevlastni integral 2. druhu).

e Nechf je neohranicend funkce f(x) definovdna na intervalu (a,b]. Existuje-li vlastni (pra-
vostranna) limita

b
lim / f(z)de =L, (48)

+
a—ra o

potom rtikdme, Ze nevlastni integral fab f(z) dx konverguje a klademe

/abf«c)dx:
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Pokud existuje limita v (48) jako nevlastni (tj. L = fo00), potom fikdme, Ze tento nevlastni
integral diverguje a klademe

/abf(x) iz = +oo.

e Necht je neohrani¢enad funkce f(x) definovdna na intervalu [a,b). Existuje-li vlastni (le-
vostrannd) limita

g
lim / flz)dx =L, (49)

B—b—

potom Fikédme, Ze nevlastni integral fab f(z) dx konverguje a klademe

/abf(x)da: = L.

Pokud existuje limita v (49) jako nevlastni (tj. L = 4+00), potom fikdme, Ze tento nevlastni
integral diverguje a klademe

/abf(x) iz = +oo.

O

Opét budeme symbol limity budeme uvadét, jen az je to nezbytné nutné.

Piiklad 132. Viz Piiklad 128(b).
' 17 1
frme= ) mo- () -
_
"1 1 :
—dr = [lnx}o =Inl— lim Inz =[o0].
0 xXr z—0t
—_——

O

Priklad 133. Urcete plochu pod mezi grafem funkce f(z) = ﬁ na intervalu (—1,1).

Reseni. Funkce f(z) = \/1;_7 je na intervalu (—1, 1) neohrani¢end a sudé (viz obr.). Plochu vypodci-
tame jako dvojnasobek plochy na intervalu [0, 1) (nevlastni integral 2. druhu):

1
1 1
P=2| ———dv=2[arcsinz]; =2 ( (I inz ) — arcsin 0
/0 1—:[;2 i [arcsma:]o ((:Cigl arcsma:) arcsin )

=arcsin 1

— 2 (arcsin 1 — arcsin 0) = 2 (g - o) ~[7.

Vsimnéte si, ze v tomto pripadé vlastné limita ve vypoctu ani neni potieba, protoze je primitivni
funkce F(x) = arcsinz k funkci f(z) = ﬁ spojitd v bodé z = 1 (viz Véta 37). Tedy tento
konkrétni priklad lze spocitat i piimo jako

' , = arcsin 1 — arcsin(—1) = g - ( - g) =[]. (50)

= [arcsinx]_

1
1
P=| ——d
/_1 \/1—2152 .
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Vsimnéte si také, ze je

= VA T

a tedy vypocet uvedeny v (50) je shodny s vypoctem délky jednotkové ptlkruznice (srovnejte s
Prikladem 119). O

Pro vypocet nevlastnich integrali tedy budeme pouzivat stejné metody jako pro vypocet (klasic-
kych) uréitych integralii (napf. metodu per-partes, viz Véta 38).

Piiklad 134. V teorii pravdépodobnosti a statistiky (viz asi MB104) se pouzivéa funkce
fz) == Xe ™, pro z € (0, 00),

kterd udava hustotu tzv. exponencialniho rozdéleni, kde A > 0 je pevné zvoleny parametr. Potom
miuzeme spocitat
> Az L . 1
/0 f(z)de =|—e /\ﬂo = (= lim e ) — (=€) = (— lim —) —(=1)=[1],

T—00 T—00 6>‘x

a také

/xf(x)dx:/ Az e N de
0 0

100 > D\ . x oo_m

:[—xe’\]o —/0 (—eA)dx:(—JLraloeW)—(—Oeo)+/o e dx

I"'Hosp. T 1 n 6_)\2: o o T 1 B B 1 B 1
U aom e 2, T\ o e YARPNL
—— ——

=0 =0

Napf. volbou parametru A = 1 dostéavame, ze plocha pod funkci x e~ na intervalu (0, c0) je rovna

(viz obr.)
/ ze Cdr=[1].
0
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4. NEKONECNE RADY

V této kapitole se budeme vénovat souctium nekoneéné mnoha séitanct — bud ¢isel nebo mocnin.
Jako motivace ndm miize slouzit geometrické fada, kterou jisté znate ze stiedni skoly, pripadné
Tayloruv polynom funkce f(z) pro libovolné velkd n (viz odstavec 2.20 a zejména Poznamka 18).
To nasledné vede k vyjadieni (tedy i obracené, k mozné definici) vSech elementarnich funkci pomoci
polynomt ,,nekonec¢ného stupné®“, tedy pomoci nekonec¢nych mocninnych trad.

4.1. Nekonecné Ciselné rady. V tomto odstavci budeme pracovat s posloupnosti realnych ¢isel

{a07a17a27"->an7"'} = {an}:O:O’ pﬁpadné S {bn}zo:O

Definice 24 (Nekone¢na fada). Soucet tvaru
o+ar+ayt-tan o= a,
n=0

nazyvame nekonec¢nou (&iselnou) fadou. Cislo a,, se nazyva n—ty ¢len.

Cislo
SnZ:a0+a1+a2+"'+an7 n=0,1,2,---

se nazyva n—ty c¢astecny soucet této nekonecné rady. O

Poznamka 31. Vsimnéte si, ze v Definici 24 je n—ty ¢len a,, v podstaté (n+ 1)-ni v pofadi, protoze
posloupnost {an}zozo a fadu Y 7 a, zafindme indexovat od n = 0. V literatufe je mozné nalézt i
indexovani od n = 1, ale zde (a ve skriptech prof. Slovdka) budeme indexovat od n = 0. 0]

Nejprve si jako motivaci zopakujme tivahy o geometrické radeé.

Geometricka fada je soucet tvaru

a+aq+aq2+aq3+---+aq”+---:Zaq”,
n=0

kde a,q € R jsou pevné zvolena ¢isla. Tedy je to nekonecna fada, kde a,, := aq™ pron =0,1,2,....
Cislo ¢ se nazyva kvocient geometrické fady, pficemz q mtize byt kladné ¢i zdporné (viz Pitklad 135).
Posloupnost ¢astecnych souctii pro geometrickou fadu odvodime snadno:

Sp=a+aq+aq® + -+ ag" ' + aq"”, = qsn = aq + aq® + aq® + - - - + aq¢" + ag".
Odectenim druhé rovnice od prvni dostaneme

Sp — (S = a — aq™ = Sn (1 —q) :a(l—q"“).

Je-li ¢ = 1, potom je zfejmé | s, = (n+ 1) al.

Je-li ¢ # 1, potom je

1— n+1
sn:al—_qq, q# 1. (51)
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Priklad 135. Urcete posloupnost ¢asteénych soucti dané geometrické fady:

1 1 1 1 1
=l ottt
(a) 25 totgtgt ottt
= (=1)" 1 1 1 (—1)"
b l— = ——+-
(b) ; 3n 39 27 LT

Resend.
(a) Protoze je a =1 a g =1 je podle vzorce (51) (nebo odvozeno pfimo pro tuto konkrétni fadu)

1— ()™ gy , 2 -1 [
STL e e . e e —_— — .
1-1 ontl on on
(b) Protoze jea=1aq = —% je podle vzorce (51) (nebo odvozeno pfimo pro tuto konkrétni fadu)
R Sl Gt ) MR et Gt DAARE: SR SO el GV L I B GV
! 1+1 3ntl 4 4 3n 4 4.3

Chovani posloupnosti ¢astecnych souctt, presnéji limita této posloupnosti, zfejmé urcuje chovani
celé nekonecné rady.

Definice 25 (Konvergence, divergence, oscilace nekone¢né fady). Existuje-li vlastni limita
lim, o S, = s, potom rikame, Ze nekonecna rada 220:0 a, konverguje k ¢islu s, nebo také ze

ma soucet s, a piseme
o0

Z ap = S.

n=0
Existuje-li nevlastni limita lim,, ., s, = £0o, potom Fikdme, Ze nekonecnd fada » - a, diverguje
k 400 a piseme

0.)
Z a, = £oo.
n=0
Pokud limita lim,,_,, s,, neexistuje, potom fikame, ze nekonecna rada ZZOZO a,, osciluje. O

Priklad 136.
e Geometrickd fada s a = 0 (a ¢ € R libovolnym) zfejmé konverguje (k 0), protoze v tomto
pripadé je s, = 0.

e Geometrickd fada s a # 0 a ¢ = 1 zfejmé diverguje (k +oo podle znaménka ¢isla a), protoze
v tomto piipadé je s, = (n + 1) a.

e Geometrickd fada s a # 0 a ¢ = —1 zfejmé osciluje, protoze je v tomto piipadé s, =
{a,0,a,0,a,0,...} a limita této posloupnosti neexistuje.
OJ
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Priklad 137. Rozhodnéte o konvergenci a piripadné urcéete soucet dané geometrické fady

W e m YO

n=0 n=0

Resent. (a) Protoze je s, = 2 — o= (viz Piiklad 135(a)), je

1 _ 1
S ge=tm (2 5 ) =2

n=0

tj. uvedena ’fada konverguje ‘ Konvergenci této fady lze také ukazat nazorné na obrazku.

(b) Protoze je s, = 3 + G (vig Pidklad 135(b)), je

43"
= (-1)" 3 (-1 3
S ED g (3 G )3
3n n—oo \4  4.3" 4
n=0 N——
—0
tj. uvedena |fada konverguje ‘ |

V Prikladu 136 jsme vySetfili geometrickou fadu s |g| = 1. Ve vzorci (51) pro n—ty ¢asteény soudet
geometrické fady se vyskytuje posloupnost ¢" !, ktera zfejmé konverguje k 0 pro |¢| < 1, konverguje
k oo pro g > 1, a nema limitu pro ¢ < —1. Odsud tedy plyne jednoducha podminka pro konvergenci
geometrické rady.

Tvrzeni 10 (Konvergence a soucet geometrické fady). Necht a # 0. Potom geometrickd tada
Yoo paq” konverguje < |q| < 1. V tomto pripadé (a také v pripadé a = 0) je pak jeji soucet

(e, . a
> aq" = . e <1
n=0 1_q

Priklad 138. V Piikladech 135 a 137 je
(~1)" 1

(a) ! ! :7 (b) Z 3n :1_(_ ):

2_":]_—% n=>0

Wl
wiks| =
]

n=0

O

Priklad 139. Z vysky a = 2 metry nad rovnym povrchem pustime kouli. Pokazdé, kdyz koule
dopadne na povrch z vysky h, odrazi se do vysky gh = % (tedy ¢ = %) Urcete celkovou vzdélenost,
kterou koule urazi pti nekone¢né mnoha takovych doskocich.

Reseni. Celkova vzdélenost je (viz obr.)

2 2 2 4 /1\"
—9249.249.249. 2 4 ...=9 R i
S=2+2 242 54+2 o+ +nZ:03 <3>

Jedna se tedy o geometrickou fadu, kde a = % aq= % Podle Tvrzeni 10 je tedy
4 4
3 3
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Ptepocitejte si tento piiklad s obecnymi parametry a > 0 a g € (0, 1).

Ltg |

[Reseni je pak s = a =2

Nékdy se pfi vypoctu n—tého castecného souctu s, mnoho vyrazi ,pokrati®.

Priklad 140. Rozhodnéte o konvergenci a ptipadné urcete soucet nekonecné rady

i1_1+1+1+1+_§: 1
~nn+1) 1.2 2.3 3.4 4.5 =+ (n+2)

Resend. Protoze plati (viz rozklad na parcialni zlomky v odstavci 1.6)
1 1 1

n+1)(n+2) n+1 n+2

je n—ty castecny soucet roven

Ly Ly by !
Sn: “ ..
1.2 2.3 3.4 4.5 (n+1) (n+2)

(=2)Gg) 61 Gg) o ()
-(m3)6m5) i) ) e

A proto uvedena nekonecna rada | konverguje | a jeji soucet je

=~ 1
2y

n=1

Jestlize ma dané nekoneéné fada konvergovat, musi se ziejmé jeji ¢leny postupné zmensovat (v ab-
solutni hodnoté) k nule, jinak by posloupnost ¢asteénych souc¢ttt nemohla konvergovat ke koneénému

c¢islu. Plati tedy nasledujici.

Véta 40 (Nutnd podminka konvergence Fady). Jestlize nekonecnd tada .- a, konverguje,

potom nutné plati

lim a, = 0.
n—oo

To znamena, ze pokud lim, . a, je rtiznd od nuly nebo pokud tato limita neexistuje, potom

nekonec¢nd fada » .~ a, nekonverguje.

Priklad 141.
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(a) Nekoneéna fada
1—|—2+3—|—---=§:n
nekonverguje, protoze lim,,_,,, n = oo # 0. Ziejme tato fada diverguje k oo.
(b) Nekonecna rada
—1+2—3+4—5+6—---:i(—

nekonverguje, protoze lim, ., (—1)" n neexistuje (a jedné se o neohrani¢enou posloupnost).
Ziejmé tato rada osciluje.

(c) Nekonecna rada

1—1+1—1+1—.--:i(—

nekonverguje, protoze lim,,_,,,(—1)" neexistuje (a jedné se o ohrani¢enou posloupnost). Ziejmé
tato fada osciluje. Tato fada je geometrickda s ¢ = —1 a a = 1, viz Priklad 136.

(d) Nekonecna fada

1 2 3 4 = -n
5 7 9 ot
nekonverguje, protoze lim, o 575 = —% # (. Zfejmé tato fada diverguje k —oo.

O

Podminka (52) je obecné pouze podminkou nutnou pro konvergenci nekonecéné rady. Existuji tedy
nekonecné fady, které nekonverguji, ale podminku (52) spliiuji.

Priklad 142.
(a) Nekonecna fada

UL I I
?{" 2 2 4 4 4 4 2n 2 2n
2 ¢leny 4 (agny A zTenﬁ

nekonverguje, prestoze lim,, .., a, = 0. Zfejmé tato rada diverguje k oo.

(b) Jak ukazeme pozdéji (viz Ptiklad 146), tzv. harmonické fada

1 1 1

l+o+3+5+5 L Z—

nekonverguje, prestoze lim, ,, a, = 0. V Prikladu 146 ukazeme, ze tato rada diverguje k oo.
O

Pro konvergentni (a ¢asteéné i divergentni) nekonecné rady plati nasledujici algebraicka pravidla.

Véta 41 (Pravidla pro nekoneéné Fady). Necht nekonecné fady >~ a, a Y . b, konverguji

a necht plati
Z a, = A, Z b, =
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(i) Pravidlo konstantniho ndsobku: pro libovolné ¢ € R nekoneénd tada ., c.a, konverguje a

plati
[o.¢] oo
Zc.an :cZan:c.A.
n=0 n=0

(ii) Pravidlo souctu a rozdilu: nekoneénd tada y .~ (a, £ b,) konverguje a plati

(an £ by) ZaniZb - A4+ B.

n=0

o)

Priklad 143. Urcete soucet nekonecné fady

00 n_q
Z 6n

n=0

w

Reseni. Podle Véty 41(ii) je

n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

’I’L

@lw
3 3

nebot obé uvedené nekone¢né fady konverguji. Jsou to totiz geometrické fady s a = 1 as ¢ = %

27
resp. s ¢ = =, viz Tvrzeni 10. Je tedy

i3n—1_ 1 1 6 |4
e 1-1 1-1 5 |5

Poznamka 32. Pokud nékterd z fad diverguje k +oo, chova se souc¢tova/rozdilova fada podle pra-
videl pro ,,poc¢itani s nekonecny*, jako napft.

00 + 00 = 00, —00 — 00 = —0Q, +oo+ B = +o0, A+ 0o = to00,

Napt. tedy jestlize fady >~ a, a > - b, diverguji obé k co nebo obé k —co, potom nekoneéna
fada Y~ o (a, +b,) také diverguje k +oo.

Samoziejmeé, vyrazy typu oo — 0o ¢i —0o + 00 jsou neurcité a timto zpisobem je vycislit nelze. [J

Ve Véte 41 se nic nefiké 0 souéinu (a podilu) nekoneénych fad Tato problematika je mnohem

souciny nekonecnych fad). Uvedomte si totiz, ze pri nasobeni mnohoclent plati
(ao+ a1+ +ay). (bo+b1+---+0y)
:aobo+aobl+---~|—aobn+a1bo+a1b1+---+a1bn+---—|—anbn,

tedy dostavame nejen ,diagonalni souciny” a;b;, ale také vSechny ,smisené souciny“ a;b;. A pro soucin
takovychto nekoneénych mnohoélenﬁ (tedy pro souéin nekoneén}'fch fad) bude situace jeété mnohem

vvvvvv

rfadame (srovnejte s Priklady 159 a 160 uvedenymi dale).
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4.2. Nekone¢né rady s nezapornymi ¢leny. Pro nekonecné fady s nezapornymi ¢leny existuje
nékolik kritérii pro urceni jejich konvergence/divergence. VSechna kritéria jsou zaloZena na faktu, ze
pro Tadu s nezapornymi ¢leny je jeji posloupnost ¢astecnych souctt neklesajici, tj.

Spn=Qo+--+an, Sp+1 =+ - -+a,+ apy1 = Sy + aApy1, = Sp < Spat

>0

(jednoduse proto, ze do s, prfiddvame nezapornou hodnotu). A pokud je tedy neklesajici posloup-
nost {sn}zozo shora ohrani¢end, musi mit limitu (rovnu svému supremu). Tedy kazda nekonecéna fada
s nezapornymi ¢leny bud konverguje nebo diverguje k oo (tj. nemtize divergovat k —oo ani oscilovat).

Véta 42 (Srovnavaci kritérium). Necht {an}zozo a {bn}zozo jsou posloupnosti nezdpornych cisel,
pro které plati
0<a, <b, pro vSechnan = N,N+1,N +2,... (53)

pro néjaké N € NU {0}.
(i) Jestlize >~ b, konverguje, potom také konverguje fada y .~ o G-

(ii) Jestlize >~ a, diverguje k oo, potom také fada b, diverguje k co.

Nerovnost (53) nemusi nutné platit pro v8echna n € N U {0}. Uvedeny pfedpoklad ¥ika, Ze musi
byt splnéna od , jistého indexu pocinaje“. Pro pouziti srovnavaciho kritéria je zfejmé potieba mit
,V zasob&“ néjaky soubor nekoneénych tad, o kterych vime, ze jsou konvergentni/divergentni.

Priklad 144. Nekonecnéa fada

o0

1 1 1 1 1
1+ﬁ+ﬁ+g+a+"':§a

konverguje podle Véty 42(i) (ve které muzeme vzit N = 0), protoze vSechny jeji ¢leny lze shora
omezit prislusnymi ¢leny konvergentni rady

1 1 1 =1
1414+ -4+ —+—4...=1 Ej—.
+ +2+22+23+ +n:o2”

Pro soucet uvedené rady pak zfejmé plati odhad

=1 =1 1
— <1 — =14+ ——=142=
D R e

Priklad 145. Nekonec¢néa fada
Inl In2 In3 . Ilnn

1 2 3 n

n=1
diverguje k oo podle Véty 42(ii) (ve které mizeme vzit N = 3), protoZe jeji ¢leny lze zdola omezit
prislusnymi ¢leny (divergentni) harmonické fady, tj. plati

Inn _ 1 .
—_— > = pro vsechna n > 3.
n n
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Déle uvedeme tii nejznaméjsi kritéria (Véty 43, 44 a 45) pro konvergenci/divergenci nekonecnych
fad s nezadpornymi ¢i kladnymi cleny.

Véta 43 (Integralni kritérium). Necht >~ a, je nekonecnd tada s nezdporngmi cleny. Necht
f(z) je funkce definovand na intervalu [N,o0) pro néjaké N € [0,00), kterd je na tomto intervalu
nezdpornd, nerostouct a plati

f(n)=a, pro viechna n > N.

Potom

Zan konverguje = / f(z)dx konverguje,
N

n=0

Z a, diverguje k oo & / f(z)dx = oc.
N

n=0

V integralnim kritériu se pouziva nevlastni integral 1. druhu, viz Definice 22.

Piiklad 146. Harmonicka fada (viz Priklad 142(Db))
I
n

n=1

diverguje k oo podle Véty 43, protoze pro funkce f(z) := 1 je na intervalu [1, c0) kladna, klesajici a

plati f(n) = L pro n > 1, pficemz je nevlastni integral

<1
/ —dx = 00,
.

viz Priklad 129(c), resp. Priklad 128(c). O

Priklad 147. Urcete, pro které mocniny p € R nekonecéna rada

1
nv
n=1
konverguje ¢i diverguje.
Resent.
e Pro p <0 je jednd o fadu y - n9, kde ¢ := —p > 0. Tato fada nespliiuje nutnou podminku

konvergence (52), a proto nekonverguje. ProtoZe se jedna o fadu s nezapornymi ¢leny, tak
tato fada diverguje k oo.

e Pro p =0 se jednd o fadu >~ 1, ktera zfejmé diverguje k oo.

e Pro p > 0 je funkce f(z) = wi na intervalu [1,00) kladna, klesajici a plati f(n) = nip pro

P
n > 1. Vysettime konvergenci nevlastniho integralu

<1
/ —dx.
1 2P

— Pro p =1 je jednd o harmonickou fadu ) -, %, ktera diverguje k oo (viz Piiklad 146).
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— Pro p # 1 mame

Sl ) —p+1 7 1-p 1
/ —dx—/ x_pdx:{w ] :<lim$ )— .
1 1 -p+1] ool —p IL—p

Uvedena limita zavisi na tom, zda je exponent 1 — p kladny nebo zaporny, protoze

lim xl=p :{oo, pro1l—p >0,
z—o0 1l —p 0, prol —p<O.
A proto je
/°° 1 dr — { 00, pro p < 1, tj. tento nevlastni integral diverguje k oo,
1 P p%l, pro p > 1, tj. tento nevlastni integral konverguje.

Podle integralniho kritéria (Véta 43 s N = 1) tedy plati, Ze pro p > 1 fada > | &
konverguje a pro p € (0,1) tato fada diverguje k oc.

Celkove jsme tedy ukazali, ze Tada

1 . . .
Z — ’ diverguje k oo pro p <1 a konverguje pro p > 1.
n

n=1

Priklad 148. Zejména tedy konverguje rada

protoze v Prikladu 147 vezmeme p = 2.
Soucet této rady urcime v Prikladu 179.

n(n T < % pro vSechna n € N, plyne ze srovnavaciho kritéria (Véta 42(i)) také

konvergence fady > o n1+ iy, viz Priklad 140. O

Déle, protoze je

Véta 44 (Podilové kritérium). Necht > a, je nekonecnd tada s kladngmi cleny a predpokld-
dejme, Ze existuje (vlastni nebo nevlastni) limita

. Ap41
lim

n—oo an

Potom
(i) tato rada konverguje, pokud je q < 1,
(i) tato tada diverguje k oo, pokud je ¢ > 1 nebo q = oo,

(iii) tento test nelze rozhodnout, pokud je g = 1.

V podilovém kritériu se tedy vyskytuje podil dvou po sobé jdoucich c¢lend nekonecné fady. A je
zfejmé jedno, jestli je fada indexovana od n = 0 nebo od n =1 (nebo pfipadné od jiného indexu).

Priklad 149.
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(a) Pro nekone¢nou fadu

o

1 2 8l 4
Sepn 1022034t
plati

(n+1)! n " N
U1 Gappt  (n+D)ln™  (n+1).nln® on
an g—,’l S (n+Dtlpl (D). (n+1).n! (n+1)n

_(n)”_1_1_>1<1

1) Ty ey el

pficemz ve vypoctu jsme pouzili limitu definujici Eulerovo ¢islo e (viz Piiklad 17). Uvedena
fada tedy konverguje podle podilového kritéria (Véta 44(i)).

Pro geometrickou fadu Y~ aq”, kde a >

Ap+1

an

a proto podle podilového kritéria (Véta 4

aq™t

0 aq >0, plati
1
=q—4q,

aq”

4) geometricka fada s kladnymi ¢leny konverguje

pro q < 1 a diverguje k oo pro ¢ > 1. Viz také Tvrzeni 10.

O
Priklad 150. Pro nekonec¢nou radu .
nn
D
n=1
plati (viz vypocet v Piikladu 149(a))
n 1\"
iy _ (H_) Nyl
ap n
a proto uvedend fada diverguje k oo podle podilového kritéria (Véta 44(ii)). O
Priklad 151. Pro nekonecnou radu
- 1+1+3+1+5+1+7+ o =, pro n liché,
h=m=tsSstmtotmt=+t=+..., b an= )
— 21 22 23 24 256 26 QT ) 2%, pro n sudé,
plati
1
o 2" 1 .
rr — — = pro n liché,
Ui on 2ntln 2n
n ! (n+1)2 n+1 ,
— = ~ = , pro n sudé.
5 2+l 2
Odtud je vidét, ze lim,,_, az:1 neexistuje, a proto podilové kritérium viibec nelze pouzit.
Vsimnéte si, ze 1ze psat
[(n 4+ 1)mod 2] + (nmod 2).n
Ay = )
2n
kde funkce x mod 2 déva zbytek po déleni ¢isla = ¢islem 2 (tedy jednic¢ku, pokud je x liché, a nulu,
pokud je x sudé). O



109

Véta 45 (Odmocninové kritérium). Necht " a, je nekoneénd fada s nezdpornymi cleny pro
vSechna n > N pro néjaké N € NU{0} a predpoklddejme, Ze existuje (viastni nebo nevlastni) limita

lim /a, =q.

n—o0

Potom
(i) tato rada konverguje, pokud je q < 1,
(i) tato tada diverguje k oo, pokud je ¢ > 1 nebo q = oo,

(iii) tento test nelze rozhodnout, pokud je g = 1.

Priklad 152. Pro nekonec¢nou fadu v Pfikladu 151 plati

7, . 7’
Vow = ‘/Tﬁ, pro n liché,

n —
Vin = 1 1 2
/57 = 35 pro n sudé.

Tedy plati nerovnosti

1 vn
3 < Ya, < \é_ pro vSechna n € N.
Limita na pravé strané se spocte pfes exponencialni funkci a I’Hospitalovo pravidlo (Véta 15):
sta 5(i) nn OO | I'Hosp. | w
lm /n = lim ns = lim en ™" VRS limoo 52 ) typ — PHOSP- plimn oo (0 (54)
n—o00 n—o00 n—oo o0
Z véty o tfech limitach (Véta 4) potom plyne, Ze
lim a, = ! <1
fm =5 <1
Proto podle odmocninového kritéria (Véta 45(i)) uvedena fada konverguje. U

Poznamka 33. V Prikladech 151 a 152 jsme vidéli, ze nékdy podilové kritérium k vysledku nevede
zatimco odmocninové kritérium ano (pro nekoneénou fadu s kladnymi ¢leny). To plati i obecné, nebot
pro libovolnou posloupnost {an}zozo kladnych ¢isel plati nerovnosti

Qp,
lim inf < liminf /a,, < limsup {/a, < limsup o

n—oo Gy n—00 n—00 n—oo  Qn

Qp41

To znamena, ze pokud existuje limita lim,, ., azzl = a, potom také existuje limita lim,,_.., /a, a
tyto dvé limity jsou si rovny.

Tedy pokud je podilové kritérium nerozhodnutelné (tj. plati lim, .. “221 = 1), potom je také
odmocninové kritérium nerozhodnutelné (tj. plati lim, .. {/a, = 1). Rikame, Ze odmocninové kri-
térium je silnéjsi, nez podilové kritérium (kazdy piiklad, ktery lze spoéitat podilovym kritériem, lze
spocitat i odmocninovym kritériem, ale ne naopak). O
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Piiklad 153. Pro nekone¢nou fadu
. oon 9 92 93 94 95
2o it ETE T

n=1

plati

. _n2_”_ 2 2 € 3_
M_’/W—W_({L/ﬁf 2 S =[>1],

a proto podle odmocninového kritéria (Véta 45(ii)) uvedena fada diverguje k oo.

Vsimnéte si také, Ze uvedena fada nespliiuje nutnou podminku konvergence (52), nebot je

00 2" In 2 ’ 00

typ —
O

PHosp- 1.1 M

I"'Hosp. li
= 1m
n—o00 2

n—o0 n

lim a, = lim — =00 #0.
n—oo n—oo n2

typ —
0

n ‘

Tedy uvedena fada podle Véty 40 nekonverguje. Protoze se ale jedna o fadu s kladnymi ¢leny, musi
tato rada potom divergovat k co. O

Priklad 154. Vsimnéte si, ze podilové ani odmocninové kritérium nelze pouzit pro vysetieni kon-
1

vergence/divergence nekonecné fady » ", - (viz Ptiklad 147), protoze pro podilové kritérium je

1

Do .. p
g = lim & = i O iy ( g ) e ( lim — ) — 1P =1,
n—oo

n—00  (y, n—o0 vy n + 1 n—oo N, + 1

a pro odmocninové kritérium je

. . 1 . 1\ veta 5(i) 1 L |
Wﬁﬂﬂ%_$$7§_g&@ﬁ> = Gmewwn) "

Zde jsme opét pouzili limitu lim,, ., /n =1, viz (54). O

4.3. Alternujici fady. Pro srovnani a tplnost uvedme jesté kritérium konvergence pro nekonecné
fady, jejichz ¢leny méni znaménka.

Necht { an}zozo je posloupnost nezapornych ¢isel. Potom se nekonec¢na rada

ag—a1+a2—a3+---:Z(—l)”an, ptipadné —a0+a1—a2+a3—---:Z(—l)”+1an,
n=0 n=0

nazyva alternujici rada.

Priklad 155.

(a) Nekonecna fada

1 1 1 1 > 1 > 1
- = L= _1n—1_: —1)"
2t371%3 P D DI C

n=1 n=

=T O

je alternujici a nazyva se alternujici harmonicka rfada nebo téz Leibnizova fada.

(b) Kazda geometricka fada, ve které je a # 0 a g < 0, je zfejmé alternujici.



111

7 Véty 40 vime, ze kazda konvergentni rada, a tedy i kazda alternujici konvergentni fada, musi
spliiovat podminku (52). Pro alternujici fady mizeme ale fict mnohem vice. Z podminky (52) se nyni
stava nutna a postacujici podminka pro konvergenci alternujici rady.

Véta 46 (Leibnizovo kritérium konvergence alternujici fady). Jestlize je {an}:ozo nerostouct
posloupnost kladnych cisel, potom nekonecna alternugjici rada
(—1)"a, konverguje <  plati (52), tj. lim (—1)"a, = 0.
n—oo
n=0
Dikaz. Vzhledem k Vété 40 staci ukazat smér ,<=“. Protoze je posloupnost {an}zozo nerostouci,
plyne odsud konvergence fady >~ (—1)" a,, viz obr. O
Piiklad 156. Alternujici harmonickd fada (viz Piiklad 155(a))
= 1
> ()t
n=1 n
konverguje podle Véty 46, protoze je jeji ,generujici” posloupnost {an}zozl = {%}:;1 kladna a
klesajici (tudiz nerostouci) a spliiuje
. o1
sy =0
V Prikladu 170 pak ukazeme, jaky je soucet této nekonecné rady. O

[e.9]

Pokud tedy posloupnost {an}:io spliiuje predpoklady Véty 46 a fada ), (—1)" a, konverguje,
tj. > oo (—=1)"a, = A, potom ¢islo A nutné lezi vzdy mezi dvéma po sobé nésledujicimi ¢aste¢nymi
soucty s, a Spi1. A tedy se ¢islo A nemize lisit od s, o vice, nez kolik je ¢len a,, 1. Tj. musi platit
odhad

|A — sp| < Gpy- (55)
Ukazali jsme tedy néasledujici uzitecné tvrzeni o odhadu chyby ¢aste¢nych soucti s, pro alternujici
radu.

Tvrzeni 11 (Odhad chyby alternujici fady). Predpoklddejme, Ze alternujici fada y >, (—=1)" ay,
(konverqugici k ¢islu A) spliiuje podminky ve Vété /6. Potom pro vSechna n > N plati, Ze n—ty
castecny soucet

Spi=ay—a;+ag—---+(—=1)"a,
plati odhad (55), tj. s, aprozimuje soucet A této fady s chybou mensi, neZ je absolutni hodnota
pruniho (do s,) nezahrnutého clene (—1)""'a,,,. Navic, zbytek A — s, md stejné znaménko jako

tento pruni (do s,) nezahrnuty clen (—1)" " a, ;.

Priklad 157. Pokusme se ilustrovat Tvrzeni 11 na alternujici radé

i<1)n1_1 Lot 1.1 1. 1 1 L
2 =~ 2 4 8 16 32 64 128 256
n=0 ao <~ <~
a7 asg
jejiz soucet zname. Protoze se jedna o geometrickou fadusa =1a g = —%, je soucet této rady roven

¢islu (viz Tvrzeni 10)

~ 0.6666667.

o] =
Wl N
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Potom Tvrzeni 11 fik4, Ze pokud tuto fadu ,,ukonéime“ po osmém ¢lenu (tj. n = 7), potom koneény
soucet

11 1 1 1 1 1 85
el ity =22 (6640625
o 27178716 32 64 128 128

aproximuje ¢islo A s chybou mensi nez je ag = %6 = 0.00390625. Skutecné,

2 8 1
A—s7l=|z——|=|=—=—1~0.0026041 . 25 = ag.
| s7| ‘ 5~ 128 281 0.00260417 < 0.00390625 = ag
Pfitom ma rozdil A — s; = 38% stejné znaménko jako ¢len (—1)% ag = ﬁ, tedy je kladny. ([l

4.4. Absolutné a relativné konvergentni fady. Nejprve si vSimnéme, ze pokud konverguje fada
absolutnich hodnot, potom konverguje ptivodni rada.

Véta 47. Jestlize konverguje fada Y~ |a,|, potom konverguje také fada » > ay,.

Dikaz. Ziejmé pro kazdé n plati nerovnosti
_‘an| <a, < ’an’7 = Ogan—i_‘an‘ SQ’CLn’

Tedy pokud >~ |a,| konverguje, konverguje také fada > >° 2 |a,| (podle pravidla konstantniho
nasobku, viz Véta 41(i)). A dale, podle srovnavaciho kritéria (Véta 42(i)), konverguje také fada
>y (an + Jan]). A protoze plati rovnost

n=0
[ee] [ee] o0
an = (a0 +lan]) = o], = D an=(an+lan]) = Y lanl,
n=0 n=0 n=0
——
konverguje konverguje
dostavame fadu ) - a, jako rozdil dvou konvergentnich fad. Tedy tato fada také konverguje podle
pravidla rozdilu, viz Véta 41(ii). O

Poznamka 34. Opac¢né implikace ve Vété 47 ziejmé neplati, protoZze napt. alternujici harmonicka
rada

1
Z (-1t = konverguje (viz Pfiklad 156),
n=1
ale prislusna rada absolutnich hodnot je harmonicka rfada

— 1

E -, ktera diverguje k oo (viz Ptiklad 146).
n

n=1

Ma tedy smysl zavést nasledujici definici.

Definice 26 (Absolutni a relativni konvergence). Rada Y - a, konverguje absolutné (je
absolutné konvergentni), pokud konverguje pfislusna fada absolutnich hodnot, tj. pokud konverguje

fada Y7 o |ay].

Jestlize nekone¢nd fada ) a, konverguje, ale nekonverguje absolutné, potom fikéme, Ze tato
fada konverguje relativné (je relativné konvergentni).

(Pro termin relativni konvergence lze v literatufe lze najit i jiné nazvy, napt. konverguje neabso-
lutné ¢i podminéné). O
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Priklad 158.
(a) Alternujici harmonicka rada

o
1

E (1)t = konverguje relativné (viz Poznamka 34).
n

n=1

(b) Nekonecna rada

1 1 1 1 1
Z (-1t 5= 1-— i + T + CTAE konverguje absolutné,

n=1

protoie pfisluéné fada absolutnich hodnot

1 1 1
Z —|— 9 + 16 + %% +. konverguje (viz Priklad 147, kde p = 2).

O

Rozdil mezi absolutné a relativné konvergentni fadou je zejména v tom, ze Cleny absolutné kon-
vergentni fady mutizeme libovolné preskladavat a nejenze dostaneme opét konvergentni fadu, ale tato
novéa preskladana rada bude mit stejny soucet jako rada ptvodni.

V nésledujici vété ukazujeme, Ze relativné konvergentni fada ma dostatek kladnych ¢lenti (tj.
pokud se kladné ¢leny sectou, dostaneme +00) i zépornych ¢lent (tj. pokud se zaporné ¢leny sectou,
dostaneme —o0), aby prevézily libovolny koneény pocet ¢lent ptivodni fady.

Véta 48. Necht je tada Y, | a, relativné konvergentni, tj. >~ a, konverguje, ale Y > |a,| di-
verguje. Oznacme
+

a, = max{an, 0}, a, :=min{a,, 0}.

Potom jsou obé nekonecné fady > 7 iy 7 a, divergentni, neboli

nln

§:+_ E:f_
a, = 400, a, = —00
n=1 n=1

Diikaz. 7 definice vyplyva, Ze a; je rovno ¢islu a,, pokud je a,, kladné, jiank je a;f = 0. A naopak, a,, je
rovno ¢islu a,,, pokud je a,, zaporné, jinak je a,, = 0. Uvedené fady > - a ay - a, jsou tedy Fady
kladnych a zépornych ¢lentt ptvodni fady > 7 | a,. Nastédva pro né tedy pravé jedna z nésledujicich
moznosti: Y a konverguje nebo diverguje k +oo, > - konverguje nebo diverguje k —oo.
Celkové je tedy mozné zkomblnovat tyto moznosti:

1. obé& fady > >°  al a > 7 a, konverguji,

nln

2. fada )7 | a) konverguje a fada ), a, diverguje (k —o0),
3. fada )7, a;} diverguje (k +o0) a Y a, konverguje,
4. obétady Y 7 af ad ° a, diverguji.

V prvnim piipadé, kdy obé fady > 0 a a >~ a, konverguji, by konvergovaly i fady

Z!aZI =Za:, Z\a;\ =—Zla;|,
n=1 n=1 n=1 n=1

a proto by konvergovala i fada )~ | |a,|. Tj. pavodni fada by konvergovala absolutné, coz je spor s
predpokladem, ze fada absolutnich hodnot diverguje. Ve druhém ptipadé by byl soucet ptivodni fady
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roven —oo (jakozto soucet nezédporného ¢isla a —o0), coz je spor s tim, Ze ptvodni fada konverguje.
Ve tietim piipadé by byl soucet ptivodni fady roven +oo (jakoZto soucet nekladného ¢isla a +o0),
coz je spor s tim, Zze puvodni fada konverguje. Zbyva tedy posledni ¢tvrta moznost, coz je tvrzeni
vety. 0]

Naproti tomu cleny relativné konvergentni fady nelze preskladavat vibec. Lze totiz jednoduse
ukazat, ze riznym preskladanim téze relativné konvergentni fady lze vytvorit fadu divergujici k
+00, konvergujici k libovolné predem zvolenému realnému ¢islu, ¢i fadu oscilujici. To vyplyva z toho,
7e v relativné konvergentni fadé musi byt soucet vSech kladnych ¢lent co a soucet vSech zapornych
¢lentt —oo, a pfi tom musi ¢leny samotné konvergovat k nule (protoZze pro konvergentni fadu musi
byt splnéna nutnd podminka konvergence, viz Véta 40).

Piiklad 159. Uvedme jako piiklad relativné konvergentni alternujici harmonickou fadu (viz Pri-
klad 158(a))

o0

(_1)71—11_1_1_}_1_1+1_1+1_l—}— (56)
— n 2 3 4 5 6 7 8 7

n

Nejprve si vSimnéte, ze soucet vsech kladnych clenti je nekonecna rada

i SRR P
—~2n—1 =~ 3 5 7T -

ktera skutecné diverguje k oo (napt. podle integralniho kritéria, viz Véta 43).
A dale soucet vSech zapornych ¢lent je nekonec¢na fada

i B N N S R
on) 2 4 6 8 n '

n=1

kterd skutecné diverguje k —oo (napf. podle integrélniho kritéria, viz Véta 43).

Potom vhodnym pteskladanim ¢lenti alternujici harmonické fady (56) lze ziskat nekonecnou fadu,
ktera

(a) diverguje k oo:

e Vezméme nejprve jeden kladny clen, tj. ,soucet” je roven 1.

e Pridejme nyni jeden zaporny clen a tolik kladnych ¢lenti, aby byl soucet , tj. soucet
je pak
1 1 1 1

1
l— - = o4 = 4ot — A 2.004063454 > 2.
5T Tg bt g~ 2004063454 >

(K tomu je zapotiebi k té 1 pridat 20 kladnych ¢lent.)
e Potom pridejme dalsi (druhy) zaporny ¢len a tolik kladnych ¢lend, az je soucet .
e Potom pidejme dalsf (t¥etf) zéporny clen a tolik kladnjch ¢lenti, aZ je soucet [ > 4],

e Potom pfidejme dalsi (¢tvrty) zaporny ¢len a tolik kladnych ¢lend, az je soucet .
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Uvédomte si, ze kladnych ¢lenti je vzdy dostatek, abychom pfekrocili stanovenou hranici,
protoze soucet téchto kladnych ¢lent je roven oo.

Timto zptisobem po nekonecéné mnoha krocich vycerpame vSechny kladné i vSechny zaporné
¢leny, tedy ptivodni fadu vlastné ,prerovname”, pricemz vysledny soucet evidentné roste nade
vsechny meze. Tedy tato prerovnana fada diverguje k oc.

(b) diverguje k —o0:

e Podobné jako v ¢asti (a) vytvaiime soucty, které jsou postupné < —1, < —2, < —3, atd.

(c) konverguje k predem zvolenému realnému ¢islu: Zvolme si nejprve néjaké ¢islo s € R, ke
kterému ma prerovnana fada konvergovat (napt. s = 7553).

e Nejprve vezméme tolik kladny clenti, az je jejich soucet .

e Pridejme nyni tolik zapornych clenti, az je vysledny soucet .

e Pridejme nyni tolik dalsich kladnych clenti, az je vysledny soucet .
e Pridejme nyni tolik dalsich zapornych ¢lent, az je vysledny soucet .
o ...

Uvédomte si, ze kladnych ¢i zapornych clent je vzdy dostatek, abychom piekrocili stano-
venou hranici s, protoze soucet kladnych ¢lent je oo a soucet zapornych clenti je —oo.

A protoze pridavame stale se (v absolutni hodnoté) zmensujici se ¢leny, vysledny soucet po
takovych krocich ,pfeskakuje“ zvolenou hodnotu s a soucasné se k ¢islu s nekonecné blizi.
Soucasné timto zptsobem vycerpame vsechny c¢leny ptvodni fady. Tedy takto prerovnana
rada konverguje pravé k cislu s.

(d) osciluje: Mizeme si dokonce zvolit, mezi jakymi mezemi bude prerovnana fada oscilovat.
Zvolme si proto libovolna dvé ¢isla a,b € R, a < b (napf. a = —2 a b = 3).

e Nejprve vezméme tolik kladny ¢lenti, az je jejich soucet .

e Pridejme nyni tolik zapornych clenti, az je vysledny soucet .

e Pridejme nyni tolik dalsich kladnych clenti, az je vysledny soucet .
e Pridejme nyni tolik dalsich zapornych ¢leni, az je vysledny soucet .
o ...

Uvédomte si, ze kladnych ¢i zapornych clenti je vzdy dostatek, abychom prekrocili stanovené
hranice b a a, protoze soucet kladnych ¢lenil je oo a soucet zapornych ¢lent je —oc.

A protoze pridavame stale se (v absolutni hodnoté) zmensujici se ¢leny, vysledny soucet
po takovych krocich ,preskakuje“ zvolené hodnoty b (shora) a a (zdola). Soucasné timto
zpusobem vyc¢erpame vSechny ¢leny puvodni fady. Tedy takto prerovnana fada osciluje (mezi
Cisly a a b).

Takze u relativné konvergentnich fad nelze v zadném ptipadé meénit poradi jednotlivych clent,
zatimco u absolutné konvergentnich fad lze poradi jednotlivych ¢lenti ménit libovolné. O]
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Priklad 160.
(a) V tomto pifkladu si ukdzeme, ze i kdyz obé fady Y, a, a Y- b, konverguji, potom fada

>, (ay, . by) konvergovat nemusi.

Uvazujme nekonecné fady, kde a,, = b, := (—=1)"! \/Lﬁ Potom jsou pfislusné nekonecné
rady
S I I
n=1 n=1 \/ﬁ n=1 n=1 \/ﬁ
konvergentni, coz plyne Leibnizova kritéria (viz Véta 46), zatimco fada soucinti
0 [e’e} 1 2 0 1
Sota b =Y (0 ) =30
n=1 n=1 \/ﬁ n=1 n

diverguje k oo, viz Priklad 146.

(b) Na druhou stranu muze nastat i situace, ze takovato fada soucintt Y, (a, . ¢,) konverguje,
prestoze jedna z fad )~ | a, nekonverguje. Vezméme si napi. fadu

o0 (o] 1
S-Sl
n=1 n=1 \/ﬁ
kterd diverguje k oo (viz Pifklad 147, kde p = 3), zatimco Fada soucintt

i (an - c0) = i ((—1)n—1 % . %) _ i (1)t %

n=1 n=1
konverguje podle Véty 46.
([l

4.5. Mocninné fady. V odstavci 2.20 jsme ukazali, jak k dané funkci f(z) ptitadit Taylortv po-
lynom stupné n (se stfedem v daném bodé x), ktery aproximuje funkci f(z) v okoli bodu zg. V
Poznamce 18 jsme pak naznacili, ze lze takto ziskat i polynom ,nekonec¢ného stupné®, neboli neko-
nec¢nou mocninnou fadu.

Definice 27 (Mocninna fada). Nekone¢na fada tvaru
(e.¢]
n __ 2 3
g A, T =ayg+a1T +aex” +azx” + ...
n=0

se nazyva mocninna rada se sttedem v bodé xy = 0.

Podobné, nekonecna rada tvaru

[e.o]

Zan(x—xo)":a0+a1(x—xo)+a2(x—xo)2+a3(ac—xo)3+...

n=0

se nazyva mocninna rada se stfedem v bodé x.

Bod z( se nazyva stfed mocninné rady a cisla ag, a1, as, as, ... jeji koeficienty. O

Jedna se vlastné o zobecnéni pojmu polynom do té roviny, Ze nyni povolujeme i ,,polynomy stupné

«

o0

Priklad 161.
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(a) Pokud vezmeme vSechny koeficienty a,, = 1 a zo = 0, dostaneme mocninnou fadu

o0

Zx":1+x+x2+w3+....

n=0
Tato fada je geometricka s pocatecnim clenem a = 1 a kvocientem ¢ = x a tedy podle
Tvrzeni 10 tato fada konverguje pro |z| < 1, piidemz jeji soucet je ——. Tuto skutecnost

-2
budeme vyjadiovat zapisem

- 1
"= e(—1,1). 57
S| | proce(-1D (57
n=0
Vsimnéte si, ze tato fada diverguje k oo pro x = 1 a osciluje pro x = —1 a tedy otevieny

interval uvedeny v (57) je maximalni mozny interval konvergence pro tuto mocninnou fadu.

(b) Podobné, mocninné fada
(-)"z"=1—-a+a*—2>+ ...
n=0

je geometricka s pocatecnim clenem a = 1 a kvocientem ¢ = —x a tedy podle Tvrzeni 10 tato
fada konverguje pro |z| < 1, pfi¢emz jeji soucet je 1_(1_36) = 14+z Tedy plati

o0

1
—1)"a" = roxr € (—1,1).
nﬂ( ) T2 p (=11
Vsimnéte si, Ze tato fada osciluje pro x = 1 a diverguje k oo pro x = —1 a tedy uvedeny

otevieny interval je maximalni mozny interval konvergence pro tuto mocninnou radu.

o —1" . .
(c) Mocninné fada s a,, = (2—,3 a stfedem zy = 2 je fada

Z(_2711)”(SC—Z)”=1—%(x—2)+}l(x—2)2—%<x—2)3+...,

n=0

ktera je také geometricka s pocatecnim clenem a = 1 a kvocientem g = —’”7_2. Tedy podle
Tvrzeni 10 tato rada konverguje pro }"’“"T’Z‘ < 1, tj. pro = € (0,4), pfi¢emz jeji soucet je

= (-1)" . 1 1 2
Z 5 (x —2) :1_(_%_2):2”72: - pro z € (0,4).

2

n=0

O

Z vyse uvedenych prikladu je vidét, Ze soucet mocninné fady je funkce s(z) proménné x, pric¢emz
je potfeba uréit jak soucet fady s(z) tak i pro kterd = € R tato fada konverguje.

P1i studiu konvergence mocninnych fad budeme pouzivat kritéria z odstavce 4.2, ktera aplikujeme
na piislusnou fadu absolutnich hodnot (protoze se jedné o kritéria pro nekonecéné fady s nezapornymi
¢leny). Zfejmé takto ziskdme informaci o absolutni konvergenci dané mocninné fady.
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Priklad 162. Urcete, pro které hodnoty = konverguje mocninna rada

oo n 2 3 4 5
x ¢ o Tt x
)l - - -
; (=1) n 2 3 4 5
Reseni. Podle podilového kritéria (Véta 44) je
u 1 o nitl
UaR Y e s = |x| — |z| pro n — 0o.
Up, s n+1

A tedy pro |z| < 1 tato fada konverguje (absolutné) a pro |z| > 1 nekonverguje (zfejmé pro z < —1
diverguje k —oo a pro x > 1 osciluje).

Pro x = —1 se jedna o zapornou harmonickou radu
(1)
n=1 n
ktera diverguje k —oo. A pro x = 1 se jedna o alternujici harmonickou fradu, kterd konverguje
(relativne).

Celkové tedy uvedend mocninné fada |konverguje pro x € (—1,1]|, pfi¢emz pro = € (—1,1) kon-

verguje absolutné.

V Prikladu 170 pak ur¢ime soucet této mocninné rady. O

Priklad 163. Urcete, pro které hodnoty = konverguje mocninna rada

S~ 1 3 5 7 9

2 3 x x
(-1t =T -+ ===+ = ...
-1

om—1 3 5 7 9

n

Reseni. Podle podilového kritéria (Véta 44) je

1 2(n+1)—1
Up 1 i) -1+ ( 2n—1, , )
= = 2% = @ pro n — o0.
u st g2n—1 2n +1
n 1%

A tedy pro z? < 1 tato fada konverguje (absolutné) a pro x? > 1 nekonverguje (zfejmé osciluje).

Pro x = 1 se jedna o alternujici radu

1 1 1 1
—1) ! =l—-C+-—2+... 58
; (=1) 2n — 1 3 + 5 7 te (58)
ktera konverguje (relativné) podle Véty 46. A pro o = —1 se jedné o fadu s opaénymi znaménky,

nez je fada (58), tedy se opét jedné o alternujici fadu, kterd konverguje (relativné). V Piikladu 171
ur¢ime soucet této rady.

Celkové tedy uvedend mocninnda fada |konverguje pro = € [—1,1] |, pficemz pro € (—1,1) kon-

verguje absolutné. O
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Priklad 164. Urcete, pro které hodnoty = konverguje mocninna rada

X .n 2 3 4 5

P A
fnl 2 6 24 120 7

Reseni. Podle podilového kritéria (Véta 44) je

1 n+1
Up+1

Unp

n! 2] 1
= €Tl =
(n+1)! n+1

lz] =0 pro n — 0o.

A tedy tato fada | konverguje (absolutné) a pro kazdé x € R|.

Ziejmé jste jiz odhadli, Ze soucet této mocninné fady je funkce e”. O

Priklad 165. Urcete, pro které hodnoty = konverguje mocninna fada

Zn!x":1+x+2x2+6x3+24x4+120x5+....
n=0

Regeni. Podle podilového kritéria (Véta 44) je

Uni1 | ‘ (n+ 1)zt

=(n+1)z| = o0 pro n. — oo.

Uy, n!xn

A tedy tato rada ’konverguje pouze pro r = 0‘ a nekonverguje pro kazdé x # 0. Zfejmé diverguje k
oo pro x > 0 a osciluje pro z < 0. O

4.6. Polomér konvergence mocninné fady. Kazda mocninné fada konverguje ve svém stredu,
protoZze pro x = x se jedné o nulovou fadu. Déle ze srovnavaciho kritéria (Véta 42) plyne nésledujici.

Tvrzeni 12. UvaZujme mocninnou fadu

oo

Zan(x—xo)”:ao—l—al(x—:EO)—I—ag(x—m0)2+a3(x—x0)3+.... (59)
n=0

(i) Jestlize tato mocninnd tada konverguje pro néjaké x = ¢, potom konverguje absolutné pro
vSechna x € R, pro kterd je |x — xo| < |c — xo].

(i) Jestlize tato fada nekonverguje (tj. diverguje k +00 nebo osciluje) pro néjaké x = d, potom
nekonverguje pro viechna x € R, pro kterd je |v — xo| > |d — x|.

Graficky lze obsah Tvrzeni 12 znézornit nasledovné (viz obr.). Tedy pro kazdou mocninnou fadu
(59) nastava pravé jedna z nasledujicich moznosti:

e Existuje ¢islo R > 0 takové, Ze tato mocninné fada konverguje absolutné pro |z — zo| < R,

tj. pro |z € (g — R, 9 + R)| a nekonverguje pro |x — xo| > R, tj. pro x < zog — R a pro

r > 9 + R. Rada mfize a nemusi konvergovat v kazdém z krajnich bodti z = 2o — R a
T = X9+ R.
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e Tato mocninné fada konverguje absolutné pro vSechna x € R (v tomto pfipadé klademe
R := 00).

e Tato mocninné fada konverguje pouze pro z = x( a nekonverguje pro vSechna x # 0 (v tomto
pripadé klademe R :=0).

Cislo R majici vyse popsané vlastnosti nazyvame polomér konvergence mocninné fady (59). Pokud
je R > 0 (tj. pokud nastane prvni nebo druhd z vySe uvedenych moznosti), potom hovoiime o
intervalu konvergence ¢i o konvergen¢nim intervalu.

Priklad 166.
(a) Pro mocninné fady (viz Priklady 161(a), (b))

n=0 n=0

je polomér konvergence .

(b) Pro mocninnou fadu (viz Priklad 161(c)

(=D
on

(z —2)"

n=0
je polomér konvergence .

(c) Pro mocninné fady (viz Priklady 162 a 163)

0 T o p2n—1
1 n—1 -1 n—1
;( ) ;( ]

je polomér konvergence .

(d) Pro mocninnou fadu (viz Pfiklad 164)

je polomér konvergence .

(e) Pro mocninnou fadu (viz Pfiklad 165)
Z n!z"
n=0
je polomér konvergence .

Pro polomér konvergence R mocninné fady plati nasledujici.
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Véta 49 (O poloméru konvergence mocninné rady). Pokud existuje limita (vliastni nebo ne-
vlastni)

(p+41

lim {/|a,| = a, pripadné lim
n—oo n—oo

= a, (60)

an

potom polomér konvergence mocninné fady (59) je

-, pro a > 0,
R a
) oo, pro a =0,
0, pro a = o0.

Diikaz. Vztah pro polomér konvergence R plyne z podilového kritéria (Véta 44), resp. z odmocnino-
vého kritéria (Véta 45). Pokud totiz existuje limita v (60), potom je
n+1

tni1 | _ | G (& = T0) = | dntt Jx—wo| = a.|v—x9]  pron — oo,
U, ay (x — xo)™ an,
resp.
Vunl = ¥ an (@ = 20)"] = /lanl. /|2 — 20" = ¥/lan| . |x — o] = a.]o — 20|~ pron — oo.

Tedy mocninné fada konverguje (absolutné), pokud je a.|z — x| < 1, a nekonverguje, pokud je
a.|lr —xo| > 1. Pro a. |z — xy| = 1 konvergovat mize i nemusi.

To znamena, Ze pokud je a > 0, fada konverguje pro |x — z¢| < % a nekonverguje pro |r — x| > %,
neboli R = .

Pokud je a = 0, je a.|r — x9| = 0 < 1 pro v8echna z € R, a tedy fada konverguje pro vSechna
r € R, neboli R = oo.

A pokud je a = o0, je a.|r — xy] = oo > 1 pro v8echna = # =z, neboli fada nekonverguje pro
vSechna x # xy, neboli R = 0. U

Poznamka 35.
(i) Predpoklad existence limity v (60) je prili§ silny. Lze ukézat, Ze staci misto limity pouzit
limitu superior (ktera existuje vzdy), tj.

Ap+1
Qp,

limsup v/|a,| = a, pripadné lim sup

= a.

(ii) Z Poznamky 33 plyne, Ze pokud existuje limita lim,, | QZ—:l ‘ = a, potom také existuje limita
lim,, o ¥/|an| = a (a tyto dvé limity jsou si rovny).
(iii) Muze ale nastat situace, ze lim, . {/|a,| = a existuje, zatimco lim, | fnti ‘ neexistuje

an

(viz napt. Piiklady 151 a 152). Je tedy vidét, ze sta¢i vidy pocitat polomér konvergence
pomoci vzorecku s lim,, o, ¥/|a,| = a (pokud tedy tato limita existuje jako vlastni nebo jako
nevlastni).

O

Priklad 167.
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(a) Pro mocninné fady z Piikladu 166(a) plati

Ap+1
anp,

limlzl
1

lim =
n—oo

n—o0

?

a proto je podle Véty 49 (kde a = 1) jejich polomér konvergence roven . Vsimnéte si,
ze podle Poznamky 35(ii) je také

Jan oa] = Y V1=l 1 =1

(b) Pro mocninnou fadu z Piikladu 166(b) plati

. A1
lim

n—oo

Qn

) jeji polomér konvergence roven | R = 2| Vimnéte si, ze

a proto je podle Véty 49 (kde a = %

podle Poznamky 35(ii) je také

1 1
lim {/|a,| = lim WZ_" = lim - =

n—oo n—oo

(c¢) Pro mocninné fady z Ptikladu 166(c) plati
1

. n+1 . n
li = lim 2 = lim =1,
n—o00 Qn, n—oo = n—Mw?l%—l
resp.
1
lim | @ | i 2 gy 20
n—o00 an, n%a32ﬁtl ”%a32n—+]» )

a proto je podle Véty 49 (kde a = 1) jejich polomér konvergence roven . Vsimneéte si,
ze podle Poznamky 35(ii) je také

. . 1 veta 5(i) 1 (54)
lim {/|a,| = lim % = — =1,
n—00 | | n—+00 n lim C@%

n—oo

1
lim {/|a,| = lim { =1,
S Y lan| = lim {5 —

pficemz posledni limita se spocita I’'Hospitalovym pravidlem podobné jako (54).

resp.

(d) Pro mocninnou fadu z Pfikladu 166(d) plati

(nil)! L n! . 1

An+1

=1 =1 =
nig; o n—o00 O}%—l)! nig;71%—1

a proto je podle Véty 49 (kde a = 0) jeji polomér konvergence roven .

lim
n—oo

Y

Qn

(e) Pro mocninnou fadu z Prikladu 166(e) plati

!
m (n+1) = lim (n+ 1) = oo,

n—oo n! n—o0

a proto je podle Véty 49 (kde a = o0) jeji polomér konvergence roven .
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Mocninné fady (jakoZto ,polynomy* nekonecného stupné) sdileji s polynomy vSechny dulezité
vlastnosti. Zejména, jak uvidime nize,

— soucet mocninné fady je spojita funkce,
— mocninnou fadu mizeme derivovat ¢len po ¢lenu, pricemz se neméni polomér konvergence,

— mocninnou fadu miZzeme integrovat (neuréitym i urc¢itym integrélem) ¢len po ¢lenu, pfi¢emz
se neméni polomér konvergence.

Pro jednoduchost uvadime tyto vlastnosti pro mocninné fady se stfedem v bodé zy = 0, ale
evidentné tyto vlastnosti plati pro mocninné tfady s libovolnym stiedem x,, pricemz konvergencni
interval se zméni z (—R, R) na interval (zo — R, 2o + R).

Véta 50 (Spojitost mocninné rady).
(i) Necht md mocninnd fada -, a, x" polomér konvergence R >0 (R € R nebo R = 00), tj.

Zan " = s(x) pro z € (—R, R).
n=0

Potom je soucet s(x) této Tady spojitd funkce na intervalu (—R, R).

(ii) Je-li R < oo a je-li tato tada konvergentni v pravém krajnim bodé x = R, potom je soucet
s(x) funkce spojitd zleva v bodé x = R, tj. plati

Zan R" = lim s(z).
=R~
n=0
(iii) Je-li R < oo a je-li tato tada konvergentni v levém krajnim bodé x = —R, potom je soucet
s(x) funkce spojitd zprava v bodé x = —R, tj. plati
n(—R)" = li :
2" (=R)" = lim s(z)

Priklad 168. V Priikladu 161 vidime, Ze soufet mocninné fady je spojita funkce na piislusném
konvergenénim intervalu. Vlastnost z bodu (ii) ve Vété 50 budeme ilustrovat v P¥ikladu 170 (tento
ptiklad vyzaduje ,znalost“ integrovani mocninné fady, kterou probereme nize ve Vété 52). (]

Véta 51 (Derivace mocninné Fady). Necht md mocninnd fada )~ -,

R>0 (ReR nebo R=00), tj.

a, "™ polomer konvergence
[e.9]
s(x) = Zanx" =ag+ar+ayr?+azaz® +agat . proz € (—R, R).

n=0

Potom ma funkce s(x) na intervalu (—R, R) derivace vsech vddu, pricem?z plati

s'(z) :Znan:c"_l — a3 +2ayx+3azr?+4dagx®+ ... prox € (—R, R),
n=1

= Z (n+1) a4 z".
n=0

Tedy mocninnou fadu mizZeme derivovat ¢len po clenu (tedy lze zaménit potadi sumace a derivace),
pricemz se nemeni polomér konvergence.
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Diikaz. Ukazme si alespori, Ze se pri derivovani mocninné fady neméni polomér konvergence. Necht a
je ¢islo z Véty 49, které urcuje polomér konvergence R (ptuvodni fady). Potom pro derivovanou fadu
plati

n+2)a n+2 a

(n+2) nt2 = R @ l.a=a

pro n — oo.
1)a, 1 a,
(n + )a +1 n + a +1
—1 —a
Tedy podle Véty 49 je polomér konvergence derivované fady roven R, tj. je stejny, jako je polomér
konvergence pivodni fady. 0]
Poznamka 36. Pro derivace vyssich fadu pak plati podobné
§"(x) = nn—1)a, 2" ?=2ay+6a3r+12as2> +20as2° + . ..
n=2

=Y (n+2)(n+1)an22",

n=0
a podobné pro 5" (z), s (x), atd.

Zejména tedy mizeme vySetfovat vlastnosti mocninné fady z kapitoly 2 na intervalu (—R, R)
tykajici se monotonie, lokdlnich extrémi, konvexnosti/konkavnosti, inflexnich bodi, atd. O

Priklad 169. Urcete polomér konvergence a soucet mocninné rady

an”:x+2x2+3x3+4x4+....

n=1

Pomoci ziskaného vysledku urcete soucet rady

n_1+2+3+4+5+
on 9 92 93 1 94 95 T

n=1

[e.9]

Reseni. Polomér konvergence ur¢ime z Véty 49:

. 1 1
Gt 0T 1y = R=--—1
ay, n a

Tedy fada konverguje pro « € (—1,1) a zfejmé nekonverguje v krajnich bodech tohoto intervalu.

Protoze je na"~! = (z")', soudet této fady uréime z véty o derivaci mocninné fady (Véta 51):
oo o0 o o / T /
na" =ux. na" ' =ux. ") =uzx. ") =x.
Sonat =3 Sy =e (L) —o (1)
n=1 n=1 n=1 n=1
1 x
= . —=

1=z | (Q—2)?

Volbou x = % pak dostavame, ze

o 1
Do 2 27
=L
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Véta 52 (Neuréity integral mocninné fady). Nechf md mocninnd fada )~

konvergence R >0 (R € R nebo R = ), tj.
s(x) :Zanx”:a0+a1x+a2x2—|—a3x3+a4x4+... pro x € (—R, R).

n=0

a, " polomér

Potom na intervalu (—R, R) plati

00 L+l 22 23 A
/s(az)dx:Zann+1 :ao$+a1?~l—a2§~l—agz+-~-—|—0 pro x € (—R, R),
n=0
:Z%x"—i-a
n=1 n

Tedy mocninnou tadu muZeme integrovat clen po clenu (tedy lze zaménit poradi sumace a integro-
vdni), pricemz se nemeéni polomeér konvergence.

Piiklad 170. Urcete soucet mocninné rady (viz Ptiklad 162)

> 1 v R
_1n—1_ n __ 7 <7 s
nzl( s -

a tedy pro x = 1 také soucet alternujici harmonické fady (viz Ptiklady 156 a 155)

> 1 1 1 1 1
I L [
Z( ) n 537115

n=1

Resend. V Ptikladu 162 jsme ukazali, Ze tato mocninna fada konverguje pro x € (—1,1]. Protoze je
$n+1
n+1

= [ 2™ dz, soucet této Fady ur¢ime z véty o integraci mocninné fady (Véta 52):

i(—l)“%x” - i(—l)" f: - OOO ((—1)" /x” dx) - / (i(—x)”) dz

n=1 n=0 n= n=0

1
:/1+xdx:1n(1—|—x)+6’ pro xz € (—1,1).

Protoze je pro x = 0 tato mocninnéa fada konvergentni se souc¢tem 0 (kazdd mocninna fada mé ve
svém stiedu soucet 0), po dosazeni za x = 0 dostaneme rovnici 0 =In1+ C, tedy C' = 0. Je tedy

o0

Z(_l)n_l%xn =In(1+ z) prox € (—1,1).

n=1

A dale, protoze tato fada konverguje v pravém krajnim bodé = = 1 (je to alternujici harmonicka
fada), je podle véty o spojitosti mocninné fady (Véta 50(ii))

1

> 1 1 1 1
n

r—1—
n=1
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Priklad 171. Urcete soucet mocninné fady (viz Piiklad 163)

o (_1)71,—1 o1 ZE3 5 I7 ZL'Q
Z2n_1x = 3—1-5 7—1-9

n=1

Reseni. 7 Piikladu 163 vime, Ze tato fada konverguje pro x € [—1,1] a konverguje absolutné pro

r € (—1,1). ProtoZe je 22::11 = [ 2®"dz, soulet této Fady uréime z véty o integraci mocninné fady
(Véta 52):
i (_1)71—1 2n—1 i( l)n x2n+1 = ( 1)n / 2n d / i ( 2)” d
-7 = — = — xX T | = — X X
n=1 2n—1 n=0 2n + 1 n=0 n=0

1
= dr = arctgx + C rox € (—1,1).
/ T2 gz + P (-1,1)
Protoze je pro z = 0 tato mocninné fada konvergentni se souc¢tem 0 (kazdd mocninné fada ma ve
svém stiedu soucet 0), po dosazeni za © = 0 dostaneme rovnici 0 = arctg0+ C, tedy C' = 0. Je tedy

- (_1)TL—1 2n—1
me =arctgr  prox € (—1,1).

n=1

A dale, protoze tato fada konverguje v pravém krajnim bodé x = 1, je podle véty o spojitosti
mocninné fady (Véta 50(ii))

i 0" t tgl=| - t] Ty 1]

——— = lim arctgz = arc =|— . —=1l——-4+-——-4-—
21 e P S 7S 375 70

Podobny vztah plati pro x = —1, protoze tato mocninna fada konverguje i v levém krajnim bodé
r=—1.

Celkové tedy plati vztah

— (D"
Zﬁx = arctgx pro xz € [—1,1].
n=1 =

Véta 53 (Urcity integral mocninné Fady). Necht md mocninnd fada ", a, " polomér kon-
vergence R >0 (R € R nebo R = c0), tj.

s(z) = Zanx” =ao+arz+ayx’ +aza’ +agxt + ... pro x € (—R, R).
n=0
Potom pro libovolny interval a,b] C (—R, R) plati
b 00 b 0 xn—‘,—l b 0 bn+1 o0 an+1
[sert =3 (o [omae) =32 (e [55] ) - (i) - 2 (55)

Tedy mocninnou tadu muZeme integrovat clen po clenu (tedy lze zaménit poradi sumace a integro-
vdni).
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Priklad 172. Urcete soucet fady

Z I S S
n2”_ 2.22 3.23  4.24 525 77

n=1

Reseni. Protoze plati

[V
N[

1 a2 ng
e e el I R

je podle véty o urcitém integralu mocninné fady (Véta 53)

00 [e's) 00 1 1 9] 1
1 1 2 2 2 1
ZnQﬂ — (n+1)27+! Zn0</0 t :1:) /0 (Zx) . /0 1z

n=1 n

1 1 1
= [—ln(l—w)]é =—In (1—§> —(—lnl):—lnéz—an*lz.

Tedy plati, ze

4.7. Taylorovy a Maclaurinovy fady. Pokud se v Taylorové polynomu (viz odstavec 2.20) budou
brat ¢leny se stile vy$simi derivacemi (az do nekonecna), dostaneme Taylorovu fadu pfislusnou k
dané funkei f(x).

Definice 28 (Taylorova a Maclaurinova fada). Necht f(z) je funkce, kterdA ma na né&jakém
intervalu (obsahujicim bod ¢ jakoZto vnitini bod) derivace vSech fadt. Taylorova fada se stiedem
v bodé zg prislusnd k funkei f(x) je mocninna fada

(m)( xo
Z f — zo)" (61)

f”(flfo) f///( ) f(4) (-TO)
2 3! 4!

= f(zo) + f'(wo) (x — o) + (z —x0)* + (x — ) + (x — o)t +....

JARIED) ‘

Tzn. Taylorova fada je mocninnd fada se stifedem v bodé g a koeficienty a,, = —;

Pokud je xy = 0, potom se Taylorova fada nazyva Maclaurinovou fadou p¥islusnou k funkei f(z),
tj.

" " (4)
Zf = g0+ e s L0 SO s SO0

3! 4!
. . . . . . ) (n)
Tzn. Maclaurinova fada je mocninna fada se stfedem v bodé 0 a koeficienty a,, = ! n!(o)' U
V predchozi definici si pfipomefime zavedenou konvenci, ze f©(x) := f(z) (,nultd derivace“ je

samotnd funkce) a ze je definovéno 0! := 1.

Priklad 173.
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(a)

Protoze méa funkce f(x) = sinz derivace vSech fadi a hodnoty funkce sinz a jejich derivaci v

bodé z¢ = 0 jsou postupné 0, 1, 0, —1, 0, 1, 0, —1, atd. (viz Ptiklad 83), Maclaurinova fada
pro funkci sin x je tvaru
(D" a1 1 1

Jeji polomér konvergence je R = oo (podle Véty 49), tj. tato fada konverguje pro vSechna
z € R.

Protoze ma funkce f(z) = cosz derivace vSech fadi a hodnoty funkce cosz a jejich derivaci

v bodé xy = 0 jsou postupné 1, 0, —1, 0, 1, 0, —1, 0 atd. (viz Ptiklad 84), Maclaurinova fada
pro funkci cos x je tvaru

00(_1)712”_ Loy 1, 1 5

nZ:O@”)! l—gx +Ex—ax+

Jeji polomér konvergence je R = oo (podle Véty 49), tj. tato fada konverguje pro vSechna
x € R.

Protoze ma funkce f(z) = e* derivace vSech fadi a hodnoty funkce e” a jejich derivaci v bodé
zo = 0 jsou vSechny rovny 1 (viz Ptiklad 85), Maclaurinova fada pro funkci e” je tvaru

=1 ) 1 1 1 1
Zoax = —i—x—i-gx +§x +EI —i-gx +.

Jeji polomér konvergence je R = oo (viz Piiklady 164 a 166(d)), tj. tato fada konverguje pro
vsechna = € R.

Protoze ma funkce f(x) = In(1 + «) derivace v8ech fadi a hodnoty funkce In(1 + ) a jejich

derivaci v bodé zy = 0 jsou postupné rovny 0, 1, —1, 2, —6, 24, —120 (viz Pfiklad 86),
Maclaurinova fada pro funkci In(1 4 x) je tvaru

m(_l)n_l(n_l)! n_ L o, 14 4 15 _Oo(_l)n n

; oy r = 2x—|—3x 4x—|—5x+ —; - T,

Srovnejte tento vysledek s mocninnou fadou v Piikladu 170. Tato fada konverguje pro vSechna
€ (—1,1] (viz Priklad 162).
O

Priklad 174. Urcete Taylorovu fadu funkce f(z) = I se stiedem v bodé xy = 2. Déle urcete obor
konvergence této mocninné rady a pripadné jeji soucet.

Resent.

Derivace funkce f(z) a JeJ1 hodnoty v bodé 2 jsou néasledujici:
- o)=1=4
fx) = —33—27 F(2) = _% i
[(z) =223, 12y =2 22_;’
() = =627, ()=~ = 3
fO () = 24275, 9@ =% =5
FO(2) = (1) nl g~ @+ f0(2) =
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Koeficient a, v Taylorové fadé tedy je

)
ool ol

a proto ma prislusna Taylorova fada se stfedem v bodé 2 tvar

A R L Y R P

n=0

Uvedend mocninna fada je geometrickd fada s pocatecnim clenem a = % a kvocientem ¢ = —%‘2
(srovnejte s podobnou fadou v Ptikladu 161). Tedy podle Tvrzeni 10 tato fada konverguje pro
| 552 | < 1, tj. pro |z — 2| < 2, tj. pro z € (0,4), a jeji soucet je
1 1

a
1—q:1+x7*2:2+(x—2)252f(x)'

N[ =

Alternativné lze polomér konvergence uvedené fady spocitat z Véty 49, ¢ili

1
a s 11 1
=22 =g = R=-=2
n, s 2 2 a

V tomto piikladu tedy vidime, ze Taylorova fada funkce f(x) konverguje na svém konvergencénim
intervalu k funkei f(z). O

Z definice Taylorovy fady (61) plyne, Ze tato fada konverguje k ¢islu f(xo) pro x = xo (protoze
kazda mocninné fada konverguje ve svém st¥edu).

Situace v predchozim Ptikladu 174 ohledné konvergence Taylorovy (¢i Maclaurinovy) fady k sa-
motné funkei f(z) je ,,obvykld“ pro vétsinu funkei. Existuji ale také funkce, které maji derivace vSech
fadt (tudiz k nim existuje Taylorova fada), tato Taylorova fada konverguje, ale jiz ne k funkei f(x)
(kromé bodu z).

Priklad 175. Funkce )
e =2, pro x # 0,
fz) =
0, pro x = 0,
je spojitda a ma derivace vSech rad na celém R. V bodé xy = 0 toto lze ukdzat pomoci vypoctu
jednostrannych derivaci f” (0) a f% (0), f”(0) a f%(0), atd., viz Poznamka 4(ii). Zejména jsou vechny
tyto derivace v bodé xg = 0 rovny 0. Tedy prislusna Maclaurinova fada je tvaru

. £ (o 0 0
Zf '()x":0+0.x+—$2+—x3+---=@-
— 2 3!

Tedy jedna se o nulovou fadu, ktera samoziejmé konverguje pro vSechna x € R k nulové funkci
s(z) = 0, kterd neni rovna ptivodni funkei f(z). O

Otézku, kdy Taylorova (Maclaurinova) fada funkce f(z) konverguje k funkci f(z), zodpovida
nasledujici tvrzeni, které je bezprostifednim disledkem Véty 23.

Véta 54 (O konvergenci Taylorovy fady).
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(i) Taylorova tada (61) funkce f(x) konverguje na svém konvergencnim intervalu I k funkci f(x),
t7. plati rovnost

X, fln)
= . n(!%) (x —xo)"  pro vsechna x € I, (©2)

< pro posloupnost Taylorovych zbytk {Rn(x)}zozo (viz (36)) plati
lim R,(z) =0 pro viechna x € 1.
n—oo

(ii) Zejména, pokud jsou viechny derivace f™(x) stejné ohranicené na intervalu I, tj. pokud pro
néjake M > 0 je
| ™ (x) | <M pro vSechna n € NU{0} a pro vsechna x € I,
potom plati (62).

Z Véty 54 vyplyva, ze pokud chceme vyjadfiit funkei f(x) jako nekone¢nou fadu

o0
= Z an (x — x9)"
n=0

=ag+a; (x —x) +ay (v —x0)* +az(x—x0)* + -+ an(—20)" + ..., (63)
potom volbou = = xy nutné dostavame ag = f(xp). Déle derivovanim rovnice (63) dostaneme
fl(r) =a1 +2as(x —20) +3as(x —20)* +- - +na, (x—20)" ' +...,
f'(x) =2ay+6as3(x—x0) + -+ +nn—1)a, (x—z)" > +...,
f"(x)=6az+---+nn—1)n—2)a,(®—z0)" > +...,

) =nla, +....
Dosazenim za x = xo pak vychazi, ze

fl(wo) = a1, ["(z0) =2as, [f"(wo) =6as, ..., [T(x0)=nla,.

Odsud jiz vyplyva, Ze rozvoj funkce f(z) do mocninné fady se stfedem v bodé xy mé nutné uvedeny
tvar (62).

Priklad 176. Uvedme si pfehled Maclaurinovych fad pro nékteré elementarni funkce, se kterymi se
casto setkavame.

(a) Pro funkci f(z) = sinx plati (viz Priklad 173(a))

: _ - (_1)n 2n+1 __ 3 5 7
Slnl‘—nzzoml' —x—gx —|—am—ﬁx =+ ... prOl'ER

(b) Pro funkei f(x) = cosz plati (viz Piiklad 173(b))

= (—1)" 1 1
cosxzz(@n;!xanl——.x2+—x4——.x6+... pro x € R|.
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(c) Pro funkei f(z) = e” plati (viz Ptiklad 173(c))

o

. 1 1 1 1 1
ezzﬁx 1+x+§x —i—gx —i—gx —i—gx + ... prox € R|.

n=0

(d) Pro funkei f(z) = In(1 + x) plati (viz Priklady 173(d) a 170)

= (-1)" 1 1 1 1
n(l+ z) Z x":x—§x2+§x3—1x4+5x5+... pro z € (—1,1]|.

(e) Pro funkci f(z) = 1= plati (viz Priklad 161(a))

:Zx":1+x+x2+x3+x4+x5+... proz € (—1,1) .
n=0
(f) Pro funkci f(z) = = plati (viz Priklad 161(b))
:Z(—l)"m”:1—x+x2—x3+x4—x5+... pro z € (—1,1)|.
n=0

(g) Kazdy polynom P(z) = ag + a;x + azz* + -+ - + a, " je svym vlastnim Maclaurinovym
rozvojem (na celém R), nebot plati, ze

P(0) =ay, P'(0)=a;, P"(0)=2ay, P"(0)=2.3.a3=23las, ...,P™(0)=nla,.
O

Vyse uvedené rozvoje elementarnich funkci do nekonecénych fad bychom také mohli chapat jako

definice téchto funkci (jak je skuteéné provedeno ve skriptech prof. Slovaka). A pak lze pomoci

vlastnosti (napf. spojitosti, derivace, integralu, atd.) mocninnych fad uvedenych v této kapitole také

odvodit zakladni vlastnosti a vztahy téchto elementarnich funkci, jako napf.

(sinz)' =cosx, (cosz) =—sinz, (%) =e",

Pro rozvoje funkci do nekoneénych fad mizeme pouZivat normélni algebraickd pravidla (s¢itani,
od¢itani, ndsobeni, substituce).

Priklad 177.

(a) Maclaurinova fada funkce = sinx je (pro rozvoj funkce sinx viz Piiklad 176(a))

) - 1 1 1
T SINT = T. x—ga: +§£L' —ﬁ:c +.

pro z € R.

o L 4 1 5 1 i (=1)" 22

|
— (2n+1)
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(b) Maclaurinova Fada funkce *22 je (pro rozvoj funkce sinz viz Piiklad 176(a))
i 1 1 1 1
MR _ . (az——x3+—x5——x7—|—...>

1 2 1 4 1 6 o - (_1)n 2n
3' —f—al‘ _ﬁx + o= :Omx proxER,fL’%O

n

Vsimnéte si, ze v tohoto vzorce je snadné odvodit limitu lim,_,q Sig’” =1 (viz Priklad 24).

(¢) Maclaurinova fada funkce e=*" je (pro rozvoj funkce e* viz Piiklad 176(c))

—z? 1 2 1 3 1 4 1 5
e <1+t+§t+at+zt+at 4+ ...

t=—x2
1 1 1 1 (1)
g2 4 6 8 0, _ 2n
=1 m—i—z!x 3!x +4!x 5!x += go o x pro z € R.

O

4.8. Aplikace nekonecnych fad. Nekonecné (¢iselné i mocninné) fady maji mnoho aplikaci. Ne-
budu zachazet do prilisnych podrobnosti, ale chci zminit alespon nasledujici.

e Piiblizné vypocty funkénich hodnot — srovnejte napi. s Piiklady 81 a 177.

e Aproximace funkci — srovnejte napt. s Piiklady 176 a 88.

e Viypocet integrali vyssich funkci — viz Poznamka 23.

Priklad 178.
(a) Primitivni funkce k funkci #22£ je funkce (viz Pifklad 177(b))

sinx B 1, 1, 1
/ . da:—/(l—gx +§x —ﬁ$ +...>d:v

1x3+1x5 1x7+ LC
= r— — — - P
3! 3 515 7

- (=1)"

— 2n+1 C GR
—~@nt L 2nt1) " L

n

nebot 1ze mocninnou fadu integrovat ¢len po ¢lenu a polomér konvergence se integrovanim
nemeéni.

(b) Primitivni funkce k funkci e je funkce (viz P¥iklad 177(c))

1 1 1 1
—x? 2 4 6 8 10
/e dx-/(l—:v +—2!x——3!x —|——4!m——5!x —i—...)dx

=r-w+s——m=+tr——m—+-+C

0o _1)"
:Z '( ) x2n+1+C7 SL’GR,
n
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nebot Ize mocninnou Fadu integrovat ¢len po ¢lenu a polomér konvergence se integrovanim

nemeni.
O
e Vypocet limit — viz napt. Piiklad 177(b).
e Reseni nékterych diferencidlnich rovnic — viz napi. Piiklad 198.
e Jen tak pro zajimavost
Piiklad 179. Urcete soucet ¢iselné fady (viz Piiklad 148)
il L S
— n? 4 9 16 25
Reseni. Funkce 2% m4 rozvoj (viz Piiklad 177(b))
sinx 1 5 1 4, 1

Koreny této funkce jsou zfejmé v bodech +m, £27, +371, +4m, atd. a tedy tuto funkci lze ,rozlozit“
na (nekonec¢ny) soucin kofenovych ¢initelil

=2 () 05) (i) 0o (o) (8) 0
(o) (1 5) 0 5e) (- 5) w

Porovnanim koeficientt u mocniny 2% v rozvoji (64) a (po roznisobeni) v (65) dostaneme

3! w2 Ax?  9x2 1672

¢ili po vynasobeni ¢islem —7? dostaneme

2 1 1 1 1
—| =1 — —.
6 T 4 Ty 9 + 16 + nz_:l n?
Jen pro zajimavost, tuto ivahu provedl Leonard Euler jiz v 18. stoleti. ]
Poznamka 37. Protoze je sin § = 1, plyne ze vzorci (64) a (65) volbou z = 7 vyjadfeni

SH

CDED D R R DD
(DD EDED D6

13355779

T 22446688
neboli dostavame znamy Wallistuv vzorec

T 224466838

2 13355779
pro vyjadreni ¢isla § (a tedy i ¢isla 7) pomoci nekone¢ného soucinu.
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Nekonecné souciny (a otézky spojené s jejich konvergenci) ale v tomto kurzu neprobirame, tak to
berte jen jako zajimavost. 0

4.9. Rady funkci. Stejné jako kdyZ jsme studovali mocninné fady, tj. fady ,,generované mocninami
™ s koeficienty a,,, mizeme studovat fady ,generované® jinymi funkcemi. Nap¥. Fourierovy fady

a, cos(nz), Z b, sin(nz), Z (a, cos(nx) + by, sin(nz)),
n=0 n=0 n=0

pfipadné mizeme uvazovat obecné fady funkei (¢i funkcionalni fady)

> falw),

pticem? f,(x) jsou funkce definované na néjakém (spoleéném) intervalu /. V této souvislosti je
pak prirozené klast otazky tykajici se konvergence takové funkcionalni fady, tj. pro ktera x € I je
definovana funkce

s(x) =) ful2)

a jaké vlastnosti funkce s(z) bude mit (zejména tykajici se spojitosti, derivace a primitivni funkce —
viz ptislusné Véty 50, 51, 52 a 53 o mocninnych fadéch).

Stejné jako u mocninnych ¢i ¢iselnych rad je pfi studiu obecnych funkcionalnich fad potieba vytesit
otazku konvergence posloupnosti ¢aste¢nych soucti

sn(x) := folx) + flz) + -+ fulz),
tj. za jakych podminek a na jakém intervalu konverguje (funkcionalni) posloupnost s,(x) k funkci
s(x), tj. sp(x) — s(x) pro x € I. Pro kazdé pevné zvolené = € I se ale jedné o ¢iselnou posloup-
nost (¢i fadu), a proto miZzeme pouzit vSechny néstroje pocinaje odstavcem 4.1. Hovoiime pak o
bodové konvergenci dané funkcionalni rady.

Ovsem je nutné zdiraznit, ze jiz nejjednodussi vlastnosti (jako napf. spojitost) funkei f,(z) (a
tedy i funkei s, (z)) se pii takové bodové konvergenci nepfenéseji na souc¢tovou funkci s(z).

Priklad 180. Uvazujme funkce s, (z) := 2™ pro z € [0,1] an € NU {0} (viz obr.). Jedna se tedy o
posloupnost ¢astecnych soucti

so(x) =1, si(z)=m, sy(x) =22 s3(x) =2, s4(z)=2"
funkeci
W@ =1 f@)=c-1, h@) =z flo)=d* a2 . fulg)=a" -2,
Vsechny tyto funkce f,(z) jsou spojité na intervalu [0, 1] pro kazdé n = 0,1,2,..... Dale jsou vechny
funkce s, () spojité na intervalu [0, 1]. Pfitom
pro z € [0,1) je s,(z) =2"—0, aproxr =1je s,(z)=1"—1, n — oo.
Tedy posloupnost s, (z) bodové konverguje na intervalu [0, 1] k funkci
0, pro x € [0, 1),

S~ ) = Jim () = o(e) = {0 el

pri¢emz tato funkce s(x) je nespojité (viz obr.). O
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7 Ptikladu 180 je tedy vidét, ze pro obecné funkcionalni rady je potfeba siln€jsi pojem konvergence,
nez je bodové konvergence, ktery bude zarucovat prenos vlastnosti funkei f,(z) na sou¢tovou funkei
s(z). Timto se dostavame k terminu stejnomérné konvergence na intervalu I k dalsim pokrocilej$im
partiim matematické analyzy. V tomto zédkladnim kurzu ale na tyto véci jiz neni prostor.
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5. ELEMENTARN{ DIFERENCIALNI ROVNICE

Tato kapitola je zamérena na pouziti diferencidlniho a integralniho poctu pro feseni nékterych
jednoduchych diferencialnich rovnic.

5.1. Uvod a motivace. Diferencialni rovnice je rovnice, ve které se vyskytuje neznaméa funkce spolu
se svou derivaci (¢ derivacemi vyssich Fadu).

Diferencialni rovnice slouzi k modelovéni fyzikalnich procest (viz také konec odstavce 2.7), vysky-
tuji se v ekonomii, biologii, chemii, atd.

Priklad 181. Priklady fyzikédlnich procest, které jsou modelovany diferencidlnimi rovnicemi.

(a) Neznama funkce je u = u(x) (poloha bodu na pfimce),

m.u" = F(x) (Newtoniiv zdkon).

(b) Neznama funkce je u = u(z,t) (teplota v bodé = na pfimce v ¢ase t),

a2 Uy = Uy (vedeni tepla na pfimce).

(c¢) Nezndmé funkce je u = u(z,t) (vychyleni v bodé = na pfimce v Case t),

a2 Upy = Uy (vlnovéa rovnice).

(d) Neznama funkce je 6 = 0(t) (tihel v case t),
0" +asinf =0  (matematické kyvadlo).

(e) Nezndmé funkce je @ = Q(¢) (mnozstvi radioaktivniho materidlu v case t),
Q =-kQ (radioaktivni rozpad).

Otéazky k zamysleni:

1. Jak pozname, ze dané diferencialni rovnice viibec ma feseni? (otdzka existence Feseni)

2. Je toto Feseni jediné? (otdzka jednoznacnosti feseni)

3. Kolik feseni existuje?

4. Jak najit toto/tato feSeni? (metody feseni diferencidlnich rovnic)

5. Jak urc¢it chovani pfipadnych feSeni, aniz by bylo nutné danou diferencialni rovnici vytesit?

(kvalitativni vlastnosti feseni diferencialnich rovnic)

Priklad 182. Diferencidlni rovnice 2y + y = 0 ma fesSeni y = % pro libovolné C' € R, protoze

y =(Cz™ == = xy'+y:x<—%)+—:0.

T

Tedy tato rovnice ma nekone¢né mnoho fesSeni. 0
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Reseni diferencialni rovnice je funkce y = y(x) (p¥ipadné funkce y = y(t), y = y(x,t), apod.),
ktera spliuje danou diferencialni rovnici.

Reseni diferencidlnich rovnic se obvykle najdou pomoci integrovani, a proto budou obsahovat
integracni konstanty (zfejmé tolik integracnich konstant, kolikrat budeme integrovat). Tedy tzv.
obecné Feseni (tj. vSechna feSeni) dostaneme jako mnozinu danou témito konstantami.

Reseni dané pocateéni podminkou, napt. y(zo) = yo (pfedem zadana hodnota v daném bodé), se
nazyvéa partikularni.

Priklad 183. Obecné feseni diferencialni rovnice z Prikladu 182 je

y=—, kde C' € R.
x
Reseni této diferencialni rovnice splitujici poc¢ate¢ni podminku y(1) = 1 je y = % (tohle je tedy
partikularni feSeni). O

Priklad 184. Matematicky lze kazdy priklad na vypocet primitivni funkce (neur¢ity integral, viz
odstavec 3.1) chapat jako diferencidlni rovnici y' = f(z), pfi¢emz hledand neznama funkce y se
vypocita jako y = [ f(x) dz, tedy pHimym integrovanim. O

Rad diferencialni rovnice je fad nejvyssi derivace, kterd se v rovnici vyskytuje.

Priklad 185. Tedy diferencialni rovnice z Ptikladu 181(a—d) jsou druhého fadu, zatimco rovnice v
Prikladu 181(e) je prvniho fadu. O

5.2. Diferencialni rovnice 1. fadu. V tomto odstavci se budeme podrobnéji zabyvat diferencial-
nimi rovnicemi 1. fadu. Tj. jsou to rovnice tvaru

y =F(z,y). (66)

Priklad 186.
(a) Rovnice y' = y* mé4 nekone¢né mnoho feseni (tedy obecné fesent)

1
C—x

definovanych na (—oo, C') a na (C,c0) a feSeni y = 0 definované na celém R.

Yy = C e R,

(b) Rovnice 3/ = 3 {/y? a pocateéni podminka y(0) = 0 ma TeSeni y = 0 a y = 2 (a také
libovolnou jejich navazujici kombinaci, viz obr.). Tedy existuje nekone¢né mnoho feSeni.
O

Poznamka 38. V obecné teorii diferencialnich rovnic lze ukazat, Ze pokud je prava strana rovnice
(66) spojitd a navic tzv. lipschitzovska v proménné vy, tj. |F(z,y1) — F(x,y2)| < L|y1 — y2| pro
kazdé x,y1,y2 € R a pro néjaké univerzalni L. > 0, potom feSeni pocatecni ulohy s touto rovnici a
podminkou y(z¢) = yo skutecné existuje a je jediné — ale pouze v dostatecné malém okoli bodu x.

Navic je zfejmé, ze toto Tfeseni bude spojité podle Véty 9 a bude mit spojitou derivaci, protoze
y' = F(x,y) je spojita funkce, jak predpokladéme. O



138

Specialnimi pripady této diferencidlni rovnice jsou rovnice se separovanymi proménnymi a rovnice
linearni, kterym se budeme blize vénovat.

5.3. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi. Jedna se o rovnici tvaru

y = f(z). g(y),

tj. prava strana z obecné rovnice (66) je F(z,y) = f(z).g(y), tj. je to soucin funkce proménné x a
funkce proménné y (odtud je nazev této rovnice).

Priklad 187.

(a) Pro diferencidlni rovnici

, 22 x? 1

y:y.(1+x3) ) f<x):1+x3’ Yy

a proto se jedna o rovnici se separovanymi proménnymi.
(b) Rovnice v Piikladech 184 a 186 jsou vSechny se separovanymi proménnymi.

(c) Rovnice ¢y’ = = + y neni rovnice se separovanymi proménnymi
0]

Pokud napiSeme derivaci 3/ jako podil dlferenmalu Loty = dm, potom lze rovnici se separovanymi
proménnymi prepsat na tvar
dy

1
= f(x).9(y), = @dny(ﬂf)dm,

odtud nazev — separované proménné. A tuto posledni rovnici vyfesime integraci na obou stranach —
na levé strané podle proménné y a na pravé strané podle proménné z, tj.

/ﬁdy:/f(x)dx—i—C’. (67)

Integracni konstantu lze ziejmé brat pouze jednou, napt. tedy na pravé strané. Dostavame tedy
nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 13 (O feSitelnosti diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi). Jsou-li
funkce f: (a,b) = R ag: (c,d) = R spojité a g(y) # 0 na intervalu (c,d), potom md pocdatecni

uloha
y' = f().9(),  y(xo) =0
pravé jedno tesent, které je dano implicitné vztahem (67). Konstanta C' se urci z poédtecni podminky

y(wo) = Yo-

Priklad 188. Pro diferenciilni rovnici z Pfikladu 187 mame

dy 22 72
Y___ d od dy =
de  y.(1+423) - YE T s - /yy /1+ 3
2
Y 1+.’I) _1 3
= 5= ‘32d d ‘—g/ad 3ln|u|+C'— In|l+2°|+C

2
— y2:§1n|1+x3|+0.
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Pokud je navic zadédna pocateéni podminka y(0) = 2, potom dosazenim do vypocteného vztahu
za x = 0 a y = 2 dostaneme rovnici 4 = C, a tedy partikularni feseni je

2

(ve vySe uvedeném vztahu bereme kladnou odmocninu, protoze hodnota y(0) = 2 > 0). O

Nékteré dalsi typy rovnic lze jednoduchou substituci prevést na rovnici se separovanymi promeén-
nymi. Napft. diferencialni rovnice tvaru
Y
y/ - f <_>
x

(Pozor, u = u(x) je funkce proménné z!) pfevede na rovnici se separova-
&, protoze je (podle pravidla pro derivaci soucinu, viz Véta 10(iii))

se pomoci substituce u = ¢
nymi proménnymi. Skutecn

u.xr =y = u.r+u=1y = u.x+u= f(u)
du 1 1
B = Flu) - L du=-d
7 flu) —u = ) = u=_dz

a posledni uvedend rovnice mé separované proménné (z a u).

Priklad 189. Vyfeste diferencialni rovnici

y’zl—i—g.
T

Reseni. Volbou u = ¥, neboli y = u .z, dostaneme y' = u’.x + u a po dosazeni do rovnice

d
v.or+u=1+u = u.or=1 = iV |

dz
1 1
= duz;dm = /du:/gd:v = u=Inlz|+ C.

Zpétnym dosazenim za proménnou u pak dostaneme hledané feseni

g:ln|az|—|—C' = y=zInlz|+Cz|, CeR.
T

(Ovéfte si derivovanim, Ze tato funkce je skuteéné feSenim dané rovnice.) O

5.4. Linearni diferencialni rovnice 1. fadu. Jedné se o rovnici tvaru

y = a(x)y +b(x)
tj. prava strana z obecné rovnice (66) je F'(z,y) = a(z)y + b(z), tj. je to linedrni funkce vzhledem k
proménné y.

Priklad 190.
(a) Rovnice v Piikladu 181(e) je linearni (a(x) = —k je konstanta a b(x) = 0).

(b) Rovnice v Ptikladech 186 a 187(a,b) nejsou linearni.

(c) Rovnice v Prikladu 187(c) je linedrni.
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Linearni diferencialni rovnici lze jednoduchym zptisobem vyftesit.

e Rovnice je tzv. homogenni, tj. b(x) = 0. Potom se jedné o rovnici y' = a(z)y, coZ je rovnice
se separovanymi promeénnymi

d 1 1
—y:a(:v)y = —dy = a(z)dx = /—dy:/ax dx
dx Y Yy

= In|y| = /a(:r) dr + C = ly| = ol a(@dztC _ [a(@)dz ,C

— :l:y_efa(x dx €C — y_efa(x dx (:EGC)
lib. k
ib. konst.

= [y—cdw@u] cer (68)

e Rovnice je tzv. nehomogenni, tj. b(z) # 0. V tomto pfipadé se nejprve celd rovnice vynasobi
vhodnou funkei pu(x) (tzv. integracnim faktorem), aby po tpravéach vznikl vyraz pro derivaci
souc¢inu. Integrac¢ni faktor je funkce

p(x) :

_ e—fa(x) d:c‘
Tedy plati

Yy —a(x)y=>bz) = ' —a(x)y] . plx) =b(x). p(x)

= y/.effa(x)dw . ya(ac) .effa(ac)dm _ b<l,).€ffa(r)d:v

J/

g

(y'e—fa(;r)dx)/

(y.effaac)dx> _b( ) ffa(:r dx

4

= y.e Ja@d e Ja@de g 4 O

= |y=ele@ U Jewdzgp ol CeR. (69)

Tedy jsme dokazali nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 14 (O feSitelnosti linearni diferencialni rovnice 1. fadu). Jsou-li koeficienty a(x) a
b(x) spojité funkce na intervalu (a,b), potom ma pocdtecni iloha

y'=a(@)y+bx),  ylro) =0
pravé jedno tesent, které je na celém intervalu (a,b) definovdino vztahem (69). Konstanta C' se urci
z pocdtecni podminky y(xo) = yo-

Tedy vidime, zZe na rozdil od nelinearnich rovnic, které maji zarucenu existenci a jednoznac¢nost
feSeni pouze na okoli bodu zy (viz Poznamka 38), jsou linearni diferencidlni rovnice jednoznaéné
fesitelné na celém intervalu spojitosti pravé strany rovnice.

Priklad 191. Vyfeste diferencidlni rovnici
Yy =—-3y+ux.

Reseni. Protoze je 3y + 3y = x, je integra¢ni faktor

,u(x) _ 6f3dac — 37
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Potom plati

Y e + 3y e =z et = (y.e) =we*
—_—
x \/
(y-¢*)
T x u = €3m U = e 1 x 1 x
= y.e? :/xe3 dz +C B v’:13 :§x63 —563 +C
1 1 —3z
= y=—-x——-—+Ce , CeR.
3 9
(Ovétte si derivovanim, ze tato funkce je skutecné fesenim dané rovnice.) O]

Nékteré dalsi typy rovnic lze jednoduchou substituci prevést na rovnici linearni. Naptiklad tzv.
Bernoulliova rovnice

y' = a(z)y+b(z)y"
se pomoci substituce u = y'=" (Pozor, u = u(z) je funkce proménné z!) pievede na rovnici line4rni.

Priklad 192. Vyfeste diferencidlni rovnici

y =3y —xzy’.

Reseni. Jedn4 se zfejmé o Bernoulliovu rovnici s r = 2. Substituci u = y=! = i dostaneme u' =

—y 3y = —g—; a tedy dana rovnice se prevede na tvar
Y 1

Yy =3y —xy° = -5 =-3-+z = u' = —3u+ .
Y Y

Posledni rovnice je linearni diferencialni rovnice pro nezndmou funkei u(x). Z P¥ikladu 191 vime, ze
jeji feSeni je funkce
1 1
u=-x—-+Ce .
3 9

Zpétnym dosazenim za funkci u pak dostaneme feSeni ptivodni rovnice

1 1 1 1

Sola_c4Ced = -
y 379 Y sx—3+Ce3®

C eR.

(Oveétte si derivovanim, ze tato funkce je skutecné fesenim dané rovnice.) O]

Dalsim trikem, ktery nékdy mtize pomoci prevést danou rovnici na linearni diferencialni rovnici,
je zdména nezavislé a zavislé proménné x a y. Tedy misto hledani feSeni jako funkce y = y(x) jej
budeme hledat jako funkci x = x(y). Vysledkem potom zfejmé bude FeSeni zadané pomoci inverzni
funkce.

Priklad 193. Vyfeste diferencialni rovnici
g1
y? —2x
Reseni. Tato rovnice neni linearni diferencidlni rovnice. Plati ale
dy 1 dx

W - o Y gy
dr  y? — 2w dy Ty
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pti¢emz posledni rovnice uz je linearni diferencialni rovnice pro nezndmou funkeci x = z(y). Tuto
rovnici vyfesime metodou integracniho faktoru, tj. u(y) = €?¥. ReSeni je potom tvaru (po dvojnasobné
integraci per-partes v integralu [ y®e® dy)

1, 1 1 5
r=-y —zy+-+Ce |, CecR
2’ T2V Ty
(Oveétte si derivovanim, Ze tato funkce je skutecné feSenim dané rovnice. Derivaci ¢ ziskate z pravidla
pro derivovani implicitni funkce, viz odstavec 2.12.) (]

5.5. Aplikace linearnich diferencialnich rovnic 1. fadu. V tomto odstavci probereme (na
ukazku) t¥i aplikace linearnich diferencialnich rovnic.

e Radioaktivni rozpad — Radioaktivni materidl se rozpada rychlosti, ktera je pfimo iimérna mnoz-
stvi pfitomného materialu.

Tedy oznac¢ime-li jako Q(f) mnozstvi [vétsinou gramt| radioaktivniho materidlu v ¢ase ¢ [roki],
potom musi platit rovnice

Q'(t) =—-rQ(t)|, kde r > 0 je konstanta imérnosti.

Vsimnéte si, ze materidlu zfejmé ubyva, tj. Q' < 0.

Piiklad 194 (Radioaktivni rozpad). Radium—226 mé polocas rozpadu 1620 let. Najdéte cas
potfebny k tomu, aby se dané mnozstvi Ra—226 zmensilo na % puvodniho mnozstvi.

Regeni. Oznacime-li jako Q(0) := Qo ptivodni mnoZstvi Ra—226, potom pro hledanou funkci Q(t),
ktera spliuje (homogenni) linedrni diferencialni rovnici Q' = —r @, plati (viz (68))

Qty=Ce™ = Q0)=Ce®=C = C=Qy = Q)=Qpe ™.
Nyni ur¢ime konstantu r z informace o polocasu rozpadu:

—Inl In2
2 — = ~0.000428 [let™!].
1620 — 1620 ~ 0000428 [let™]

1 1
§Q0:Q0e*’"~1620 = 1n§:—r.1620 = r=

A nyni uréime hodnotu ¢, pro kterou je Q(t) = 2 Qo:

3 o 3 In2 1620 In 2
e — T l _:_t t: 4 = — 4 ~
fQ=Qen = y=-rt = —r 2

672.4 [let]].

e Vymeéna tepla mezi télesem a okolim — Povrchova teplota télesa se méni rychlosti, ktera je ptimo
umérna rozdilu teploty télesa a okolniho prostiedi (tzv. Newtoniv teplotni zakon).

Oznac¢me teplotu télesa v ¢ase t jako O(t) [°C] a teplotu okolniho prosttedi jako 7' [°C]. Potom
musi platit rovnice

O'(t) = —k[6(t) — T, kde k > 0 je konstanta imérnosti.
Vsimnéte si, ze pokud bude teplota okolniho prostiedi vyssi, nez je teplota télesa (tj. pokud je

O(t) < T), potom je © > 0 a téleso se bude zahtivat. Zatimco pokud bude teplota okolniho prosttedi
nizsi, nez je teplota télesa (tj. pokud O(t) > T'), potom je ©" < 0 a téleso se bude ochlazovat.
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Piiklad 195 (Detektivni kancelar). Je nalezena mrtvola, jejiz teplota je zméfena na 26.6 °C. O
3 hodiny pozdéji je jeji teplota 21.1 °C, pricemz teplota okoli je 18.3 °C. Urcete ¢as tmrti.
Reseni. Pii pouziti vyse uvedeného znadeni (pro ¢as t v jednotkich [hodin]) mame
T =18.3, ©(0) = 26.6 (teplota v Case nalezeni mrtvoly), ©(3) = 21.1,
pfi¢emz funkce O(t) spliiuje rovnici
0=-kO©-T7) = O =-kO+EKT.

Posledni rovnice je linearni diferencialni rovnice pro neznadmou funkci O(t). Tuto rovnici vyfesime
metodou integracniho faktoru p(t) = €, tj. podle (69) je

O=T+Ce™=183+Ce™ CeR
Konstanty C' a k uréime z informaci o po¢atecni teploté a o teploté v ¢ase t = 3 [hodiny], tj.

266=0(0)=183+Ce"=183+C = (=83 = ©O=183+83e ",

a dale
21.1 —18.3
211 =0(3) =183 +83e% = 3= —53  ~037T = —3k=In0337
In0.337
O 5~ 0.362

Tedy hledané teseni je funkce

O(t) = 18.3 + 8.3 0362 |,

Jak se ur¢i ¢as tmrti? Urcime Cas ¢, pro ktery je ©(t) = 37 °C (teplota lidského téla). Tedy
_o362¢ 37— 18.3

183483 9% =37 = ¢ = g3 ~2233 = 0362 =1n2253
In2.253
= t=- 12).362 ~—224 ~ — ’2 hodiny 15 minut ‘
Mrtvola byla nalezena ptiblizné 2 hodiny a 15 minut po smrti. 0

e Michani dvou latek — napf. voda a do ni roztok soli, nebo voda (jezero) a do ni nedistoty z
tovarny, atd.

Priklad 196 (Michani roztoku). Vodni nadrz o celkovém objemu L = 1000 [litri] obsahuje Qo = 0
[gramti] soli v po¢atecnim case to = 0 [minut]. Do nadrze ptitéka roztok o koncentraci soli ¢ = 50
[gramii/litr] rychlosti v = 20 [litrti/min] a po fadném promichani s vodou v nadrzi z ni vytéka stejnou
rychlosti (viz obr.). Urcete mnozstvi soli Q(t) v nadrzi v libovolném ¢ase ¢ a limitni mnozstvi pro
t — oo.

Reseni. Oznadili jsme jako Q(t) [g] mnoZstvi soli v nadrzi v libovolném ¢ase ¢ [min]. Potom Q’(¢)
udava, jak rychle se toto mnozstvi méni a pritom musi platit, ze

Q(t) = rychlost, s jakou sil '\ [ rychlost, s jakou siil
do nadrze pritéka z nadrze vytéka '

Stl do nadrze pritéka rychlosti

c.v=>50 [g/l] .20 [l/min] = 1000 [g/min].
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A protoZe v nadrzi je vidy koncentrace soli rovna @ = 20 [g/]], stl z nddrze vytéka rychlosti

D)
Q) Qt) Qt)

7 Y= 1000 lg/1] .20 [1/min)] =0 [g/min)].

Tedy hledané funkce ((t) spliiuje rovnici

Q) Q
") =c.v— : = " =1000 — —=
coz je linearni diferencialni rovnice 1. fadu, a dale spliuje pocateéni podminku
Q(to) = Qo = Q(0) = 0. (70)
Uvedenou rovnici vyfesime metodou integrac¢niho faktoru
M(t)zef%dt:e%t - /L(t):ef%dt:eomt

a potom je (vypocty uvadim jak pro obecnou situaci tak i pro nas konkrétni priklad)

Q/+%Q:CU = Q' +0.02Q = 1000,

t

e

Q/e%t + %e%tQ =cuve = /60.02t + 0.02 e0.0QtQ — 100060.02t7

(Q e%t)/ _ Cve%t - (Q 60.02t)/ — 1000 60‘02137

Lt 0.02¢
Qezt:/cveztdt:cvei o = QeO'OZt:/mOOeO'OQtdt:1000(30%+C,
f .
Q=cL+Ce Tt = Q = 50000 + Ce %02t CeR.

A protoze je poc¢atecni mnozstvi zndmo v (70), pro integrac¢ni konstantu C' plati
Qo=Q(ty) =cL+Ce L™ = 0=0Q(0)=50000+C e,
C=(Qy—cL)et' = C' = —50000,

a tedy vysledné partikularni feseni (udévajici kolik gramt soli bude v nadrzi v okamziku ¢ minut) je
tvaru

Q =clL + (QO — cL) 6% to 6*%t = Q — 50000 — 50000 670.02157

Q=cL+(Q—cL)e t™ = | Q=50000(1—e ")

Tedy v zavislosti na tom, jestli je ()9 > ¢ L nebo Qg < ¢ L, mnozstvi soli v nadrzi (zaporné exponen-
cialné) klesa nebo roste, a pii @y = ¢ L zlistava stale stejné.

Pro situaci v tomto pfikladu je vysledné mnozstvi soli zobrazeno v souboru <graf michani.pdf>

Pro t — oo je potom
lim Q(t) = lim {cL+(Qo—cL) L™} = lim Q(t) = lim 50000 (1 — ¢ *%7)

S—— t—o00
—0 —0
Im Q) =cL [ | = [ lm Q@)= -50000 [

Po dostatecné dlouhé dobé bude tedy koncentrace soli v nadrzi rovna

L
Qoo = CT =c [g/l], neboli Qoo = % =50 [g/l],


https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2007/MB102/um/graf_michani.pdf?fakulta=1433;obdobi=3524;kod=MB102
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coZ je presné koncentrace pritékajiciho roztoku (samoziejmeé, po ,nekoneéné dlouhé dobé&* pritékajici
roztok ,nahradi“ ptvodni roztok v nadrzi, pricemz viibec nezalezi na ptivodnim mnozstvi Qg tj. na
tom, kolik soli bylo v nadrzi na poéatku). O

Priklad 197 (Michani roztoku — pokracovani). Jak se zméni model v pfedchozim Pfikladu 196,
pokud bude roztok po fadném promichani s vodou v nadrzi vytékat rychlosti pouze w = 19 [litri/min]|
(viz obr.)? Predpoklddame-li, Ze nadrz méa celkovy objem 1600 litrt, jakd bude koncentrace roztoku
v nadrzi v okamziku jejiho naplnéni?

Reseni. Vsimnéte si, ze se nyni objem roztoku v nadrzi méni (roste) a to rychlosti v —w = 1
litr /min|. To znamend, Ze nyni stl z nadrze vytéka rychlosti

Q(t) Q(t) . 19Q(1) ,
w = .19 1 AT .
L (o—w)(t—to) "~ 1000+ Y19 Wminl = 155,77 la/min]
Vysledna diferencidlni rovnice ma tedy tvar
) — o Q(t) , 19Q(t)
QW =cv =t = 9100 5y

coZ je opét linedrni diferencidlni rovnice 1. fadu, pficemz FeSeni Q(t) splituje poc¢ateéni podminku
(70). Pfislusny integra¢ni faktor je (nyni jiz pouze pro nase konkrétni hodnoty)

M(t) _ efﬁgﬂdt — 19 In(1000+¢) __ 61n(1000+t)19 _ (1000 + t)lg'

Tedy plati

19Q(t
Q + ﬁ% =1000 = Q' (1000 + ) +19Q(t) (1000 + t)'® = 1000 (1000 + t)*
= [Q (1000 + t)**]" = 1000 (1000 + ¢)'°
1000 + ¢)%
= Q(1000 4 ) = / 1000 (1000 + ¢)* dt = 1000 % +C
50 (1000 + )® + C
= = =150 (1000 +¢) + ——-—|.
@ (1000 + 1)1 (1000+) + {500 3 719
Z pocatetni podminky (70) pak uréime hodnotu C| tj.
C 19
0=Q(0) =50.1000 + o5 = C'==50000. 1000" = —5.10*. (10%) "~ = —5.10%".
Tedy vysledné partikularni feseni je tvaru
5.100
=50(1000 4 #) — ——————
@ =30 (1000+1) = 5505499 |

jehoz graf je zobrazen v souboru <graf michani2.pdf>.

Protoze v nadrzi bylo puvodné 1000 litrt vody a nadrz se nyni napliiuje rychlosti 1 litr/min, bude
nadrz naplnéna za 600 minut (tj. za 10 hodin). Tedy v okamziku ¢t = 600 bude v nadrzi
5.10%

Q(600) = 50 (1600) — 600

~ 79993.4 [g] soli,

tj. koncentrace soli bude

Q(600) _ 79993.4
1600 1600

~ 49.996 [g/1],


https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2007/MB102/um/graf_michani2.pdf?fakulta=1433;obdobi=3524;kod=MB102
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tedy tato koncentrace bude témér stejna jako u pritékajicitho roztoku. 0

5.6. Linearni diferencialni rovnice 2. radu. Linearni diferencidlni rovnice 2. fadu je rovnice
tvaru

a(z)y" +b(z) y' + c(x)y = f(x),
kde funkce a, b, c, f : I — R jsou koeficienty v této rovnici.

Linearni diferencialni rovnice 2. fadu maji podobné vlastnosti jako linearni rovnice 1. fadu, zejména
jejich Teseni existuji a jsou urcena jednoznac¢né — na celém intervalu spojitosti koeficientt rovnice —
pomoci dvou pocatecnich podminek

y(%) = Yo, y,(ﬁo) =Y,

tj. je zaddna hodnota funkce a jeji derivace (neboli bod v roviné, kterym musi FeSeni projit, a pak
sklon, pod kterym musi feSeni timto bodem projit).

O téchto rovnicich existuje velké mnozstvi literatury, obvykle se studuji zejména rovnice s kon-
stantnimi koeficienty

ay’ +by +cy= f(z),
které maji mnoho aplikaci napt. pfi modelovani mechanického a elektromagnetického kmitani.

Pro ilustraci uvedme linedrni diferencialni rovnici 2. fddu s konstantnimi koeficienty, kterou vyte-
sime (bez jakychkoliv dalsich znalosti teorie diferencidlnich rovnic) pomoci nekoneénych fad.

Priklad 198. Vyfeste diferencialni rovnici
y// + y — 0

pomoci nekonec¢nych rad.

Reseni. Hledejme Teseni této rovnice ve tvaru mocninné rady

oo
Yy = E an ",
n=0

Potom podle pravidla pro derivaci mocninné rady (Véta 51) plati

S ST SR
n=1 n=0
y' = Zann(n —1)a"? = Zan+2 (n+2)(n+1)z".
n=2 n=0
Dosazenim do rovnice y” + y = 0 dostavame
o o o0
0= Za"“ (n+2)(n+ 1)1:”—1—2%3:” = Z [aps2(n+2) (n+1) +a,] 2"
n=0 n=0 n=0

-~

y" y

Tedy posledni uvedend fada je mocninna fada pro konstantni funkci s(z) = 0, a proto musi vSechny
jeji koeficienty byt nulové, tj.

ani2(n+2)(n+1)4+a, =0  pro vSechnan € NU{0}.
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Odtud vychéazi rekurentni vztah pro jednotlivé koeficienty
Qn
n+2)(n+1)

Tedy jsou-li koeficienty ag a a; dany (vSimnéte si, ze ag = y(0) a a; = y'(0), tj. tyto koeficienty jsou
dany pocateénimi podminkami ve stfedu hledané mocninné fady), potom je

(pyo = —( pro vSechna n € NU {0}.

W G0 SN
2T 3.2
T4z 4 T 5.4 5
L a_a s __m
°7 6.5 6 N
) ay
o= D gy e = )
Celkové je tedy hledané feseni tvaru
_OO n o__ _aO 2_a1 3 ap 4 ai 5_a0 6_&1 7
y—nzzoanx =aptarx ax yx —l—ax —l—aa: 5x Fx +
_ RS SR "
L g, 1 5 15 k 1 2k+1
+a1{x—§x —1—533—%93 +---+(—1) (2k+1)!x +..
—la i (_l)k 1 CL’% +a i (_1)k 1 C(Z2k+1
"l = (2k)! = (2k +1)! ‘
Vidime tedy, ze hledané obecné Feseni je linearni kombinaci dvou funkei (viz Piiklad 176)
- 1 - 1
ko( ) —(2k)!x cos x, ;( ) (2k+1)!x sin z,

pfi¢emz uvedené mocninné fady konverguji pro vSechna x € R (jejich polomér konvergence je R =
00). Neboli obecné feseni uvedené diferencialni rovnice je (polozime-li C' :=ag a D := ay)

’y:Ccosx—i-Dsina:

. z€R, C,DeR

(Oveétte si zderivovanim, Ze tato funkce je skuteéné fesenim pro libovolné konstanty C, D € R.) O
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