Diskrétni matematika B — 1. tyden
Elementarni teorie C&isel

Michal Bulant

Masarykova univerzita
Fakulta informatiky

jaro 2014



Obsah prednasky

© Motivaeni dvod

© Z:ikladni pojmy
o Délitelnost
@ Nejvétsi spole¢ny délitel

© Prvotisla
o Faktorizace
@ RozloZeni prvolisel



Doporucené zdroje

@ Jan Slovak, Martin Panak, Michal Bulant, Matematika drsn&
a svizn&, MU Brno, 2013, 774 s. (téZ jako e-text).

@ Predmétové zdlozky v IS MU

o Michal Bulant, vyukovy text k pfedndsce Elementarni teorie
¢isel, http://is.muni.cz/el/1431/podzim2013/M6520/
um/main-print.pdf

e Jiti Herman, Radan Kutera, Jaromir Simga, Metody FeSeni
matematickych aloh. MU Brno, 2001.

@ William Stein, Elementary Number Theory: Primes,
Congruences, and Secrets, Springer, 2008. Dostupné na
http://wstein.org/ent/ent.pdf

o Radan Kucera, vyukovy text k pfedndsce Algoritmy teorie
Cisel,
http://www.math.muni.cz/~kucera/texty/ATC10.pdf


https://www.math.muni.cz/Matematika_drsne_svizne
http://is.muni.cz/el/1431/podzim2013/M6520/um/main-print.pdf
http://is.muni.cz/el/1431/podzim2013/M6520/um/main-print.pdf
http://wstein.org/ent/ent.pdf
http://www.math.muni.cz/~kucera/texty/ATC10.pdf

Motivaéni dvod
[ 1}

Na této prednasce se budeme zabyvat tlohami o celych &islech.
P¥evazné v nich pijde o délitelnost celych &isel, popfipad& o feseni
rovnic v oboru celych nebo pFirozenych &isel. Ackoli jsou pt¥irozena
a konec konci i celd &isla v jistém smyslu nejjednodussi
matematickou strukturou, zkoumanf jejich vlastnosti postavilo pted
generace matematikil celou Fadu velice obtiznych problémii. Casto
jsou to problémy, které je mozno snadno formulovat, pfesto viak
dodnes nezndme jejich ¥esSeni.

God made integers, all else is the work of man. (L. Kronecker)
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Notorické problémy teorie Cisel

Uved me né&které z nejzndméjsich:
@ problém prvociselnych dvojéat — rozhodnout, zda existuje
nekone¢né mnoho prvolisel p takovych, Ze i p 4 2 je prvodislo,
@ problém existence lichého dokonalého ¢&isla — tj. &isla jehoZ
soulet délitelli je roven dvojndsobku tohoto ¢&isla

e Goldbachovu hypotézu (rozhodnout, zda kazdé sudé &islo
V&tsi neZ 2 je mozno psat jako soulet dvou prvodisel),

@ nebo klenot mezi problémy teorie Cisel velkou Fermatovu vétu
(Fermat's Last Theorem) — rozhodnout, zda existuji p¥irozena
&isla n, x, y, z tak, Ze n > 2 a plati x" + y" = z"; Pierre de
Fermat jej formuloval cca 1637, vyfesil Andrew Wiles v roce
1995.
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Rekneme, Ze celé &islo a déli celé &islo b (neboli &islo b je délitelné
Cislem a, téZ b je ndsobek a), pravé kdyz existuje celé &islo ¢ tak,
Ze plati a- ¢ = b. Pi%eme pak a | b.

P¥imo z definice plyne n&kolik jednoduchych tvrzeni : Cislo nula je
délitelné kazdym celym &islem; jediné celé &islo, které je délitelné
nulou, je nula; pro libovolné &islo a plati a | a; pro libovolnd &isla
a, b, c plati tyto &ty¥i implikace:

alb A blc = alc

albANalc = a|lb+c A alb—c
c#0 = (a| b<= ac| bc)

albANb>0 = a<b
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Priklad

Zjistéte, pro ktera p¥irozend &isla n je &islo n? + 1 d&litelné &islem
n+ 1.

Regeni

Plati n2 — 1 = (n+41)(n — 1), a tedy &islo n + 1 d&li &islo n? — 1.
Pfredpokladejme, ze n+ 1 déli i &islo n? + 1. Pak ovéem musi d&lit i
rozdil (n> +1) — (n> — 1) = 2. Protofe n € N, platin+1>2, a
tedy zn+ 1|2 plyne n+1 =2, proto n = 1. Uvedenou vlastnost
ma tedy jediné pfirozené &islo 1. O
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Déleni se zbytkem

Véta (o déleni celych &isel se zbytkem)

Pro libovolné zvolena &isla a € 7, m € N existuji jednoznaéné
urend &isla g € Z, r € {0,1,...,m — 1} tak, Zea=qgm+r.

Dikaz.

DokaZme nejprve existenci &isel g, r. Pfedpoklddejme, Ze pFirozené
¢islo m je dano pevné a dokaZzme ulohu pro libovolné a € Z.
Nejprve budeme predpokladat, Ze a € Ny a existenci &isel g, r
dokaZeme indukci: Je-li 0 < a < m, staéi volit g=0, r=a a
rovnost a = gm+ r plati. Pfedpoklddejme nyni, Ze a > m a Ze jsme
existenci Cisel g, r dokazali pro viechna a’ € {0,1,2,...,a—1}.
Specidln& pro &’ = a — m tedy existuji ¢/, r' tak, ze & = ¢m+r’ a
pritom r' € {0,1,...,m —1}. Zvolime-li g =¢' + 1, r = 1/, plati
a=a+m=(q+1)m+r = qgm-+r, coz jsme chtéli dokdzat. []
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Dokonceni diikazu.

Existenci Cisel g, r jsme tedy dokazali pro libovolné a > 0. Je-li
naopak a < 0, pak ke kladnému ¢&islu —a podle vySe dokdzaného
existuji ¢ € Z, r € {0,1,...,m — 1} tak, Ze —a=¢'m+r’, tedy
a=—qgm—r". Jelir =0, polozime r =0, g = —¢’; je-li r >0,
poloZime r=m—r', g = —q — 1. V obou p¥ipadech
a=gq-m+r, atedy &isla g, r s pozadovanymi vlastnostmi existuji
pro kazdé a € Z, m € N.

Nyni dokdZeme jednozna&nost. P¥edpokladejme, Ze pro néktera
isla q1,q2 € Z; n,rp € {0,1,...,m— 1} plati

a=qim+rn = gm+ r. Upravou dostaneme
n—rn=(g—qi)m atedym|rn—r.Ovvemz0<nrn <m,
0<rn<mplyne —m < rp — rn < m, odkud dostavame
rn—r=0.Pakalei(g2—q1)m=0, a proto g1 = g2, . = 2.
Cisla g, r jsou tedy uréena jednoznaZng. [




Cislo g, resp. r z véty se nazyva (netiplny) podil, resp. zbytek pti
déleni ¢isla a ¢islem m se zbytkem. Vhodnost obou ndzvi je

zfejma, prepiSeme-li rovnost a = mq + r do tvaru

a r . r
—=qg+ —, pfitom 0 — <1
m m m

Priklad

Dokazte, ze jsou-li zbytky po déleni &isel a, b € Z &islem m € N
jedna, je jedna i zbytek po dé&leni &isla ab &islem m.

Regen{
Podle Véty o déleni se zbytkem existuji s, t € Z tak, Ze
a=sm+1, b= tm+ 1. Vyndsobenim dostaneme

ab=(sm+1)(tm+1)=(stm+s+t)m+1=qgm+r,

kde g = stm+s—+t, r =1, které je podle téZe véty jednoznacné, a
tedy zbytek po délenfi &isla ab &islem m je jedna. O
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Nejvétsi spoletny délitel (ged)

Jednim z nejdileZit&jSich nastroji vypoletni teorie Cisel je vypolet
nejvétsiho spolecného délitele. ProtoZe jde, jak si ukdZeme,

o relativn& rychlou proceduru, je i v modernich algoritmech velmi
¢asto vyuZivana.

Definice

M&jme celd &isla a1, ap. Libovolné celé &islo m takové, Ze m | a,
m | a> (resp. a1 | m, ap | m) se nazyva spolecny délitel (resp.
spole¢ny ndsobek) &isel aj, ap. Spoleény délitel (resp. ndsobek)

m > 0 &isel a1, a, ktery je délitelny libovolnym spole¢nym
dé&litelem (resp. dé&li libovolny spoletny ndsobek) &isel aj, as, se
nazyva nejvétsi spole¢ny délitel (resp. nejmensi spole¢ny ndsobek)
Cisel a1, ap a znadi se (a1, a2) (resp. [a1, a2]).
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Poznamka

P¥imo z definice plyne, Ze pro libovolné a, b € Z plati
(a,b) = (b,a), [a,b] = [b, 3], (a,1) =1, [a,1] = |a|, (a,0) = |a],
[a,0] = 0.

Pozndmka

Analogicky se definuje i nejvétsi spole¢ny délitel a nejmensi
spole¢ny nasobek vice nez dvou celych &isel a snadno se ndsledn&
dokaze, Ze plati

(a1,---,an) = ((a1,-.-,an-1), an)

[a1,-..,an] = [[a1, .-, an-1], an]
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Eukliddv algoritmus

Dosud jsme nijak nezddvodnili, zda pro kazdou dvojici a,b € Z
&isla (a, b) a [a, b] vibec existuji.

Pokud v8ak existuji, jsou uréena jednoznac¢né&: Pro kazda dvé &isla
my, my € Ny totiZ podle definice plati, Ze pokud mjy | my a zarovefi
my | my, je nutn& my = my. Dilkaz existence &isla (a, b) poddme
(spolu s algoritmem jeho nalezeni) v nasledujici v&tg, dikaz
existence &isla [a, b] pak dostaneme snadno ze vztahu mezi (a, b) a
[a, b].

Véta (Euklidiv algoritmus)

Necht a1, a» jsou pFirozend &isla. Pro kaZdé n > 3, pro které

an—1 # 0, oznalme a,, zbytek po déleni &isla ap,_» &islem a,_1. Pak
po konecném poctu krokii dostaneme ay = 0 a plat/

dg_1 = (al, 32).
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Diikaz.

Podle Véty o déleni se zbytkem plati ap > a3 > a4 > .... ProtoZe
jde o nezaporna celd ¢&isla, je kaZzdé nasledujici alespoii o 1 mensi
neZ predchozi, a proto po uréitém kone¢ném poctu kroki
dostdvame ax = 0, pfitemz ax_1 # 0. Z definice &isel a, plyne, Ze
existuji cela &isla g1, go, . . ., gk_» tak, Ze

a1 = q1- a2 + az,

k-3 = qk—3 - Ak—2 + ak-1

ak—2 = qk—2 - dk—1-

Z posledni rovnosti plyne, Ze ax_1 | ak_o, déle ax_1 | ax_3, atd., je
tedy ai_1 spoleény délitel &isel a;, ap. Naopak jejich libovolny
spole¢ny délitel déli i &islo a3 = a; — g1 ap, proto i

as = ax — gpas,..., a proto i ax_1 = ax_3 — gx_3ax_o. Dokazali
jsme, Ze ak_1 je nejvétsi spole¢ny délitel Cisel ap, ap. [
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Vlastnosti gcd

Poznamka

Z definice, z pfedchoziho tvrzeni a z toho, Ze pro libovolnad a, b € Z
plati (a, b) = (a, —b) = (—a, b) = (—a, —b), plyne, Ze existuje
nejvétsi spole¢ny délitel libovolnych dvou celych &isel.

Véta (Bezoutova)

Pro libovolna cela &isla a1, ap existuje jejich nejvétsi spolecny
délitel (a1, ap), pFitom existuji celd &isla ki, ko tak, Ze
(a1,a2) = ka1 + koao.
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Diikaz.

Jisté staci vétu dokdzat pro aj, a» € N. VSimnéme si, Ze jestliZe je
mozné néjaka Cisla r,s € Z vyjad¥it ve tvaru r = rnaj; + nap,

S = sja1 + spap, kde r, o, 51,5 € Z, mizeme tak vyjadrit i

r+s= (f1 + 51)31 + (fz + 52)32

a také
c-r=(c-n)a+(c-n)a

pro libovolné c € Z. Protoze a1 =1-a; +0 - ay,

ap=0-a; +1-ap, plyne z (5), Ze takto mizeme vyjadFit i
d3 = a1 — (q1d2, a4 = a2 — q2d3, ..., dk—1 = dk—3 — k332, CO
je ovdem (az, ap).

[ Re
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Vypocet nejvétsiho spole¢ného délitele pomoci Euklidova algoritmu
je s vyuZitim vypocetni techniky i pro relativné velka &isla pomérné
rychly. V nasem ptikladu to vyzkousime na 2 &islech A,B, z nichz
kaZdé je sou¢inem dvou 101-cifernych prvocisel. V§imnéme si, Ze
vypocet nejvétsiho spole¢ného délitele i takto velkych &isel trval
zandbatelny &as.

P¥iklad v systému SAGE je dostupny na
https://sage.math.muni.cz/home/pub/6/.



https://sage.math.muni.cz/home/pub/6/
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Poznamka

Eukliddv algoritmus a Bezoutova véta jsou zakladnimi vysledky
elementarni teorie &isel a tvofi jeden z pilitl algoritmi algebry a
teorie &isel.

To, Ze znalost téchto zakladii je oblas diileZita i v praktickém Zivoté,
dokazuje Bruce Willis a Samuel Jackson ve filmu Smrtonosnad past 3, kde
maji za tikol zlikvidovat bombu pomoci 4 galoni vody, pFicemZ

k dispozici maji pouze nadoby na 3, resp. 5 galoni. Zde staci s vyuZitim
Euklidova algoritmu najit celd &isla k, | tak, Ze bude platit 3k + 5/ = 4.
Netroufam si tvrdit, Ze zminéni herci ovlddaji uvedené zaklady teorie &isel
(tuto konkrétni dlohu jist& snadno vyFesite experimentding), nicméné
pFedchozi véty davaji ndvod, jak vyFesit tlohu tohoto typu s libovolnymi
zadanymi parametry.
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Nejmensi spoleény ndsobek

Pro libovolna celd &isla a1, as existuje jejich nejmensi spole¢ny
ndsobek [a1, a2] a plati (a1, a2) - [a1, a2] = |a1 - 32|

| \

Diikaz.

Véta jisté plati, je-li nékteré z &isel aj, ap rovno nule. Miizeme
navic predpoklddat, Ye ob& nenulova &isla ay, a» jsou kladnd, nebot
jejich znaménka se v dokazovaném vzorci neprojevi. Budeme
hotovi, ukdzeme-li, Ze g = a; - a2/(a1, a2) je nejmensi spoletny
nasobek cisel ap, as. D/
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Dokonéeni.

Protoze (a1, ap) je spoleény délitel &isel aj, ap, jsou aj/(a1, az) i
ax/(a1, a2) celd &isla, a proto
di1ar dl an

= = cdy) = —— - g
(a,2) (an,32) ° (an,a)

je spole€ny nasobek &isel a1, ar. Podle véty 3 existuji ki, ko € Z
tak, Ze (a1, a2) = kia1 + koa. Pfedpokladejme, Ze n € Z je
libovolny spole¢ny ndsobek &isel a;, ap a ukdzeme, Ze je délitelny
Cislem q. Je tedy n/aj, n/ay € Z, a proto je i celé &islo

(klal + kzaz) n(al, 32) n

- kq + — -k = = = =,
32 ai aiaz apaz q

To ovdem znamend, Ze g | n, coZ jsme cht&li dokazat. ]
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Nesoudélnost

Cisla ai, ar,...,an € Z se nazyvaji nesoudélna, jestlize plati
(a1, a0,...,a,) = 1. Cisla a1, ap, ..., a, € Z se nazyvaji po dvou
nesoudélna, jestlize pro kazdé i, j takové, Ze 1 < j < j < n, plati
(a,-, aj) =1.

Poznamka

V ptipadé n = 2 oba pojmy splyvaji, pro n > 2 plyne

z nesoudé&lnosti po dvou nesoudélnost, ne viak naopak: napftiklad
¢isla 6, 10, 15 jsou nesoudélnd, ale nejsou nesoudélna po dvou,
nebot dokonce 73dn4 dvojice z nich vybrand nesoudé&lna nent:
(6,10) =2, (6,15) = 3, (10,15) = 5.
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Pro libovolna pFirozena &isla a, b, ¢ plati
@ (ac,bc) =(a,b) - c,
@ jestlize a | be, (a,b) =1, pak a| c,
© d = (a, b) pravé tehdy, kdyZ existuji q1,q> € N tak, Ze
a=dq, b=dq a(q1,q)=1.
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Dikaz.

ad 1. ProtoZe (a, b) je spoletny dé&litel &isel a, b, je (a,b) - ¢
spole¢ny dé&litel &isel ac, bc, proto (a, b) - ¢ | (ac, bc). Podle
Bezoutovy véty existuji k,/ € Z tak, ze (a, b) = ka + Ib. Protoze
(ac, bc) je spoleény délitel &isel ac, bc, dé&li i &islo

kac + Ibc = (a, b) - c. Dokazali jsme, Ze (a, b) - ¢ a (ac, bc) jsou
dvé ptirozena disla, ktera déli jedno druhé, proto se rovnaji.

ad 2. Predpokladejme, Ze (a,b) =1 a a | bc. Podle Bezoutovy véty
existuji k, | € Z tak, ze ka+ Ib =1, odkud plyne, Ze

¢ = c(ka+ Ib) = kca + Ibc. ProtoZe a | bc, plyne odsud, Ze i a | c.
ad 3. Necht d = (a, b), pak existuji g1, g2 € N tak, Ze a = dqi,

b = dq,. Pak podle 1. &asti plati

d = (a,b) = (dg1,dq2) = d - (g1, q2), a tedy (q1, g2) = 1. Naopak,
je-lia=dq1, b=dqg a (q1,q2) = 1, pak

(a, b) = (dg1,dgq2) = d(q1,q2) = d -1 = d (op&t uZzitim 1. &asti
tohoto tvrzeni). O

V.
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Prvotislo je jeden z nejdileZitéjSich pojmi elementarni teorie Cisel.
Jeho dilezitost je ddna ptedevsim vétou o jednoznaéném rozkladu
libovolného pF¥irozeného &isla na soudin prvodisel, kterd je silnym a
aéinnym nastrojem pFi ¥eSeni celé ¥ady uloh z teorie &isel.

KaZdé ptirozené Cislo n > 2 ma aspoii dva kladné délitele: 1 a n.
Pokud kromé téchto dvou jiné kladné délitele nema, nazyva se
prvocislo. V opaéném pripadé hovofime o sloZeném Cisle.

V dal$im textu budeme zpravidla prvodislo znadit pismenem p.
Nejmensi prvocisla jsou 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37,
... (zejména &islo 1 za prvoiislo ani za &islo sloZzené nepovaZzujeme,
je totiZ invertibilni, neboli tzv. jednotkou okruhu celych &isel).
Prvodisel je, jak brzy dokdZeme, nekone&n& mnoho, mame oviem
pomé&rné limitované vypoletni prostfedky na zjisténi, zda je dané
&islo prvotislem (nejvétsi znadmé prvotislo 257885161 _ 1 m4 pouze
17425170 cifer).


http://primes.utm.edu
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Uved me nyni vé&tu, kterd uddva ekvivalentni podminku
prvoliselnosti a je zakladni ingredienci p¥i diikazu jednoznaénosti
rozkladu na prvodisla.

Véta (Euklidova o prvotislech)

PFirozené &islo p > 2 je prvocislo, pravé kdyZ plati: pro kaZda celd
¢isla a,b z p| ab plyne p | a nebo p | b.

Diikaz.

=" P¥edpoklddejme, Ze p je prvoiislo a p | ab, kde a,b € Z.
Protoze (p, a) je kladny d&litel p, plati (p,a) = p nebo (p,a) = 1.
V prvnim p¥ipadé& p | a, ve druhém p | b podle &asti 2. pfedchozi
véty.
"«<" Jestlize p neni prvodislo, musi existovat jeho kladny délitel
rizny od 1 a p. Oznatime jej a; pak ovdem b = 2 € N a plati
p=ab, odkud 1 < a< p, 1< b < p. Nasli jsme tedy celd &isla
a, b tak, Ze p | ab a p¥itom p nedé&li ani a, ani b. O
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Zakladni véta aritmetiky

Véta

Libovolné pfirozené &islo n > 2 je mozZné vyjddrit jako soucin
prvocisel, pficemZ je toto vyjadreni jediné, nebereme-li v tivahu
pofadi &initeld. (Je-Ii n prvocislo, pak jde o , soucin* jednoho
prvocisla.)

Pozndmka

Délitelnost je mozné obdobnym zpiisobem definovat v libovolném
oboru integrity (zkuste si rozmyslet, prot se omezujeme na obory
integrity). V né&kterych oborech integrity pfitom Zadné prvky

s vlastnosti prvotisla (¥ikdme jim ireducibilni) neexistuji (nap¥. Q),
v jinych sice ireducibilni prvky existuji, ale zase tam neplati vé&ta

o jednozna&ném rozkladu (nap¥. v Z(y/—5) mame nasledujici
rozklady: 6 =2 -3 = (1 + /=5) - (1 — \/=5); zkuste si rozmyslet,
Ze vdichni uvedenf &initelé jsou skuteZn& v Z(y/—5) ireducibilni).




Diikaz.

Nejprve dokdzeme indukci, Ze kazdé n > 2 je mozné vyjadFit jako
soudin prvodisel.

Je-li n =2, je n soudin jediného prvocisla 2.

Predpokladejme nyni, Ze n > 2 a Ze jsme jiZ dokdzali, Ze libovolné
n', 2 < n’ < n, je moZné rozloZit na sou&in prvodisel. Jestlize n je
prvocislo, je souc¢inem jediného prvodisla. Jestlize n prvoéislo neni,
pak existuje jeho dé&litel d, 1 < d < n. Oznadime-li ¢ = g, plati
také 1 < ¢ < n. Z indukéniho pfedpokladu plyne, Ze c i d je
mozné vyjadfrit jako soucin prvodisel, a proto je takto mozné
vyjadFit i jejich soudin ¢-d = n.

Nyni dokdZeme jednoznacnost. Predpoklddejme, Ze plati rovnost

souCinli p1-p2- - pm=q1-q2 """ gs, kde p1, ..., pm,
q1,-..,(s jsou prvocisla a navic plati p1 < pp <--- < pm,

g < g <---<gsal< m<s. Induke vzhledem k m dokaZeme,
Zem=35S,p1=q1,---5Pm = Qm-

Ol
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Dokonéeni.

Je-lim=1,jep1=q1-----qgs prvolislo. Kdyby s > 1, mélo by
tislo py délitele g1 takového, Ze 1 < q; < p1 (nebot

G293 ...qs > 1), coZ neni mozné. Je tedy s =1 a plati p1 = q1.
PYedpokladejme, Ze m > 2 a Ze tvrzeni plati pro m — 1. Protoze
(Bl ° g2 20000 Pm=dq1 G2 """ qs, déli pm soutin gy - - - - - gs, COZ je
podle Euklidovy v&ty moZné jen tehdy, jestlize p,, déli néjaké g;
pro vhodné j € {1,2,...,s}. ProtoZe g; je prvotislo, plyne odtud
pm = qi (nebot pm > 1). Zcela analogicky se dokaZe, Ze gs = pj
pro vhodné j € {1,2,..., m}. Odtud plyne

s = pPj < pm = q;i < Gs,

takZe pm = gs. Vydélenim dostaneme

pL-P2- " Pm-1=q1-G2- - Qs_1, a tedy z induk&niho
predpokladu m—1=s—-1, p1 =q1,.-., Pm-1 = gm—1- Celkem
tedy m=sapi=qi,.--,Pm-1= qm-1, Pm = qm-
Jednoznaénost, a proto je i celd véta dokazana.

]
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PRIMES is in P

Poznamka

Jiz jsme se zminili, Ze je sloZité o velkych &islech s jistotou
rozhodnout, jde-li o prvotislo (na druhou stranu je o naprosté
V&tSing slozenych &isel snadné prokazat, Ze jsou skutetn& slozend).
P¥esto se v roce 2002 podafilo indickym matematikim (Agrawal,
Saxena, Kayal: http://www.cse.iitk.ac.in/users/manindra/
algebra/primality_v6.pdf) dokdzat, Ze problém prvo&iselnosti
je mozné rozhodnout algoritmem s ¢asovou sloZitosti polynomidlné
zavislou na poctu cifer vstupniho &isla. Nic podobného se zatim
nepodafilo v otdzce rozkladu &isla na prvotisla (tfebaZe se obecné
nev&fi, Ze je to mozné, exaktni diikaz zatim nebyl podan).



http://www.cse.iitk.ac.in/users/manindra/algebra/primality_v6.pdf
http://www.cse.iitk.ac.in/users/manindra/algebra/primality_v6.pdf
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Is FACTOR in P?

Nic podobného se zatim nepodaf¥ilo v otdzce rozkladu &isla na
prvotisla (tfebaZe se obecn& nevéfi, Ze je to mozné, exaktni dikaz
zatim nebyl podén). Nejrychlejsi obecn& pouzitelny faktoriza¢ni
algoritmus, tzv. sito v &iselném télesel, je sub-exponencialni &asové
slozitosti O(e!9(o8 N)'/3(log log N)2/3).

Poznamka

Peter Shor v roce 1994 vymyslel algoritmus, ktery faktorizuje

v kubickém &ase (tj. O((log N)3)) na kvantovém potitadi. Je

k tomu nicméné tfeba sestrojit pocitace s dostate¢nym poctem
qubits — jak je to obtizné, |ze vysledovat z toho, ze v roce 2001 se
IBM podafilo pomoci kvantového pocitace rozlozit &islo 15 a v
roce 2012 byl dosaZen dal3i faktoriza¢ni rekord rozkladem &isla 21.

'Pro podrobnosti navitivte M8190 Algoritmy teorie &isel
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RSA Challenge

Poznamka

Ze je problém rozkladu pFirozeného &isla na prvotisla vypotetnd
sloZity, o tom sv&d&i i (jiz neplatnd) vyzva uin&nd v roce 1991
firmou RSA Security (viz
http://www.rsasecurity.com/rsalabs/node.asp?id=2093).
Pokud se komukoliv podaf¥ilo rozloZit ¢&isla oznacend podle poctu
cifer jako RSA-100, ..., RSA-704, RSA-768, ..., RSA-2048, mohl
obdrzet 1000,..., 30000, 50 000, ..., resp. 200000 dolarii (&islo
RSA-100 rozloZil v témZe roce Arjen Lenstra, &islo RSA-704 bylo
rozloZeno v roce 2012, n&kterd dosud rozloZena nebyla).



http://www.rsasecurity.com/rsalabs/node.asp?id=2093
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Diky jednozna&nosti rozkladu na prvotisla jsme schopni (se znalosti
tohoto rozkladu) snadno odpovédét i na otdzky ohledn& pottu &i
souttu dé&liteld konkrétniho &isla. Stejn& snadno dostaneme

i (z d¥ivéjska intuitivng znamy) postup na vypolet nejvétsiho
spole¢ného délitele dvou &isel ze znalosti jejich rozkladu na

prvodisla.
Dasledek
o Kazdy kladny dé&litel &isla a = p* - - - - ppr je tvaru
pyt pe*, kdemy,...,myeNgamy <ni, m<ny, ...,
my < ng.
o Cislo a ma tedy pravé m(a) = (ny + 1)(np +1) - ---- (nk +1)
kladnych déliteld, jejichZ soucet je
m+l 4 ng+1l 1
cr(a) _ P1 Py

-1 g1
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Dasledek (Pokr.)
@ Jsou-li p1,...,px navzajem rizna prvocisla a ny, ..., ng, my,
., my € Ng a ozna&ime-li r; = min{n;, m;},
t; = max{n;, m;} pro kazdé i = 1,2,... k, plati

(pfl ..... pzk , p{nl ..... plr(nk) — p{l ..... pl:k ,

ty

[pflp2k7p£nlplr(nk]:p]flpk
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Mersenneho prvodisla a dokonala &isla

S pojmem soucet vsech kladnych délitelii &isla a souvisi pojem tzv.
dokonalého &isla a, které spliiuje podminku o(a) = 2a, resp.
slovné: soucet vsech kladnych déliteld &isla a mensich neZ a
samotné je roven ¢islu a.

Takovymi &isly jsou napf. 6 =1+2+43,28=1+2+4+4+47 + 14,
496 a 8128 (jde o v8echna dokonald &isla men3i nez 10 000).

Lze ukdzat, Ze sudd dokonala ¢&isla jsou v Gzkém vztahu s tzv.
Mersenneho prvocisly. Plati totiz:

Cislo a je sudé dokonalé, pravé kdy# je tvaru a =291 . (29 — 1),
kde 29 — 1 je prvocislo.

Na druhou stranu popsat lichd dokonala &isla se dodnes
nepodafilo, resp. dodnes se nevi, jestli viibec néjaké liché
dokonalé ¢&islo existuje.
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Hledani velkych prvodisel

Mersenneho prvoiisla jsou pravé prvoiisla tvaru 2K — 1. Bez
zajimavosti neni ani to, Ze pravé Mersenneho prvocisla jsou mezi
v8emi prvocisly nejlépe ,vidét" — pro Mersenneho &isla existuje
pomérné jednoduchy a rychly postup, jak ovéfit, Ze jde o prvodisla.
Proto neni ndhodou, Ze nejvétsi znama prvodisla jsou obvykle tvaru
2k — 1 (viz napt.
http://www.utm.edu/research/primes/largest.html).
Jakkoliv mlze byt hledani nejvétsiho zndmého prvodisla chdpdno
jako pochybna zdbava bez valného praktického uZitku?, jednak
posunuje hranice matematického poznani a zdokonaluje pouzité
metody (a &asto i hardware), jednak miZe p¥inést benefit i
samotnym objevitelim (Electronic Frontier Foundation vypsala
odmény EFF Cooperative Computing Awards za nalezeni prvodisla
majiciho alespoi 10°, 107,108 a 10 &islic — odm&ny 50, resp. 100
tisic $ za prvni dvé kategorie byly vyplaceny v letech 2000, resp.
2009 — v obou p¥ipadech projektu GIMPS — na dal%i odmény si
1e&td 7¥eimd ndiaky &ac nodkime)


http://www.utm.edu/research/primes/largest.html
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Jak testovat Mersenneho prvocisla?

P¥estoze zatim nemame jasno v tom, jak efektivné implementovat
pouZité operace, ani neumime dokazat jeho spravnost, uved me si
pro ilustraci test, kterym Ize zjistit, je-li dané Mersenneho &islo
prvodislem.

Lucas-Lehmertv test

Definujme posloupnost (s,)7, rekurzivné pfedpisem
so =4,Sn+1 = sg — 2.
Pak je Cislo M, = 2P — 1 prvodislo, pravé tehdy, kdyz M, d&li s,_»>.




RozloZeni prvolisel

Nyni se budeme snazit zodpové&dét nasledujici otdzky:

o
2]

o

Je prvodisel nekone¢n& mnoho?

Je prvotisel nekone¢n& mnoho v kazdé (nebo aspofi nékteré)
aritmetické posloupnosti?

Jak jsou prvocisla rozloZena mezi pFirozenymi Cisly?

There are two facts about the distribution of prime
numbers. The first is that, [they are] the most arbitrary
and ornery objects studied by mathematicians: they grow
like weeds among the natural numbers, seeming to obey
no other law than that of chance, and nobody can
predict where the next one will sprout. The second fact is
even more astonishing, for it states just the opposite:
that the prime numbers exhibit stunning regularity, that
there are laws governing their behavior, and that they
obey these laws with almost military precision.

Don Zagier

Prvocisla
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Prvodisel je nekone¢né mnoho

Véta (Eukleidés)

Mezi pFirozenymi ¢isly existuje nekone¢né mnoho prvocisel.

Diikaz.

Pfredpokladejme, Ze prvolisel je kone¢né mnoho a oznaéme je
P1, P2, ..., Pn. Polozme N =pi-po...p,+ 1. Toto &islo je bud
samo prvodislem nebo je délitelné néjakym prvocislem riznym od
P1,---,Pn (Cisla p1,..., p, totiz d&li &islo N — 1), coZ je spor. [

Pozndmka

Existuje mnoho variant dlkazid nekonecnosti prvodisel z riiznych
oblasti matematiky, uved me jest& alespoi né&kterd tvrzeni, z nich?
zaroveii ziskdme alespoii &dste€nou informaci o rozlozeni prvodisel
mezi p¥irozenymi &isly.
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Prvodisel je vcelku hodné

Pro celé n > 2 existuje mezi €isly n a n! alespori jedno prvodislo.

Ozna&me p libovolné prvotislo délici &islo n! — 1 (takové existuje
podle Zakladni véty aritmetiky, protoze n! — 1 > 1). Kdyby p < n,
muselo by p délit &islo n! a nedélilo by n! — 1. Je tedy n < p.
Protoze p | (n! — 1), plati p < n! — 1, tedy p < n!. Prvotislo p
splfiuje podminky dlohy. O

Z této véty rovnéz vyplyva nekonecnost prvocisel, jeji tvrzeni je ale
velice slabé. Nasledujici tvrzeni, uvedené bez diikazu, je podstatné
silngjsi.

Véta (CebySevova, Bertrandiiv postulat)

Pro libovolné &islo n > 1 existuje alespori jedno prvocislo p
cpliiuiici n < p < 2n.
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Prvodisel je vcelku mélo

P¥iklad
Dokazte, ze pro libovolné pfirozené &islo n existuje n po sobé
jdoucich pFirozenych &isel, z nichZ Zzadné neni prvodislo.

Regeni

Zkoumejme &isla (n+ 1)1 +2,(n+ 1)1 +3,...,(n+1)! + (n+1).
Mezi témito n po sobé jdoucimi &isly neni Zadné prvocislo, protoze
pro libovolné k € {2,3,...,n+ 1} plati k | (n+ 1)!, a tedy

k| (n+1)! + k, a proto (n+ 1)! + k nemiiZe byt prvocislo. O

| A

v
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Prvodisla jsou relativné rovnomérné rozlozena v tom, smyslu, Ze

v libovolné ,rozumné" aritmetické posloupnosti je jich nekone¢né
mnoho. Nap¥iklad zbytek 1 po déleni ¢ty¥mi, stejné jako zbytek 3
po déleni ¢ty¥mi da vzdy nekonetn& mnoho prvoiisel (zbytek 0
nedd samozfejmé& z3dné a zbytek 2 pouze jediné). Obdobn4 situace
je pak pfi uvazovani zbytki po déleni libovolnym jinym pfirozenym
Cislem, jak uvadi nasledujici véta, jejiz diikaz je ovSem velmi
obtizny.

Véta (Dirichletova o prvo&islech v aritmetické posloupnosti)

Jsou-li a, m nesoudélna pFirozena Cisla, existuje nekone¢né mnoho
prirozenych Cisel k tak, Ze mk + a je prvocislo. Jinymi slovy, mezi
Cislyl-m+a,2-m+a,3- m+ a,... existuje nekone¢né mnoho
prvocisel.

Uved me proto alespoii ditkaz ve specidlnim p¥ipadg.
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Prvolisel tvaru 3k + 2 je nekoneéné mnoho

Priklad

Dokazte, Ze existuje nekone¢né mnoho prvodisel tvaru 3k 4 2, kde
k € Np.

Regeni

Pfredpokladejme naopak, Ze existuje pouze koneéné mnoho
prvocisel tohoto tvaru a oznaéme je py =2, pp =5, p3 =11, ...,
pn- Polozme N =3py - p3---- - pn + 2. Rozlozime-li N na soucin
prvocisel, musi v tomto rozkladu vystupovat aspofi jedno prvodislo
p tvaru 3k + 2, nebot v opa&ném p¥ipadé by bylo N souinem
prvotisel tvaru 3k + 1 (uvazte, ze N neni délitelné tfemi), a tedy
podle d¥ivéjsiho p¥ikladu by bylo i N tvaru 3k + 1, coZ nenfi pravda.
Prvodislo p ovsem nemliZze byt Zadné z prvoclisel p1, p2, ..., pn, jak
plyne z tvaru &isla N, a to je spor.
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Asymptotické chovani prvodisel

Z tvrzeni uvedenych v této kapitole je mozné si udélat hrubou
predstavu o tom, jak "husté€”se mezi pfirozenymi &isla prvodisla
vyskytuji. P¥esn&ji (i kdyZ " pouze”asymptoticky) to popisuje velmi
dilezita tzv. "Prime Number Theorem":

Véta (Prime Number Theorem, véta o hustot& prvocisel)

Necht 7(x) uddvd po&et prvo&isel mensich nebo rovnych &islu

x € R. Pak
X

7T(X) ~ m,

tj. podil funkci (x) a x/Inx se pro x — oo limitné blizi k 1.

|

Poznamka

To, jak jsou prvodisla husté rozmisténa v mnoiiné pfirozenych

&isel, rovn&z udava Euleriv vysledek ZpEP 5 = 0o. P¥itom napt.

2 . P
> neN % = %, coZ znamena, Ze prvotisla jsou v N rozmisténa
~hust&ji” nez druhé mocniny.




Véta

Je-li P mnoZina vsech prvolisel, pak 0.

1_
pEP p —

Diikaz.

Bud n libovolné p¥irozené &islo a py, . . - Px(n) V3echna prvotisla
neprevysujici n. PoloZme

m(n) 1\ !
A(n) = 1—— .
o -11(-3)
i=1
Jednotlivé Cinitele Ize chapat jako soudet geometrické ¥ady, proto

w(n) 00 1 1
A(n) = H(Z ,,;xf) =Y o

i=1 ‘=0 P1™ " Pr(n)

kde stitdme p¥es viechny 7(n)-tice nezdpornych celych &isel
(041, e 7047r(n))-
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Diikaz.
ProtoZe kazdé &islo nepfevysujici n se rozklada pouze na prvodisla

7 w7

z mnoZiny {p1, ..., Pr(n)}, je urtité kazdé takové &islo v tomto
soutu zahrnuto. Tedy A(n) > 1+ % T

n’
harmonicka ¥ada diverguje , je i limp_00 A(n) = 00.

S vyuZitim rozvoje funkce In(1 4+ x) do mocninné ¥ady déle

a protoZze

dostavame
m(n) m(n) oo
nA(m) == (1-2) =33 (mp) ' =
i=1 i=1 m=1
m(n) oo

=pit oy Y Y (mp) T

i=1 m=2
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m(n)
A = A+ iy + 33 (me)
i=1 m=2

ProtoZe vnit¥ni soulet Ize shora odhadnout jako

umime shora odhadnout i divergujlcf posloupnost
In\(n) < ZT('{) pt + 22, i p*2 Druhy soutet p¥itom zfejmg
konverguje (viz konvergence Yady >_°° | n~2), proto musf nutn&

(n)

divergovat prvni soucet Z?:l pfl, coz jsme chtéli dokazat. O
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P¥iklad
O tom, jak odpovida asymptoticky odhad 7(x) ~ x/In(x),
v n&kterych konkrétnich p¥ikladech vypovida nasledujici tabulka:

X m(x) | x/In(x) | rel. chyba | Li(x) | rel. chyba
100 25 21,7 0,13 29,1 0,04
1000 168 1447 0,13 176,6 0,01

10000 | 1229 | 1085,7 0,11 1245,1 0,002
100000 | 9592 | 8685,9 0,09 9628,8 0,0004
500000 | 41538 | 38102,9 0,08 41605,2 | 0,0001

Li(x) = [ I‘:—tt znadi tzv. logaritmicky integral.
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