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Racionalni funkce
®00

Podilové téleso

Nasi snahou nyni bude zobecnit zpisob konstrukce raciondlnich
Cisel jakoZto zlomki &isel celych.

Necht R je obor integrity. Jeho podilové téleso (Field of
fractions) definujeme jako t¥idy ekvivalence dvojic (a,b) € R x R,
b # 0, které zapisujeme }, a ekvivalence je dana vztahem

a a4

—=— & ab=4db.
b b
S&itani a ndsobeni definujeme prostfednictvim reprezentanti t¥id

a ¢ ad + bc

b d " bd
ac_ ac
bd bd

Snadno se ové&fi korektnost této definice a viechny axiomy télesa.

Zejména je 2 neutrdini prvek vzhledem ke s&itani, 1 je neutrdini
j je 1 p 1]

. . .« ab _ 1
prvek vzhledem k ndsobeni a pro a # 0, b# 0 je 77 = 7.



Racionalni funkce
oceo

Touto konstrukci ,,pfidame" k okruhu R minimalni mnoZzstvi prvki
tak, abychom jiz mohli délit libovolnymi nenulovymi prvky.

Podilové t&leso okruhu R[xi, ..., x,] nazyvdme téleso
racionalnich funkci a znatime je R(x1,...,x;).

V¥echny algebraické operace s polynomy v softwarovych systémech
jako je Maple nebo Mathematica jsou provadény ve skutecnosti
nad podilovymi télesy, tj. v té&lesech racionalnich funkci, zpravidla
s pouzitim R = Q.
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Multiindex

P¥ipomerime tzv. multiidexovou symboliku.

Multiindexy

Multiindex « délky r je r-tice nezapornych celych &isel

(a1,...,q,). Celé &islo |a| = ag + - - - + «, nazyvdme velikost
multiindexu «.
Stru¢n& zapisujeme monomy x misto x;" x52 ... x?".

Pro polynomy v r proménnych pak mame symbolické vyjadreni
velice podobné obvyklému znaéeni pro polynomy v jedné proménné:

= Z anx®, g = Z aﬁxﬁ € Klx,...,x].

laf<n 18|<m

Rikdme, Ze f ma celkovy stupen n, je-li alespoii jeden z koeficient(
s multiindexem « velikosti n nenulovy.
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Afinni variety

Pro jednoduchost (existence kofenil) budeme pracovat zejména
nad C, nicméné nékteré Gvahy provedeme pro obecné téleso K.
Afinnim n-rozmé&rnym prostorem nad télesem K rozumime

K" =K x --- x K se standardni afinni strukturou.

n
Jak jsme jiz vid&li, polynom f =" a,x®* € K[x1 ..., x,] lze
pFirozenym zplsobem chdpat jako zobrazeni f: K" — K”
definované

fluy,...,up) ::E aqu®  kde u® = ugt - ufn
«

V dimenzi n = 1 popisuje rovnost f(x) = 0 jen nejvyse kone&ng&
mnoho bodi v K. Ve vy%i dimenzi bude rovnost f(x,...,X,)
popisovat podmnoziny podobné, jako jsou k¥ivky v roviné nebo
plochy v trojrozmérném prostoru, mohou ale mit docela sloZité a
samoprotinajici se tvary.



0®@00000000
Nap¥. mnoZ¥ina zadana rovnici (x? + y?)3 — 4x2y? = 0 vypada jako
Ctyflistek.
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Pékny obrazek dava také tzv. Whitneyho detnik x>z — y? = 0,
ktery kromé zndzornéné &asti na obrdazku obsahuje také celou
pfimku {x =0,y = 0}.
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Definice

Necht fi,...,f € K[xi,. .., x,]. Afinni varietou v K" uréenou
polynomy fi, ..., f, nazveme mnoZinu

fn(fl,...,f;-):{(31,...,3,,)6Kn,
fi(a1,...,an) =0; izl,...,s}

Afinni variety jsou naptiklad v8echny kuZelosecky, kvadriky a
nadkvadriky singularni i reguldrni. Mnoho p&knych kFivek &i ploch
miZeme snadno popsat jako afinni variety.

Véta

Necht V =0(f,..., 1), W = U(g1,...,8:) C K" jsou afinni
variety. Potom i V U W,V N W jsou afinni variety a plati

VNnW=9(f,...,f,&81,...,8t),
VUW =(figj, provdechnyl <i<s,1<j<t).
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Pokusime zodpovédét otazky, které se v souvislosti s varietami
bezprostfedné nabizeji.

Q Plati U(A,..., ) =07

@ Je Y(f,...,fs) kone&na mnozina?

© Jak Ize chapat pojem dimenze v p¥ipadé variet?
Tyto problémy Ize ,,rozumné&" Yesit pro variety v oboru komplexnich
Cisel (resp. pro vdechna algebraicky uzaviend t&lesa), pro redlnd
¢isla je to komplikovangjsi a velmi obtiZzné to je pro obecna télesa,
tj. naptiklad raciondlnf &isla.

Nap¥. rozhodnuti, zda B(x" + y" — z") = () nad raciondlnimi &isly
vede na velkou Fermatovu vétu.




Variety a idedly
00000®0000

Motivaéni priklad

Polynomialni rovnice maji celou ¥adu aplikaci v mnoha oblastech —
napt. v softwarovém inZenyrstvi, robotice (viz [MDS]) nebo tfeba
v teorii grafi.

Priklad

Graf G = (V, E) nazveme 3-colourable, pokud je mozné jeho
vrcholy obarvit tfemi barvami tak, aby sousedni vrcholy nemély
stejnou barvu. Pro ,obarveni* pouZijeme komplexni &islo
_ 2r .. 27

( =e3 =cos 3 + isin 3
a jeho mocniny. Snadno se uvézi, Ze obarveni viech vrcholi j € V
spliiuje xj3 = 1 a pro sousedni vrcholy j, k musi navic platit, Ze
Xj # xi. Odtud se snadno odvodi, Ze poZadovany systém rovnosti je
x? + xjxi + x; pro kazdou dvojici sousednich vrcholii a poZadovand
vlastnost grafu je ekvivalentni s neprazdnosti pfislusné variety.




Variety a idedly
000000®000

Rizné systémy polynomialnich rovnic mohou snadno zadavat
stejnou varietu. Budeme proto spolu s danym systémem rovnic
chtit uvaZovat i vSechny disledky rovnic. To vede na pojem idedlu:

Mnozinu | C R, kde R je komutativni okruh, nazveme idedlem,
plati-li 0 € | a zaroverni

f.gel = f+gel
fel,heK = f-hel

Idedly miZeme generovat podmnozinami, budeme pouZzivat
znateni | = (a1, ...,ap). Tim mame na mysli

| = {Z ajb;, bj € R}.

MnoZina generator(i mize byt také nekonelna, je-li generator(i jen
koneény polet, fikame, Ze idedl je kone¢né generovany.
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Pro varietu V = U(fi,..., fs) klademe

j(\/) = {fEK[Xl,...,Xn], f(al,...,a,,):O,V(al,...,an)e \/}

Necht fi,...,fs, g1,...,8 € K[x1,...,xn] jsou polynomy. Pak
plati
Q Jestlize (f,...,fs) = (g1,...,8t), pak
U(fr,...,f) =V(g1,. .-, 8t)
Q@ J(V(A,...,f)) je idedl a plati (fi,...,f;) C I(V(f,...,R)).
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Jednoduché pfiklady:

3({(0,0,...,0)}) = (x1,...,Xn)

J(K") = { 0} pro libovolné nekone¢né té&leso K

Inkluze opaéna k druhé &asti véty obecné neplati. Nap¥iklad varieta
U(x2, y?) m4 jediny bod — (0,0). J(V) je potom (x,y) D (x2,y?).
Jsou-li V, W C K" variety, pak platf

VW = 3(V)23(W)

Neboli polynomy, které se nulovaly na né&jaké varieté, se nutné
musi nulovat i na jeji podmnoZing&.
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MiiZeme formulovat dal$i pfirozené problémy
@ Je kazdy idedl | € K[xy, ..., x,] konetn& generovany?
@ Lze algoritmicky zjistit, zda f € (f1,...,f)?
© Jaky je presny vztah mezi (fi,...,f) a j(%(ﬂ, ce fs))?
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Dimenze 1

Podivejme se na polynomy v jedné promé&nné x:
f=aox"+ax"14+...4a, kdeay#D0.

Vedouci €len polynomu (leading term) definujeme jako
LT(f) := apx". Z¥ejm& plati

degf < degg < LT(f)|LT(g)

Necht K je t&leso a g nenulovy polynom. JiZ jsme vid&li, Ze kazdé
f € K[x] Ize jednoznatné& psat jako

f=qg-g+r kder=0nebo degr < degg

Dusledek

Necht K je t&leso. Pak kazdy idedl v K[x] je tvaru (f).
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PoloZili jsme nékolik otazek. Tady jsou odpovédi pro dimenzi 1:

© 000

Protoze U(f,...,fs) = V(GCD(f,...,f)), problém
prazdnosti variety se redukuje na problém existence kofene
polynomu.

Ze stejného divodu je vzdy kone¢nou mnoZinou izolovanych
bodi — kofend GCD(f1, ..., fs) — s jedinou vyjimkou
GCD(f1,...,f;) = 0; to nastane pouze v pFipadg, Ze
fi=fh=---=f =0. Pak je varietou celd mnoZina K.
Pojem dimenze v tomto pFipadé postrada smysl.

Kazdy idedl je generovatelny jedinym polynomem.
felfi,... )y < GCD(A,...,R)|f.

Oznatime-li (f) :=3(V(A,...,f)), pak f a GCD(f,...,fs)
se mohou liSit pouze ndsobnosti kofen(.
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Zadat varietu v prostoru pomoci dvou polynom{ znamend zadat
prinik obecné i dost komplikovanych dtvard.

P¥iklad
Nap¥.

V(x2+y> +22-1,x> +y> + z)
je kruZnice lezici v roving z = % — %\/5 Jisté proto tutéz varietu
zadame jako

V(x2+y> +22-1,22—z-1),

ptipadné

11
%(X2+y2+z,z—§+§\/§)

a podobné.

Bude proto lepsi varietu reprezentovat generujicim idedlem a pro
ten nalézt vyjad¥eni nezavislé na volbé generatori. To skute¢n&
budeme umét a navic algoritmicky!
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Nejprve najdeme potadny ekvivalent pojmu stupeii polynomu pro
ptipad vice proménnych, tak abychom viibec mohli mluvit o
vedoucim ¢lenu polynomu.

Délenim se zbytkem polynomu f € K[x, ..., x,] polynomy
gi,---,&s pak budeme rozumét vyjadreni

f=aig+---+asg+r,

kde Zadny ¢&len zbytku r nebude délitelny nékterym z vedoucich
Clend LT g;.
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P¥iklad

Naptiklad f = x%y + xy?> +y?, gt =xy —lag=y> -1
(pfedpokladejme na chvili, Ze &leny polynomi mame uspotradény).
Prvnim délenim ziskdame

f=(x+y) g+ Kx+y>*+y)

LT(y? — 1) nedéli x (vedouci &len zbytku), a tak bychom
teoreticky nemohli pokradovat dal.
PYesuneme-li v8ak toto x do zbytku, dostdvame teprve vysledek

f=(x+y) e+, +(x+y+1)

Zde jiz zadny &len zbytku neni dé&litelny Zadnym z LT (g1), LT (g2).

Jak jsme ale vlastné ur&ovali vedouci €leny?
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Usporadani na monomech

Definice

Uplné (linedrni) dobré (tj. kazdd neprazdna podmnozina ma
nejmensi prvek) uspotradani < na N” splijujici

Va,B,7€Z": a<ff — a+y<B+7y

nazveme monomidlnim uspofadanim na K[xi, ..., xp].

Usporadani na N” indukuje uspo¥addni na monomech.

Kazdy polynom lze v8ak preskladat jako klesajici posloupnost
monomi (na koeficienty ted nehledime). UspoFddéani na polynomy
rozsifime , lexikograficky", tedy vétsi je ten polynom, ktery ma
vétsi prvni monom, pokud tak nelze rozhodnout, bere se v potaz
druhy monom atd.

Ndésledujici t¥i definice zavadgji nejb&zné&ji uzivana monomialni
usporadani. V8echna se opiraji o pfedem dané usporadani
jednotlivvch promé&nnvch, standardné xi > xo > - --.
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Definice

Lexikografické usporadani <|ex je takové, Ze pro kazdé a, 5 € N
platf

@ >lex B <= Nejlevéjsi nenulovy ¢len v o — 3 je kladny

Gradované lexikografické usporddani <gex je takové, Ze pro kazdé
o, B € N” plati:

a >grex B < |a| > |B| nebo

|o| = |B] a zdroveh o >ex

Gradované opacné lexikografické usporadani <grevlex j& takové,
Ze pro kazdé a, 8 € N” plati:

Q. >grevlex B = ‘a‘ > ‘B| nebo
la| = |B| a zaroveii nejpravéjsi nenulovy Elen (o — 3) je zaporny
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Tedy x >grevlex X2 >grevlex * ** >grevlex Xn, ale pokud x >y > z,
pak X2y22 > grlex Xy32. ale X2y22 <grevlex Xy3Z.

> lexy > grlex> > greviex JSOU monomialni usporadani.

Definice

Necht f = Daent ax” € K[xi,..., xp] je nenulovy a <
monomialni. Pak definujeme:

e Stupeil multideg f := max{a € N"| a, # 0}
@ Vedouci koeficient LC f := amyltideg

o Vedouci monom LM f := xmultidegf

@ Vedouci €len LT f :=LCf-LMf

Tyto pojmy jsou tedy pro polynomy vice promé&nnych vesmés silné
zavislé na volb& konkrétniho usporadani.
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Necht f,g € K[x1,...,xn] a < je monomidini. Pak

© multideg(f- g) = multideg f + multideg g
Q f+g #0 = multideg(f+g) < max{multideg f, multideg g}
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Véta (Déleni se zbytkem)

Necht < je monomidini a F = (fi, ..., fs) s-tice polynomii
vK[xi,...,xn). Pak kaZdy f € K[xi, ..., xn] lze vyjadFit jako

f=ah+ - -+asfs+r kdeaj,reK[xy,...,x,] proi=1,2...,5

a navic r = 0 nebo r je linearni kombinaci monomd, z nichZ Zadny
neni délitelny kterymkoli z LT f1, ..., LT fs a pokud a;f; # 0 pak
multideg f > multideg a;f; pro kaZdé i.

Polynom r nazyvame zbytkem po d&leni f/F.

Véta netikd nic o jednoznanosti vysledku. Ndsledujici algoritmus
dava jedno mozné Yeseni. Nadile budeme vysledkem déleni se
zbytkem chdpat prdvé tento vystup pevné zvoleného algoritmu.
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o ai ::O,...,as ;:O7r::O,pZ:f

Q while p#0
o /=1
@ d := false

© while i < sAnotd
@ if LTF|LTp
aj=a;+ LT p/LTf;
p:zp—(LTP/LTfi)'fi (1)
d := true
@ elsei=i+1
Q@ if notd
@ r=r+LTp
@ p=p—LTp (2
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Diskuse spravnosti algoritmu

N4

P¥i kaZzdém prichodu vné&jSim cyklem se pravé jednou provede
pravé jeden z p¥ikazi (1), (2), a stupefi p tedy klesne. Proto
algoritmus skondi.

Plati invariant f = ajf1 + -+ -+ p + r a pfitom kazdy &len kaZdého
a; je podilem LT p/LT f; z n&jakého okamZiku. Proto stupeii
téchto ¢lend je mensi nez stupen p v daném okamziku a ten je
nejvyse roven stupni f. Dohromady stupen kazdého a;f; je mens
nebo roven stupni f.

.
I
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V K[x1, ..., xn] obecné& plati pouze implikace
f:alfl—i—m—l—asfs—i—o — f e <f1,...,f5>.

Priklad

Obréceni obecn& neplati, uvazujme f = xy? — x, ff = xy + 1,
f> = y? — 1. Potom algoritmus déleni d3

f=y(xy+1)+0(°—1)+ (—x—y)

ale p¥itom evidentné f = x(y? — 1), a tedy f € (f1, h).

Nasi snahou bude tento deficit napravit — zavedeme tzv.
Grobnerovy baze.
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Idedl | C K[x, ..., xp] nazyvdme monomialni, existuje-li mnoZina
A C N" takova, Ze | se sestavad pravé ze vsech polynomi tvaru

Y aca hax®, kde hy € K[xi, ..., x,]. Potom piSeme

I = (x% acA).

Ztejmé pro monomidlni idedl / plati
x? el = JaecA: xYx°

Pt¥iklad monomialniho idedlu I = (x3y, x?y*):
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Lemma

Necht | C K[xi, ..., x,] je monomidini idedl, f € K[xq, ..., x|
polynom. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni
Qfel
@ KaZdy ¢len polynomu f je prvkem I.
© Polynom f je linedrni kombinaci monomii z | s koeficienty
z K.

Disledek
Dva monomialini idedly splyvaji pravé tehdy, kdyZ obsahuji stejné
monomy.

Véta (Dicksonovo lemma)

KaZdy monomialni idedl | = (x*, a € A) C K[xq,...,x,] md
kone¢né mnoho generdtoril, tj. Ize jej psat ve tvaru
[ = (x1, ..., x%), kde ay,...,as € A.
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Je-li I CK[xi,...,xn] nenulovy idedl, ozna&me
LT :={ax® 3Ifel: LTf = ax"}

Ztejm& (LT'I) je monomialni, a tedy podle Dicksonova lemmatu
lze psat (LT I) = (LT g1,..., LT gs) pro n&jaka vhodna
g1,---,8s € 1.

Ndasledujici véta je pfikladem toho, Ze pomérné snadna tvrzeni o
monomialnich idedlech Ize ob&as rozsifit na libovolné idealy.

Véta (Hilbertova véta)

Kazdy idedl | € K[x1,...,xn] je kone&n& generovany.
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Dikaz.

Pokud by I = {0}, je tvrzeni trividlni. UvaZujme tedy / D {0}.
Podle Dicksonova lematu a pfedchozi poznamky existuji takova
gi,..-,8s €1, 26 (LTI1)= (LT gi1,...,LT gs) Zfejmé&
(g1,...,8s) C |. Vezm&me libovolné f € | a proved me dé&leni se
zbytkem s-tici g1, ..., gs. Dostdvdme

f=ag1+ - +asgs+r

kde zadny ¢&len r neni délitelny LT gy, ..., LT gs.

Protoze r = f —ajg1 —--- — asgs, plati r € I, atedy LT r € LT |.
Ztejmé tedy LT r € (LT I). P¥ipustme, Ze r # 0. Protoze (LT I)
je monomialni, musi byt LT r délitelny nékterym z jeho generatord,
tj. LT g1,...,LT gs. To je ovSem spor s vysledkem algoritmu
déleni. Proto r =0 a / je tedy generovany gi, ..., gs- OJ
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Kone¢nd baze gi,...,gs idedlu | C K[xy, ..., x,] se nazyvd
Grébnerova, jestlize plati (LT 1) = (LT g1,...,LT gs).

Baze pouzitd v ditkazu Hilbertovy véty byla Grobnerova.

Disledek
KaZzdy idedl | C K[xi,...,xn] md Grébnerovu bazi. Naopak kaZdd
mnoZina polynomi gi,...,gs € | spliujici

(LT Iy = (LT g1,...,LT gs) je Grébnerovou bazi idedlu I.
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Véta

Necht G = {g1,..., gt} je Grobnerova bize idedlu
I CK[x1,...,xa] af je polynom vK[xi,...,x,|. Pak existuje
pravé jedno r = ) anx“ € K[xq, ..., Xp] s témito vlastnostmi
@ Zidny &len r neni d8litelny Zdnym z LT g1, ..., LT g, t].
VaVi: LT gj f anx®.
Q@ dgel:f=g+r

Dusledek

Necht G = {g1,..., gt} je Grobnerova bdze idedlu
I CK[x1,...,xn] a f je polynom v K[xi,...,xp]|. Pak plati

f € | < zbytek po dé&leni f /G je nulovy
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Definice

Pro a = multideg f a = multideg g uvazme

vi= (- 7m)  kde 5; = max{as, B}

Monom x” nazyvame nejmensim spole¢nym ndsobkem (least
common multiple) monomi LM f a LM g a zavadime oznaZeni
LCM(LM f,LM g) := x7. Vyraz

x7 x7
S(f,g) = o ff = g

nazyvame S-polynomem (nebo také syzygy, neboli sp¥ezeni)
polynomi f, g.

Jedn3d se o nastroj k eliminaci vedoucich &lenti, Gaussova eliminace
je specialnim p¥ipadem tohoto postupu pro stupefi 1. Narozdil od
ni ale miZe dojit ke zvySeni stupné, i kdyz pivodni vedouci ¢leny
odstrani.
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Necht | C K[x1, ..., xs] je idedl. Pak jeho bize G = {gj,..., gt} je
Grobnerova praveé tehdy, kdyZ pro kaZdé i # j je zbytek po déleni
S(gi,gj)/ G nulovy.

Véta poskytuje Géinny prostfedek pro zjisténi, zda n&jaka baze je
Grobnerova.

Ptiklad

UvaZujme naptiklad | = (x + y,y — z). Jediny S-polynom, ktery
pfipadd v dvahu je

Xy Xy
5(X+y,y—2)=7(X+y)—7(y—2)=)<2+y2

D&lenim ziskame xz 4 y? = z(x + y) + y(y — z), a tedy dana baze
je Grobnerova.

v
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Naivni algoritmus pro Grobnerovy baze

Grobnerovy baze zavedl v roce 1965 Bruno Buchberger ve své
Ph.D. disertaci, po némz je rovné&Z pojmenovan algoritmus na
jejich vypolet. Dnes existuji dalsi algoritmy, mezi nejzndméjsi pati
Faugereho algoritmy zndmé pod ndzvem F4 a F5.

QO G=F, G :=0
@ while G # G’
o G =G
® Vp,ge G':p#£qgdo
@ s:=5(p, q)G
@ ifs#0
G :=GU{s}
Tento algoritmus ov8em neni zdaleka idealni. Lze vymyslet velmi
jednoduse vypadajici vstupy, pro néz vraci divoké vysledky. Déle
vystupni baze se pfimo odviji od vstupni, a tedy pro tentyZ idedl
zadany rliznymi bazemi da také rdzné vysledky.
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Necht G je Grobnerova bdze idedlu | a p € G takovy, Ze
LT pe (LT(G —{p})). Pak G — {p} je také Grobnerova baze I.

Duikaz.

Z definice Grobnerovy baze plati (LT ) = (LT G). Protoze
LT p e (LT(G —{p})), plati (LT(G — {p})) = (LT G). Odsud jiz
plyne tvrzeni. O

Definice

Minimalni Grobnerovou bazi idealu I je takova Grobnerova bdze G,
Ze pro véechna p € G plati LC p =1 a zéroveii

LTp ¢ (LT(G —{p}))
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Pyiklad
Napfiklad mé&jme Clx, y] a <griex,
| = (fi,f) = (x> —2xy, x°y — 2y? + x). Zmin&ny algoritmus d3

(A,...,fs) = (x3 — 2xy,X2y — 2y2 + x, —x2, —2xy, —2y2 + x)

P¥itom plati LT fi =x3 = —xLT s a LT f, = —%x LT f; a tedy
fi a f> jsou zbytelné.

VEimnéme si: pro kazdé a je {x? + axy, xy, y*> — 1/2x} minimdln{
Grobnerovou bazi uvedeného idedlu.
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Polynom g € G nazveme redukovany pro bazi G, pokud Z3adny
z jeho monom nelezi v (LT (G — {g})). Redukovanou
Grobnerovou bazi idedlu | potom nazveme takovou Grobnerovu
bazi G, Ze pro viechna p € G plati LC p =1 a zaroveii p je
redukovany pro G.

Zjevné kazda redukovana Grobnerova baze je minimalni a navic
plati:

Je-li polynom g redukovany pro néjakou minimaini Grobnerovu
bazi G idedlu I, pak je také redukovany pro kaZdou minimalni
Grobnerovu bazi G’ tého? idedlu, kterd jej obsahuje.
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Tvrzeni dokdZzeme sporem. Uvazme G = {g1,...,8s},
G'={gl,....gilag="+m+ - kde me (LT(G' — {g}))

(tj. g neni redukovany pro G’). Potom

m=a; LT g; + ---+ a; LT g{ pro n&aké vhodné polynomy
ai,...,a:. Protoze G i G’ jsou Grobnerovy bdze tého? idedlu, plati
(LT G) = (LT G'), a tedy kazdé LT g/ Ize vyjidfit jako kombinaci
LT g,...,LT gs. Odtud uz plyne m € (LT G) a protoze je G’
minimalni, je m € (LT(G \ {g})), coZ je spor s predpokladanou
redukovanosti g pro G. Ol
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Necht | C k[xi, ..., xn] je nenulovy. Pak pro kaZdé monomiaini
usporadani existuje pravé jedna redukovana Grobnerova baze
idedlu I. Navic kaZdou Grobnerovu bazi Ize algoritmicky redukovat.
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Eliminaéni véta

Na zavér si uved me alespofi jednu aplikaci.

Budeme povaZovat okruh K[xp;1, ..., xs] za podokruh
K[x1,...,xs]. Jednd se o polynomy, v nichZ se nevyskytuji
proménné xi, ..., Xp. Je to skute¢né podokruh, ale uz ne idedl.

Necht | = (f,...,f) CK[x1,...,xn]. Pro p=0,...,n definujeme

lo == 1N K[Xp41, ..., Xn]

Tuto mnoZinu nazveme p-tym eliminaénim idedlem.

Samozifejmé I, je idedlem pouze v K[xp11, ..., Xn).
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Na drovni polynomidlnich rovnic /, obsahuje v8echny rovnice, které
jsou dusledky systému 41 = 0,...,f; = 0 a v kterych vystupuji
pouze prom&nné Xpi1, ..., Xp.

Véta (Eliminagni v&ta)

Necht | C K[xq,...,xn] je idedl, G = {g1,...,8m} jeho
Grobnerova baze vzhledem k <ex. Promé&nné necht jsou
usporadany xi > jex Xo >jex - -+ . Potom pro kazdé p=10,...,n je
Gp := G NK[xpt1,...,xn] Grébnerovou bazi idedlu Ip.
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