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Uvodni motivace

Nasim cilem nyni bude vybudovat zakladni prostfedky pro feSeni

tloh obdobnych témto:

odvozeni Cayleyho formule Uréete pocet stromi na danych n
vrcholech.

Analyza algoritml Urlete oekdvany polet porovnani b&hem
algoritmu Quicksort.
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Quicksort — analyza primérného p¥ipadu

Ukézka implementace (divide and conquer, rozmyslete, pro¢ neni
optimélni):
if L= []: return []
return gsort([x for x in L[1:] if x<L[O]])
+ L[0:1]
+ gsort ([x for x in L[1:] if x>=L[0]])

@ Potet porovnani pf¥i rozdéleni (divide): n — 1.
@ (P¥edpoklad ndhodnosti): Pravdépodobnost toho, Ze prvek
L[0] je k-ty nejvétsi, je L.
© Velikost t¥idénych poli ve fazi conquer: k —1 a n— k.
Pro stfedni hodnotu poctu porovnani tak dostavame rekurentni
vztah:

n
1
Cn:n—l—FZ;(Ck,l—i-Cn,k).
k=1
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Zjednoduseni rekurence

"1
Cn:n_l‘i‘Z;(Ck—l"‘Cn—k); Co=0.

C,=n—1+ g Z Cr_1 symetrie obou sum
n
n
nChp=n(n—1)+2 Z Ci_1 vyndsob n
k=1
(n—1)Ch—1 = (n—1)( )+ 2 Z Ci_1 tentyZ vyraz pro Cp_1

nCp=(n+1)Ch_1+2(n— 1) odelteno a upraveno
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Vyfteseni rekurence

nC,=(n+1)Cy_1+2(n—1)
PYestoZe jsme jiZ rekurenci vyrazné zjednodusili, takZze je moZné
jednoduse iterativné hodnoty C, dopocitat, je &asto Zddouci tyto
hodnoty konkrétn& (nebo alespoii pFiblizn&) vyjadFit explicitng jako
funkci n.
Nejprve si pomiizeme drobnym trikem, kdy vydélime obé& strany
vyrazem n(n+1):
Cn Cn_1 2(n — 1)
= +
n+1 n n(n+1)

Nyni tento vztah ,rozbalime" (telescope, p¥ip. si pomiZeme
substituci B, = C,/(n+1)):

G 2(n—1)  2(n—2) 21 G

n+1 n(n+1) (n—l)n+. +2'3+ 2
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Vyfteseni rekurence

Odkud 1
.

G QZ;_

ntl - Tkt )kt 2)

Vyraz se¢teme napft. pomocf rozkladu na parcidlni zlomky
k _ 2
m = %12 k+1 a dostaneme

o 1
=2 (Hpp1 -2+ ——
n+1 ( 1o +1>

odkud
Co=2(n+1)Hpp1 —4(n+1)+2

(Hn = Y_4_; % je souget prvnich n €lenii harmonické Yady).
P¥itom je mozné odhadnout H, ~ 1" d7X + v, odkud

Co~2(n+1)(In(n+1)+~vy—-2)+2.



Opakovani

Opakovani kombinatorickych vztahi

Struéné& nyni zopakujme nékteré dilezité kombinatorické pojmy a

vztahy:
n
. . n(n+1) n+1
Aritmetickd fad k= ——2 =
rmerikd rade. > k= "1 ("3
Geometrickd rada Z X -1
x—1
n
Binomickd véta (x+y)'= Z (k) xkyn=k
k=0
n
k 1
Horni binomicka fada Z (m) = <:7—:_ 1>

k=0

m-+n s m n
ki 1 =
Vandermondova konvoluce < , ) Z ( k> (r _ k>

k=0
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Motto: spojité a diskrétni modely se vzajemné

potrebuji a doplriuji.

Mame v penéZence 4 korunové mince, 5 dvoukorunovych a 3
pétikorunové. Z automatu, ktery nevraci, chceme minerdlku za 22
K&. Kolika zplisoby to umime, aniZz bychom ztratili preplatek?

Hledame zjevné &isla i, j a k takova, Zze i + j + k = 22 a zaroveii
i€{0,1,2,3,4}, j€{0,2,4,6,8,10}, k € {0,5,10,15}.

UvaZme sou&in polynomi (tfeba nad redlnymi &isly)

(x4 3 x) (P x4 x4 xB 4 A0) (O 4x P 4 x 104 x1P).

Mé&lo by byt zfejmé, Ze hledany polet Yeseni je diky

(Cauchyovskému) zptisobu ndsobeni polynom pravé koeficient

u x%2 ve vysledném polynomu. Skuteén& tak dostdvame Etyf¥i

mozZnosti 35 +3%x2+1x1,3x5+2%x24+3x%1,
2%¥54+5%x24+2x1a2%x5+4%x2+4x1.



PY¥edchozi pt¥iklad asi vypadal spi$ jako sloZity zapis jednoduchych
~backtrackingovych tvah“. Nasledujici p¥iklad ukazuje, Ze tento
postup Ize ale s vyhodou zobecnit.

Necht /, J jsou kone¢né mnoZiny nezdpornych celych &isel. Potom
je pro dané r € N potet ¥edeni (i, ) rovnice i + j = r spliiujicich

i € 1,j € Jroven koeficientu u x” v polynomu (3o, x')(3;¢, ).

Kolika zplsoby mizeme pomoci minci (1, 2, 5, 10, 20 a 50 K&)
zaplatit platbu 100 K¢?

Hledame p¥irozena &isla ay, ap, as, a1p, azo a asp takova, Ze a; je
nasobkem i pro viechna i € {1,2,5,10,20,50} a zarovef

a1+ ax + as + a0 + azx + asp = 100. Podobné jako vyse je vidét,
e pozadovany potet Ize ziskat jako koeficient u x100 v
A+x+x2+. )01+ +x+.. )0+ +x19+..)

A+ x4 X0 YA+ xP x4 ) A+ X0 X100 )
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Podobnym zplisobem miiZzeme znovu velmi snadno odvodit nékteré

kombinatorické vztahy, které zname jiz z d¥ivéjska. VyuZijeme
pfitom binomickou vétu.

Vé&ta (binomickd)

Prone N ar € R plati

= (3)+ (D) (3)e o (D)

Na levou stranu se mizeme divat jako na soucin n polynomd,
pravé je zapisem polynomu vzniklého jejich roznasobenim.
Dosazenim ¢&isel x = 1, resp. x = —1 dostdvame zndmé vzorce:

Dusledek
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Podivdme se ted na ob& strany v binomické vété ,spojityma
o¢ima" a s vyuZitim vlastnosti derivaci odvodime dalsi vztah mezi
kombina&nimi &isly.

Dusledek
Plati

Diikaz.

Na obé strany binomické véty se podivame jako na polynomidlni
funkce. Derivaci levé strany dostaneme n(1 4 x)"~, derivaci pravé
strany (&len po &lenu) pak > ) k(Z)xk_l. Dosazenim x =1

dostaneme tvrzeni. ]
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~Flashback™ do algebry

Jesté upozornéme na vzdalenou souvislost se systémy
polynomiéalnich rovnic, kterym jsme se v&novali minule. Ty Ize
pouzit na ¥eSeni obdobného typu dloh.

Priklad

Jaky je minimalni pocet bankovek pottebny k zaplaceni 77700 K&?
UvaZujte nejprve, Ze k dispozici mate bankovky v hodnoté 100 K¢,
200 K¢, 500 K¢, 1000 Ké. Potom predpokladejte, Ze mate i
bankovku 2000 K¢ a na konec predpokladejte, Ze nemate bankovky
2000 K¢, ale mate bankovky v hodnoté 5000 K¢&.

Regeni

| A\

Ozna&me si bankovky po ¥adé& prom&nnymi s, d, p, t, D, P. Platbu
bude reprezentovat polynom v téchto proménnych tak, Ze
exponent kazdé proménné bude uréovat pocet pouZzitych
pFislusnych bankovek. Pokud zaplatime deseti tisicikorunami, deseti
p&tisetkorunami i stokorunami, pak bude g = t10p10s%27
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Regenf (pokr.)

Pokud mame pouze bankovky s, d, p, t, pak ma idedl popisujici
vztah jednotlivych bankovek tvar /; = (s?> —d, s> — p,s'0 — t).
Abychom minimalizovali poéet pouZitych bankovek, spo&itame
Grobnerovu bazi vzhledem ke gradovanému opa&nému
lexikografickému uspotradani (chceme eliminovat malé bankovky)

G = (p?> —t,s> —d,d® — sp,sd®> — p).

Nyni vezmeme libovolny polynom reprezentujici danou platbu.
Redukci tohoto polynomu vzhledem k bdzi G; dostaneme polynom,
jehoz stupeni je vzhledem k nasemu monomidlnimu uspofadani
nejmensi a je jednoduché si rozmyslet, Ze to je prdvé polynom
reprezentujici optimalni platbu. Vezmé&me tedy nap¥. g = s’"".
Redukce vzhledem ke G; je pak t’"pd. To znamend, Ye optimalni
platba v prvnim pFipadé je 77 tisicikorun, jedna pétisetkoruna a
jedna dvousetkoruna. Dohromady tedy 79 bankovek.
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Redeni (pokr.)

V druhém pfipadé, kdy mame i bankovku D, je ideal
h=(s®>—d,s®—p,s'%—t 520 — D) a jeho Grobnerova baze je

Gy = (t?—D,p* —t,s> —d,d® — sp,sd®> — p).

Redukce q = s’77 vzhledem ke G, da D38tpd, takZe tentokrat
zaplatime 41 bankovkami. Ve tfetim p¥ipadé je
k= (s®>—d,s®—p,s® -t P)a

G3:(l’5—P,p2—t,52—d,d3—sp,5d2—p),

a redukce je proto rovna P®t?pd. V tomto p¥ipadé tedy
potfebujeme pouze 19 bankovek. ]

Tuto jednoduchou tlohu Ize samozifejmé vyfesit rychle prostou
Gvahou. Uvedeny postup pouZzivajici Grobnerovu bazi ovsem dava
univerzalni algoritmus. ktery Ize automaticky pouZit pro vyssi
Castky a jiné, slozit&jsi p¥ipady.
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(Formalni) mocninné ¥ady

Bud ddna nekone&nd posloupnost a = (ag, a1, az, - - .). Jeji
vytvotujici funkci rozumime (formalni) mocninnou ¥adu tvaru

o
Za,-x’ = ap+ aix+apx® -
i=0

Poznamka

O formalni mocninné ¥fad& hovo¥ime proto, Ze se zatim na tuto
fadu divdme Cisté formaln& jako na jiny zapis dané posloupnosti a
nezajimame se o konvergenci. Na druhou stranu to ale znamen3, Ze
formalni mocninna ¥ada neni funkce a nemiZeme do ni dosazovat.
To ovsem vzapéti napravime, kdyZ s vyuZitim znalosti z analyzy
nekoneénych ¥ad prejdeme od formdlnich mocninnnych ¥ad

k p¥islusnym funkcim.
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Priklad

Posloupnosti samych jedni¢ek odpovida formalni mocninna ¥ada
1+x+x%>+x34---. Z analyzy vime, %e stejn& zapsana mocninna
fada konverguje pro x € (—1,1) a jeji soulet je roven funkci

1/(1 — x). Stejn& tak obrdceng, rozvineme-li tuto funkci do
Taylorovy fady v bodé 0, dostaneme zfejmé pilivodni fadu.
Takovéto ,,zakédovani posloupnosti Cisel do funkce a zpét je
kli¢covym obratem v teorii vytvotujicich funkci.

Jak jsme jiZ zminili, tento obrat lze ale pouZit pouze tehdy, pokud
vime, Ze ¥ada alespoii v n&jakém okoli 0 konverguje. Casto ale
,diskrétni" matematici pouzivaji nasledujici , podvod":
@ pomoci formalnich mocninnych ¥ad odvodi n&jaky vztah
(formuli, rekurenci,...) bez toho, aby se zajimali
o konvergenci
@ jinymi prostfedky (&asto matematickou indukci) tento vztah

dokazou
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Vytvofujici funkce v praxi vyuZivdme:
@ k nalezeni explicitni formule pro n-ty ¢len posloupnosti;

@ Casto vytvotujici funkce vychazeji z rekurentnich vztah,
obcas ale diky nim odvodime rekurentni vztahy nové;

@ vypolet priméri &i jinych statistickych zavislosti (nap¥.
primé&rna sloZitost algoritmu);
o dikaz riznych identit;

@ Casto je nalezeni pfesného vztahu pf¥ilis obtizné, ale mnohdy
stali vztah pfiblizny nebo alespoii asymptotické chovani.
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Exponencidlni vytvorujici funkce

Kromé vy$e zminénych vytvofujicich funkci se v praxi rovnéz ¢asto
objevuji jejich tzv. exponencidlni varianty?.

gx) = Zgn%

n>0

Poznamka

Jméno vychazi z toho, Ze exponencidlni funkce e* je
(exponencidlni) vytvotujici funkei pro zékladni posloupnost
(1,1,1,1,...).

V n&kterych p¥ipadech (nap¥. v ditkazu Cayleyho véty) je pouZiti
exponencialnich vytvofujicich funkci vyhodnégjsi.

'Pouzivaji se i dal¥i typy vytvotujicich funkci (napk. v teorii &isel se pouZivaji
Dirichletovy vytvotujici funkce, kde roli faktoru x” hraje n™*), ale t&mi se zde
zabyvat nebudeme.
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Dosazovani do mocninnych ¥ad

Ndsledujici vétu zndte z matematické analyzy z lofiského semestru:

Bud (ag, a1, a2, . .. ) posloupnost redlnych &isel. Plati-li pro n&jaké
K € R, Ze pro vsechna n > 1 je |a,| < K", pak Fada

konverguje pro kaZdé x € (—%, %) Soucet této Fady tedy definuje
funkci na uvedeném intervalu, tuto funkci oznalujeme rovnéz a(x).
Hodnotami funkce a(x) na libovolném okoli 0 je jednozna&né&
uréena piivodni posloupnost, nebot mad a(x) v 0 derivace vsech
Fadi a plati

a("(0)

ap =
n!
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