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(Formalni) mocninné ¥ady

Bud ddna nekone&nd posloupnost a = (ag, a1, az, - - .). Jeji
vytvotujici funkci rozumime (formalni) mocninnou ¥adu tvaru

oo
Za,-x’ =ao+ aix +apx® -
i=0

Poznamka

O formalni mocninné ¥fad& hovo¥ime proto, Ze se zatim na tuto
fadu divdme Cisté formaln& jako na jiny zapis dané posloupnosti a
nezajimame se o konvergenci. Na druhou stranu to ale znamen3, Ze
formalni mocninna ¥ada neni funkce a nemiZeme do ni dosazovat.
To ovsem vzapéti napravime, kdyZ s vyuZitim znalosti z analyzy
nekoneénych ¥ad prejdeme od formdlnich mocninnnych ¥ad

k p¥islusnym funkcim.
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Priklad

Posloupnosti samych jedni¢ek odpovida formalni mocninna ¥ada
1+x+x?>+x34---. Z analyzy vime, %e stejn& zapsana mocninna
fada konverguje pro x € (—1,1) a jeji soulet je roven funkci

1/(1 — x). Stejn& tak obrdceng, rozvineme-li tuto funkci do
Taylorovy fady v bodé 0, dostaneme zfejmé pilivodni fadu.
Takovéto ,,zakédovani posloupnosti Cisel do funkce a zpét je
klicovym obratem v teorii vytvotujicich funkci.

Jak jsme jiZ zminili, tento obrat lze ale pouZit pouze tehdy, pokud
vime, Ze ¥ada alespoii v n&jakém okoli 0 konverguje. Casto ale
,diskrétni" matematici pouzivaji nasledujici , podvod":
@ pomoci formalnich mocninnych ¥ad odvodi n&jaky vztah
(formuli, rekurenci,...) bez toho, aby se zajimali
o konvergenci
@ jinymi prostfedky (&asto matematickou indukci) tento vztah

dokazou
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Vytvofujici funkce v praxi vyuZivdme:
@ k nalezeni explicitni formule pro n-ty ¢len posloupnosti;

@ Casto vytvotujici funkce vychazeji z rekurentnich vztah,
obcas ale diky nim odvodime rekurentni vztahy nové;

@ vypolet priméri &i jinych statistickych zavislosti (nap¥.
primé&rna sloZitost algoritmu);
o dikaz riznych identit;

@ Casto je nalezeni pfesného vztahu pf¥ilis obtizné, ale mnohdy
stali vztah priblizny nebo alespoii asymptotické chovani.
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Exponencidlni vytvorujici funkce

Kromé vy$e zminénych vytvofujicich funkci se v praxi rovnéz ¢asto
objevuji jejich tzv. exponencidlni varianty?.

gx) = Zgn%

n>0

Poznamka

Jméno vychazi z toho, Ze exponencidlni funkce e* je
(exponencidlni) vytvotujici funkei pro zékladni posloupnost
(1,1,1,1,...).

V nékterych p¥ipadech (nap¥. v ditkazu Cayleyho véty) je pouZiti
exponencialnich vytvofujicich funkci vyhodnégjsi.

'Pouzivaji se i dal¥i typy vytvotujicich funkci (napk. v teorii &isel se pouZivaji
Dirichletovy vytvotujici funkce, kde roli faktoru x” hraje n™*), ale t&mi se zde
zabyvat nebudeme.
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Dosazovani do mocninnych ¥ad

Ndsledujici vétu zndte z matematické analyzy z lofiského semestru:

Bud (ag, a1, a2, . .. ) posloupnost redlnych &isel. Plati-li pro n&jaké
K € R, Ze pro viechna n > 1 je |a,| < K", pak Fada

konverguje pro kaZdé x € (—%, %) Soucet této Fady tedy definuje
funkci na uvedeném intervalu, tuto funkci oznalujeme rovné&z a(x).
Hodnotami funkce a(x) na libovolném okoli 0 je jednozna&né&
uréena piivodni posloupnost, nebot mad a(x) v 0 derivace vsech
Fadi a plati

a("(0)

ap =
n!
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n>0
| 1 x"
n = —
1—x n’
n>1
Xn
X -
& = Z nl’
n>0
X2n+l
sinx = -1)" ,
;)( ) (2n+1)!
Yy
Ccos X = -1 ,
= (2n)!



oe
Poznamka

@ Posledni vzorec

(1+x)" =Y <l:)xk

je tzv. zobecnéna binomicka véta, kde pro r € R je
binomicky koeficient definovan vztahem

(D _ = W=erl =)

Specidln& klademe () = 1.

@ Pro n € N z uvedeného vztahu snadno dostaneme

1 _(0+n—1 k+n—-1\ ,
(1_X)n_< o >+...+< - )X o
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Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:

e Stitani (a; + b;) posloupnosti &len po ¢lenu odpovidd soulet
a(x) + b(x) pfislusnych vytvotujicich funkei.

@ Vyndsobeni (« - a;) viech €lenl posloupnosti stejnym skaldrem
o odpovida vyndsobeni « - a(x) pFislusné vytvotujici funkce.

@ Vynasobeni vytvotujici funkce a(x) monomem x* odpovida
posunuti posloupnosti doprava o k mist a jeji dopInéni nulami.

@ Pro posunuti posloupnosti doleva o k mist (tj. vynechani
prvnich k mist posloupnosti) nejprve od a(x) odetteme
polynom by (x) odpovidaji posloupnosti (ag,...,ak-1,0,...) a
poté pod&lime vytvotujici funkci x.

@ Substituci polynomu f(x) s nulovym absolutnim ¢lenem za x
vytvofime specifické kombinace ¢lenl plvodni posloupnosti.
Jednoduse je vyjadfime pro f(x) = ax, coz odpovidd
vynasobeni k—tého &lenu posloupnosti skaldrem . Dosazeni
f(x) = x" nam do posloupnosti mezi kazdé dva €leny vloZi
n—1 nul.
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Dalsimi dileZitymi operacemi, které se p¥i praci s vytvofujicimi
funkcemi €asto objevuji, jsou:

@ Derivovani podle x: funkce a'(x) vytvofuje posloupnost
(a1,2az,3as,...), Elen s indexem k je (k + 1)aks1 (tj.
mocninnou ¥adu derivujeme &len po €lenu).

@ Integrovani: funkce fg a(t) dt vytvofuje posloupnost
(0, ao, %al, %82, %33, ...), pro k > 1 je &len s indexem k roven
%ak_l (z¥ejmé je derivaci p¥islu¥né mocninné ¥ady €len po
¢lenu pavodni funkce a(x)).

o Nasobeni ¥ad: soutin a(x)b(x) je vytvotujici funkci
posloupnosti (co, c1, ¢2, . .. ), kde

Ck = Z a,-bj,
i+j=k
tj. ¢leny v soudinu aZ po ¢ jsou stejné jako v soudinu
(a0 + a1x + apx® + - - + arx¥)(bo + b1x + bax? 4 - - - byx¥).
Posloupnost (c,) byvé také nazyvana konvoluci posloupnosti

(an), (bn).
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UkaZme si dilezity pfiklad vyuZivajici konvoluci posloupnosti:

ﬁa(x) je v.f.p. (a0, a0 + a1,a0 + a1 + a2, .. .).
Odtud nap¥. dostdvame, Ze

1

1—x

je v.f.p. harmonickych &isel  H,.

P¥iklad
yo 1 _ n ‘V4 ( :
ProtoZe 1= = )50 X", dostdvdme konvoluci posloupnosti

(1,1,...) se sebou vztahy

1 N I n+2\ ,
T xp = 2 (1x)3—2( 2 >X’

n>0 n>0

TRV

co? jiz sice mame dokdzano z dfivéjska (dokonce dvakrat — jednou
diky zobecné&né binomické vét& a podruhé diky derivaci ¥ady), ale
dalsi diikaz jist& nezaskodi ©®
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Priklad

V krabici je 30 ¢ervenych, 40 modrych a 50 bilych mi¢kd, micky
stejné barvy pfitom nelze rozeznat. Kolika zplisoby je mozZné vybrat
soubor 70 mi¢ka?

Regeni

70

Hledany podet je roven koeficientu u x’® v soucinu

A+x+x2+ 4+ 1 +x+x2+ -+ xO) A+ x4+ 52+ +x%0).

Tento soudin upravime na tvar
(1 —x)73(1 — x3)(1 — x*)(1 — x®'), odkud pomoci zobecn&né
binomické véty dostaneme

() + Q)+ ()Y st

a tedy koeficientem u x79 je z¥ejm&
(70;—2) _ (70—&-5—31) _ (70—1—3—41) . (70+§—51) — 1061.
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DokaZte, Ze

Regeni

PotFebnou konvoluci ziskdame soudinem ¥ad ﬁ a1 Ing=.
Odtud

n

Kl =D #(n+1-k),
k=1

odkud jiZ snadnou tpravou dostaneme poZadované.
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