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Resgenf rekurenci

Poznamka

(Nejen) pro manipulace se sumami pouZivaji autofi Concrete
mathematics velmi vhodné oznaéeni [logicky predikdt] —
vyraz je roven 1 v ptipad& splnéni predikatu, jinak 0.

Nap¥. [n = 1], [2|n] apod.

Pro vyjad¥eni koeficientu u x” ve vytvotujici funkci F(x) se pak
Casto pouzivd zapis [x"]F(x).
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Redeni rekurenci

Mocninné ¥ady jsou velmi silnym ndstrojem pro FeSeni rekurenci.
Tim je minéno vyjadfeni &lenu a, jako funkci n. Casto se s pomoci
fad podaf¥i vyfesit na prvni pohled velmi slozité rekurence.

Obvykly (taktka mechanicky) postup pro ¥eeni rekurenci se sklddd
ze 4 krokd:

@ Zapiseme jedinou rovnici zavislost a, na ostatnich &lenech
posloupnosti. Tento vztah musi platit pro vSechna n € Ng
(pfedpoklddajice a_1 = a_p =---=0).

@ Obé& strany rovnice vynasobime x” a sefteme p¥es viechna
n € Np. Na jedné stran& tak dostaneme ) an,x", co? je
vytvotujici funkce A(x). Pravou stranu vztahu je pak t¥eba
upravit na vyraz rovn&z obsahujici A(x).

@ Zjist&na rovnice se vyredi vzhledem k A(x).

© Vysledné A(x) se rozvine do mocninné ¥ady, p¥i¢emz
koeficient u x" uddva a,, tj. a, = [x"]A(x) .



Priklad

Reste rekurenci

30:0,31:1

ap =5ap-1—6a, 2

e Krok 1: a, =5a,-1 — 6a,—2 + [n=1].
o Krok 2: A(x) = 5xA(x) — 6x?A(x) + x.
o Krok 3:

X 1 1

A(x) = — _ .
)= 6 " 1-3x 1_2x
o Krok 4: a, =37 —2".
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Analyza Quicksortu pomoci vytvofujicich funkci

Vy¥eSme nyni rekurenci

nC, = n(n— 1)—|—2Z C1,G=0G =0
k=1

pomoci uvedeného postupu.
® ano ”Can = Zn>0 n(n—1)x" +2 ano(Zﬂzl Cr—1)x"
o xC'(x) = (1 X)3 _|_2XC(X)

@ VyFedime tuto lineadrni diferencidlni rovnici prvniho ¥adu

2
(vyndsobime integracm’m faktorem e TTx = (1 —x)?,
odkud [(1 —x)2C(x)] = ), a tedy

2 1
= | _
C(x) (1—x)2<n1—x x),
odkud kone¢n& C, = 2(n+ 1)(Hp41 — 1) — 2n.
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Fibonacciho ¢&isla a zlaty fez

P¥ipomeiime, Ze Fibonacciho &isla jsou ddna rekurentnim
predpisem
F0207F1:17Fn+2:Fn+1+Fn'

Jiz d¥ive jste si uvadéli viemoZné vyskyty této posloupnosti
v pfirod&, v matematice nebo v teoretické informatice (podrobn&
viz http://is.muni.cz/th/41281/prif_d/disertace.pdf).
Nagim cilem bude (op&t) najit formuli pro vypolet n-tého €lenu
posloupnosti.
UvaZme vytvotujici funkci F(x) Fibonacciho posloupnosti. Pak
ztejm& F(x) — xF(x) — x*F(x) = x, a tedy

X

F(x) =

11— x—x2'


http://is.muni.cz/th/41281/prif_d/disertace.pdf
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P¥iklad — pokr.

Nasim cilem je tedy odvodit vztah pro n-ty ¢len posloupnosti
odpovidajici vytvotujici funkci F(x) = .
Vyuzijeme k tomu rozklad na parcidlni zlomky a dostaneme
X A B
_l’_

1-x—x2 x—x3 X—x0

kde x1, x> jsou kofeny polynomu 1 — x — x?> a A, B vhodné
konstanty odvozené z po¢ateénich podminek. Po substituci
A1 = 1/x1, A2 = 1/xo dostavdme vztah

X a b

1—x—x2_1—)\1x+1—)\2x’

odkud snadno pomoci znalosti o vytvotujicich funkcich
Fr=a-A{+b-)\J.
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P¥iklad — zavér

S vyuZitim pocateénich podminek dostavame
1
Fhr=—

5[+ -(=))

Jist& je zajimavé, Ze tento vyraz plny iraciondlnich &isel je vzdy
celoiselny.
Uvazime-li navic, ze (1 — \/3)/2 ~ —0.618, vidime, Ze pro viechna
ptirozena &isla lze F,, snadno spoditat zaokrouhlenim &isla
L (X55)". Navic je videt, Ze im0 Fo/Fpi1 = 1/M ~ 0.618,

5
coz je pomér zndmy jako zlaty fez — objevuje se jiz od antiky
v architektute, vytvarném uméni i hudbé.
Analogicky postup je mozné pouZit p¥i feSeni obecnych linedrnich
diferen¢nich rovnic k-tého stupné& s konstatnimi koeficienty. Ma-li
charakteristickd rovnice jednoduché koteny, je situace jednodussi —
viz dFive.
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Rozklad na parcialni zlomky — pfipomenuti

Jak jsme jiz vidéli na p¥ikladu Fibonacciho posloupnosti, v kroku 4
¢asto s vyhodou vyuzijeme rozkladu na parcialni zlomky. Ten
jsme jiz vidéli d¥ive (&asto se pouZiva pFi integraci racionalnich
lomenych funkci), proto pfipomeneme jen stru¢né:
e PYedpokldddme, Ze P(x)/Q(x) je podil polynomi, kde
st P < st Q (jinak vyd&lime se zbytkem) a P(x), Q(x) nemaji
spole¢né kofeny.
@ Polynom Q(x) rozloZime na kofenové &initele.

@ Jsou-li v8echny kofeny g, ..., ay jednoduché, pak
P(x A A
RX) x—-—m X —
@ Ma3-li kofen « ndsobnost k, pak jsou pFislusné parcialni zlomky
tvaru A 2 2
1 2 Ly k
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Rozklad na parcialni zlomky — pokr.

@ V pripadé dvojice komplexné sdruzenych kofenl nahrazujeme
stitanec A/(x — a) stitancem (Ax + B)/(x? + px + q) v&etn&
ptislusnych mocnin jmenovatele.

@ Nezndmé dopotitame bud roznisobenim a porovndnim

koeficientl u jednotlivych mocnin x nebo dosazenim
jednotlivych kofeni.

o Vyrazy A/(x — a)¥ prevedeme na vyrazy tvaru B/(1 — fx)¥
vyd&lenim Citatele i jmenovatele vyrazem (—a)X. Tento vyraz
jiz umime rozvinout do mocninné ¥ady.
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Bindrni stromy a Catalanova &isla

S vyuZitim vytvofujicich funkci uréime formuli pro polet b,
binarnich stromi na n vrcholech, které je pro nase ti¢ely mozné
definovat jako ko¥en s uspotradanou dvojici [levy bindrni podstrom,
pravy bindrni podstrom|. Prozkoumdanim p¥ipadi pro mald n
vidime, Ze

bp=1,b1 =1,b =2,b3 =5.

Snadno nahlédneme, Ze pro n > 1 vyhovuje b, rekurentni formuli

b, = bob_1 + b1bp_3 + - - -+ by_1bo.

Vidime, Ze jde vlastné o konvoluci posloupnosti. Vztah upravime,
aby platil pro vdechna n € Np:

b, = Z bibp_j_1+ [n = O]

0<k<n

Tim mame hotov krok 1.
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V kroku 2 vyndsobime ob& strany x” a se¢teme. Je-li B(x)
odpovidajici vytvotujici funkce, pak:

B(X) = Z byx" = Z bibp_j—1x" + Z[n = O]x” =
n n,k n,k

- Z brx (Z bnk1X"_k> +1=
k n

= Z bx*(xB(x)) +1 = B(x) - xB(x) + 1.
k

Pozorny &tend¥ si jisté povsiml, Ze ve vySe uvedeném vypoltu jsme
nahradili konvoluci b, = bgbp—1 + bibp—2 + - -+ + by—1bg vztahem
bn = bObn—l +-+ bn—lbO + bnb—l + bn+1b—2 + Dllky nasi
konvenci to ale neni problém a velmi to usnadfiuje prici se sumami
(s nekonenymi soulty se zde pracuje podstatné snadng&ji nez

s kone¢nymi, kdy musime neustéle hlidat meze).
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V kroku 3 ¥e¥ime kvadratickou rovnici B(x) = xB(x)? + 1 pro

B(x) :

1++1—4x
2x '
Znaménko + ale nepfichazi v lvahu, protoze pak by pro x — 04
B(x) méla limitu oo, zatimco vytvotujici funkce pro nasi
posloupnost musi mit v 0 hodnotu by = 1.
Zbyva uz pouze krok 4, tedy rozvinout B(x) do mocninné ¥ady.
Rozvoj ziskdme pomoci zobecnéné binomické véty

R 3 Gy (SRR B o Pty [y
a po vyd&leni 1 — /T — 4x vyrazem 2x dostaneme
B9 =3 . ( Y f>(_4x)k—1 _
-y (—i/z) (;ixin ¥ <2nn> ninr

n>0 n>0

B(x) =
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Catalanova ¢&isla

Dokazali jsme, Ze polet bindrnich péstovanych stromi na n
: _ 1 2ny _ ¢ <

vrcholech je roven b, = 25 ( n) tato vyznamna posloupnost se

nazyva posloupnost Catalanovych &isel. Kromé toho, Ze Catalanova

&isla vyjadfuji poet bindrnich p&stovanych stromi, vystupuji

rovnéz jako:

@ pocet slov délky 2n obsahujicich n znakld X a Y takovych, Ze
zadny prefix slova neobsahuje vice Y nez X

@ podobné& takové fronty u pokladny (5koruny a 10koruny), Ze
nezdsobend pokladna miZe vzdy vratit

@ polet korektné ozavorkovanych vyrazi sloZenych z levych a
pravych zavorek

@ potet monotdnnich cest z [0,0] do [n, n] podél stran
jednotkovych ¢&tvercil, které neptekroli diagonalu

@ pocet riznych triangulaci konvexniho (n + 2)-dhelniku.
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Jesté jeden ptiklad

Priklad

Vyteste rekurenci

dp = a1 = 1
an =ap-1+ 2an—2 + (_1)n

Regeni

| \

Tato rekurence je opét jiného typu neZ dosud studované. Jako vzdy
neuskodi vypsani prvnich nékolika &lenli posloupnosti (ted ale ani
moc nepomUZe, snad jen pro kontrolu spravnosti vysledku).?

?Narozdil od tvrzeni v Concrete mathematics je jiz mozné tuto posloupnost
nalézt v The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences.
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Regeni (pokr.)
e Krok 1: a, = ap—1 +2ap_2 + (—1)"[n > 0] + [n = 1].
o Krok 2: A(x) = xA(x) + 2x%A(x) + IJ%X + x.
o Krok 3:

14 x4+ x?
(1 —2x)(1+x)%

o Krok 4: a, = £2" + (3n+ 3) (-1)".

A(x) =
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Rekurzivné propojené posloupnosti

Nékdy dokdzeme snadno vyjadFit hledany pocet jen pomoci vice
vzajemné provazanych posloupnosti.

Kolika zplsoby miZeme pokryt (nerozlisenymi) kostkami domina
obdélnik 3 x n?

Snadno zjistime, Ze ¢ = 0, = 3, c3 = 0, déle klademe ¢y = 1
(nejde jen o konvenci, m3 to svou logiku).

Najdeme rekurzivni vztah — diskusi chovani ,na kraji* zjistime, Ze
Chn=2rn-1+Ch2, rn = Cn-1+rn—2, n =0, =1, kde r, je polet
pokryti obdélniku 3 x n, ze kterého jsme odstranili levy horni roh.
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Regeni (pokr.)

Hodnoty ¢, a r, pro nékolik malych n jsou:

n|0 1 2 3 4 5 6 7
c,|1 0 3 0 11 0 41 O
m|0 1 0 4 0 15 0 56
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Regeni (pokr.)

@ Krok 1: ¢y =2rp_1+ch2+[n=0], rm=cr1+ rmo.

o Krok 2:
C(x) = 2xR(x) + x2C(x) + 1, R(x) = xC(x) + x?R(x).
o Krok 3:
1—x2 X
C(x) = —— R(x) = ——.
)= T )= e

@ Krok 4: Vidime, Ze obé& funkce jsou funkcemi x2, udet¥ime si

praci tim, %e uvdzime funkci D(z) = 1/(1 — 4z + z?), pak
totiz C(x) = (1 — x?)D(x?), .

[x*"C(x) = [x*"](1 = x*)D(x?) = [x"](1 — x)D(x), a tedy
Con = dp — dp-1.
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Redeni (zavér)

KoFeny 1 — 4x + x? jsou 2 ++/3 a 2 — v/3 a jiz standardnim
zplsobem obdrzime

(2+\/§)”+ (2—3)"
3-V3 343

Podobné jako u Fibonacciho posloupnosti je druhy séitanec pro
velkd n zanedbatelny a pro v8echna n leZi mezi 0 a 1, proto

Cn = \‘(2+\/§)"J c

Cn =

3—-+3

NapF. Cop = 413403.
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Exponencidlni vytvorujici funkce

Né&kdy miva vytvotujici funkce posloupnosti (a,) komplikované
vlastnosti, pfitemZ posloupnost (a,/n!) ma vytvotujici funkci
daleko jednodussi. V takovych p¥ipadech radé&ji pracujeme s tzv.
exponencialnimi vytvofujicimi funkcemi

-~ X"
Ax)=>" an -
n>0 ’

Jméno vychazi z toho, Ze vytvotujici funkci zdkladni posloupnosti
(1,1,1,1,...) je €.

e &% (1,1,1,..),

1
&Y% (1,1,2,6,24,...)

1—x
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Operace s exponencialnimi vytvofujicimi funkcemi

Zdlrraznéme, Ze exponencidlni vytvoFujici funkce se od oby&ejnych
li8i i standardnimi operacemi.
@ Vyndsobenim x ziskdme funkci posloupnosti (na,—1).
@ Derivaci ziskdme funkci odpovidajici posunuti doleva.
@ Integraci ziskdme funkci odpovidajici posunuti doprava.
o Soutinem dvou funkei F(x) a G(x) ziskdme funkci H(x),
kterd odpovidd posloupnosti h, = > (}) fk@n—k. tzv.
binomické konvoluci f, a gp.
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Priklad

UvaZme permutace na n-prvkové mnoziné a oznaéme p, = n!
jejich poclet. Pak pfislusna e.v.f je

Song =i
‘nl o 1—x

n>0

P¥iklad
Nyni uvaZme cykly délky n na n-prvkové mnoZiné a oznaéme ¢,
jejich potet. Snadno se ukaze, Ze ¢, = (n — 1)!. Pak pfisluina e.v.f

je
x" 1
—1DI— = .
;)(n )n! n1—x

| A
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Kombinatorické konstrukce

Jsou-li A, B t¥idy kombinatorickych objektii s e.v.f A(x), B(x), pak
nize uvedenym konstrukcim odpovidaji pfislusné e.v.f:

disjunktni sjednocent. . ..............oiiiiiiii A(x) + B(x)
uspotadané dvojice objekti zAa B .................. A(x) - B(x
posloupnost k objektd z A........ ... ... (A(x))*
posloupnost objekt z A...... ... ... . .. .. 17%()(
mnozina k objektli z A . ... ... .. ... (A(If!) ‘
mnozina objektl z A. ... ... ... AeA(X)
cyklus k objektli z A . ... ... .. (A(:))k
cyklusobjektd z A .. ... In —&
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P¥iklad
Urcete polet permutaci n prvkil s vyuZitim faktu, Ze kazda
permutace je mnozina cykla.

v
Reseni

E.V.f pro polet permutaci je tedy podle pfedchoziho prehledu

jak jsme jiz jednou odvodili, odkud tedy p, = n![x"]:1- = nl.
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Priklad

Urcete polet permutaci na n-prvkové mnozing, které nemaji pevny
bod.

Regeni

Analogicky jako vy%e jde o mnoZinu cykld (v tomto p¥ipadé€) délky
vétsi nez 1, proto je je pfislusna e.v.f rovna

1 e X

B(X) _ ezn>1x"/n _ eln =

~ k
Odtud d, = n![x"]D(x) = n! >} _, %, coz |ze pro velkd n
aproximovat d, ~ %' Jinymi slovy, pro velkd n ndhodnd permutace

n-prvkové mnoziny neobsahuje pevny bod s pravdépodobnosti cca
1

a°
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Urlete pravdépodobnost, Zze ndhodnd permutace 10 prvki nebude
mit zadny cyklus delsi nez 5.

Podobné jako dfive, odvodime, Ze jde o to, uréit
[x10])ex>x*/2°/3+x*/4+>/5 Tento vyraz Ize diky vhodné volbé
konstant upravit na jednodussi
1 x° x’ P
10
1— 21 =22y (1=2)...
KO- ) -y =20
coz je ale rovno
6 7 10
WO+ x4+ XY= -2 = - ) =
1 1 1
=1—-=-—-—=- — =~ 0,354
6 7 10 ’
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~Prakticka” aplikace

Deset odsouzenych na smrt dostalo posledni $anci. Identifikace
kazdého z nich byla umist&na do jedné z deseti p¥ihradek (do kazdé
po jedné). Odsouzenci pfistupuji po jednom k p¥ihrddkdm a mohou
otevfit p&t z nich. Pokud kazdy z odsouzenych nalezne svoji
identifikaci, v8ichni dostanou milost jinak budou vsichni popraveni.

v/ v

Navrhnéte strategii, p¥i niz budou mit co nejvétsi Sanci na lspéch.
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P¥iklad
©Q Urcete pocet cykll délky 1, které se objevi v rozkladu
ndhodné n-prvkové permutace na soudin nezavislych cykli

@ Urcete pocet inverzi v ndhodné n-prvkové permutaci.

Priklad

Reste rekurenci danou vztahem

n\ ak
an:Z(k)zk,aO:l.
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Reste rekurenci danou vztahy go = 0,81 = 1 a predpisem

Vzhledem k rekurentnimu vztahu, ktery obsahuje binomickou
konvoluci posloupnosti, se zda vhodné vyuzit exponencialnich
vytvoFujicich funkci. Ozna&me a(x) pFislu¥nou exponencidln{
mocninnou fadu. Budeme postupovat v obvyklych &tyfech krocich.

o Krok 1: gn = —2ngn_1+ Y >0 (1) 8k&n—k + [n=1] .
e Krok 2: a(x) = —2xa(x) + a’(x)2 + x.
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Redeni (pokr.)

o Krok 3: Regenim kvadratické rovnice dostaneme
G(x) =1/2(1 +2x £ /1 + 4x2). Dosazenim x = 0 vidime, Ze
odpovidd znaménko —, proto je feSenim funkce

~ 1+2x — 1+ 4x2
G(x) = > .

o Krok 4: Pomoci zobecn&né binomické véty rozvineme G(x) do
mocninné Yady. S vyuZitim d¥ive dokdzaného vztahu

()= ()
()= (22).

postupné dostaneme

a protoze
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Regeni (dokonteni)

1 2k — 2
V' 1+ 4x 1+E p (-1) 2 <k1> x5,

k>1

Odtud, protoze

X" A 1+2x —V1+4x2
ZgnF:G(X): 2 )

n>0

mame gox+1 =0 a

gk = (—1)¢- /1(<2kk__12> - (2K)! = (=1)* - (2K)! - G,

kde C, je n-té Catalanovo &islo.
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Cayleyho formule

Cayleyho formule je vztah z kombinatorické teorie grafil, ktery
udavd, Ze polet stromi (tj. grafd, v nichZ jsou libovolné dva
vrcholy spojené pravé jednou cestou) na n vrcholech je

#(K,) = n"~2. DokaZeme tento vysledek pomoci exponencialnich
vytvotujicich funkci.

Ozna&me pro jednoduchost t, = k(Kp,). Lze snadno spotitat, Ze

t; =tp =1,t3 = 3, t4 = 16. (Nap¥. vime, Ze v p¥ipad& stromi na 4
vrcholech musime z (g) = 20 potencidlnich graf(i s pravé 3
hranami odebrat ty moZnosti, kde tyto hrany tvofi trojihelnik.
T&ch je ale pravé (3) = 4).
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Rekurentni vztah ziskame tak, Ze zafixujeme jeden vrchol v a
moZné pfipady rozdélime podle pottu komponent v grafu, ktery
dostaneme z koster K,, tak, Ze odstranime vrchol v a hrany s nim
incidentni.

Pak pron>1

1 n—1

m>0 " ky4-tkm=n—1

Napf. pro n = 4 mame t4 = 3t3 + 6t1tr + t13.
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Osklivé vypadajici rekurenci zjednodusime substituci u, = nt,
(uv&domte si p¥itom, Ze u, uddvad polet tzv. kofenovych stromi).
Dostavame pro n > 1

R - DI S
n m! kil k!
m>0 Kyt km=n—1 L m

a je vidét, Ze vnit¥ni sumu dostaneme jako koeficient u x"!

v m-té mocning ¥ady U(x) = 3° up*;. Proto je
1~
=Y U™

a tedy
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Pro dokonéeni vypoctu budeme potfebovat tvrzeni, které uvedeme
bez dikazu.

Zobecn&nou exponencidlni mocninnou ¥adou &:(x) nazyvame ¥adu

Ex(x) = (tk+ 1)k*1ik.

k!
k>0

Snadno je vid&t, ze & = e, déle oznalujeme E(x) = &1(x).
Fakt: In&:(x) = x - £(x), tj. spec. £(x) = ¢, ~
Srovndnim tohoto vztahu s vySe uvedenym U(x) = x eV vidime,
ze U(x) = x&(x).

Proto

=y = %![X”]U(X) = (n—DIx"ME(x) = n"2.
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Alternativni zavér vypoctu

Pokud vam pf¥isel zavér vypoltu pftilis umély, zkusme to jesté
jednou, s vyuZitim tzv. Lagrangeovy inverzni formule:

Pokud vytvotujici funkce g(x) = >_ =1 gnx" spliiuje vztah

x = f(g(x)),

kde f(0) = 0, f'(0) # 0, pak

=31 (it
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Alternativni zavér vypoctu

Resime D( ) =xe U() , 1. U( ) spliiuje vztah x = f( (x)), kde
f(u) = 5. Odtud z Lagrangeovy formule

[X”]U(X):i[un—1]< u )n

uje4
L L
n n(n—1)! n!

ProtoZe n = [x"]a(x), dostdvame odtud

_ un __
th="=n

n—2
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