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Charakterizace kone¢nych komutativnich grup

Véta (Hlavni véta kone¢nych komutativnich grup)

Je-li G kone¢nd komutativni grupa, pak plati:
G=Zpy X ZLpy X -+ X Lp,,

pro vhodnd ny, ..., nx € N\ {1} spliujici njy1 | n; pro
1 < i< k—1. Tento rozklad je pFitom jednoznacny.

Dusledek

@ KaZdé prvocislo p, délici ¥ad grupy G, déli ny.

@ Je-li n sou¢inem riiznych prvocisel, pak jedinou komutativni
grupou Fadu n je (aZ na izomorfismus) cyklickd grupa Z,.
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Urcete vSechny komutativni grupy ¥adu 180.

Reseni

Protoze 180 = 22 - 32 . 5, dostdvame, ¥e mozné hodnoty n; jsou
m=22.32.5 22.3.5 2.32.5 nebo 2-3-5.

Pro n; =2 -3 -5 dostdvdame mozné hodnoty n, = 2,3 nebo 6.

V prvnich dvou p¥ipadech dostdvame diky podmince n3 | ny spor.
Jedind komutativni grupa ¥adu 6 je Zg, proto v tomto p¥ipadé
dostdvame grupu Z3p X Ze. Ve zbylych (jesté jednodussich)
pFipadech dostdvame dalsi komutativni grupy ¥adu 180:

Lo X 13, ZL9o X L2, ZL1go-




Normalni podgrupy a faktorgrupy
00@00000000000

Existence podgrup daného ¥adu

P¥ipomeiime, Ze Lagrangeova véta Fikd, Ze ¥ad podgrupy vzdy déli
¥ad grupy. P¥irozenou opalnou otdzkou pak je, jak je to s existenci
podgrup ¥adl délicich ¥ad grupy. V ptipadé cyklické grupy je
situace jednoduchd — jiz z teorie &isel vime, Ze zde existuji
podgrupy viech ¥adi (je-li g generdtor grupy ¥adu n, pak pro d | n
m4 prvek g9 ¥ad d, a proto rovn&Z generuje podgrupu tohoto
¥adu). Situace v p¥ipadé& necyklickych, & dokonce nekomutativnich,
grup je podstatné slozit&jsi. U komutativnich grup lze podgrupy
2vycist" z Hlavni véty, obecny p¥ipad alespori ¢asteéné popisuji
nasledujici véty.

Véta (Cauchy)

Je-li kone¢na grupa G Fadu délitelného prvoclislem p, pak obsahuje
prvek Fadu p.
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Véta (Sylowova)

Kone&nd grupa G Fadu p®m (p je prvocislo, p+ m) md vzdy
podgrupu fadu p®. Pro pocet n, takovych podgrup plati
np =1 (mod p) a np | m.

| A

Ditkaz Cauchyovy véty.

Dikaz nenfi tplné trividlni, naznaéme jej alespoii v p¥ipadé
komutativni grupy G. Budeme postupovat tplnou matematickou
indukci. Je tedy |G| > 1. Pokud |G| = p, jsme hotovi. Bud nynf
|G| > p ax € G,x # e libovolny. Pokud p d&li ¥ad r prvku x, tj.
r=p-n, pak p je ¥adem prvku x".

Necht tedy pt r a oznatme N = (x). Z¥fejm& N < G a

|G/N| < |G|. Protoze p 1 |N|, nutn& p | |G/N| a miizeme vyuZit
indukeni predpoklad. V grupé G/N tedy existuje prvek yN ¥adu p
(odkud y ¢ N,yP € N), odkud dostdvame (yP) # (y), zejména je
tedy ¥ad yP mensi nez ¥ad y. Ze znalosti vztahu pro ¥ad mocniny
(viz teorie Cisel) dostdvame, Ze ¥ad y je ndsobkem p a jsme v
situaci z pfedchoziho odstavce. O]
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Jordan-Holderova véta

Jak jsme vidé&li, v nékterych p¥ipadech jsme schopni z informaci

o normalni podgrup& N <1 G a o faktorgrup& G/N ziskat informaci
o celé grupé G. Jednoduché grupy, které tento proces nep¥ipoustéji,
jsou zdkladnimi stavebnimi kameny grup (analogie prvotisel).

Definice

Posloupnost podgrup grupy G
{e}=No <Ny <---<Ne=6G

se nazyvd kompoziéni fada (téz J.-H. ¥ada), pokud N; < Nj;1 a
Ni+1/Ni je prosta.

Priklad
Pro Dg mame nap¥. kompozi¢ni ¥ady {e} <1 (s) <1 (s, r?) < Dg a
{e} < (r?) < {r) <t Dg.

| \
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Véta (Jordan-Hdlderova)

Konecna grupa ma vZdy kompozi¢ni Fadu, kterd je jednoznacéné
urend aZ na izomorfismus faktord (tj. pocet &leni dvou takovych
Fad je stejny a pFislusné faktorgrupy jsou izomorfni.
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Vztah normalnich podgrup a homomorfismi

Vsechna jadra homomorfism( jsou normalni podgrupy. Naopak,
jestliZze je podgrupa H C G normdlni, pak zobrazeni (projekce na
faktorgrupu)

p:G—G/H, a—a-H

je surjektivni homomorfismus grup s jadrem H. Skute¢ng, p je
dobte definované, pfimo z definice ndsobeni na G/H je vidét, Ze to
musi byt homomorfismus, ktery je zjevné na. Je tedy vidét, Ze
normalni podgrupy jsou pravé vSechna jadra homomorfisma.

Dualni pojmy

@ Homomorfismus f = normalni podgrupa ker f
@ Normadlni podgrupa H = homomorfismus G — G/H




Normalni podgrupy a faktorgrupy
0000000e000000

Véty o izomorfismu

V&ta (prvni, zdkladni)

Pro libovolny homomorfismus grup f : G — K je dobFe definovdn
také homomorfismus

f:G/kerf — K, f(a-kerf) = f(a),

ktery je injektivni.
Zejména dostavame G/ ker f = f(G).
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P¥edchozi véta je nejéastéji pouzivanou vétou z vét

o izomorfismech. PouZiva se zejména pro uréeni struktury
faktorgrupy (resp. &asto spi¥e pro potvrzeni, tj. dikaz, intuitivn&
z¥ejmé struktury).

Cemu je izomorfni faktorgrupa reguldrnich matic ¥adu n nad R
podle podgrupy matic determinantu 1 (tj., ¢emu se rovnd

GLa(R)/ SLa(R))?
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Regeni

Postupujme nejprve intuitivné (pfedeviim je t¥eba si uv&domit, Ze
zmin&na podgrupa je normalnil): délime reguldrni matice ¥ddu n
matice do t¥id podle toho, jaky davaji (nenulovy) determinant. Zd3
se tedy, Ze zminénou faktorgrupou by mohla byt grupa nenulovych
redlnych &isel R* s operaci ndsobeni (diky Cauchyové vét&

o determinantu soucinu matic).

To, Ze je to skute&né ono, dokdZeme pomoci konstrukce
surjektivniho homomorfismu z (GL,(R), ) do (R*,-), jehoZ jadrem
bude prav& SL,(R).

Nyni uz by mélo byt vidét, Ze pFirozenou volbou pro takovy
homomorfismus je A — det(A).
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Priklad

Necht (G, o) je grupa nekonstantnich linedrnich zobrazeni redlnych
¢isel s operaci skldadani zobrazeni, tj.

G={f: R—R|f(x)=ax+ b,aeR*, beR}.
Urcete, ktera z podgrup
T={f: R— R|f(x) =ax,ae R*}
S={f: R->R|f(x)=x+b,beR}

je normalni a v p¥ipadé normality urlete strukturu p¥islusné
faktorgrupy.

Regeni

Normdlni je S, hledany homomorfismus na faktorgrupu (R*,-) pak
f — a (pro f(x) = ax+ b).
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Dalsi véty o izomorfismu

Sou&inem podgrup A, B < G rozumime podgrupu

AB = {abla € A, b € B}. Normalizdtorem podgrupy B v G
rozumime mnoZinu Ng(B) = {g € G; gB = Bg} (tj. mnoZinu t&h
prvki G, pro néz splyvaji pfislusné levé a pravé t¥idy rozkladu; B je
tedy normalni podgrupou G, prav& kdyz Ng(B) = G).

Véta (druhd, diamantova)

Necht A, B < G jsou podgrupy spliiujici A < Ng(B). Pak
(AN B) < A a plati

AB/B = A/(AN B).
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Véta (t¥eti)
Jsou-li A, B <1 G normalni podgrupy splriujici A < B, pak
B/A< G/A a plati

(G/A)/(B/A) = G/B.

V&ta (&tvrtd, svazovy izomorfismus)

Necht je N <1 G. Pak existuje bijekce mezi mnoZinou podgrup A
obsahujicich N a mnoZinou podgrup A/N faktorgrupy G/N. Navic
normalnim podgrupam odpovidaji normalni podgrupy.

P¥iklad
Urete svaz podgrup Dg grupy symetrii &tverce a odvodte z ng
svaz podgrup Dg/ < r? >.

| A
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Priklad

Zdanlivé paradoxni je pfiklad homomorfismu C* — C* definovany
na nenulovych komplexnich &islech vztahem z — z* s p¥irozenym
k. Zjevné jde o surjektivni homomorfismus a jeho jadro je mnoZina
k-tych odmocnin z jednicky, tj. cyklickd podgrupa Zy. Prvni véta
o izomorfismu tedy ddva pro vSechna pfirozena k izomorfismus

f:C*/Zy — C*.

Tento ptiklad ukazuje, Ze u nekoneénych grup nejsou pocty
s mohutnostmi tak pfehledné jako u koneénych grup.




Akce grupy na mnozin&

Jiz jsme vidéli, Ze &asto potkdvame grupy jako mnoZiny
transformaci né&jaké pevné mnoziny. Musi pfitom byt viechny
invertibilni a zaroveli musi byt na%e mnoZina transformaci uzavfena
na skldani. Casto ale také chceme pracovat s pevn& zvolenou
grupou, jejiz prvky reprezentujeme jako zobrazeni na néjaké
mnoZzin&, pFitom ale ne nutné jsou zobrazeni p¥islusnad rliznym
prvkiim grupy riznd. Nap¥. vSechna otoleni roviny kolem pocatku
o v3echny moZné (hly odpovidaji grup& realnych &isel. Oto&eni

o 27 je ale identické zobrazeni.
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Akce grupy

Definice

Leva akce grupy G na mnozing€ X je homomorfismus grupy G do
podgrupy invertibilnich prvki v pologrupg XX vech zobrazen{
X — X. Takovy homomorfismus si také miZeme predstavit jako
zobrazeni ¢ : G x X — X, které spliiuje

(70(3 - b, X) = 90(37 gO(b,X)),

odtud nazev ,levd akce". Casto budeme k vyjadfeni akce prvku
grupy na prvku X pouZivat pouze zépis a - x (byt jde o jinou tetku
neZ u nasobeni uvnit¥ grup). Definiéni vlastnost pak vypada takto:

(a-b)-x=a-(b-x).




Definice

Obraz prvku x € X v akci celé grupy G nazyvame orbita X, prvku
X, tj.
X« ={y = p(a,x); a€ G}.

Pro kazdy bod x € X definujeme izotropni podgrupu (téz
stabilizator) G, C G akce ¢:

Gy ={a€ G; p(a,x)=x}.

Jestlize pro kazdé dva prvky x, y € X existuje a € G tak, Ze
©(a,x) =y, pak Fikdme, Ze akce ¢ je tranzitivni.

Snadno se vidi, Ze u tranzitivnich akci je cely prostor jedinou
orbitou a vSechny izotropni podgrupy maji stejnou mohutnost.
Typicky ptiklad tranzitivni akce grupy G je p¥irozena akce na
mnozin& levych t¥id G/H pro jakoukoliv podgrupu H. Definujeme
ji vztahem

g - (aH) = (ga)H.
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Burnsideovo lemma

Pro kaZdou akci kone¢né grupy G na konecné mnoZiné X plati:

© pro kazdy prvek x € X je
Gl = Gx| - X,
@ (Burnsideovo lemma) je-li N pocet orbit akce G na X, pak
1 g
61= 5 3 Ix¥],
geaG

kde X8 = {x € X; g-x = x} oznaluje mnoZinu pevnych
bodii akce prvku g.

Dikaz — viz [MDS]. O
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Pouziti Burnsideova lemmatu

Kolika zplisoby mizeme vytvofit nahrdelnik z 3 &ernych a 6 bilych
koralk( stejného tvaru? Kusy stejné barvy nerozliSujeme a za stejné
ndhrdelniky povazujeme vSechny, které Ize na sebe prevést symetrii
V roviné.

Regen{

Pro ¥eSeni llohy si nahrdelnik pFedstavime jako obarveni pevné
oznacenych vrcholli pravidelného devititihelnika. Za mnoZinu X
volime vSechna mozna takova obarveni. Kazdé takové obarveni je
jednoznaéné& uréeno pozici t¥i &ernych koralki. Velikost mnoZiny X
je tedy (g) = 84.

Vime, Ze grupou vsech symetrii je grupa Dy sloZend z 9 rotaci
(v&etné& identity) a stejného poctu reflexi. Stejné nadhrdelniky jsou
ty, které lezi ve stejné orbité akce grupy Dy na mnoZziné vSech
konfiguraci X. Zajima nas tedy pocet orbit N.
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Reseni (dokon&eni)

|
K
N
<
S

Pro vypocet N stadi probrat prvky Dg a viimat si velikosti X&:
Identita je jediny prvek ¥adu 1, |X'd| = 84. P¥ispévek do sumy je
84.

Zrcadleni g jsou v8echna ¥adu 2 a je jich 9. Pfitom je zjevné

|X&| = 4, celkovy ptispévek je proto 4 -9 = 36.

Dv& rotace g o thel 27/3 nebo 47/3 maji ¥ad 3 a |X&| = 3. Jejich
pFispévek je tedy 6.

Kone&né zbyvajicich rotaci (¥adu 9 v Dg) je 6 a nenechdvaji na
misté Zadny prvek, do celkové sumy tedy ni¢im nepfispivaji.
Celkem dostavame podle formule z Burnsidova lemmatu:

Z’ |- 126

gED

Najdéte si pfislusnych sedm riiznych nahrdelniki!
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Priklad

Urcete pocet obarveni poli¢ek tabulky 3 x 3 tfemi barvami,
povazujeme-li za stejnd obarveni, kterd na sebe prejdou pti néjaké
symetrii tabulky (tedy rotaci nebo zrcadlenim).

P¥iklad
Urlete pocet obarveni stén (resp. hran) krychle dv&ma barvami,

povazujeme-li za stejnd ta obarveni, kterd na sebe prejdou pfi
néjakém otoceni krychle.

| A

Kolik rtiznych naramki Ize sestavit pravé z deviti bilych, Sesti
Cervenych a t#i Eernych kordlkd? (dva ndramky povaZujeme za
stejné, pokud se lisi pouze n&jakou rotaci v prostoru).
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