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Okruhy

S grupami se potkavame nejastéji jako s mnoZinami transformaci.
U skalari i vektor( ale vystupovalo hned vice obdobnych struktur
zaroven.

Jako standardni p¥iklady m&me na mysli skalary (tj. celd &isla Z,
raciondlni &isla Q, redini &i komplexni &isla R, C) a mnoziny
polynomii nad takovymi skalary R. Klasickym p¥ikladem
kone¢ného okruhu je pak Zp,.
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Komutativni grupa (R, +) s neutrdlnim prvkem 0 € R, spolu s dal3i
operaci - spliiujici
@ (a-b)-c=a-(b-c), pro viechny a,b,c € R (asociativita);
@ a-b=0>b-a, pro viechny a,b € R (komutativita);
@ existuje prvek 1 takovy, Ze pro v8echny a € R platil-a=a
(existence jednicky);
@a-(b+c)=a-b+a-c, proviechny a,b,c € R
(distributivita);

se nazyva komutativni okruh. Takovy okruh zapisujeme (R, +, ).
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Definice

Jestlize v komutativnim okruhu R plati ¢ - d = 0 pravé, kdyz je
alespori jeden z prvkl c a d nulovy, pak okruh R nazyvame
oborem integrity?.

?Angl. integral domain

P¥iklad
e Okruhy (Z,+,-),(Q,+, -) jsou obory integrity.

@ Okruh Gaussovych celych &isel Z[i] = {a+ bi;a, b € Z} je
oborem integrity.

o Okruh (Zs,+,-) neni obor integrity, narozdil od (Zs, +, -).

Pokud neplati vlastnost komutativity operace -, hovofime

o nekomutativnim okruhu (nebo pouze o okruhu).

Operaci + budeme Fikat s€itani a operaci - nasobeni. Navic
budeme vzdy pfedpokladat existenci jedni¢ky 1 pro operaci
nasobeni, neutralnimu prvku pro séitani ¥fikime nula.
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Zakladni vlastnosti operaci v okruhu

V kaZzdém komutativnim okruhu R s jedni¢kou plati ndsledujici
vztahy (které ndm jist& p¥ipadaji samozfejmé u skalard)

Q@ 0-c=c-0=0 pro viechny c € R,
—c=(-1)-c=c-(—1) pro vdechny c € R,
—(c-d)=(—c)-d=c-(—d) pro viechny c,d € R,

a-(b—c)=a-b—a-c,

909
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Délitelnost v okruhu

Obecné ¥ikdme, Ze a € R déli ¢ € R, jestliZe existuje b tak, Ze

a- b= c. Skutetnost, ze ¢ € R je dé&litelné a € R, zapisujeme alc.
Dodatecnou vlastnosti oboru integrity oproti obecnému okruhu je
neexistence netrivialnich délitelt nuly. OkamZité odtud také
vyplyva jednoznaénost déliteli:

Véta

Plati-li v oboru integrity a= b -c a b # 0, pak c je jednozna¢né
ddno volbou a, b.

Diikaz.
Pro a = bc = bc’ totiz plati 0 = b- (c — ¢’) a b # 0, proto
c=c. O

| \

A
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Délitelé jednicky, tj. invertibilni prvky v R, se nazyvaji jednotky.
Jednotky v komutativnim okruhu vzdy tvofi komutativni grupu.
Netrividlni (komutativni) okruh, ve kterém jsou viechny nenulové
prvky invertibilni, se nazyva (komutativni) téleso.

V Ceské literatufe se nékdy v pfipadé komutativniho télesa miZete
setkat s pojmenovanim pole (z angl. field).
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Typickym p¥ikladem komutativnich téles jsou &iselné obory Q, R,
C. Déle pak v8echny okruhy zbytkovych t¥id Z, s prvo&iselnym p.
Zakladnim p¥ikladem nekomutativniho okruhu s jedni¢kou je
mnoZina Maty(R) v8ech &tvercovych matic nad okruhem R

s k Yadky a sloupci. Jak jsme vidéli ddvno, neni to ani obor
integrity.

Jako ptiklad nekomutativniho okruhu, kde existuji inverze

k nenulovym prvkiim (tzv. okruh s d&lenim) uved me okruh
kvaternionii

H={a+b-i+c-j+d-k; ab,c,deR},

se s¢itanim po sloZkdch a nasobenim odvozenym ze zdkladnich
relaci

P=pP=k=-1, ij=—ji=k, jk=—ki=i, ki=—ik=].
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Obor integrity vs. téleso

KaZdy konec¢ny obor integrity je téleso.

Dokazuje se prostfednictvim homomorfismu £, : R — R,
f(x) = a- x pro nenulové a (je to injekce, proto surjekce, proto
existuje k a inverze, proto je R téleso). O

A co obracen&? Samozfejmé je kaZdé téleso oborem integrity.

Z¥ejmé je napt¥. Z obor integrity, ktery nenfi téleso.
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Polynomy

Polynomem rozumime jakykoliv koneény vyraz, ktery lze poskliddat
ze zndmych konstantnich prvk( R a jedné nezndmé proménné
pomoci operaci s¢itani a nasobeni:

Definice

Necht R je jakykoliv (dale vzdy) komutativni okruh skaldrd.
Polynomem nad R rozumime koneény vyraz

k
f(x) = Z aix’
i=0
kde a; € R, i =0,1,...,k, jsou tzv. koeficienty polynomu. Je-li

ax # 0, ¥Yikdme, Ze f(x) ma stupen k, piseme deg f = k. Nulovy
polynom nemd stupefi, polynomy stupné nula jsou prdvé nenulové
prvky v R, kterym ¥ikdme konstantni polynomy.

Polynomy f(x) a g(x) jsou stejné, jestlize maji stejné koeficienty.
MnoZinu viech polynomi nad okruhem R budeme znatit R[x].
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Kazdy polynom zaddva zobrazeni (polynomialni funkci)
f : R — R, jehoZ hodnota vznikne dosazenim hodnoty c za
nezavislou proménnou x, tj.

f(c) = aop 4 arc + - - - + axck.
Vsimnéme si, ze konstantni polynomy odpovidaji pravé
konstantnim zobrazenim. Ko¥en polynomu f(x) je takovy prvek
¢ € R, pro ktery je f(c) =0€ R.
Obecné se miZe stat, Ze rizné polynomy definuji stejna zobrazeni.
Nap¥. polynom x? + x € Z[x] zadav4 identicky nulové zobrazen.
Obecnéji, pro kazdy kone¢ny okruh R = {ag, a1, ..., ax} zadava
polynom f(x) = (x — ap)(x — a1) ... (x — ax) identicky nulové
zobrazeni. Zaroven ale plati tvrzeni, které dokdZzeme zanedlouho:

Jestlize je R nekone&ny okruh, pak dva polynomy f(x) a g(x) nad
R jsou stejné pravé kdyZ jsou stejnd pFislusnd zobrazeni f a g.
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Dva polynomy f(x) = ", aix’ a g(x) = >, bix’ umime pF¥irozen&
také séitat i nasobit:
(f +8)(x) = (a0 + bo) + (a1 + by)x + - + (ak + by)x"
(f - g)(x) = (aobo) + - -+ + (aoby + + - - + agho)x" + ...
kde uvaZujeme nulové koeficienty vSude, kde v plvodnim vyrazu

pro polynomy nenulové koeficienty nejsou a u s¢itdni necht je k
maximalni ze stupiiti ¥ a g.
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Tato definice vskutku odpovidd pFislusnym operacim séitani a
nasobeni hodnot zobrazeni f, g : R — R, diky vlastnostem skalari
v ptvodnim okruhu R.

P¥imo z definice vyplyva, Ze mnoZina polynomi R[x] nad
komutativnim okruhem s jedni¢kou je op&t komutativnim okruhem
s jednitkou, p¥itemz jedni¢kou v R[x] je opé&t jednitka 1 v okruhu
R vnimana jako polynom stupné nula.

Okruh polynomii nad oborem integrity je opét obor integrity.

Mame ukdzat, Ze v R[x] mohou byt netrividlni délitelé nuly pouze
tehdy, jestlize jsou uZz v R. To je ale zfejmé z vyrazu pro nasobenf
polynomii. Jsou-li f(x) a g(x) polynomy stupn& k a ¢ jako vy3e,

pak koeficient u x¥*¢ v soutinu f(x) - g(x) je sou&in ay - by a ten

musi byt nenulovy, pokud nejsou délitelé nuly v R. [
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Formalni mocninné Fady

Jiz d¥ive jsme pracovali s (formdlnimi) mocninnymi fadami a
neformalné jsme prohlasili, Ze s nimi miZeme provadét analogické
operace jako s polynomy. Nyni toto tvrzeni miZeme zasadit do
formalniho algebraického kontextu:

Necht R je okruh skaldri. Formaini mocninou Fadou nad R
rozumime (obecn& nekone¢ny) formalni vyraz f(x) = 2 aix’,
kde a; € R, i =0,1,..., jsou tzv. koeficienty Fady.

Snadno se ukaZe, Ze s dfive definovanymi operacemi séitani a
nasobeni tvoFi formalni mocniné Yady okruh, ktery zna&ime R[[x]]
(a jehoZ je R[x] podokruhem). Sami si zkuste rozmyslet, Ze
invertibilnimi prvky tohoto okruhu jsou pravé mocninné ¥ady, které
maji invertibilni absolutni &len.
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Casto se setkdvame s objekty popsanymi pomoci polynomidlnich
vyrazli ale s vice proménnymi. Nap¥. kruznici v roviné se stfedem
S = (x0,¥0) a polom&rem r zapiSeme pomoci rovnice

(x—x0)?+(y —y)?—r*=0.

Okruhy polynomii v promé&nnych xi,...,x, miZeme zavést
podobné jako jsme postupovali s R[x]. Misto mocnin jediné
promé&nné xX budeme uvaZovat tzv. monomy

kl-.

k
Xq "

.Xr

a jejich formalni linedrni kombinace s koeficienty ay,...x, € R.
Formalné i technicky je ale jednodussi ndsledujici induktivni
definice.
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Polynomy vice proménnych

Okruhy polynomi v proménnych xi, ..., x, definujeme induktivné
vztahem
Rx1, ...y xr] i= R[x1, ..., xr—1][x]-

Nap¥. R[x, y] = R[x][y], tzn. Ze uvaZujeme polynomy v promé&nné
y nad okruhem R[x]. Snadno se ovéFi, Ze polynomy v promé&nnych
X1,...,Xr |lze chapat jako vyrazy vzniklé z pismen xi,...,x, a
prvki okruhu R kone&nym po&tem (formdlniho) s¢itdni a ndsobeni
v komutativnim okruhu.
Napfiklad prvky v R[x, y] jsou tvaru

f=an(x)y" +an1(x)y" '+ -+ a0(x)
= (amnx™ + -+ aon)y” + -+ + (bpox” + -+ + boo)

= oo + C10X + Cory + c20x? + crixy + coay? + ...
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Jako disledek nasi definice a pfedchozich vysledki pro polynomy
nad obecnymi komutativnimi okruhy dostavame:

Dusledek

Jestlize v okruhu R nejsou délitelé nuly, pak také v okruhu
polynomi R[xy,...,x,] nejsou délitelé nuly.
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Nasim dalsim cilem bude pochopit, jak je to v obecném p¥ipadé
polynom{i nad oborem integrity s jejich rozkladem na soucin
polynom( jednodussich, tj. ve specidlnim p¥ipadé polynomi

s jedinou proménnou budeme diskutovat kofeny polynomi.

U polynomi s vice promé&nnymi piijde o rozklad na jednodussi
faktory niZsich stupfidi. ProtoZe jiZ vime, Ze polynomy ve vice
proménnych miiZeme definovat induktivné, sta&i nam nyni
uvaZovat jen polynomy v jedné proménné, ovéem nad obecnym
oborem integrity, a smé&fujeme ke zobecnéni tivah o délitelnosti,
které byly zdkladem naseho poéinani v teorii &isel.



Délitelnost a nerozloZitelnost
0®0000

Uvazujme proto né&jaky pevné zvoleny obor integrity R, tfeba celd
Cisla Z nebo okruh Z, s prvotiselnym p. Pak plati:

Lemma

@ je-li a|b a zdroveri b|c pak také a

e

@ a|b a zdroveri a|c pak také a|(ab + [c) pro vsechny o, B € R;

@ al0 pro vdechny a € R (je totiZ a-0=0);

e kaZdy prvek a € R je délitelny viemi jednotkami e € R* a
jejich ndsobky a - e (jak p¥fimo plyneza=a-e-e!)
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Definice

Rekneme, Ze prvek a € R je ireducibilni (nerozloZitelny), jestlize
@ je nenulovy a neni jednotkou (tj. a1 1),
@ je délitelny pouze jednotkami e € R* a &isly a - e (tzv. &isla
asociovand s a — tj. takovd b€ R, ze a|lba b
a~ b).
Rekneme, 7e okruh R je obor integrity s jednozna&nym
rozkladem, jestliZe plati:

a; znacime

@ pro kazdy nenulovy prvek a € R, ktery neni jednotkou, existuji
nerozloZitelné aj,...,a, € R takové, Ze a=a; - a>...a,

@ jsou-li prvky ai,...,a, a by, ..., bs ireducibilni, nejsou mezi
nimi Zadné jednotky a plati-li aja>...a, = biby ... bs, pak je
r = s a ve vhodném preuspotadani plati a; = ejb; pro vhodné
jednotky e; (tj. tyto dva rozklady jsou stejné aZ na potadi a
asociovanost &initeld).




Délitelnost a nerozloZitelnost
00000

@ Z,R[x] jsou obory integrity s jednozna&nym rozkladem
(ireducibilni prvky v Z jsou prvoéisla a &isla k nim opa¢na).

@ KaZdé téleso je obor integrity s jednoznagnym rozkladem (kde
kazdy nenulovy prvek je jednotka).

@ Napt. v okruhu R[v/—5] = {a + b\/—5; a, b € R} existuji dva
rtizné rozklady &isla 6 na nerozlozitelné prvky:

6=2-3=(1-+-5)(1++v-b).?

?To, ze uvedené prvky jsou ireducibilni a Ze nejsou asociované, je ale t¥eba
trochu ,,odpracovat”.
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Zakladnim nastrojem pro diskusi dé&litelnosti, spole¢nych déliteli
apod. v okruhu celych &isel Z je procedura déleni se zbytkem a
Eukliddv algoritmus pro hledani nejvétsich spole¢nych déliteld.
Tyto postupy nyni zobecnime.

Lemma (Vé&ta o dé&leni se zbytkem pro polynomy)

Necht R je obor integrity (tj. komutativni okruh bez déliteli nuly)
af,g € R[x] polynomy, g # 0. Pak existujea€ R, a#0, a
polynomy q a r spliiujici af = qg + r, kde r = 0 nebo

deg r < deg g. Je-li navic R téleso nebo je aspori vedouci koeficient
polynomu g roven jedné, potom lze volit a=1 a polynomy q a r
jsou v tomto pFipadé urceny jednoznacné.

Poznamka

Toto tvrzeni je mozné aplikovat i obecnéji (tedy nikoliv jen pro
polynomy, viz Euklidovské okruhy), je ale tfeba spravné definovat,
Jjak budeme porovnavat prvky.
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Diikaz.

Tvrzeni dokdazeme indukci vzhledem ke stupni f. Je-li

deg f < deg g nebo f =0, je vie snadné, podobn& pro konstantni
polynom. Pfedpokladejme tedy, Ze deg f > degg > 0 a piSme

f=a+ --+ax", g=bo+- -+ bnx".

Pak na polynom b,,f — a,x"~™ Ize pouzit indukéni predpoklad
(nebo je nulovy). Odtud jiz snadno dostaneme poZadované.
Jednoznaénost: je-li f = q1g + r1 jiné vyjad¥eni, pak

0=f—f = (qg—q1)g+(r—r), kde r =r1, nebo

deg(r — r1) < degg. Prvni p¥ipad je snadny, ve druhém p¥ipadg,
je-li ax® €len nejvyssiho stupné v g — g1, pak jeho soudin se ¢lenem
nejvyssiho stupné v g musi byt nulovy, tj. a =0, a tedy i

qg—q1 =0=r—r aobé vyjddFfeni byla ve skute¢nosti stejnd. [




Proceduru déleni se zbytkem miZeme okamzité vyuzit k diskusi
kofen( polynomi nad obory integrity R.

UvaZme polynom f(x) € R[x], deg f > 0, a d&Ime jej polynomem
x—b, beR.

ProtoZe je vedouci koeficient délitele jednicka, algoritmus pro
déleni dava jednoznalny vysledek. Dostdvame tedy jednoznalné&
zadané polynomy g a r spliiujici f = q-(x — b) +r, kde r =0
nebo degr =0, tj. r € R. Tzn., Ze hodnota polynomu f v b € R je
rovna pravé f(b) = r (toto je zdklad postupu zndmého jako
Hornerovo schéma).

Proto je prvek b € R kofen polynomu f pravé, kdyz (x — b)|f.
Protoze po vydéleni polynomem stupné jedna vZdy klesne stupeni
vysledku alespofi o jedni¢ku, dokdzali jsme ndsledujici tvrzeni:

Dusledek

Kazdy nenulovy polynom f nad oborem integrity (t&lesem) R md
nejvyse deg f kofend. Zejména tedy zadavaji polynomy nad
nekoneénym oborem integrity stejna zobrazeni R — R, pravé kdyZ
jde o stejné polynomy.
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Polynom x3 m4 nad Zg &ty¥i koreny ([0]s, [2]s, [4]s, [6]s.)-
Je to tim, Ze tento okruh neni oborem integrity (natoZ té&lesem).

Disledkem p¥edchoziho tvrzeni je nasledujici velmi dalezity fakt.

Disledek

Libovolna kone¢na podgrupa multiplikativni grupy (K*,-) télesa
(K, +,") je cyklickd. Specidlné existuje prvek g € Z, tak, Ze jeho
mocniny generuji celou grupu Z; .

Bud H < (K*,-),|H| = n. Pak ¥4d kazdého h € H je d&litelem n.
Oznatime-li pro kazdé d | n viechny prvky H ¥adu d jako Hy, pak
|Hq| < ¢(d), nebot jde o potet generdtori podgrupy kofenii

9 —1. Tedy n=3,,0(d) > >4, |Hal = |H| = n, a proto
|Ha| = o(d) pro kazdé d | n, specidln& |H,| = ¢(n) > 0. O
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Nasobné koreny

Plati-li pro k > 1, %e dokonce (x — b)¥|f, kde k je nejv&té mo¥né
(tj. (x — b)kTL [f), ¥ikdme, Ze kofen b je nasobnosti k.
Polynom h je nejvétsi spole¢ny délitel dvou polynomi f a
g € R[x], jestlize:
e h|f a zarovefi h|g
@ jestlize k|fa zdroven k|g pak také k|h.

Véta (Bezoutova rovnost)

Necht R je t&leso a necht f,g € R[x|. Pak existuje nejvétsi
spole¢ny délitel h polynomi f a g. Polynom h je uréeny
Jjednoznacné, aZ na nasobek nenulovym skalarem. Pritom existuji
polynomy A, B € R[x] takové, Ze h = Af + Bg.

Euklidiv algoritmus. L]
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Dikaz nasledujiciho tvrzeni je pomé&rné technicky a nebudeme jej

prezentovat v detailech (i kdyZ jsme si vie potfebné pro ngj jiz
v podstat& p¥ipravili).

Je-li R obor integrity s jednoznacnym rozkladem, pak také okruh
polynomi R|[x]| je obor integrity s jednozna&nym rozkladem.

Z|x], Zs|x] jsou okruhy s jednozna&nym rozkladem.
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Dasledkem této véty je skute€nost, Ze kazdy polynom nad
komutativnim okruhem s jednoznaénym rozkladem miiZzeme
rozloZit tak, jak to zndme s polynomy s redlnymi nebo komplexnimi
koeficienty. Pokud ma polynom tolik ko¥en(, véetné nasobnosti,
jako je jeho stupefi deg f = k, je odpovidajici rozklad tvaru

f(x)=>b-(x—a1) - (x—a2)...(x — ak).

Zatimco redlné polynomy mohou byt i tplné bez kotenli, kazdy
komplexni polynom naopak takovyto rozklad p¥ipousti. To je
obsahem tzv. zakladni véty algebry?:

Vé&ta (Zakladni véta algebry)

Téleso komplexnich &isel C je tzv. algebraicky uzavrené, tj. kaZdy
nekonstatni polynom ma v C koren.

'Wikipedia: ,, This fact has led some to remark that the Fundamental
Theorem of Algebra is neither fundamental, nor a theorem of algebra."
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Hledani kofenu a ireducibilita

Véta (Gaussovo lemma)

Polynom f € Z[x] nazveme primitivni, jsou-li jeho koeficienty
nesoudélné.

@ Soucin primitivnich polynomd je primitivni.
@ Je-li polynom f € Z[x] ireducibilni nad Z, pak je rovné&Zz
ireducibilni jakoZto polynom nad Q.

N

Dusledek

/2 nenf raciondlini &islo.

Ma-li polynom f(x) = anx" + --- + ag € Z[x] raciondlIni koFen
r/s € Q v zdkladnim tvaru, pak r|ag a s|ap.
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o Dokazte, e x3 — 3x — 1 € Q[x] je ireducibilni.

o Dokazte, 7e x3 — 3x — 1 € Z|[x] je ireducibilni.
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Hledani kofenl a ireducibilita, pokr.

Véta (Eisensteinovo kritérium ireducibility)

Je-li f(x) = anx" + -+ + aix + ap € Z[x]|, pFicemz:
°© plaog,.---,pn-1,P1an
° p?fap.

Pak je f ireducibilni nad 7 (a tedy i nad Q).

Dusledek

Nad okruhem Z existuji ireducibilni polynomy libovolného stupné.

Stadi uvazit f, = x" + 2, ktery je podle Eisensteinova kritéria
(s p = 2) ireducibilni stupn& n. O
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Pozndmka

UZitena je Casto také tzv. lokalizace, tj. redukce koeficientd
modulo zvolené prvoéislo p, pfip. posunuti prom&nné o konstantu.
Nap¥., Ze polynom x3 + 27x? + 5x + 97 je ireducibilni, zjistime diky
redukci (modulo 3), ireducibilitu tzv. kruhového polynomu

xP —1

=xPl 4+ x+1
x—1

diky substituci x = y + 1.

Véta
Je-li a koFenem polynomu f nad télesem nasobnosti k > 1, je
koFenem f' ndsobnosti k — 1.

Disledek
Ndsobné kofeny polynomu f jsou pravé koFeny (f,f'). Vsechny
kofeny polynomu f obdrZime jako (jednoduché) koFeny polynomu

f/(f, ).
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@ Urcete vSechny kofeny polynomu
4x7 — 23x> + 17x% + 31x3 — 49x? + 24x — 4.
@ Urcete vSechny kofeny polynomu
12x7 — 44x° +35x% — 4x* + 44x3 — 31x2 — 4x + 4.
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Jako diisledek definice polynomii vice proménnych a pfedchozich
vysledkd pro polynomy nad obecnymi komutativnimi okruhy
dostdvame:

Dusledek

Q Jestlize v okruhu R nejsou délitelé nuly, pak také v okruhu
polynomii R[xy,...,x,] nejsou délitelé nuly.

@ Je-li R obor integrity s jednoznaénym rozkladem, pak také
okruh polynomi R[xi,...,x.| je obor integrity
s jednoznacnym rozkladem.

Z|x,y] je okruh s jednozna&nym rozkladem.
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Symetrické polynomy

Definice
Polynom f € R[xq,..., x|, ktery se nezmé&ni pf¥i libovolné
permutaci proménnych xi, ..., X, se nazyva symetricky polynom.

Elementarnimi symetrickymi polynomy rozumime polynomy

S =X1+X2+ -+ Xp,
S2 :X1X2+X1X3+"'+X,-,_1Xn,

Véta (zdkladni véta o symetrickych polynomech)

Libovolny symetricky polynom Ize vyjadFit jako polynom
v proménnych sy, ..., Sp.

N
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Pro zjednodugeni zapisu si zavedeme tzv. multiindexovou
symboliku.

Multiindex « délky r je r-tice nezapornych celych &isel
(a1,...,qa,). Celé &islo |a| = a1 + - - - + a, nazyvdme velikost
multiindexu «. Stru¢n& misto x{" x5 ... x%" piSeme x* .

Dikaz.

Symetricky polynom P je sou¢tem monomi tvaru cx{lxé'2 . -x,';k,
tyto si uspotadejme reverzné lexikograficky (tj. rozhoduje exponent
u Xk, pak xx_1, atd.) sestupn& podle exponentd (multiindexi).
Polynom P zapiSeme pomoci elementarnich tak, Ze postupné
redukujeme nejvé&tsi monomy (vzhledem k tomuto uspofadani).
Necht je cx{1x£2 .- -x,'(k nejvétsi monom, pak i1 < jp < --- < ix a
uvazme - -

Q= Cs:’lk*’kflsékflflk72 . 511(2_—1/15;(1‘
Snadno se vidi, Ze nejv&tsi monom Q je té7 cxx) - - -x,ik, a
polynom P — @ je op&t symetricky s nejvétsim monomem men3im
nez P. Opakovanim dostdvdme potfebné. []
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Dusledek (Vietovy (Newtonovy) vztahy)

Vztahy mezi koFeny a koeficienty polynomu
f(x) = x"ap_1x" 1+ Farx+ag = (x—x1)-(x—x2) -+ (x—xp):

an-1=—(a+:--+xp)=—s1

ap—2 =X1X2 + -+ + Xp_1Xp = 2

Priklad
Urcete polynom s kofeny
o X]?7X21
11
Q 5
jsou-li x1, xo koFeny polynomu x? 4 13x + 7 (aniZ byste je
vy&islovali).
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Nasi snahou nyni bude zobecnit zplisob konstrukce racionalnich
¢isel jakozto zlomki &isel celych.

Necht R je obor integrity. Jeho podilové téleso (Ring of
Fractions) definujeme jako tfidy ekvivalence dvojic (a,b) € R x R,
b # 0, které zapisujeme 7, a ekvivalence je ddna

a a4

B = E = ab/ = a/b.

S&itani a ndsobeni definujeme prostfednictvim reprezentanti t¥id

E+£_ad+bc

b d  bd
ac_ac
bd bd

Snadno se ové&fi korektnost této definice a viechny axiomy télesa.

Zejména je % neutralni prvek vzhledem ke s&itani, % je neutrdlni
a 1

b
ba 1

prvek vzhledem k nasobeni a pro a# 0, b # 0 je
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Touto konstrukci ,,pfidame" k okruhu R minimalni mnoZzstvi prvki
tak, abychom jiz mohli délit libovolnymi nenulovymi prvky.

., Xr] nazyvame téleso

Podilové téleso okruhu R[xi, ..
racionalnich funkci a znatime je R(x1,...,x;).

V¥echny algebraické operace s polynomy v softwarovych systémech
jako je Maple nebo Mathematica jsou provadény ve skutecnosti
nad podilovymi télesy, tj. v t&lesech racionalnich funkci, zpravidla s

pouzitim R = Q.
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