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https://www.math.muni.cz/Matematika_drsne_svizne
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Okruhy

S grupami se potkáváme nejčastěji jako s množinami transformaćı.
U skalár̊u i vektor̊u ale vystupovalo hned v́ıce obdobných struktur
zároveň.
Jako standardńı p̌ŕıklady mějme na mysli skaláry (tj. celá č́ısla Z,
racionálńı č́ısla Q, reálńı či komplexńı č́ısla R,C) a množiny
polynomů nad takovými skaláry R. Klasickým p̌ŕıkladem
konečného okruhu je pak Zm.
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Definice

Komutativńı grupa (R,+) s neutrálńım prvkem 0 ∈ R, spolu s daľśı
operaćı · splňuj́ıćı

(a · b) · c = a · (b · c), pro všechny a, b, c ∈ R (asociativita);

a · b = b · a, pro všechny a, b ∈ R (komutativita);

existuje prvek 1 takový, že pro všechny a ∈ R plat́ı 1 · a = a
(existence jedničky);

a · (b + c) = a · b + a · c , pro všechny a, b, c ∈ R
(distributivita);

se nazývá komutativńı okruh. Takový okruh zapisujeme (R,+, ·).
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Definice

Jestliže v komutativńım okruhu R plat́ı c · d = 0 právě, když je
alespoň jeden z prvk̊u c a d nulový, pak okruh R nazýváme
oborem integritya.

aAngl. integral domain

Př́ıklad

Okruhy (Z,+, ·), (Q,+, ·) jsou obory integrity.

Okruh Gaussových celých č́ısel Z[i ] = {a + bi ; a, b ∈ Z} je
oborem integrity.

Okruh (Z4,+, ·) neńı obor integrity, narozd́ıl od (Z5,+, ·).

Pokud neplat́ı vlastnost komutativity operace ·, hovǒŕıme
o nekomutativńım okruhu (nebo pouze o okruhu).
Operaci + budeme ř́ıkat sč́ıtáńı a operaci · násobeńı. Nav́ıc
budeme vždy p̌redpokládat existenci jedničky 1 pro operaci
násobeńı, neutrálńımu prvku pro sč́ıtáńı ř́ıkáme nula.
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Základńı vlastnosti operaćı v okruhu

V každém komutativńım okruhu R s jedničkou plat́ı následuj́ıćı
vztahy (které nám jistě p̌ripadaj́ı samožrejmé u skalár̊u)

1 0 · c = c · 0 = 0 pro všechny c ∈ R,

2 −c = (−1) · c = c · (−1) pro všechny c ∈ R,

3 −(c · d) = (−c) · d = c · (−d) pro všechny c , d ∈ R,

4 a · (b − c) = a · b − a · c ,
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Dělitelnost v okruhu

Obecně ř́ıkáme, že a ∈ R děĺı c ∈ R, jestliže existuje b tak, že
a · b = c . Skutečnost, že c ∈ R je dělitelné a ∈ R, zapisujeme a|c .
Dodatečnou vlastnost́ı oboru integrity oproti obecnému okruhu je
neexistence netriviálńıch dělitel̊u nuly. Okamžitě odtud také
vyplývá jednoznačnost dělitel̊u:

Věta

Plat́ı-li v oboru integrity a = b · c a b 6= 0, pak c je jednoznačně
dáno volbou a, b.

Důkaz.

Pro a = bc = bc ′ totiž plat́ı 0 = b · (c − c ′) a b 6= 0, proto
c = c ′.
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Dělitelé jedničky, tj. invertibilńı prvky v R, se nazývaj́ı jednotky.
Jednotky v komutativńım okruhu vždy tvǒŕı komutativńı grupu.
Netriviálńı (komutativńı) okruh, ve kterém jsou všechny nenulové
prvky invertibilńı, se nazývá (komutativńı) těleso.
V české literatǔre se někdy v p̌ŕıpadě komutativńıho tělesa můžete
setkat s pojmenováńım pole (z angl. field).
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Typickým p̌ŕıkladem komutativńıch těles jsou č́ıselné obory Q, R,
C. Dále pak všechny okruhy zbytkových ťŕıd Zp s prvoč́ıselným p.
Základńım p̌ŕıkladem nekomutativńıho okruhu s jedničkou je
množina Matk(R) všech čtvercových matic nad okruhem R
s k řádky a sloupci. Jak jsme viděli dávno, neńı to ani obor
integrity.
Jako p̌ŕıklad nekomutativńıho okruhu, kde existuj́ı inverze
k nenulovým prvk̊um (tzv. okruh s děleńım) uved’me okruh
kvaternion̊u

H = {a + b · i + c · j + d · k ; a, b, c , d ∈ R},

se sč́ıtáńım po složkách a násobeńım odvozeným ze základńıch
relaćı

i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k, jk = −kj = i , ki = −ik = j .
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Obor integrity vs. těleso

Věta

Každý konečný obor integrity je těleso.

Důkaz.

Dokazuje se prosťrednictv́ım homomorfismu fa : R → R,
f (x) = a · x pro nenulové a (je to injekce, proto surjekce, proto
existuje k a inverze, proto je R těleso).

A co obráceně? Samožrejmě je každé těleso oborem integrity.

Př́ıklad

Zřejmě je nap̌r. Z obor integrity, který neńı těleso.
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Polynomy

Polynomem rozuḿıme jakýkoliv konečný výraz, který lze poskládat
ze známých konstantńıch prvk̊u R a jedné neznámé proměnné
pomoćı operaćı sč́ıtáńı a násobeńı:

Definice

Necht’ R je jakýkoliv (dále vždy) komutativńı okruh skalár̊u.
Polynomem nad R rozuḿıme konečný výraz

f (x) =
k∑

i=0

aix
i

kde ai ∈ R, i = 0, 1, . . . , k , jsou tzv. koeficienty polynomu. Je-li
ak 6= 0, ř́ıkáme, že f (x) má stupeň k, ṕı̌seme deg f = k . Nulový
polynom nemá stupeň, polynomy stupně nula jsou právě nenulové
prvky v R, kterým ř́ıkáme konstantńı polynomy.
Polynomy f (x) a g(x) jsou stejné, jestliže maj́ı stejné koeficienty.
Množinu všech polynomů nad okruhem R budeme značit R[x ].
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Každý polynom zadává zobrazeńı (polynomiálńı funkci)
f : R → R, jehož hodnota vznikne dosazeńım hodnoty c za
nezávislou proměnnou x , tj.

f (c) = a0 + a1c + · · ·+ akck .

Všimněme si, že konstantńı polynomy odpov́ıdaj́ı právě
konstantńım zobrazeńım. Kǒren polynomu f (x) je takový prvek
c ∈ R, pro který je f (c) = 0 ∈ R.
Obecně se může stát, že r̊uzné polynomy definuj́ı stejná zobrazeńı.
Nap̌r. polynom x2 + x ∈ Z2[x ] zadává identicky nulové zobrazeńı.
Obecněji, pro každý konečný okruh R = {a0, a1, . . . , ak} zadává
polynom f (x) = (x − a0)(x − a1) . . . (x − ak) identicky nulové
zobrazeńı. Zároveň ale plat́ı tvrzeńı, které dokážeme zanedlouho:

Věta

Jestliže je R nekonečný okruh, pak dva polynomy f (x) a g(x) nad
R jsou stejné právě když jsou stejná p̌ŕıslušná zobrazeńı f a g.
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Dva polynomy f (x) =
∑

i aix
i a g(x) =

∑
i bix

i uḿıme p̌rirozeně
také sč́ıtat i násobit:

(f + g)(x) = (a0 + b0) + (a1 + b1)x + · · ·+ (ak + bk)xk

(f · g)(x) = (a0b0) + · · ·+ (a0b` + + · · ·+ a`b0)x` + . . .

kde uvažujeme nulové koeficienty všude, kde v původńım výrazu
pro polynomy nenulové koeficienty nejsou a u sč́ıtáńı necht’ je k
maximálńı ze stupňů f a g .
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Tato definice vskutku odpov́ıdá p̌ŕıslušným operaćım sč́ıtáńı a
násobeńı hodnot zobrazeńı f , g : R → R, d́ıky vlastnostem skalár̊u
v původńım okruhu R.
Př́ımo z definice vyplývá, že množina polynomů R[x ] nad
komutativńım okruhem s jedničkou je opět komutativńım okruhem
s jedničkou, p̌ričemž jedničkou v R[x ] je opět jednička 1 v okruhu
R vńımaná jako polynom stupně nula.

Lemma

Okruh polynomů nad oborem integrity je opět obor integrity.

Důkaz.

Máme ukázat, že v R[x ] mohou být netriviálńı dělitelé nuly pouze
tehdy, jestliže jsou už v R. To je ale žrejmé z výrazu pro násobeńı
polynomů. Jsou-li f (x) a g(x) polynomy stupně k a ` jako výše,
pak koeficient u xk+` v součinu f (x) · g(x) je součin ak · b` a ten
muśı být nenulový, pokud nejsou dělitelé nuly v R.
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Formálńı mocninné řady

Již ďŕıve jsme pracovali s (formálńımi) mocninnými řadami a
neformálně jsme prohlásili, že s nimi můžeme provádět analogické
operace jako s polynomy. Nyńı toto tvrzeńı můžeme zasadit do
formálńıho algebraického kontextu:

Definice

Necht’ R je okruh skalár̊u. Formálńı mocninou řadou nad R
rozuḿıme (obecně nekonečný) formálńı výraz f (x) =

∑∞
i=0 aix

i ,
kde ai ∈ R, i = 0, 1, . . . , jsou tzv. koeficienty řady.

Snadno se ukáže, že s ďŕıve definovanými operacemi sč́ıtáńı a
násobeńı tvǒŕı formálńı mocniné řady okruh, který znač́ıme R[[x ]]
(a jehož je R[x ] podokruhem). Sami si zkuste rozmyslet, že
invertibilńımi prvky tohoto okruhu jsou právě mocninné řady, které
maj́ı invertibilńı absolutńı člen.
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Často se setkáváme s objekty popsanými pomoćı polynomiálńıch
výraz̊u ale s v́ıce proměnnými. Nap̌r. kružnici v rovině se sťredem
S = (x0, y0) a poloměrem r zaṕı̌seme pomoćı rovnice

(x − x0)2 + (y − y0)2 − r 2 = 0.

Okruhy polynomů v proměnných x1, . . . , xr můžeme zavést
podobně jako jsme postupovali s R[x ]. Mı́sto mocnin jediné
proměnné xk budeme uvažovat tzv. monomy

xk1
1 · · · x

kr
r

a jejich formálńı lineárńı kombinace s koeficienty ak1···kr ∈ R.
Formálně i technicky je ale jednoduš̌śı následuj́ıćı induktivńı
definice.
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Polynomy v́ıce proměnných

Okruhy polynomů v proměnných x1, . . . , xr definujeme induktivně
vztahem

R[x1, . . . , xr ] := R[x1, . . . , xr−1][xr ].

Nap̌r. R[x , y ] = R[x ][y ], tzn. že uvažujeme polynomy v proměnné
y nad okruhem R[x ]. Snadno se ově̌ŕı, že polynomy v proměnných
x1, . . . , xr lze chápat jako výrazy vzniklé z ṕısmen x1, . . . , xn a
prvk̊u okruhu R konečným počtem (formálńıho) sč́ıtáńı a násobeńı
v komutativńım okruhu.
Nap̌ŕıklad prvky v R[x , y ] jsou tvaru

f = an(x)yn + an−1(x)yn−1 + · · ·+ a0(x)

= (amnxm + · · ·+ a0n)yn + · · ·+ (bp0xp + · · ·+ b00)

= c00 + c10x + c01y + c20x2 + c11xy + c02y 2 + . . .
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Jako důsledek naš́ı definice a p̌redchoźıch výsledk̊u pro polynomy
nad obecnými komutativńımi okruhy dostáváme:

Důsledek

Jestliže v okruhu R nejsou dělitelé nuly, pak také v okruhu
polynomů R[x1, . . . , xr ] nejsou dělitelé nuly.
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Naš́ım daľśım ćılem bude pochopit, jak je to v obecném p̌ŕıpadě
polynomů nad oborem integrity s jejich rozkladem na součin
polynomů jednoduš̌śıch, tj. ve speciálńım p̌ŕıpadě polynomů
s jedinou proměnnou budeme diskutovat kǒreny polynomů.
U polynomů s v́ıce proměnnými půjde o rozklad na jednoduš̌śı
faktory nižš́ıch stupňů. Protože již v́ıme, že polynomy ve v́ıce
proměnných můžeme definovat induktivně, stač́ı nám nyńı
uvažovat jen polynomy v jedné proměnné, ovšem nad obecným
oborem integrity, a smě̌rujeme ke zobecněńı úvah o dělitelnosti,
které byly základem našeho poč́ınáńı v teorii č́ısel.
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Uvažujme proto nějaký pevně zvolený obor integrity R, ťreba celá
č́ısla Z nebo okruh Zp s prvoč́ıselným p. Pak plat́ı:

Lemma

je-li a|b a zároveň b|c pak také a|c;

a|b a zároveň a|c pak také a|(αb + βc) pro všechny α, β ∈ R;

a|0 pro všechny a ∈ R (je totiž a · 0 = 0);

každý prvek a ∈ R je dělitelný všemi jednotkami e ∈ R× a
jejich násobky a · e (jak p̌ŕımo plyne z a = a · e · e−1)
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Definice

Řekneme, že prvek a ∈ R je ireducibilńı (nerozložitelný), jestliže

je nenulový a neńı jednotkou (tj. a - 1),

je dělitelný pouze jednotkami e ∈ R× a č́ısly a · e (tzv. č́ısla
asociovaná s a – tj. taková b ∈ R, že a|b a b|a; znač́ıme
a ∼ b).

Řekneme, že okruh R je obor integrity s jednoznačným
rozkladem, jestliže plat́ı:

pro každý nenulový prvek a ∈ R, který neńı jednotkou, existuj́ı
nerozložitelné a1, . . . , ar ∈ R takové, že a = a1 · a2 . . . ar

jsou-li prvky a1, . . . , ar a b1, . . . , bs ireducibilńı, nejsou mezi
nimi žádné jednotky a plat́ı-li a1a2 . . . ar = b1b2 . . . bs , pak je
r = s a ve vhodném p̌reuspǒrádáńı plat́ı aj = ejbj pro vhodné
jednotky ej (tj. tyto dva rozklady jsou stejné až na pǒrad́ı a
asociovanost činitel̊u).
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Př́ıklad

1 Z,R[x ] jsou obory integrity s jednoznačným rozkladem
(ireducibilńı prvky v Z jsou prvoč́ısla a č́ısla k nim opačná).

2 Každé těleso je obor integrity s jednoznačným rozkladem (kde
každý nenulový prvek je jednotka).

3 Nap̌r. v okruhu R[
√
−5] = {a + b

√
−5; a, b ∈ R} existuj́ı dva

r̊uzné rozklady č́ısla 6 na nerozložitelné prvky:

6 = 2 · 3 = (1−
√
−5)(1 +

√
−5).a

aTo, že uvedené prvky jsou ireducibilńı a že nejsou asociované, je ale ťreba
trochu

”
odpracovat“.
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Základńım nástrojem pro diskusi dělitelnosti, společných dělitel̊u
apod. v okruhu celých č́ısel Z je procedura děleńı se zbytkem a
Euklidův algoritmus pro hledáńı nejvěťśıch společných dělitel̊u.
Tyto postupy nyńı zobecńıme.

Lemma (Věta o děleńı se zbytkem pro polynomy)

Necht’ R je obor integrity (tj. komutativńı okruh bez dělitel̊u nuly)
a f , g ∈ R[x ] polynomy, g 6= 0. Pak existuje a ∈ R, a 6= 0, a
polynomy q a r splňuj́ıćı af = qg + r , kde r = 0 nebo
deg r < deg g. Je-li nav́ıc R těleso nebo je aspoň vedoućı koeficient
polynomu g roven jedné, potom lze volit a = 1 a polynomy q a r
jsou v tomto p̌ŕıpadě určeny jednoznačně.

Poznámka

Toto tvrzeńı je možné aplikovat i obecněji (tedy nikoliv jen pro
polynomy, viz Euklidovské okruhy), je ale ťreba správně definovat,
jak budeme porovnávat prvky.
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Důkaz.

Tvrzeńı dokážeme indukćı vzhledem ke stupni f . Je-li
deg f < deg g nebo f = 0, je vše snadné, podobně pro konstantńı
polynom. Předpokládejme tedy, že deg f ≥ deg g > 0 a pǐsme

f = a0 + · · ·+ anxn, g = b0 + · · ·+ bmxm.

Pak na polynom bmf − anxn−m lze použ́ıt indukčńı p̌redpoklad
(nebo je nulový). Odtud již snadno dostaneme požadované.
Jednoznačnost: je-li f = q1g + r1 jiné vyjáďreńı, pak
0 = f − f = (q − q1)g + (r − r1), kde r = r1, nebo
deg(r − r1) < deg g . Prvńı p̌ŕıpad je snadný, ve druhém p̌ŕıpadě,
je-li ax s člen nejvyš̌śıho stupně v q − q1, pak jeho součin se členem
nejvyš̌śıho stupně v g muśı být nulový, tj. a = 0, a tedy i
q − q1 = 0 = r − r1 a obě vyjáďreńı byla ve skutečnosti stejná.
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Proceduru děleńı se zbytkem můžeme okamžitě využ́ıt k diskusi
kǒrenů polynomů nad obory integrity R.
Uvažme polynom f (x) ∈ R[x ], deg f > 0, a dělme jej polynomem
x − b, b ∈ R.
Protože je vedoućı koeficient dělitele jednička, algoritmus pro
děleńı dává jednoznačný výsledek. Dostáváme tedy jednoznačně
zadané polynomy q a r splňuj́ıćı f = q · (x − b) + r , kde r = 0
nebo deg r = 0, tj. r ∈ R. Tzn., že hodnota polynomu f v b ∈ R je
rovna právě f (b) = r (toto je základ postupu známého jako
Hornerovo schéma).
Proto je prvek b ∈ R kǒren polynomu f právě, když (x − b)|f .
Protože po vyděleńı polynomem stupně jedna vždy klesne stupeň
výsledku alespoň o jedničku, dokázali jsme následuj́ıćı tvrzeńı:

Důsledek

Každý nenulový polynom f nad oborem integrity (tělesem) R má
nejvýše deg f kǒren̊u. Zejména tedy zadávaj́ı polynomy nad
nekonečným oborem integrity stejná zobrazeńı R → R, právě když
jde o stejné polynomy.
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Př́ıklad

Polynom x3 má nad Z8 čty̌ri kǒreny ([0]8, [2]8, [4]8, [6]8,).
Je to t́ım, že tento okruh neńı oborem integrity (natož tělesem).

Důsledkem p̌redchoźıho tvrzeńı je následuj́ıćı velmi d̊uležitý fakt.

Důsledek

Libovolná konečná podgrupa multiplikativńı grupy (K×, ·) tělesa
(K ,+, ·) je cyklická. Speciálně existuje prvek g ∈ Z×p tak, že jeho
mocniny generuj́ı celou grupu Z×p .

Důkaz.

Bud’ H ≤ (K×, ·), |H| = n. Pak řád každého h ∈ H je dělitelem n.
Označ́ıme-li pro každé d | n všechny prvky H řádu d jako Hd , pak
|Hd | ≤ ϕ(d), nebot’ jde o počet generátor̊u podgrupy kǒrenů
xd − 1. Tedy n =

∑
d |n ϕ(d) ≥

∑
d |n |Hd | = |H| = n, a proto

|Hd | = ϕ(d) pro každé d | n, speciálně |Hn| = ϕ(n) > 0.
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Násobné kǒreny

Plat́ı-li pro k ≥ 1, že dokonce (x − b)k |f , kde k je nejvěťśı možné
(tj. (x − b)k+1 6 |f ), ř́ıkáme, že kǒren b je násobnosti k.
Polynom h je nejvěťśı společný dělitel dvou polynomů f a
g ∈ R[x ], jestliže:

h|f a zároveň h|g
jestliže k |f a zároveň k |g pak také k|h.

Věta (Bezoutova rovnost)

Necht’ R je těleso a necht’ f , g ∈ R[x ]. Pak existuje nejvěťśı
společný dělitel h polynomů f a g. Polynom h je určený
jednoznačně, až na násobek nenulovým skalárem. Přitom existuj́ı
polynomy A,B ∈ R[x ] takové, že h = Af + Bg.

Důkaz.

Euklidův algoritmus.
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Důkaz následuj́ıćıho tvrzeńı je poměrně technický a nebudeme jej
prezentovat v detailech (i když jsme si vše poťrebné pro něj již
v podstatě p̌ripravili).

Věta

Je-li R obor integrity s jednoznačným rozkladem, pak také okruh
polynomů R[x ] je obor integrity s jednoznačným rozkladem.

Př́ıklad

Z[x ],Z5[x ] jsou okruhy s jednoznačným rozkladem.
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Důsledkem této věty je skutečnost, že každý polynom nad
komutativńım okruhem s jednoznačným rozkladem můžeme
rozložit tak, jak to známe s polynomy s reálnými nebo komplexńımi
koeficienty. Pokud má polynom tolik kǒrenů, včetně násobnosti,
jako je jeho stupeň deg f = k , je odpov́ıdaj́ıćı rozklad tvaru

f (x) = b · (x − a1) · (x − a2) . . . (x − ak).

Zat́ımco reálné polynomy mohou být i úplně bez kǒrenů, každý
komplexńı polynom naopak takovýto rozklad p̌ripoušt́ı. To je
obsahem tzv. základńı věty algebry1:

Věta (Základńı věta algebry)

Těleso komplexńıch č́ısel C je tzv. algebraicky uzav̌rené, tj. každý
nekonstatńı polynom má v C kǒren.

1Wikipedia:
”
This fact has led some to remark that the Fundamental

Theorem of Algebra is neither fundamental, nor a theorem of algebra.“
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Hledáńı kǒrenů a ireducibilita

Věta (Gaussovo lemma)

Polynom f ∈ Z[x ] nazveme primitivńı, jsou-li jeho koeficienty
nesoudělné.

1 Součin primitivńıch polynomů je primitivńı.

2 Je-li polynom f ∈ Z[x ] ireducibilńı nad Z, pak je rovněž
ireducibilńı jakožto polynom nad Q.

Důsledek
√

2 neńı racionálńı č́ıslo.

Věta

Má-li polynom f (x) = anxn + · · ·+ a0 ∈ Z[x ] racionálńı kǒren
r/s ∈ Q v základńım tvaru, pak r |a0 a s|an.
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Př́ıklad

Dokažte, že x3 − 3x − 1 ∈ Q[x ] je ireducibilńı.

Dokažte, že x3 − 3x − 1 ∈ Z2[x ] je ireducibilńı.
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Hledáńı kǒrenů a ireducibilita, pokr.

Věta (Eisensteinovo kritérium ireducibility)

Je-li f (x) = anxn + · · ·+ a1x + a0 ∈ Z[x ], p̌ričemž:

p | a0, . . . , pn−1, p - an

p2 - a0.

Pak je f ireducibilńı nad Z (a tedy i nad Q).

Důsledek

Nad okruhem Z existuj́ı ireducibilńı polynomy libovolného stupně.

Důkaz.

Stač́ı uvážit fn = xn + 2, který je podle Eisensteinova kritéria
(s p = 2) ireducibilńı stupně n.
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Poznámka

Užitečná je často také tzv. lokalizace, tj. redukce koeficient̊u
modulo zvolené prvoč́ıslo p, p̌ŕıp. posunut́ı proměnné o konstantu.
Nap̌r., že polynom x3 + 27x2 + 5x + 97 je ireducibilńı, zjist́ıme d́ıky
redukci (modulo 3), ireducibilitu tzv. kruhového polynomu

xp − 1

x − 1
= xp−1 + · · ·+ x + 1

d́ıky substituci x = y + 1.

Věta

Je-li α kǒrenem polynomu f nad tělesem násobnosti k > 1, je α
kǒrenem f ′ násobnosti k − 1.

Důsledek

Násobné kǒreny polynomu f jsou právě kǒreny (f , f ′). Všechny
kǒreny polynomu f obdrž́ıme jako (jednoduché) kǒreny polynomu
f /(f , f ′).
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Př́ıklad

1 Určete všechny kǒreny polynomu
4x7 − 23x5 + 17x4 + 31x3 − 49x2 + 24x − 4.

2 Určete všechny kǒreny polynomu
12x7 − 44x6 + 35x5 − 4x4 + 44x3 − 31x2 − 4x + 4.
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Jako důsledek definice polynomů v́ıce proměnných a p̌redchoźıch
výsledk̊u pro polynomy nad obecnými komutativńımi okruhy
dostáváme:

Důsledek

1 Jestliže v okruhu R nejsou dělitelé nuly, pak také v okruhu
polynomů R[x1, . . . , xr ] nejsou dělitelé nuly.

2 Je-li R obor integrity s jednoznačným rozkladem, pak také
okruh polynomů R[x1, . . . , xr ] je obor integrity
s jednoznačným rozkladem.

Př́ıklad

Z[x , y ] je okruh s jednoznačným rozkladem.
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Symetrické polynomy

Definice

Polynom f ∈ R[x1, . . . , xn], který se nezměńı p̌ri libovolné
permutaci proměnných x1, . . . , xn, se nazývá symetrický polynom.
Elementárńımi symetrickými polynomy rozuḿıme polynomy

s1 = x1 + x2 + · · ·+ xn,

s2 = x1x2 + x1x3 + · · ·+ xn−1xn,

...

sn = x1 · · · xn

Věta (základńı věta o symetrických polynomech)

Libovolný symetrický polynom lze vyjáďrit jako polynom
v proměnných s1, . . . , sn.
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Pro zjednodušeńı zápisu si zavedeme tzv. multiindexovou
symboliku.
Multiindex α délky r je r -tice nezáporných celých č́ısel
(α1, . . . , αr ). Celé č́ıslo |α| = α1 + · · ·+ αr nazýváme velikost
multiindexu α. Stručně ḿısto xα1

1 xα2
2 . . . xαr

r ṕı̌seme xα .

Důkaz.

Symetrický polynom P je součtem monomů tvaru cx i1
1 x i2

2 · · · x
ik
k ,

tyto si uspǒrádejme reverzně lexikograficky (tj. rozhoduje exponent
u xk , pak xk−1, atd.) sestupně podle exponent̊u (multiindex̊u).
Polynom P zaṕı̌seme pomoćı elementárńıch tak, že postupně
redukujeme nejvěťśı monomy (vzhledem k tomuto uspǒrádáńı).
Necht’ je cx i1

1 x i2
2 · · · x

ik
k nejvěťśı monom, pak i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ ik a

uvažme
Q = cs

ik−ik−1

1 s
ik−1−ik−2

2 · · · s i2−i1k−1 s i1k .

Snadno se vid́ı, že nejvěťśı monom Q je též cx i1
1 x i2

2 · · · x
ik
k , a

polynom P − Q je opět symetrický s nejvěťśım monomem menš́ım
než P. Opakováńım dostáváme poťrebné.
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Důsledek (Viètovy (Newtonovy) vztahy)

Vztahy mezi kǒreny a koeficienty polynomu
f (x) = xn+an−1xn−1+· · ·+a1x +a0 = (x−x1)·(x−x2) · · · (x−xn):

an−1 = −(x1 + · · ·+ xn) = −s1

an−2 = x1x2 + · · ·+ xn−1xn = s2

...

a0 = (−1)n · x1 . . . xn = (−1)n · sn

Př́ıklad

Určete polynom s kǒreny

1 x2
1 , x

2
2 ,

2 1
x1
, 1
x2

,

jsou-li x1, x2 kǒreny polynomu x2 + 13x + 7 (aniž byste je
vyč́ıslovali).
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Naš́ı snahou nyńı bude zobecnit způsob konstrukce racionálńıch
č́ısel jakožto zlomk̊u č́ısel celých.
Necht’ R je obor integrity. Jeho pod́ılové těleso (Ring of
Fractions) definujeme jako ťŕıdy ekvivalence dvojic (a, b) ∈ R × R,
b 6= 0, které zapisujeme a

b , a ekvivalence je dána

a

b
=

a′

b′
⇔ ab′ = a′b.

Sč́ıtáńı a násobeńı definujeme prosťrednictv́ım reprezentant̊u ťŕıd

a

b
+

c

d
=

ad + bc

bd
a

b

c

d
=

ac

bd

Snadno se ově̌ŕı korektnost této definice a všechny axiomy tělesa.
Zejména je 0

1 neutrálńı prvek vzhledem ke sč́ıtáńı, 1
1 je neutrálńı

prvek vzhledem k násobeńı a pro a 6= 0, b 6= 0 je a
b
b
a = 1

1 .
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Touto konstrukćı
”
p̌ridáme“ k okruhu R minimálńı množstv́ı prvk̊u

tak, abychom již mohli dělit libovolnými nenulovými prvky.

Př́ıklad

Pod́ılové těleso okruhu R[x1, . . . , xr ] nazýváme těleso
racionálńıch funkćı a znač́ıme je R(x1, . . . , xr ).

Všechny algebraické operace s polynomy v softwarových systémech
jako je Maple nebo Mathematica jsou prováděny ve skutečnosti
nad pod́ılovými tělesy, tj. v tělesech racionálńıch funkćı, zpravidla s
použit́ım R = Q.
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