Cviceni MB204 Teorie cisel
Uvod
Podminky zapoctu atd.
1. Délitelnost
1.1. Naleznéte viechna celd ¢fsla a # 3, pro kterd plati a — 3|a® — 3.
Reseni. a — 3|a® — 27 a proto a — 3|a® — 3 & a — 3Ja® — 3 — a® + 27 = 24. O

1.2. Pro kterd cela ¢isla n je 7n + 1 délitelné 3n + 47
Reseni. 3n+4|7Tn+1 = 3n+4|7(3n+4) —3(7n+1) = 25. Odtud n € {-3, 1,7}
O
1.3. Dokazte, ze pro vsechna celd ¢isla a, b plati 17|2a 4+ 3b < 17|9a + 5b.

Reseni. 2a + 3b = 4(9a + 5b) — 17(2a + b). Koeficienty 1ze odvodit z Bezoutovych
koeficientu (Euclid). O

1.4. Dokazte, ze pro vSechna pfirozend ¢isla n plati 9]4™ + 15n — 1

Reseni. Indukei nebo Binomickou vétou. O

2. Déleni se zbytkem, GCD, LCM, Euklidav algoritmus, Bezoutova
véta

2.1. Dokazte, ze mezi m po sobé jdoucimi Cisly existuje pravé jedno délitelné

m.
Reseni. Oznacme &isla a + 1,...,a + m. Podle véty o déleni se zbytkem g, r <
m:a=qgm+r. Pak a+ (m —r) =m(q+1) je hledané &islo. Ostatni nenulovy
zbytek. O

2.2. Urcete nejvetsi spoleény délitel (21,98) a najdéte koeficienty v Bezoutove
rovnosti.

Reseni. (21,98) =7 =5.21 — 98. i
2.3. Urcete nejvetsi spolecny délitel (10175, 2277) a najdéte koeficienty v Bez-

outové rovnosti.

Reseni. (10175,2277) = 11 = (—32).10175 + 143.2277. O

2.4. Urcete nejvétsi spolecny délitel (2n+ 1,9 +4) a (2n — 1,9n + 4).

Reseni. (2n+1,9n+4) = (2n+1,n) = (n,1) = 1 a (2n—1,9n+4) = (2n+1,n+8)
(=17,n+8). Odtud 17|n+8 = GCD =17a 17{n+8= GCD = 1. O

2.5. Urcete nejvétsi spolecny délitel éisel 263 — 1 a 291 — 1.
Reseni. 291 — 1 =228(203 — 1) + 228 12263 — 1= (2% +27)(22® — 1)+ 27 — 1.
Protoze 27 — 1228 — 1, je GCD=2" — 1. O
2.6. Spocitejte nejvetsi spoleény délitel ti{ ¢isel (252,364, 455).
Reseni. 455 = 364 4 91,364 = 4.91 a 252 = 2.91 4 70,91 = 70 + 21,70 = 3.21 +
7,21 = 3.7. Odtud (252, 364,455) = 7. m|

2.7. Dokazte (a,b).(c,d) = (ac, ad,be, bd).
Reseni. Oznacéme délitele dy, da, d3. Bezout: 3k, 1 : ak+bl = dy a Im,n : em+dn =
dy. Odtud dydy = km.ac+ kn.ad+1Im.be+1n.bd a podle Bezouta pro P pak ds|d;ds.

Naopak ziejmé d|a, ds|c, tj. dida]ac atd. Dohromady dyds|ds.
Nebo: (ac, ad, be, bd) = (a(c,d),b(c,d)) = (a,b).(c,d). ]
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2.8. Dokazte abc = [a, b, c].(ab, ac, bc)
Reseni. d := (ab,ac,bc). Pak %¢ € N a a,b,¢|2¢. Odtud ¢ = g¢.[a, b, ]. Déle

ab ac be ab ac be

ql%, %, % aproto q|(%, %, %) = 1. O
3. Prvocisla

3.1. Mezi kterymi deseti po sobé jdoucimi ¢isly je nejvice prvocisel?
Reseni. 1,2,..~4,2,3,..~ 5, 3,4,.. ~ 4, 4,5,.. ~ 4. Pét sudych, jedno ze tif
po sobé jdoucich lichych je vzdy délitelné tiremi. a
3.2. Naleznéte vSechna prvocisla, kterd jsou zaroven souctem i rozdilem néjakych
dvou prvocisel.

Reseni. Parita dd, ze jedno musi byt rovno 2. Je tedy p — 2,p,p + 2 prvocisla.
Jedno z nich délitelné tfemi. Odtud p =5 m|

3.3. Dokazte, ze pro zadné n neni mozné 6n + 5 vyjadfit jako soucet dvou
prvocisel.

Reseni. Parita d4, ze jedno musi byt rovno 2. Je tedy 6n +5 = p+ 2, tj. p =

3(2n+1). O
3.4. Naleznéte viechna prvoéisla p, takova, ze i 2p2 + 1 je prvoéislo.

Reseni. Zkusit zacatek, pak p > 3 = p = 3k+1. Odtud 2p* +1 = 3(6k> 4k +1).

O

3.5. Dokazte: (a,b) =1= (a+b,adb) = 1.

Reseni. Sporem. (a,b) = 1 A (a + b,ab) # 1. Z druhého Ip : p|(a + b) A plab. Z

druhého (Euclid) pla V p|b. Dohromady pla A plb, tj. p|(a,b) = 1. O
3.6. Dokazte: (a + b, [a,b]) = (a,b).

Reseni. Lze prevést na predchozi pitklad. a := (aab), b:= (abb). O

3.7. Dokazte: a slozené = al(a — 1)

Reseni. Nejprv zkusit pro mald a. Pak: a = b.c. Pokud b # ¢, pak 1 < b < ¢ < a,
a proto (@ — 1)! = 1..b..c..(a — 1), tj. a = be|(a — 1)!. Pokud b = ¢, tj. a = b2, pak
za=>0%>4plyne b> 2 atedyia=>b>>2b, aproto (a —1)! = 1..b..2b..(a — 1).
Odtud a = b?|(a — 1)!. O

Def. funkce v,. Pro a = pi"* -- 'P?k

a; pokud p = p;
vp(a) =

0 jinak
Vlastnosti:
soucin: vp(a.b) = vp(a) + vp(b)
soucet: vp(a + b) = vp(a), pokud v,(a) < vy (b)
vp(a+b) > Up(a), pokud vp(a) = vy,(b)

ged: Up(( ;b)) =vp(a
lem: v, ([a, b]) = v, (b) v obou piipadech v,(a) < v,(b)
3.8. Dokazte: (a,b) = 1= (ab,c) = (a,c) - (b, c).
Reseni. (a,b) = 1 = min{v,(a),v,(b)} = 0. Odtud w.lo.g. v,(0) = 1. Pak i
vp((a,c)) =0 a tedy

vp(L) = min{vy(b),vy(c)} = vp(P).



4. KONGRUENCE 1. 3

3.9. Dokazte, ze pokud %/n € Q, pak %/n € N.
Reseni. Predpoklad implikace ikd, ze existuji r, s € N tak, ze x/n = Sotjones™ =

™. Odtud vy (n) +m - vp(s) = m - vp(r), tj. mlvp(n). O
Minipisemka
3.10. Spocitejte GCD(728,336 — 1,3% — 1) a napiste Bezoutovu rovnost.
Reseni. 728 = 3% — 1 a proto GCD = 3(6:36:45) _ 1 =33 _ 1 = 26. O

3.11. Spocitejte GC D(4095,242 — 1,263 — 1) a napiste Bezoutovu rovnost.
Reseni. 4095 = 2'2 — 1 a proto GCD = 2(1242.63) _ 1 =93 _ 1 =7, ]

4. Kongruence I.
4.1. Spocitejte zbytek po déleni ¢isla a® ¢islem m pro ndhodné zvolené a, b, m.
4.2. Dokazte, ze pro viechna k,m,n € N plati
115K 4 45m+2 4 35m,

Reseni. Spocitdme moduldrni mocniny ¢isel 3,4,5 a zjistime 3° = 4° = 55 = 1
mod 11. Proto 551 4 45m+2 4 357 = 51 4 42 + 39 = 22 =0 mod 11. O

4.3. Dokazte, ze pro vsechna a,b € Z plati
a>+b0*=0 mod3=a=b=0 mod 3.

Reseni. Pokud a = 0, pak a®> = 0 a tedy i b> = 0, tj. b = 0. Pokud a = +1, pak
a’? =1, a proto b?> = —1, coz nenf mozné. (plyne i z malé Fermatovy véty) O

4.4. Dokazte, ze pro vsechna a,b € Z plati
a>+b0*=0 mod7=a=b=0 mod 7.

Reseni. Pokud a = 0, pak a®> = 0 a tedy i b2 = 0, tj. b= 0. Pokud a = +1, 42, 43,
pak a® = 1,4,2, a proto b?> = 6, 3,5, coz neni mozné. O

4.5. Naleznéte vsechna n € N tak, ze plati 3|n2" 4 1.

Reseni. n2"+1=n(—1)"+1 mod 3. Odtud bud n =0 mod 2an = —1 mod 3,
nebon=1 mod2an=1 mod 3, tj. bud n =2 mod 6 nebon=1 mod 6. O

4.6. Dokazte, ze lze po obvodu kruznice rozmistit ¢isla 1,2,---,12 tak, aby
libovolné t¥i sousedn{ ¢&fsla a, b, ¢ splitovaly 13]b? — ac.
Reseni. Rozmistime popofadé &isla 21,22, ... 212 a uvazime jejich zbytky po
déleni 13. Pro tfi sousedni éisla 28—1 2k 2k+1 plati (2)2 —2k—1.2k+1 — 0 a proto i
jejich zbytky splituji b2 —ac = 0 mod 13. Zaroveir mocniny 2 vygeneruji celou zbyt-
kovou t¥{du az na nulu, tj. prave ¢isla 1,2,--- ;12 (f4d 2 modulo 13 je maximdlni,
je to primitivni kofen). Dostdvame
2,4,8,3,6,12,11,9,5,10,7,1
O
4.7. Ulohy o pokryti ... napf. f(z,y) = 22+3y mod 7 prifadi kazdé celoc¢iselné
soufadnici néjaky zbytek modulo 7 a tim rovinu rozparceluje. Ukazuje to, ze rovinu

Ize beze zbytku pokryt vSemi utvary, které vzniknou spojenim sedmi Ctverecku
odpovidajicim riznym zbytkam.



4.8. Odvod'te kritéria délitelnosti &isly 2,3, - -, 11.
Reseni. Univerzalni kritérium = analyza zbytkd mocnin 10¥. Napf. pokud
a=ap---ap=ag~+a;-10+---ay- 10",

pak 10 = -1 mod 11déd a =ap—as+---+(—1)*a;, mod 11. Modulo 7 dostaneme
10° = 1, 10" = 3, 102 = 2, 10> = —1, 10* = -3, 10° = -2, 10° = 1. Odtud
a = ag + 3a1 + 2as — az — 3a4 — 2a5 + atd. mod 7. O

5. Eulerova funkce

5.1. Spocitejte Eulerovu funkci ¢(n) pro n = 180,636, 1000, 1001.
Reseni. (180) = ¢(22.32.5) = 2(2 — 1).3(3 — 1).(5 — 1) = 48. Podobné ¢(635)
504, (1000) = 400, ©(1001) = 720. O

5.2. Vyfeste rovnici ¢(375Y) = 600.
Reseni. ¢(3°5Y) =2.3*1.4.5Y"" pro ,y > 1. Odtud z = 2,y = 3. |

5.3. Vyfeste rovnici p(m) = 6.
Reseni. Pokud p|m, pak p—1|¢(m). Odtud m = 273977, tedy o(m) = 2°~1.2.3¥=1.6.75~!
pro pro z,y,z > 1. Diskuze délitelnosti da xz,y < 2 a z < 3. Dalsim rozborem
dostaneme z = 1,y = 0,z =0, 2z = 1,y = 0,z =1, 2z = 0,y = 2,z = 0 a
s=1y=22=1,t. m=714,9,18. O

5.4. Vyfeste rovnici p(m) = 14.

Reseni. 8 a 15 jsou slozend, proto 72|m a tedy 6.7 = 42|p(m). Zadné feseni nee-
xistuje. O
m

5.5. Vyfeste rovnici ¢(m) = .

Reseni. Predeviim 2 € Z. Polozme m = 2%, kde 2 { t a a > 1. Pak ¢(m) =
201y (t). Tedy p(t) =t, tj. t = 1. Redeni je m = 2% pro a > 1. O

m

2.
Reseni. Polozme m = 3%¢, kde (3,t) =1 a a > 1. Pak @(m) = 3%~ 1.2.(t). Tedy
¢(t) = L. Z minulého pitkladu vime ¢ = 2°. Resenf je m = 32" pro a,b > 1. O

5.6. Vyfeste rovnici p(m) =

5.7. Vyfeste rovnici p(pm) = p(m).

Reseni. Pokud p|m, pak p(pm) = pp(m) a pokud p f m, pak o(pm) = (p—1)p(m).
Resenim je p = 2, m liché. O

6. Eulerova véta
6.1. Jaky zbytek dava a'°® po déleni éislem 125?
Reseni. Plati p(125) = 5%(5 — 1) = 100, a proto pro libovolné a nesoudélné s 5 je
at®® =1 mod 125. Pokud 5|a, pak 125/a'%; tj. a =0 mod 125. 0
6.2. Dokazte 234! =2 mod 341.

Reseni. 341 = 11.31. Podle Eulerovy véty plati 2! = 1 mod 11 a 230 = 1
mod 31. Proto 23*' =2 mod 11 a 234! =21 =2 mod 31. 0

6.3. Urcete posledni cifru ¢isla 3737,

Reseni. Plati ¢(10) =4 a 3737 =1 mod 4. Proto 3737 =37=7 mod 10. O
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6.4. Urcete posledni dvé cifry éisla 72014,

Reseni. Plati ¢(100) = 40 a (7,100) = 1. Proto podle Eulerovy véty plati 740 = 1
mod 100. A protoze 2014 = 14 mod 40, je 729 = 74, Ddle mame 73 = 343 = 43
mod 100 a 7* =43.7 =301 = 1 mod 100, a proto 7204 = 714 = 72 = 49. O

6.5. Dokazte, ze ¢islo 22" 47 je slozené.

Reseni. Vyzkousime, jaké zbytky davd mocnina ¢isla 2 modulo mald prvoéisla.
Zjistime, ze modulo 11 mame 2'°© = 1. Ziroven jsou zbytky mocnin 2 modulo 10
periodicky 2,4,8,6, tj. 24"+ = 2 mod 10. Odtud 22" +7=224+7=11=0
mod 11. a

Minipisemka
6.6. Vyfeste nerovnici ¢(n) < 6.
Reseni. Prvocisla p|n musi spliiovat p—1|¢(n) € {1,2,4} (¢(n) nemiize byt liché).
Odtud n = 2*3Y5%. Pro p(n) = 1 je pouze n = 1 nebon =2, pro p(n) =2jez=0
az,y <1t n=3nebon =6.Propn) =4jez=1,y=0axz <1 nebo
z=0,y=1lax=2neboz=0,y=0ax =3, tj. n =25,10,12,8. Celkem
ne{1,2,3,4,5,6,8,10,12}. o

2012
30

6.7. Urcete posledni dvé cifry ¢isla 2014201 (te7ké).
Reseni. Protoze ¢(100) = 40 a (2014,40) = 2, nelze aplikovat Eulerovu vétu

pifmo, ale dostaneme soustavu 20142013 = 2 mod 25 a 2 = 0 mod 4. Na prvnf

uz muzeme pouzit Eulerovu vétu. ¢(25) = 20 a tedy 2014%° = 1420 = 1 mod 25.
Protoze ¢(20) = 8, pro exponent je 20132012 = 1013826+4 = (—7)* = 92 = 1
mod 20. Odut 20142°13"""” = 14 mod 25. Mame tedy soustavu x = 14 mod 25 a
2 =0 mod 4. Z prvnf je z € {14,39,64,89} mod 100. Aby byla splnéna i druh4,
musi byt z = 64 mod 100. m]

7. Linearni kongruence

7.1. Obecné kongruence s jednou neznamou. Postupné dosazovani re-
prezentantu zbytkovych tiid.

7.2. Vyfeste 29z =1 mod 17.

Reseni. (a) Euler: (17,29) =1 a (17) = 16 = 2 = 29'° = 12'5 mod 17.
(b) Bezout: Z Euklida 1 = 12.17—7.29, tj. =7.29 =1 mod 17, a proto x = —7 = 10.
(¢) Ad hoc: 122 =1 =18 mod 17, tj. 22 =3 = 20, tj. x = 10 mod 17. O

7.3. Vyfteste 14x = 23 mod 31.

Reseni. Z Bezouta 1 = 5.31 — 11.14, tj. z = 23.(—11) = —5. Ad hoc: 14z = —8,
tj. Tx = —4 = —35, tj. t = —5 mod 31. O

7.4. Vyfteste 6x = 27 mod 12.
Reseni. (6,12) = 6127. Nem4 fesen. i

7.5. Vyfeste 8x =20 mod 12.

Reseni. Vydélenim dostaneme ekvivalentni kongruenci 2z = 5 mod 3, tj.
mod 3. Modulo 12 pak jsou 4 feSeni x = 1,4, 7, 10.

&
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8. Soustavy linearnich kongruenci

8.1. Vyfteste

=2 modbH
=8 modl1l

Reseni. (a) Pomoci ¢inské zbytkové véty z = 2.11.[11]5" + 8.5.[5]7;' mod 55.
Pomoci Bezouta a Euklida zjistime inverze [11]5* = 1, [5];] = 9, tj. z = 224360 =
382 = —3 mod 55.

(b) Ad hoc: Z prvnf kongruence x = 5¢ 4+ 2 dosadime do druhé 5t 4+ 2 =8 mod 11,
tj. 5t =6 = —5 mod 11, tj. x = —1 mod 11. Dosadime zpét: x = 5(11s —1)+2 =

55s — 3. O
8.2. Vyfeste
4dr=3 mod7
52 =4 mod 6
Reseni. z =20 mod 42. O
8.3. Vyfteste

2xr =a mod 4
3r=4 mod 10

Reseni. 41 a nemi feseni, pokud 4|a, pak z = —2 mod 10. O
8.4. Vyfteste
3r=5 mod7
2z =3 mod 5
3r=3 mod9

Reseni. Tiet{ kongruence je ekvivalentni 2 =1 mod 3, tj. © = 3¢ + 1. Dosazenim
do druhé: 2(3t+1) =3 mod 5,tj.t =1 mod 5, tj. t = 5s+1, tj. x = 3(5s+1)+1 =
15s + 4. Dosazenim do prvni: 3(15s +4) =5 mod 7, tj. 3s =0, tj. s = 7r. Celkem
x = 15.7r 4+ 4, neboli x =4 mod 105. O

8.5. Pirdti se hadaji o mince ~»

=10 mod 13
=3 mod 12
=0 mod 11

Reseni. x =231 mod 11.12.13. ]

8.6. Pocitani vojakll pomoci ¢tvercu. Napt. = 55863 vojiku lze moduldrné
reprezentovat pomoci ¢tvercu 5 X 5, 7 x 7 a 9 x 9 jako

z =13 mod 25
=3 mod 49
z =54 mod 81

Reseni. = = 55863 mod 25.49.81. ]
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8.7. CRT reversed: Vyfeste linearni kongruenci 3446z = 8642 mod 208.

Reseni. Vydélenim dvéma: 1723z = 4321 mod 104. Rozdéldme na soustavu podle
faktoru modulu, tj. 104 = 8.13 a dostaneme

3r=1 mod 8
7r=5 mod 13.
Tu vyresime a dostaneme z = 75 mod 104. O

9. Binomické kongruence, primitivni kofeny

9.1. Vyieste kongruenci 2° = 10 mod 11.
ReSeni. Vyctem:

T 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2°—10 mod11|1 2 0 2 2 2 0 0 0 2 O
Mocniny g = 2 generuji celou zbytkovou tiidu (bez 0):
k 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
28 mod11[1 2 4 28 5 10 9 7 3 6 1

a proto z° — 10 mod 11 je ekvivalentni 2%« = 25 mod 11 a to je ekvivalentni
5, = b mod 10. Tato linearni kongruence je ekvivalentni kongruenci z, = 1
mod 2, tj. feSenfm dané kongruence jsou x = 2%, 23,25 27 29 tj. 2 = 2,8,10,7,6.
O

9.2. Najdéte primitivni kofeny modulo 23.
Reseni. Protoze p(23) = 22 = 2.11, tak stacf testovat g2 a g''.
g 23 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

g? mod23 |4 9 16 2 13 3 18 12 8 6 6 8
T mod23|1 1 1 -1 1 -1 1 1 -1 -1 1 1

g 14 15 16 17 18 19 20 21 22
¢ mod23 |12 18 3 13 2 16 9 4 1
¢g'' mod23|-1 -1 1 -1 1 -1 -1 -1 -1
Primitivni koteny jsou g = 5,7,10,11,14,15,17,19, 20, 21, 22. O

9.3. Dokazte neexistenci primitivnich kofentu modulo 8.

Reseni. Protoze (8) = 4 tak stacf testovat g2. Udélame ale celou tabulku

x 3 5 7
22 mod8[1 1 1
2> mod8[3 5 7
¥ mod8[1 1 1
Vsechna nesoudélnd ¢isla davaji v druhé mocniné jednicku. O

9.4. Najdéte nejmensi primitivni kofen modulo 41 a vyfeste kongruenci 7217 =

11 mod 41.
Reseni. Protoze p(41) = 40 tak staci testovat g® a ¢2°:

g 2 3 4 5 6
g8 mod8 [10 1 18 18 10
¢ mod8|1 -1 1 1 -1

Méme tedy g = 6. Kongruenci upravime na z'” = 25 mod 41 a zjistime 25 = 64, tj.
ekvivalentni kongruence je 172, =4 mod 40. Tu rozdélime podle faktori modulu
na soustavu x, = 4 mod 8 a 2z, = 4 mod 5. Ta ma feSeni z, = 12 mod 40, a
proto £ = 62 =4 mod 41. |




9.5. Najdéte nejmensi primitivni kofen modulo 17 a vyfeste kongruenci z* = 8
mod 17.

Reseni. Zjistime g = 3. 8 = 310, a proto mame 4z, = 10 mod 16. Tato kongruence
ale nem4 feseni, protoze (4,16) = 4 1 10. Lze vidét i pfimo z kritéria pro Fesitelnost
binomické kongruence: 8'6/4 = 8* = —1 mod 17. O

10. Kvadratické kongruence
10.1. Méjme kongruenci 22 = 271 (mod 323). Zjistéte, jestli m4 fesen{ a kolik
a pak feseni najdéte. Pfezkoumejte fesitelnost pomoci Legenreova symbolu.
Reseni. Zjistime 323 = 17 - 19. Odtud dostaneme ekvivalentni soustavu:

r?=271= -1 (mod 17)
r?=271=5 (mod 19).

- 19-1
Pro prvni je (—1)" 2 =1, prodruhou 5" 2 =5 =1 (mod 19). Kazd4 kongru-
ence ma tedy pravé dvé feseni, tj. zadand kongruence ma ¢tyfi feSeni. Primitivni
kofen pro 17 je g = 3 (testujeme ¢®), pro 19 je g = 2 (testujeme g% a ¢%). Piitom
—1=3% (mod 17) a 5 = 21¢ (mod 19). Soustava je tedy ekvivalentn{ soustavé
327 = 3% (mod 17)
222 = 216 (mod 19),
kde z = 3% (mod 17) a z = 2 (mod 19), tj. 2z, = 8 (mod 16) a 2z, = 16
(mod 18). Odtud » = 3* = 13 nebo v =32 =4 (mod 17) ax =28 = 9 nebo x =
217 =10 (mod 19). Z Euklidova algoritmu dostaneme Bezoutovu rovnost 1 = 9.17—
8.19, a proto je Fesenizadané kongruence z = 9.17.(9 nebo 10) — 8.19.(13 nebo 4),
tj. x = 47,123,200 nebo 276 (mod 323). O

Legendreav symbol. Ovéfeni fesitelnosti kvadratické kongruence bez pocitani
moduldrni mocniny. Definice (%) = a"7" = £1. Vlastnosti: (%) = (9> : (Q),

o=b=(2)= (). o

-1\ _ e J1 op=1 (mod 4)
(>_( D _{—1 p=-—1 (mod4)’

vvvvv

2\ _ 2 )1 p=4£l (mod 8)
(>_( Y _{1 p=+3 (mod 8)

a kvadratickou reciprocitu

(p) _ (q) (_1)%1%1 _ (%) p=1 (mod4)nebog=1 (mod 4)
q D — (%) jinak

V minulém piikladé ihned dostavame (1—71) =1a (15—9) = (15—9) = (%1) =
1. If’gﬁtOZe 5%t =5a 4|19 + 1, muzeme hned napsat Feseni druhé kongruence

4577 = 45% = £9.

10.2. Naleznéte viechna z takova, ze 22 = 7 (mod 43).

Reseni. (4—73) = — (47‘3) =— (%) = —1. Kongruence nema feseni. a

10.3. M4 kongruence z? = 79 (mod 101) feSen{?

Reseni. (157) = (5) = (%) = (%) () = () = = (1) = (1) = 1. Kongru-

ence ma reseni. O



MINIPISEMKA 9

Jacobiho symbol. Zobecnéni Legendreova. Ty samé vlastnosti, nemusi byt
prvocisla. Je-li symbol 1, pak feSeni muze i nemusi existovat.

10.4. M4 kongruence z? = 38 (mod 165) feSen{?
Reseni. Spoéitdme nejdifv Jacobiho symbol: (165) = (%)( 65) = (%) =

165\ _ _ (13 _ _ (19\ _ _ (6 — _(2Y(3) _ (3 13\ _ (1
_(W) - .(19) - .(13) - (13) - (13).(13) - (13) ( ) - (5 =1
feSeni muze i nemusi existovat. Spoc¢teme jednotlivé Legendrovy symboly. Kongru-
ence je ekvivalentni soustaveée

r?=38=2 (mod 3)
r?=38=3 (mod 5)
z2=38=5 (mod 11).

Symboly jsou (3) = =1, (3) = (3) = (5) = -1a (37) = (¥) = (3) = L
Vidime, ze dvé z téchto tii kongruenci nemaji feseni, a proto i zadana kongruence

neni fesitelna. m|
10.5. Spoctéte (%) pomoci Legendrovych symbolu a pomoci Jacobiho sym-
bolu.
ReSeni. L: Potiebujeme faktorizovat! 1001 = 7.11.13, 9907 je prvoéislo. ($501) =
7 11 13 7\ 9907\ _ 2\ _ 1y _ 9907\ _
(W) (W) (W)' (W) - (7) - (7) = -1 (9907) - ( 11 ) -

() =(%)=(7) =12 (557 ) 9907) = (13) = 1. Dohromady (gg5) = —1.
J: Nepotiebujeme faktorizovat! ( 7) = 7) (Togl) = (TQ(M) (1404091) = (1404091) =
1

1001\ _ (103\ _ (449\ _ (37 0 29\ _ (37) _ (8 — (2)\3 _
(i) = (a10) = (163) = (3s) = (57) (ﬁ) =(35) = () = (%) =-1 ©

Pouziti. Rabinuv kryptosystém, Euler-Jacobiho test prvociselnosti.
Fermativ test N: a™~! = 1 (mod N), Euler-Jacobiho test N: o' = (&) Ab-
solutni Fermatova pseudoprvocisla = Carmichaelova ¢isla - projdou Fermatovym
testem pro kazdou bézi a. Korseltovo kritérium: p? { N Carmichaelovo pravé tehdy,

kdyz p|N = p—1|N — 1.

gl
—

I f““

10.6. Ukazte, ze 2465 je Carmichaelovo ¢islo.

Reseni. 2465 = 5.17.29 a 4, 16, 28/2464. Podle Fermatovy véty pak a?464 = (a%16)4 =
1 (mod 5), a?*%* = (a'%*)16 = 1 (mod 17) a a?*%* = (a®¥)2® = 1 (mod 29), tj
0245 = 1" (mod 5.17.29 = 2465). O

10.7. Ukazte, ze 341 je Fermatovo pseudoprvocislo o zakladu 2 a neni Euler-
Jacobiho pseudoprvoéislo o zdkladu 2. Ukazte, ze 561 je E-J pseudoprvoéislo o
zdkladu 2. (pozn.: tyto pseudoprvoéisla jsou nejmensi o daném zakladu)

Reseni. 2'° = 1 (mod 341) Proto 23%° = 1 (mod 341) i 2'7° = 1 (mod 341).

Zéroven ale (33;) = —1. Pro 561 mdme 2280 =1 (mod 561) =1 a (:3;) =1. O
10.8. Prolomte &ifru ElGammal. Honza zvetejnil kli¢ (53,2,19)

Martina sifru (2, 16). Jakou zprdvu mu Martin poslal?

a prijal od

ReSeni. Potfebujeme zjistit Honziv soukromy kli¢ h. Ten je dan diskrétnim lo-
garitmem, 2" = 19 (mod 53). Pocitejme tedy moduldrni mocniny dvojky modulo
53. Zjistime 21 = —19 (mod 53). Protoze (%) = —1, je 226 = —1 (mod 53) a

53
tedy 237 = 19 (mod 53), tj. h = 37. Tim je sifra prolomena a protoze 19~! = 14
(mod 53), je zprava 14 - 16 = 47 (mod 53). O
Minipisemka

10.9. Je fesitelnd kongruence x? = 72 (mod 1219)?

Reseni. (12%5) = (125) (105) = (-1) (%)2 = —1. Kongruemce nem4 feseni. O
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10.10. Je fesitelna kongruence z? = 14 (mod 1363)?

Reseni. (553) = (F) (me) = CD- (D () =(3) = () = ) = -1
Kongruemce nem4 feseni. O

11. Koédovani



