Priklady na cviceni ke 2. prednasce

Priklad 1.: Pravdépodobnost, ze vyrobek ma 1. jakost, je v = 0,9. Kolik vyrobki je aspoinl
tieba zkontrolovat, aby s pravdépodobnosti aspoii 0,99 bylo zaruceno, Ze rozdil relativni
cetnosti poctu vyrobku 1. jakosti a pravdépodobnosti v = 0,9 byl v absolutni hodnoté mensi
nez 0,03? K vypoctu pouzijte jak Bernoulliovu vétu, tak Moivreovu - Laplaceovu vétu a
vysledky porovnejte.

Reseni:
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Priklad 2.: Pravdépodobnost uspéchu pii jednom pokusu je 0,3. S jakou pravdépodobnosti
1ze tvrdit, Ze pocet uspéchil ve 100 pokusech bude v mezich od 20 do 40?
ReSeni:
Y100 — pocet uspéchti ve 100 pokusech, Yoo ~ Bi(100, 0,3). Pouzijeme M-L vétu. Podminky
dobr¢ aproximace jsou splnény, protoze

n.$.(1-9) = 100.0,3.0,7 > 9 , 1/(n+l) = 17101 < 0,3 < n/(n+l)

18 » 1005053 Yoo = 100.0;3
B(19 % ¥yuo S 40) = P < <

\] 100.0,3-0,7 ﬂ00»0,3-0,7

100/101

40 = 100-0,3 =11 Y.'IOO = 100.0,3 10
< = P G T <

<
'\l 100-0,3+0,7 \l 21 '\I 100<0,3-0,7 '\I 21

Yzon v 100-0,3
= -2,40 < < 2,18 = $(2,18) = 3(=2,40) =

'\l 100-0,3-0,7

= § 2,18) —(1 -~ $(2,40) = (2,40 + @®(2,18) — 1 =

= 0,99180 + 0,98537 - 1 = 0,97717

Priklad 3.: Pravdépodobnost, ze zakoupeny elektrospotiebi¢ bude vyzadovat opravu béhem
zaruéni doby, je 0,2. Jaka je pravdépodobnost, ze béhem zaru¢ni doby bude nutno ze 400
prodanych spotiebicli opravit vice nez 96?

11.3. Pravdépodobnost, Ze zakoupeny elektrospotfgb%é bude Yyéado-

vat opravu béhem zaruéni doby, je rovna 0,2. Jaka je pravdep?dcp-

nost, Ze béhem zarucéni doby bude nutno ze 400 prodanych spotfebi-

&d opravit vice nez 967

Reseni:

Necht nahodna veliéina Y. znamena pocet elektrospotrebic¢l, ktere

budou potfebovat opravu z celkového po¢tu n prodanych spotrfebici.

Je zrejmé Y, ~ Bi(n, 0,2).
n.9.(1-9) = 400.0,2.0,8 > 9 , 1/(n+l) = 1/401 < 0,2 < n/(n+l) = 400/40
P(Yaoo > 96) = 1 = P(Yaoo < 96) =

Yaioo - 400.0,2 96 -~ 400.0,2

'\r-mo-o,z-o,s \] 400-0,2-0,8

1 - &(2) =

96 - 400.0,2 16
= 1 - & =l-t1>[ ]

8
\I 400.0,2-0,8
=1 - 0,97725 = 0,02275 ﬂ



Priklad 4.: Vime, Ze v jisté oblasti je 80% doméacnosti vybaveno videem. Vylosujeme 900
domacnosti (predpoklddame, Ze pocet domacnosti v dané oblasti je velky, takze nezélezi na
tom, zda se vybird s vracenim nebo bez vraceni). Jaky bude maximalni pocet vybranych

domaécnosti, které vlastni video, a to s pravdépodobnosti 0,957

11.4. Vime, Ze v jisté oblasti je 80% domacnosti vybaveno videem.
Vylosujeme 900 domacnosti (pfedp., Ze pocet domacnosti v dané ob-
lasti je velky, takZe nezalezi na tom, zda se vybira s vracenim
nebo bez vraceni). Jaky bude maximalni pocet vybranych domacnos-
ti, které vlastni video, a to s pravdépodobnosti 0,95?

Reseni:

Necht nahodna velid¢ina Y, 2znamena pocet domdcnosti, které
vlastni video (z celkového po¢tu n domacnosti).Pravdépodobnost,

2e domacnost vlastni video je 0,8.

Z¥ejmé je Y, Bi(n, 0,8)
n.9.(1-8) = 900.0,8.0,2 > 9 , 1/(n+l) = 1/901 < 0,2 < n/(n+l) = 900/901
P(Ysoo < y) = 0,95 a v tomto vztahu nezname y
Yooo - 900.0,8 ¥y = 900.0,8
P(Ygoo < Y) =P < —
“J 900-0,8:0,2 ”J 900-0,8-0,2
y - 900.0,8 Y — 720
~ & = §|—| = 0,95

12

iV 900.0,8:0,2

Y Al 17
= Up.0s = 1,645 (tabulka $-kvantilu norm.rozloz.)
12
y - 720 = 19,74
¥ = 739,74

S pravdépodobnosti 0,95 bude vlastnit video maximalné 739
vybranych domacnosti.

Piiklad 5.: Pravdépodobnost narozeni chlapce je 0,515. Jaka je pravdépodobnost, Ze mezi
10 000 novorozenci bude

a) vice dévcat nez chlapct

b) chlapcii od 5 000 do 5 3007

ReSeni:



Necht nahodna velic¢ina Y,, znamend poc¢et chlapci mezi n novorozenci.
Zrejmé je Y. ~ Bi(n, 0,515) .
n.$.(1-8) = 10000.0,515.0,485 > 9 ,
1/(n+1) = 1/10001 < 0,515 < n/(n+l) = 10000/10001
Y.0000 Jje poéet chlapcl mezi 10000 novorozenci
Yi0000 = 100000.0,515

1A

a) P(Yicooo S 5000) = P

"d 10000.0,515-0,485

5000 - 10000.0,515 Yissas — B1IBO
< = P S
A\ 10000.0,515.0,485 “{ 5150.0,485
=150 Yi0000 = 5150
< =P Sue 3 == ¥(~3) =

4 2497,75 *4 5150.0,485

1 - #(3) =1 - 0,99865 = 0,00135 |

—_—)

4999 - 10000.0,515
b) P(4999 < Yiocee S 5300) =P ”

_\I 10000-0,515-0,485

Yio000 — 10000.0,515 5300 - 10000.0,515

w 10000.0,515.0,485 _\I 10000-0,515-0,485

Y0000 — 10000.0,515
P(-3,02136 < < 3,000013) == #(3) - #(-3) =

]

’4 10000.0,515.0,485

286(3) - 1 = 2.0,99865 = 1 = 0,99730 ﬂ

Priklad 6.: V urcité skupiné zaméstnanct je 10% s ptijmem, ktery prekracuje celostatni
prumér. Kolik zaméstnanct z této skupiny je tieba vybrat, aby s pravdépodobnosti asponi 0,95
bylo mezi nimi 8% aZ 12% zaméstnanct s nadprimérnym prijmem?

ResSeni:



X — pocet zaméstnanct s nadprimérnym piijmem, X ~ Bi(n, 0,1), E(X) = 0,1n, D(X) = 0,090,
0,95 < P(0,0S <X 0,12) = p(0,08n < X < 0,12n) = p| 2080 - 0In (X ~0In 012n- O’IHJ =

< < =
n 4/0,09n 4/ 0,09n +0,09n

—Vn _X-0tn _n)_ (Vn)_ [ Jn)__ (+n)_ Vn )
o Xt ) oo of )l )y of )

tedy% 21,5 =1,96 = /n 2 29,4 = n > 865.

Pro splnéni podminek je zapotiebi vybrat aspon 865 zaméstnanct.

Piiklad 7.: Osob¢ prohlasujici, Ze ma proutkaiské schopnosti, ptedlozime 100 dvojic
zakrytych nadob. V kazdé dvojici je jedna nadoba prazdné a druhd naplnéna vodou. Vysledky
proutkaie srovname s vysledky hypotetické osoby, ktera pracuje zcela ndhodné. Necht’
nahodna veli¢ina Y o udava pocet uspesné identifikovanych dvojic nadob. Jaka je
pravdépodobnost, ze Yoo prekroci ptirozené ¢isloy,y =0, 1, ..., 100?

11.7. Priklad s proutkarem. Osobé prohlasujici, Ze ma proutkarske
schopnosti, predloZime 100 dvojic zakrytych nadob. V kazZdé dvoji-
ci je jedna nadoba prazdna a druhd naplnéna vodou. Vysledky
proutkare srovname s vysledky hypotetické osoby, ktera pracuje
zcela nahodné. Necht ndhodna velic¢ina Y,.., udava pocet uUspésné
identifikovanych dvojic nadob. Jaka Jje pravdépodobnost, Ze Y.,.o

prekro¢i prirozené ¢isloy, y =0, 1, ..., 100 ?
Reseni:
Je zrejmé, Ze Yioo Bi(100,1/2)
Yroo = 100,0.5 d - 100.0,5
P(Y‘LU() = d) =P > =
\] 100-0,5-0,5 \I 100-0,5-0,5
Moo — 98 d - 50 Yo = 50 d = 50 .
= P . = =1 ~-P| —m—m—m—m—mmm& — =
5 5 5 5
d - 50
Ses s i———)
5
d = 50: P(Ya00 > 50) = 1 - $(0) =1 - 0,5 =0,5
d = 55: P(Ya0o > 55) = 1 - #(1) = 1 - 0,84134 = 0,15866
d = 60: P(Yio0o > 60) = 1 - &(2) =1 - 0,97725 = 0,02275
d = 65: P(Yi00 > 65) = 1 - #(3) =1 - 0,99865 = 0,00135



vidime, Ze se vzrustajicim d rychle klesa pravdépodobnost
uspésné identifikace dvojic zakrytych nadob a pro d > 60
uZz je prakticky nemozZné dosahnout takového vysledku pouhym
hadanim. Pokud je tedy proutkaf takto uspésny, svédci to

o existenci jistych schopnosti.

Pl“‘iklad 8.: Dodayatel montuje automatickou linku a odbératel je ochoten ji pievzit, jestlize
pocet zmetkti mezi prvnimi 10 000 vyrobky nepfesahne ¢islo 9. Jak nizké pravdépodobnosti 9

vyrobeni zmetku musi dodavatel dosahnout, aby linka byla pfevzata s pravdépodobnosti
aspon 0,99?

ji prevzit, jestlize pocet zmetkll mezi prvnimi 10 000 vyrobky ne-
presahne é¢islo 9. Jak nizkeé pravdépodobnosti § vyrobeni zmetku musi
dodavatel dosahnout, aby linka byla prevzata s pravdépodobnosti
alespon 0,997

Reseni:

Necht nahodna veliéina Y, znamend po¢et zmetkd mezi prvnimi n vy-
robky . Zrejmé je Y, = Bi(n,8$ ).

V nasSem pripadé n = 10000 a § mame urcéit.

2 n
B(fa 59} = L [ ]eY(l iy
y=0 ¥
Na zakladé Poissonovy véty se uziva pribliZneho vzorce, ktery
nahrazuje slozity vypocet pravdépodobnostni funkce binomickeého
rozlozZeni jednodussim vypoctem pravdépodobnostni funkce Poissono-

va rozlozZeni:

n (n3)>¥ —mns
P(¥a=Y¥) = [ }8’(1 - 3) Y =~ — e
Y y!

Tato aproximace se povazuje za vyhovujici pro n 2 30, & i 6 s G

9 10000
P(Y'LOU()() < 9) = E [ ]&Y(l - a_)'l.(.)()ﬂ()—-y
y=0 Y

(10000.8)¥ =10000.9
e > 0,99

9
=~ L
y=0 y!



Polozime A = 10000.8

w(0) + ... + W(9) 2 0,99 , kde w(x) Je pravdépodobnostni
funkce Poissonova rozlozeni, ktera je tabelovana

V tabulce najdeme pro

A 5; W(0) + ... + W(9) 0,96459 < 0,99

A=4: #u(0) + ... + ®W(9) 0,99187 2 0,99

Staéi tedy volit A = 4, tj. 10000.8% = 4 , tedy & = 0,0004 ﬂ

A= 5: 0,00674 + 0,03396 + O, 08422 + 0,14037 + 0,17547 +

+ 0,17457 + 0,14622 + O, 10444 + 0,06528 + 0,03627 = 0,96459
A= 4: 0,01832 + 0,07326 + O, 14653 + 0,19537 + 0,19537 +

+ 0,15629 + 0,10420 + O, 05954 + 0,02977 + 0,01323 = 0,99187



