RBF sité

Organizac¢ni dynamika:
» Dvouvrstva sit’ (vystupni neuron ma bias)
» vstupy: X = (X1,...,Xn)
» m skrytych neurond
Jejich hodnoty znacime ¢q, @1, ..., pm kde po =1 je
formalni jednotkovy vstup pro vystupni neuron (viz. aktivni
dynamika)
Obgas budu psat ¢o(X), p1(X), ..., ¢m(X) abych zdlraznil, ze se
jedna o hodnoty skrytych neuronti pro vstup sité X.
> jeden vystup: y
(pro jednoduchost; Ize zobecnit na libovolny pocet)
Parametry sité:
» Vystupni neuron je jako ADALINE: mé vahovy vektor w € R™+!
» Kazdy skryty neuron i mé tzv. stfed & € R" (odpovida vaham ve
standardni vicevrstvé siti) a Sitku o; € R" (odpovida strmosti ve
standardni siti, tj. je to parametr aktiva¢ni funkce)



RBF sité
Aktivni dynamika: Vnitini potencialy skrytych neuronu:
& =% - g
Zde ¢; je stied skrytého neuronu j.

Aktiva¢ni funkce skrytych neuronl ¢g, @1, ..., @m jsou obecné

libovolné diferencovatelné (a ¢g = 1). Budeme uvaZovat:
&2
_ J _ 4
#(&) = exp{—2 2] (=)
i
Zde o; je Sifka skrytého neuronu j.

Vnitfni potenciél vystupniho neuronu:

522‘”/'@
j=0

Zde w; jsou reéiné vahy.
Aktivacni funkce vystupu je identita: y = &.



RBF sité

Funkce sité:

B 5

j=1 j

Tvrzeni: Pro kazdou spojitou funkci f : R” — R a kazdé ¢ > 0
existuje RBF sit takova, Ze jeji funkce y splhuje:

If(X) — y(X)l < ¢ VX e R"



RBF sité
Adaptivni dynamika: Dana mnozina tréninkovych vzoru
T ={(%1, 1), (%, &), ..., (%, db)}

Zde Xk = (Xk1 ..., Xkn) € R" je vstup k-tého vzoru a dx € R je
oCekavany vystup.

Chybova funkce:

1, 2
E=3) (y(%)-d)
k=1

Cilem je nalézt nasledujici parametry tak, aby byla chyba E
minimalizovana:

» vahy w; vystupniho neuronu
> stfedy C; skrytych neuroni
» Sitky o; skrytych neuroni



Sité typu RBF - gradient

Uceni Ize provadét pomoci standardniho gradientniho sestupu.
Gradient Ize snadno spocitat pfimym derivovanim:

SE &, L

ow I;(Y(Xk) — dk) -

LI S %~ 81"\ [1%-3°
@Z;(y(x”‘dk)'vw-exp— 22 | o
L S ”)?"_81'”2 (xki — Gji)?
vy = V) =) wpremp| o |

Rychlost tohoto uceni je srovnatelna s rychlosti zpétné
propagace pro standardni (sigmoidalni) site.



RBF - dvoufazovy trénink

Velkou vyhodou RBF siti je, ze jejich trénink Ize rozdélit do
dvou (téméf) nezavislych fazi:
» trénink skrytych neurond, tj.
> umisténi stfedu ¢
> nastaveni velikosti Sifek o;
» trénink vah w vystupniho neuronu



RBF - stfedy a Sirky

Rozmisténi stredu:

Pozorovani: Mame velké mnozstvi dat (vstupt), pro malou ¢ast
z nich mame predepsan pozadovany vystup (tréninkova
mnozina). Je dobré umistit stfedy neurontd do oblasti, které
obsahuji hodné datovych bodu.

Stredy Ize proto umistit pomoci u¢eni bez ucitele - Kohonenovo
uceni (tj. k-means clustering), mapy apod.

Toto Ize provadét na mnohem véts§i mnoziné dat, pro které nepotfebujeme
predepsany vystup

Casto se ovéem pouziva i jednoduché rovnomérné rozmisténi stred(
(pokud vime, Ze data jsou vice méné pravidelné rozmisténa) nebo
umisténi stfedl do pozice nahodné vybranych vstupt.

Nastaveni Sifek: Aktivacni funkce by nemély byt ani pfili$
strmé ani pfili§ ploché. Udajné dobrou heuristikou je jednotna
&itka 0 = Dmax/ V2m kde Dmax je maximalni (Euklidovska)
vzdalenost stfedll a m je pocCet skrytych neurond.



RBF - vahy

Pro fixni hodnoty parametrd skrytych neuront (ij. fixni stfedy a
Sitky) se jedna o ADALINE. Mdzeme proto pouzit pfislusné
metody k minimalizaci chyby E.

Analytické feSeni: Fixujeme vSechny stredy a Sitky, chyba E je
funkci w (piSeme E(w)). Gradient funkce E(W) je roven

o7 (¢ W~ d)
kde d = (di,...,dp)T, W= (W,...,wn)" a® je matice
p x (m+ 1) jejiz i-ty fadek obsahuje hodnoty skrytych neurond
pro i-ty vstup, tj. prokazdéi=1,...,paj=1,...,mmame

||>?f—5f||]
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]

Gp=1 a B =(X)=exp [—

Vektor W = & - d kde ¢+ = (7 - d)~" - &7 potom Fesi
®T . (¢ - W — d) = 0 a tedy minimalizuje E(W).



RBF sité - regularizace

Naucena sit by méla dobfe generalizovat. Neméla by pfilis
Lopisovat” tréninkové vzory (tj. neméla by byt pretrénovana).

Intuice: Funkce sité, ktera pfili§ opisuje vzory se hodné krouti —
omezime krouceni.

Definujeme novou chybovou fci

eyl ZZ(éxz )

Zde y > 0 je mira vlivu regularizace.
Vahy, které minimalizuji E’(W), jsou fesenim: M- w = &7 - d kde
p
5<P: 5(1)1
Ml] I; [ Xk ¢] + VZ ((5X2 (SXZ k)

(Pozn. pro y = 0 dostaneme M = &7 - &, tj. minimalizaci E(w))



RBF sité - vyhody

Srovnejme s vicevrstvou siti se sigmoidalnimi jednotkami (dale
budu znacit MP (multi-layer perceptron))

» Teoreticky Ize aproximovat libovolnou spoijitou fci (stejné
jako MP)

» Dvoufazové uceni: jednotlivé faze jsou radove rychlejsi
nez uceni MP (ij. zpétna propagace)

» RBF sité jsou vhodné pro klasifikaci (vice nez MP) diky
jejich lokalnimu charakteru. Vektory, které jsou daleko od
tréninkovych vzorl, dostanou malou hodnotu (toto nemusi
platit pro MP).

» jsou vhodné pro aplikace s ménicimi se daty (rychlé uceni
umoznuje on-line adaptaci na nova data - témeéf nemozné
s MP)

» snadna regularizace (linearni)



RBF sité - nevyhody

Opét srovnejme s MP.

» Teoretické vysledky o aproximaci nefunguji v praxi (odhady na
potfebny pocet neurond jsou nadsazené podobné jako u MP)

» Dvoufazové u€eni mize byt deformované pokud pozadované
funkéni hodnoty nerespektuji rozmisténi vstupl (napf. pokud je
pozadovana funkce konstantni v oblasti s mnoha vzory, ale velmi
variabilni v oblasti s malo vzory)

» RBF potfebuji mnohem vice dat i neurond pro stejnou presnost
jako MP.
» MP aproximuji funkci globalné: kazdy vzor adaptuje vétSinu
neuron( a informace je tedy distribuovana po siti
» RBF aproximuji lokalné: pouze nékolik malo neurontl
reaguje na dany vstup
Z toho také plynou lepsi extrapolacni vlastnosti MP.

» RBF sité maji vétsi problém s prokletim dimenzionality
(exponencialni narust jednotek s poctem dimenzi). Nejsou
schopny odhalit nizkou variabilitu pfedepsané funkce v daném
sméru.



RBF sité - nevyhody

y(x)

X

kvadraticky narust poCtu neurond;
RBF neumi poznat, Ze je funkce (v
podstaté) konstantni v xo (MP to umi)



Omezeny Boltzmannuyv stroj (OBS)

Organizac¢ni dynamika:
» Cyklicka sit' se symetrickymi spoji, neurony jsou rozdéleny
do dvou skupin:
» V - viditelné
» S - skryté

Mnozina spoju je V x S (ij. Uplny bipartitni graf)
» Mnozinu v§ech neuront zna¢ime N
» ozna¢me &; vnitfni potenciél a y; vystup (stav) neuronu j
» stav stroje: y € {0,1}!M.
» ozna¢me wj; vahu spoje od neuronu i k neuronu j.
» obvykle se uvazuje bias, pro zjednoduseni jej vynechame.



Omezeny Botzmannliv stroj

Aktivni dynamika: Hodnoty viditelnych neuront jsou inicialné
nastaveny na hodnoty z mnoziny {0, 1}.

V t-tém kroku aktualizujeme neurony takto:

» t liché: ndhodné zvolime nové hodnoty skrytych neurond,
proje S

P[yj(t) =1]=1/ [1 + exp (—Z W/'iYi)]]

eV

» t sudé: nahodné zvolime nové hodnoty viditelnych
neuronu, pro j € V

P[yj“) =1]=1/ [1 + exp (—Z Wjiyi)]]

i€S



Rovnovazny stav

Omezeny Boltzmann(v stroj se po jisté dobé dostane do
termalni rovnovahy. Tj. existuje Cas t* takovy, ze pro libovolny
stav stroje v* € {0, 1}IN! plati

P[7") =]~ pn()
Zde pn(y*) = e E0/T kde

7= Z e EOIT
ye{0,1}IN
tj. Boltzmannovo rozlozeni

Sit tedy reprezentuje rozlozeni py.



Omezeny Boltzmannuyv stroj - uéeni

Pro dany stav viditelnych neurond a € {—1,1}!Vl oznaéme
pv(@)= Y. pn(ap)
Be{—1,1}18!

pravdépodobnost stavu viditelnych neuronl «a v termalni
rovnovaze bez ohledu na stav skrytych neuronu.

Adaptivni dynamika:
Necht pq je pravdépodobnostni rozlozeni na mnoziné stavu
viditelnych neurond, tj. na {0, 1}!V.

Rozlozeni py mlze byt dano tréninkovou posloupnosti
T = %1, %,..., %

tak, Ze
pa(a) = #(a, T)/p

kde #(a, T) je pocCet vyskytl a v posloupnosti 7

Cilem je nalézt konfiguraci sité¢ W takovou, ze py odpovida py.
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Omezeny Boltzmannuyv stroj - uéeni

Vhodnou mirou rozdilu mezi rozdélenimi py a pq je relativni
entropie zvazena pravdépodobnostmi vzorl (tzv. Kullback
Leibler distance)

pa(a)
pv(a)

&)=Y, pa(a)in
ae(0,1j!

(Odpovida maximalni vérohodnosti vici posloupnosti 7~ v
pripade, ze py je definovano pomoci 7°)



Omezeny Boltzmannuyv stroj - uéeni

&(W) budeme minimalizovat pomoci gradientniho sestupu, tj.
budeme poditat posloupnost vektor vah w(®, w(1), ..

» vahy v w(© jsou inicializovany nahodné blizko 0
» v t-tém kroku (zde t = 1,2,...) je w(D) vypo&teno takto:

(ty _ ., (t=1) ()
Wit =wy AW,
kde
|98

) _ _.
ijl. = —¢(t) w;

(1)

je zména vahy w; v t-tém kroku a 0 < £(t) < 1 je rychlost
uceni v t-tém kroku.

Zbyva spoditat (odhadnout) j—v‘z(ﬁ/).



Omezeny Boltzmannuyv stroj - uéeni

Lze ukazat, Ze

&
awﬂ <y/y’>f/xed <y(t )yl( )>free

> (y,-y;)rixed je primérna hodnota y;y; po jednom kroku
vypoctu za predpokladu, ze hodnoty viditelnych neuront
jsou fixovany dle rozlozeni pq.
<y(t )y(t )>f je primérna hodnota yj(t*)y,(t*) v termalni
rovnovazerg%z fixace viditelnych neurond.

Problém: vypocet <y(t )y( )>free trva dlouho (musime
opakovaneé privést stroj do termalni rovnovahy).

() (1) S ArMErA
(y y; >re se proto nahrazuje <y,y,> recon COZ i€ primeérna
hodnota yj( )y,.( ) za predpokladu, ze inicialni hodnoty
viditelnych neuront jsou voleny dle pg.



Omezeny Boltzmannuyv stroj - uéeni
Tedy

AWJ'(it) - —g(t) ' (<yjyi>fixed a <Yj}/i>

recon)

> ( y,-y,-) ixed S€ vypocte takto: Poloz VY := 0 a opakuj q krat:
» fixuj nahodné hodnoty viditelnych neurond dle py
» simuluj jeden krok vypocCtu a pficti aktualni hodnotu y;y; k Y
Pro vhodné g bude //q dobrym odhadem <y,-y,->

fixed
> ( y,-y,-)recon se vypocte takto: Poloz VY := 0 a opakuj q krat:
» nastav nahodné hodnoty viditelnych neuront dle py
» simuluj dva kroky vypoctu a pficti aktuélni hodnotu y;y; k Y
(tj. vypocti hodnoty skrytych neurond, potom hodnoty
viditelnych (tzv. rekonstrukci vstupu))

Pro vhodné g bude VY/q dobrym odhadem (y,-y,-)

recon
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Hluboké site

Standardni vicevrstva sit

Organizac¢ni dynamika:

) ) » Neurony jsou rozdéleny do
Vystupni O - O vrstev (vstupni a vystupni vrstva,
m obecné nékolik skrytych vrstev)
» Vrstvy Cislujeme od 0; vstupni
O O O vrstva je nulta
i » Napf. tfivrstva sit se sklada z
Skryté /M% jedné vstupni, dvou skrytych a
jedné vystupni vrstvy.

Q. Q O
o

O » Neurony v {-té vrstvé jsou
spojeny se vSemi neurony ve
vrstvé € + 1.

Vstupni

21



Hluboké site

Znaceni:

» OznaCme
» X mnozinu vstupnich neuront
» Y mnozinu vystupnich neuronu
» Z mnozinu v§ech neuron( (tedy X, Y C 2)

v

jednotlivé neurony budeme znacit indexy i, j apod.

v

&j je vnitfni potencial neuronu j po skonceni vypoctu
y; je stav (vystup) neuronu j po skonceni vypoctu

v

v

wj; je vaha spoje od neuronu i do neuronu j

\4

j— je mnozina vSech neurond, z nichz vede spoj do j
(zejména 0 € j_)
» j7 je mnozina vSech neuront, do nichz vede spoj z j

22



Hluboké site

Aktivni dynamika:
» vnitfni potencial neuronu j:

&= Z Wiy

i€j

» aktivacni funkce
B 1
" Tiet
pro vSechny neurony stejnd!
» Stav nevstupniho neuronu j € Z '\ X po skonéeni vypoctu je

yj=o0(&))
(y; zavisi na konfiguraci w a vstupu X, proto budu obcas psat y;(w, X))

> Sit podita funkci z RX! do R'Y!. Vypoéet probih& po vrstvach. Na
zacatku jsou hodnoty vstupnich neuron( nastaveny na vstup sité. V
kroku ¢ jsou vyhodnoceny neurony z ¢-té vrstvy.
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Hluboké sité — adaptivni dynamika

Tréninkova posloupnost 7 vzoru tvaru
(%1, 1), (%2, ), ..., (%», )

kde kazdé %, € {0, 1}X! je vstupni vektor a kazdé dy € {0, 1} je
ocCekavany vystup sité. Pro kazdé j € Y oznaCme dy; ocekavany
vystup neuronu j pro vstup X

(vektor dk Ize tedy psat jako (dkj)jey).

Chybova funkce

24



Proc¢ hluboké sité

.. kdyZ jedna vrstva staci k aproximaci libovolné rozumné funkce?

» Jedna vrstva je ¢asto znaCné neefektivni, tj. mize vyzadovat
obrovsky pocet skrytych neuront pro reprezentaci dané funkce

Vysledky z teorie Booleovskych obvod( ukazuji, Ze nutny pocet
neuronl muZze byt exponencialni vzhledem k dimenzi vstupu

.. 0k, pro¢ neucit hluboké sité pomoci obycejné zpétné propagace?
» Rychlost uceni rapidné klesa s poctem vrstev

» Hluboké sité maji tendenci se snadno pfetrénovat
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Hluboké sité — adaptivni dynamika

Piedpokladejme k vrstvou sit.Oznaéme

> W,; matici vah mezi vrstvamii—1a i
» F; funkci poCitanou ¢asti sité s vrstvami 0,1,...,i
tedy F; je funkce pocitana jednovrstvou siti skladajici se ze vstupni a
prvni vrstvy sité, Fy je funkce celé sité
Vsimnéte si, ze pro kazdé i Ize vrstvy i — 1 a i spole¢né s matici W;
chapat jako omezeny Boltzmann(v stroj B; (pfedpokladame T = 1)

Uceni ve dvou fazich:
> predtrénovani bez ulitele: Postupné pro kazdé i = 1,..., k trénuj
OBS B; na ndhodné volenych vstupech z posloupnosti
Fii1(X1),..., Fi1 (%)
pomoci algoritmu pro u¢eni OBS (zde Fy(X;) = X))
(tedy B; se trénuje na tréninkovych vzorech transformovanych vrstvami
0,...,i—1)

» doladéni sité s ucitelem napt. pomoci zpétné propagace
26



Hluboké site

Po prvni fazi dostaneme k vrstvou sit, ktera reprezentuje rozlozeni
na datech. Z tohoto rozlozeni Ize samplovat takto:

> prived nejvy$Si OBS do termalni rovnovahy (to da hodnoty
neuronu v nejvyssich dvou vrstvach)

» propaguj hodnoty do nizSich vrstev (tj. proved jeden krok
aktualizace stavi mezilehlych OBS)

» stav neuronl v nejspodnéjsi vrstvé potom bude predstavovat
vzorek dat; pravdépodobnost s jakou se tam objevi konkrétni
stav je pravdépodnosti onoho stavu v rozlozeni
reprezentovaném siti
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