ADALINE

Organizac¢ni dynamika:

y

S Wo

w4 w2/ \vﬂ
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w = (W, Wy,...,Wp)aX=(Xo,X1,...,Xn) kde xo =
Aktivni dynamika:

funkce sité: y[W](X) = W - X



Poznamka: nasobeni vektoru

Pokud nebude fe€eno jinak, budeme uvazovat vSechny vektory
jako sloupcové

dop
S| & 2 -
a=| . pak a=(ap,ai,...,am)
am
Skalarni soucin Ize chapat jako soucin matic:

m
- - -
3.b= Zakbk —3b=b"3
k=0



Libovolna dimenze - adaptivni dynamika - shrnuti
Tréninkova mnozina:
T ={(%,ch), (% &), ..., (%, dbp)]

Zde )_()k = (XkO/Xk1 .. .,an)T € ]Rn+1, Xko =1, je vstup k-tého
vzoru a dk € R je oCekavany vystup.

Chybova funkce:
1 & 2 1 d ?
k=1 k=1\i=0
Gradient E:



Minimalizace chyby

Necht X je matice p x (n+ 1) (ij. p fadku, n + 1 sloupcu), jejiz
k-ty Fadek je tvofen vektorem X,

Necht d = (di, ..., dp)T

Pak
VEW)=0 & (X" X)w=X"
e XT(Xw)=XT
s w=(X"X)"'X"d
pokud (XTX)~" existuje.
(pak (XTX)"'XT je tzv. Moore-Penrose pseudoinverse matice X)

Qi QI

VSimnéte si, ze
p p
XTX); = Yoxuxg a  (XTd)y = ) xudk
k=1 k=1
(zde (X7 X); je prvek matice X" X na i-tém radku a j-tém sloupci)



ADALINE - statistické uceni

Uvazme nésledujici modifikaci adaptivni dynamiky:
» Siti je pfedkladana (nekonecna) posloupnost tréninkovych
vzorl ()_()1, d1 ) , ()_()2, d2) PN kde
> vstupy Xk = (Xko, Xk1,---, Xkn) " € IR" jsou generovany
nahodné s fixnim rozdélenim pravdépodobnosti
» kazdy vstup Xx ma pfifazen pozadovany vystup dx € R.
» Pro danou konfiguraci w definujeme chybu:
p
1 1 2
E(w) = lim — — (WX - d
(W) Mpéz(  — k)

Poznamka: Podle zakona o velkych &islech je E(w) stfedni hodnota
=2 2 — ST 2 2
proménné, ktera vraci %(VT/TX;( - dk) ,tedy E(W) =E [‘5 (wak - dk) ]
» Gradient E:
p

VE(W) = A@m% Y (W7 R — d) X
k=1



ADALINE - statistické uceni

Necht A je matice (n+ 1) x (n+ 1) splhujici
p

o1

Ajir = lim — E XkiXkr
—00
PP =

a D e R™ vektor splfiujici

Problémy:
1. nezname A a D
2. A~' nemusi existovat i pfesto, Zze E ma vzdy jednozna¢né
ur¢ené minimum



ADALINE - statistické uceni

Pokud Ize odhadnout A;- a D;, miZzeme pouzit gradientni
sestup stejné jako v pripadé normalniho ADALINE uceni:

» vahy v w(© jsou inicializovany nahodné blizko 0
» vkrokut+1(zdet=0,1,2,...) je wt") vypoéteno takto:
WD = @l e VEWD)
= W —¢. (AW - D)

Co kdyz ani nelze odhadnout A;; a D; ?



ADALINE - statistické uceni

Nastésti funguje online algoritmus (Widrow & Hoff), ktery je
Uplné stejny jako v predchozi ,nestatistické” varianté!

» vahy v w9 jsou inicializovany nahodné blizko 0
» vkroku t+1 (zde t =0,1,2,...) je w(+1) vypo&teno takto:

Wt = @ — ¢(1) - (W,(t) Ry — dt+1) A
kde 0 < ¢(t) < 1 je rychlost uceni v kroku t + 1.

Véta (Widrow & Hoff)
Pro ¢(t) = 1 posloupnost w(®, w(), w(?), ... konverguje ke
globalnimu minimu chybové funkce E(w).

Matematickd poznamka: zde se nejedna o konvergenci po slozkach, ale o
konvergenci priiméru Ctvercl vzdalenosti (mean square convergence).



Vicevrstva sit’ a zpétna propagace

» Vicevrstvé sité - znaceni
» ucici pravidlo zpétné propagace
» algoritmus zpétné propagace



Vicevrstva sit’

Organizac¢ni dynamika:

Vystupni

Skryté

Vstupni

P
QAL
LaDp

N

>

>

Neurony jsou rozdéleny do
vrstev (vstupni a vystupni vrstva,
obecné nékolik skrytych vrstev)
Vrstvy Cislujeme od 0; vstupni
vrstva je nulta
» Napt. tfivrstva sit se sklada z

jedné vstupni, dvou skrytych a

jedné vystupni vrstvy.
Neurony v ¢-té vrstvé jsou
spojeny se véemi neurony ve
vrstveé £ + 1.
Vicevrstvou sit’ Ize zadat pocty
neuronu v jednotlivych vrstvach
(napt. 2-4-3-2)



Vicevrstva sit’

Znaceni:

» Oznacme

» X mnozinu vstupnich neuront
» Y mnozinu vystupnich neuront
» Z mnozinu vSech neuronu (tedy X, Y C 2)

jednotlivé neurony budeme znacit indexy i, j apod.

&j je vnitfni potenciél neuronu j po skonceni vypoctu

y; je stav (vystup) neuronu j po skonceni vypoctu

(zde definujeme yo = 1 jako hodnotu formalniho jednotkového vstupu)
wj; je vaha spoje od neuronu i do neuronu j

v

v

\4

v

(zejména wj, je véha specialniho jednotkového vstupu, tj. wjp = —b; kde
b; je bias neuronu j)

j— je mnozina v§ech neurond, z nichz vede spoj do |
(zejména 0 € )

» j~ je mnozina vSech neuront, do nichz vede spoj z j

v



Vicevrstva sit’

Aktivni dynamika:
» vnitfni potencial neuronu j:

&= 2 Wijiyi

i€j—

» aktivacni funkce o; pro neuron j je libovolna
diferencovatelna funkce
[ napf. logisticka sigmoida (&) =

]

1
1+e
» Stav nevstupniho neuronu j € Z '\ X po skonéeni vypoctu je
Y = 0j(&))
(y; zavisi na konfiguraci w a vstupu X, proto budu obcas psat y;(w, X))

> Sit potita funkci z R* do R'Y!. Vypotet probiha po vrstvach. Na
zacatku jsou hodnoty vstupnich neuronl nastaveny na vstup sité. V
kroku ¢ jsou vyhodnoceny neurony z ¢£-té vrstvy.



Vicevrstva sit’

Adaptivni dynamika:
» Dana mnozina 7~ tréninkovych vzoru tvaru

{(zk,a’k) | k= 1,...,p}

kde kazdé X« € RX je vstupni vektor a kazdé di € RY! je
ocekavany vystup sité. Pro kazdé j € Y oznaCme dy;
ocekavany vystup neuronu j pro vstup Xk

(vektor ak Ize tedy psét jako (dkj)jey).

» Chybova funkce:

E(W) = ), Ex(W)
k=1
kde

Ex(W) = %Z (vi(W, %) - dkj)2



Vicevrstva sit’ - ucici algoritmus
Davkovy algoritmus (gradientni sestup):

Algoritmus po&ita posloupnost vektorti vah w(®, w1, .

» vahy v w(© jsou inicializovany nahodné blizko 0

» vkrokut+1(zdet=0,1,2...) je w{tt!) vypo&teno takto:

(t+1)

_ (0 (1)
wjl. = wjl. +ijl.
kde
(t) _ aE _>(t)
Aw;” = e(t) - 3 1:( )

je zména vahy wj v kroku t +1 a0 < &(t) < 1 je rychlost
uceni v kroku t + 1.

Véimnéte si, ze 2= (w“ ) je komponenta gradlentu VE, tedy zménu vah v
kroku t + 1 Ize zapsat také takto: w(+") = W — (1) - VE(w®).



Vicevrstva sit’ - gradient chybové funkce

Pro kazdé wj mame

kde pro kazdé k = 1,...,p plati

JEx JEx ., ..
wi oy a;(&j) - Yi
a pro kazdé j € Z \ X dostaneme
JdE .
8—;:yj—dkj projeyY
j
Zaaik al(Er) - Wy projeZ~(YUX)
r

rej—

(Zde véechna y; jsou ve skutecnosti y;(w, Xx)).



Vicevrstva sit’ - gradient chybové funkce

> Pokud 0/(&) = —L pro kazdé j € Z pak

1+e it
ai(&) = Ay(1 - y)

a dostaneme pro kazdé j e Z \ X:

JdEx .
8_yj_y’_dk’ projeyY

JEx JdEk ' .

8_}/,'_ E g—yr'Ar)’r(‘]_Yr)'er proje Z\(YUX)

rej=

» Pokud 0j(&) = a - tanh(b - &;) pro kazdé j € Z pak

0j(&) = g(a —y)(@+y)



Vicevrstva sit’ - vypocet gradientu

IEx

Algoritmicky Ize j—m‘f]_i =Yr_, Swr spocitat takto:

Poloz &; := 0 (na konci vypo&tu bude &; = g—v‘fji)
Pro kazdé k = 1,..., p udélej nasledujici

1. spocitej yj pro kazdé j € Z a k-ty vzor, tedy y; = y;(W, Xk)
(tj. vyhodnot sit ve standardnim aktivnim rezimu)
2. pro v8echna j € Z spocitej 5 3Ek pomoci zpétného Siteni

(viz. nasledujici slajd!)
3. spocitej B—Ef pro vSechna wj; pomoci vzorce

8Ek _ aEk
4. & =& + ok

v = 4 JE
Vysledne Ej; se rovna 7.



7

Vicevrstva sit’ - zpétné Sireni

JE, v, , v, wry .
a—’_‘ Ize spocitat pomoci zpétného Sireni:

aEk pro j € Y pomoci vzorce aEk =yj—dy

8Ek

> spomtame

» rekurzivné spocname zbyle 5
Necht j je v (-té vrstvé a predpoklédejme, ze % uz mame
spocitano pro vSechny neurony z vysSich vrstev (tedy
vrstev £+ 1,0+ 2,...).

Pak Ize aEk spocitat pomoci vzorce

B\ 9B |
% rez,: ay, e M

protoze vSechny neurony r € j— patii do vrstvy € + 1.



Slozitost davkového algoritmu

O IE (\7(t-1
Vypoget hodnoty T%(W( )) probiha v linearnim éase
vzhledem k velikosti sité a poCtu tréninkovych vzor(

(za predpokladu jednotkové ceny operaci v€etné vyhodnoceni o}(&,) pro
dané &;)

Zdavodneéni: Algoritmus provede p krat nasledujici
1. vyhodnoceni sité (tj. vypocet y;(W, Xk))
aEk

2. vypocet ¢ zpétnym Sitenim

3. vypocet 3= aEk

4. pricteni 3—W k &ji

Kroky 1. - 3. probéhnou v linearnim ¢ase a krok 4. v
konstantnim vzhledem k velikosti sité.

Pocet iteraci gradientniho sestupu pro pfiblizeni se (lokalnimu) minimu muze
byt velky ...



Vicevrstva sit’ - ucici algoritmus
Online algoritmus:

Algoritmus po&ita posloupnost vektorti vah w(®, w1, .

» vahy v w(© jsou inicializovany nahodné blizko 0

» vkrokut+1(zdet=0,1,2,...) je wt") vypodteno takto:

(t+1) _ (t (t)

kde

9Bk

) _ _
Aw;” = e(t) W,

(1)
(w; ")

kde k = (t mod p) +1 a0 < ¢(t) <1 je rychlost uceni v
kroku t + 1.

Lze pouzit i stochastickou verzi tohoto algoritmu, v niz je k
voleno nahodné z {1, ..., p}.
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