Asociativni sité

Cilem je uchovat mnozinu vzoru {()?k,ak) |k =1,...,p} tak, aby
platilo nasleduijici:

Po predlozeni nového vstupu X, ktery je ,blizko® nékterému X
bude vystup sité roven (nebo alesporn blizko) d.

Zejména by sit méla mit schopnost reprodukce:
Pro vstup Xx by méla dat vystup dk.



Linearni asociativni sit’ (alias ADALINE s
Hebbovym uc¢enim)

(Pro jednoduchost a srovnani s ADALINE uvazime pouze jeden vystup)

Organizacni dynamika LAS:

W= (Wo,W1,...,Wp)ax = (X, Xi,...,Xn) kde xo = 1.

Aktivni dynamika:

funkce sité: y[W](X) = w - X = Y[, wiX;



Hebbovo ucéeni

Adaptivni dynamika:

Dana mnozina tréninkovych vzoru
T ={(%,ch), (% &), ..., (%, dp)]

Zde )_()k = (Xko,Xk1 .. .,an)T S ]Rn+1, Xko =1, je vstup k-tého
vzoru a dk € R je oCekavany vystup.

Intuice: chceme, aby sit pocitala afinni aproximaci funkce, jejiz (nékteré)
hodnoty nam predepisuje tréninkova mnozina.



Hebbovo ucéeni

Hebbuv zakon: When an axon of a cell A is near enough to excite a
cell B and repeatedly or persistently takes part in firing it, some
growth process or metabolic change takes place in one or both cells
such that A’s efficiency, as one of the cells firing B, is increased.
Zakon formuloval neuropsycholog Donald Hebb v knize ,the organization of
Behavior” z roku 1949.

Jinymi slovy: Cells that fire together, wire together.

Formulace pouzivana v umélych NS:
Zména vahy spoje mezi dvéma neurony je umeérna jejich souhlasné
aktivite.

Hebb se snazil vysvétlit podminéné reflexy: Soucasna aktivita/pasivita
presynaptického neuronu (pfi¢ina) a postsynaptického neuronu (reakce)
posiluje/zeslabuje synaptickou vazbu.



Hebbovo uceni LAS

Algoritmus poé&ita posloupnost vektorti vah w(®, w(), ... w(P):
> v?/l.(o):OproOSign,
» v kroku k (zde k = 1,2,...) je siti pfedlozen vzor (Xk, dk) a
vahy se adaptuji podle Hebbova zakona:

W = WD | Zdl

Vysledny vektor:

p
W=wP) =Y Xd =X"d
k=1
kde X je matice, kterd ma v i-tém Fadku vektor X a
d=(d,...,dp)"



LAS a ortonormalni vstupy

Pokud jsou Xj, ..., X, ortonormalni, tedy

. 0 iz
X' Xj = { 7
1 i=j

pak LAS ma schopnost reprodukce:

—’T—’

MTJ

Xkdk X, =

1 Mb

k=1

k(X Xi) =



LAS a ortonormailni vstupy
.. a asociace:
Uvazme vstup: X, + U kde norma ||d]| je mala.
Chyba sité pro r-ty vzor perturbovany vektorem i:
=W (X +0)—d|=WX +Wd-d| =W
Pokud 3, e {-1,1}, pak

p T p
E = W'il= (Z )?kdk) i =) dk(xy )

k=1 k=1

< Z ok (X D)l ; el [l 1] < |

(Zde prvni nerovnost pIyne z trojuhelnikové nerovnosti, druha z
Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti a posledni z p < n, protoze mohutnost
mnoziny ortonormalnich vektor(i v IR" nemuze byt vétsi nez n.)

Tedy pro vstupy blizké vzorim odpovida pfiblizné pozadovanym vystupem
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Hopfieldova sit’

Autoasociativni sit.

Organizac¢ni dynamika:

>

>

>

Uplna topologie, tj. kazdy neuron je spojen s kazdym
v8echny neurony jsou soucasné vstupni i vystupni
oznatme &4, ..., &q vnitini potencidly a yq, ..., yn vystupy
(stavy) jednotlivych neuront

oznaCme w;; celoCiselnou vahu spoje od neuronu
ie{l,...,nfkneuronuje{l,...,n}

Zatim: zadny neuron nema bias a prepokladame wj; = 0
prokazdéj=1,...,n



Hopfieldova sit’

Adaptivni dynamika: Dana tréninkova mnozina

T ={Xc | Xk = (Xk1,---, Xkn) €{-1,1}", k =1,...,p}

Adaptace probiha podle Hebbova zakona (podobné jako u
LAS). Vysledna konfigurace je

©

Wj,':Z‘ijXk,' 1<j#i<n
k=1

V8imnéte si, Ze w; = wj;, tedy matice vah je symetricka.

Adaptaci Ize vidét jako hlasovani vzort o vazbach neuron:

wji = wj; se rovna rozdilu mezi poctem souhlasnych stavi
Xxj = Xk neuronu i a j a poctem rozdilnych stavd xi; # Xxi.



Hopfieldova sit’

Aktivni dynamika: Inicialné jsou neurony nastaveny na vstup

X =(xi,...,Xn) Sité, tedy yj(o) = xjprokazdéj=1,...,n.

Cyklicky aktualizujeme stavy neurond, tedy v kroku t + 1
aktualizujeme neuron j, t. 2. j = (t mod p) + 1, takto:

nejprve vypocteme vnitfni potencial

n
&=y wy)
i=1

a poté



Hopfieldova sit’ - aktivni dynamika

Vypocet konéi v kroku t* pokud se sit' nachazi (poprveé) ve
stabilnim stavu, 1j.

(t'+n)
yy =

yj“*) (G=1,...,n)

Véta

Za predpokladu symetrie vah, vypocet Hopfieldovy sité skonci
pro kazdy vstup.

Z toho plyne, ze Hopfieldova sit' pocita funkci z {—1,1}" do
{—=1,1}" (ktera zavisi na hodnotach vah neuront).

Oznaéme y(W, X) = (yft*),..., ,(f*)) hodnotu funkce sité pro
vstup X a matici vah W. Dale oznaéme y;(W, X) = yj(t*) slozku
hodnoty funkce sité, ktera odpovida neuronu j.

Pokud bude W jasné z kontextu, budu psat jen y(X) a y;(X)



Fyzikalni analogie (Isingtiv model)

Jednoduché modely magnetickych materialt pfipominaji

Hopfieldovu sit'.

0= <0~ 0= 0> <0

-0 -0~ <0 <0 o~

- —0- <0 -0~ 0~

- <0 0~ 0~ -0

» atomické magnety poskladané do

mfizky

kazdy magnet mize mit pouze
jednu ze dvou orientaci (v
Hopfieldoveé siti +1 a —1)

orientaci kazdého magnetu ovliviiuje
jednak vnéjsi magnetické pole
(vstup sité), jednak magnetické pole
ostatnich magnetl (zavisi na jejich
orientaci)

synaptické vahy modeluji vzajemnou
interakci magnett



Energeticka funkce

Energeticka funkce E pfifazuje kazdému stavu sité y € {—1,1}"

potencidlni energii danou

ZZ Wiiy;Vi

]11

» stavy s nizkou energii jsou stabilni (malo neuronu ,chce*
zménit svUj stav), stavy s vysokou energii jsou nestabilni

> 1j. velké (kladné) w;y;y; je stabilni a malé (zaporne) wiiy;yi
nestabilni

V priib&hu vypottu se energie nezvysuje: E(y(1) > E(y(+1),
stav y(*') odpovida lokalnimu minimu funkce E.



Obr. 3.4: Energeticka plocha.



Hopfield - priklad

» Hopfieldova sit se tfemi neurony
» naucili jsme ji jeden vzor (1,-1, 1) pomoci Hebbova uceni
(sit se automaticky ,naucila“ivzor (-1,1,-1))



Energeticka funkce - konvergence vypoctu sité

Pomoci pojmu energie Ize snadno dokazat, ze vypocet
Hopfieldovy sité vzdy zastavi:
» v pribéhu vypoctu se energie nezvysuje:
E(y") = E(y+)
» pokud dojde v kroku t + 1 ke zméné stavu, pak
E(y") > E(y+)
» existuje pouze kone¢né mnoho stavu sité: vypocet
dosahne lokalniho minima funkce E, ze kiterého uz se
nedostane



Hopfieldova sit - oduc¢ovani

P¥i uceni podle Hebbova zakona mohou vznikat lokalni minima
funkce E, tzv. nepravé vzory (fantomy), které neodpovidaji
tréninkovym vzorum.

Fantomy je mozné oducovat napt. pomoci nasledujiciho
pravidla: Méjme fantom (x, ..., Xy) € {-1,1}" a vahy w;;, pak
nové vahy Wj’, spocitame pomoci

Wy = Wji = XiXj

(tj. podobné jako pfi adaptaci podle Hebbova zakona, ale s
opacnym znaménkem)



Reprodukce - statisticka analyza
Kapacita Hopfieldovy paméti je dana pomérem p/n.

Zde n je poCet neuronu a p je pocet vzordy.

Pfedpokladejme, Ze tréninkové vzory jsou voleny nahodné
takto: pfi volbé Xi volim postupné (nezavisle) jednotlivé slozky
(1 spravd. 1/2a -1 s pravd. 1/2).

Uvazme konfiguraci W, kterou obdrzime Hebbovskym uc¢enim
na zvolenych vzorech.

OznaCme
B = P[)?k = J(W, Xx) pro k = 1,...,p]
Pak pro n — oo a p < n/(4log n) dostaneme  — 1.

Tj. maximalni pocet vzoru, které Ize vérné ulozit do Hopfieldovy
paméti je ameérny n/(4log n).



Hopfieldova sit’ - asociace

Problém:
» pfili§ mnoho vzorl implikuje existenci lokalnich minim funkce E,
ktera neodpovidaji vzorim (tzv. fantomy)
» lokalni minima pro vzory mohou dokonce zanikat
Podrobné analyza ukazuje nasledujici
» Pro p < 0.138n tréninkové vzory zhruba odpovidaji lokalnim
minimdm funkce E
» Pro p > 0.138n lokalni minima podobajici se vzorlim zanikaji
(ostra nespoijitost v 0.138)

» Pro p < 0.05n energie stavll podobajicich se tréninkovym
vzortim odpovidaji globalnim minimdm E a fantomy maji ostre
vetsi energii

Tj. pro dobré zapamatovani 10 vzorl je potfeba 200 neuron( a tedy
40000 spojl ohodnocenych celo¢iselnymi vahami

Pozn. Nevyhodou Hopfieldovy sité je deterministicky vypocCet, ktery mize
skoncit v mélkém lokalnim minimu E bez moznosti uniknout. Tento problém
Gaste€né vyresi stochasticka verze aktivni dynamiky. 20



Hopfieldova sit’ - priklad kodovani

"'-

%2 3
33

Cislice 12 x 10 bodu
(120 neurond, —1 je bild a 1 je Cernd)
naucéeno 8 Cislic

vstup vygenerovan ze vzoru 25%
Sumem

obrazek ukazuje postup vypoctu
Hopfieldovy sité

21
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Hopfieldova sit’ (pro optimaliza¢ni ulohy)
Autoasociativni sit.

Organizacni dynamika:
» Uplna topologie, tj. kazdy neuron je spojen s kazdym
» v8echny neurony jsou soucasneé vstupni i vystupni
» oznacme &4,...,&q vnitfni potencialy a yq, ..., yn vystupy
(stavy) jednotlivych neurond
» oznaCme wj; celo¢iselnou vahu spoje od neuronu
ie{l,...,nfkneuronuje{l,..., n}.
» prepokladame wj; = 0 pro kazdé j=1,...,n.
> Nyni:
» kazdy neuron ma bias 6;
» stavy neuront jsou z {0, 1}

24



Hopfieldova sit’ (s biasy)

Aktivni dynamika: Inicialné jsou neurony nastaveny na vstup
X =(x1,...,%n) € {0,1)" sité, tedy yj(o) =xjproj=1,...,n.

V kroku t + 1 aktualizujeme neuron j, t. Z. j = (t mod p) + 1,
takto:

nejprve vypocteme vnitfni potencial

n
£ =Y wy -0,
i=

a poté

25



Hopfieldova sit’ - aktivni dynamika

Vypocet konéi v kroku t* pokud se sit' nachazi (poprveé) ve
stabilnim stavu, 1j.

yj(t*+n) y(t) (j:1/--~rn)

Energeticka funkce E pfifazuje kazdému stavu sité y € {0,1}"
potencialni energii danou

Z WiiYiYi + Z 0iyi

111

V priib&hu vypodtu se energie nezvysuje: E(y() > E(y(+1),
stav y(I') odpovida lokalnimu minimu funkce E.

Véta

Za predpokladu symetrie vah, vypocet Hopfieldovy sité skonci
pro kazdy vstup.

(Dukaz stejny jako predtim)



Hopfieldova sit' a optimalizacni ulohy

Optimaliza¢ni tloha je zadana mnozinou pfipustnych feSeni a
Ucelovou funkci. Cilem je nalézt pfipustné feSeni, které
minimalizuje Ucelovou funkci U.

Pro mnoho optimaliza¢nich uloh Ize nalézt Hopfieldovu sit
takovou, Ze

» minima E ~ pripustna feseni vzhledem k U
» globalni minima E ~ feSeni minimalizujici U

Cilem je nalézt globalni minimum funkce E (a tedy i U).

27



Priklad: multiflop

Cilem je nalézt vektor z {0, 1}", ktery ma vS§echny slozky nulové
kromé prave jedné.

Definujeme ucelovou funkci U : {0, 1} — R takto:

o)

Pozadované vektory jsou pravé minima této funkce.
Ale

. 1 n n
N YT 1y -1
u(d) = -3 i#( 2)u,u,+;( Ui +

a tedy U(0) — 1 je energetickou funkci sité (viz. nasledujici
slajd).

28






Priklad: n vezi

Cilem je rozmistit n vézi na Sachovnici n x n tak, aby se
vzajemné nechrozovaly.

Definujeme ucelovou funkci Uy : {0,1}™" — IR:

oSl

j=1 i=1

alx:{0,1}" - R:

Ux(0) = Z

i=1

PoZadované vektory jsou pravé minima funkce U = Uy + Us.

Minima U odpovidaji stavim s minimalni energii v siti na tabuli.

30



=2

=2

E(d) = U() - 2n

(Tento ptiklad se da zobecnit na problém obchodniho cestujiciho)

31



Hopfieldova sit’ a lokalni minima

Hledame (globalni) minima energie E ....

Problém: neni jasné, v jakém stavu zacit, abychom dosahli
globalniho minima. Sit mize skoncit v mélkém minimu.

Reseni: V kazdém stavu umoznime s malou pravdépodobnosti
prechod do stavll s vyssi energii. Tuto pravdépodobnost budeme
postupné snizovat. Vyuzijeme dynamiku Boltzmannova stroje ...

32



»,Boltzmannovska*“ aktivni dynamika

Aktivni dynamika: Stavy neuronu jsou inicialné nastaveny na
hodnoty z mnoziny {0, 1}, {j. yj(o) €e{0,1}proje{l,..., n}.

V kroku t + 1 aktualizujeme nahodné vybrany neuron
je€{1,...,n} takto: nejprve vypocteme vnitini potencial

n
éjm = Z Wji}/,-(t) - 6
e

a poté nahodné zvolime hodnotu yl.(t“) € {0,1) tak, Ze

b =)ol
kde
’
a(&) = T e 2T

Parametr T(t) se nazyva teplota v Case t.



Teplota a energie

» Velmi vysoka teplota T(t) znamend, ze P [y (t+1) 1] ~ 1 asit
se chova téméf (uniformné) nahodné.

» Velmi nizka teplota T(t) znamena, ze bud P [yj(m) = 1] ~ 1
nebo P [yj(t”) = 1] ~ 0 v zavislosti na tom, jestli é/(t) > 0 nebo

5}') < 0. Potom se sit chova témér deterministicky (tj. jako v
puvodni aktivni dynamice).

Poznamky:

» Boltzmannovskd aktivni dynamika funguje jako deterministicka
dynamika s nahodnym Sumem,

> energie E(Y) = —3 Y. Yy wiyiyi + Ly Oiyi se muze (s
pravdépodobnosti zavislou na teploté) zvysit,

» pravdépodobnost prechodl do vyssi energetické hladiny se
exponencialné zmensuje s velikosti energetického skoku.

34



Simulované zihani
Nasledujicim postupem Ize dosahnout globalniho minima
funkce E:
» Na zacatku vypoctu nastavime vysokou teplotu T(t)
» Teplotu postupné snizujeme, napf takto:
> T(t) =n'- T(0) kde n < 1 je blizko 1
» nebo T(t) = T(0)/log(1 +t)
Lze dokazat, ze pfi vhodném postupu chlazeni dosahneme
globalniho minima.

Pozn:

» Tento proces je analogii zihani pouzivané pfi vyrobé tvrdych
kovovych material( s krystalickou strukturou: material se nejprve
zahteje, ¢imz se porusi vazby mezi atomy, v pribéhu
nasledného pomalého chlazeni se material ,usadi“ do stavu s
minimalni vnitfni energii a s pravidelnou vnitfni strukturou.

» Jedna se také o rozsiteni fyzikalni motivace Hopfieldovy sité:
orientace magnetl jsou ovlivnény nejen vnitfnim a vnéjs§im
magnetickym polem, ale také termalnimi fluktuacemi.
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