Vypocet ”odmocnin” modulo prvocislo p spliujici p = 3 (mod 4)
(Jaroslav Sedénka)

Zadani. Necht p je prvocislo spliiujici p =3 (mod 4). Bud m € Z, pevné dané. Najdéte k € 7Z,,
spliiugict k? = m (mod p).

Reseni: Vyuzijeme vlastnosti, kterou maji vechny druhé mocniny (mod p), a tou je kon-

gruence
mP~D/2 =1 (mod p)

Tuto kongruenci dokazeme posléze jako Lemma 1. Hned vidime
mPtD/2 = =020 = m (mod p)

(Vsimnéte si, ze p je z predpokladu liché, takze (p — 1)/2 a (p+ 1)/2 jsou celd éisla; v opaéném piipadé bychom

na né viubec nemohli umocinovat!)

Ovsem dokonce i (p41)/4 je celé &islo, proto mizeme spocist &' = m®P*T1/4 (mod p) a takové
&islo bude splitovat (k)2 = (m®H)/4)2 = m((0+1)/4)2 = 1 (+1)/2 = 1y (mod p). Nasli jsme tedy
hledanou druhou odmocninu.

Lemma 1. Necht p =3 (mod 4) je prvocislo, m € Z, je libovolné. Pak plati

(=12 _ 1 pokud existuje k € Z, spliugici k2=m (mod p)
-1 jinak

Diikaz. Bud (¢ libovolny primitivn{ kofen (mod p), pak ¢ spliuje rovnici
(D24 (P2 1) =71 =1=0 (mod p)
(Zejména ¢P~' =1 (mod p), protoze ¢(p) =p — 1.)
Pritom ¢ generuje celé Z,\{0}, takze ¢P=1/2 £ 1 (mod p), musi byt ¢?~Y/2 = —1 (mod p).
Kdyz si napiseme m = (%, mame

mP=D/2 = (59)P=1)/2 = (;(P=1)/2)e = (_1)®  (mod p)

Pro a sudé je (%2 odmocninou z m = €%, pro a liché takové odmocnina neexistuje:.



