Reseny piiklad na rekurenci zadané posloupnosti
(12. tyden, Jaroslav Sedénka)

Zadani: Najdéte nekonecnou posloupnost (a;):°, zadanou rekurenci:
ap =4a,_1 —3ap_9+1
s pocatecnimi podminkami ag = 1,a1 = 2.

Reseni (pomoci charakteristického polynomu): Prvni vyfesime homogenni rekuretni
rovnici (bez absolutniho ¢lene)
ap = 4ay—1 — 3ap—2

U linedrni homogenni rekurence (tj. bez vyssich mocnin a; a bez absolutniho ¢lene) hleddme
feSeni tvaru a, = cA"™ pro ¢ € R, A € C. Po dosazeni A" za a,, dostaneme rovnici

A" = 4)\71—1 _ 3)\71—2

Charakteristicky polynom je tedy
AT2(A2 — 4N 4 3)
Kromé trividlniho feseni \g = 0 miizeme jesté vyiesit kvadratickou rovnici A2 — 4\ +3 =0
a ziskdme kofeny A; = 3, A2 = 1. Obecné feSeni homogenni rekurence je tedy

an = c1(1™) 4+ c2(3") = ¢1 + 23" pro ¢1, c2 € R libovolné.

Nyni hleddme partikuldrni reseni puvodni rekurence a,, = 4a,,_1 — 3a,_o + 1, zatim stéle bez
uvazeni pocatecnich podminek. Budeme hledat partikuldrni feseni (tj. libovolnou posloupnost
spliiujici danou rekurenci) ve tvaru polynomu a, = p(n). Za¢neme s konstantnim polynomem
an = k:

k=4k — 3k +1
0=1

Z4dn4 konstantn{ posloupnost nevyhovuje, pokracujeme s linedrnim polynomem a,, = In+k:

In+k=4((n—1)+k) —3((n—2)+k) +1
In+k = 4ln — 41 + 4k — 3ln + 6 — 3k + 1

0=20+1
1
l=—=
2
Tedy partikuldrnim fesenim je posloupnost a, = —4 + k pro k € R libovolné. Kazdé feseni

nehomogenni rekurence je préavé soucet (libovolného) partikuldrniho feSeni s néjakym Fesenim
homogenni soustavy, obecné feseni zadané rekurence jsou

n
an = €1 + 3" — —
2
(Koeficient k se “schoval” do c;.)
Nyni zbyva zahrnout poc¢ateéni podminky ag = 1,a; = 2. Dosadime obé do obecného feseni
a ziskdme soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych:
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3= —2¢9, tedy co =

Posloupnosti spliiujici vSechny podminky ze zadani je tedy

3 n 1
—Zgn__4 =
Qan, 1 2+4

Muzete si dosazenim za prvnich nékolik n sami ovéfit, ze tato posloupnost splituje pocateéni
podminky i rekurentni rovnici.

Tento zpusob feSeni rekurenci je univerzalni, jeho popis muzete najit napiiklad v ucebnici
na v Kapitole 3, podkapitole 2, odstavec 3.9 teorie.

Jiny zpusob fesSeni (pomoci vytvoiujicich funkci): Misto posloupnosti (ag, ai, ...an, ...)
budeme hledat funkci odpovidajici formalni mocninné radé

oo
A(z) = Zakxk =ag+ a1z +az? + ...
k=0

Ze zadani navic zname vztah pro koeficienty a; této rady:

ar = 4ap_1 —3ag_2 + 1 (pro k > 2 nebo k =0, vzdyt a; = 0 pro [ < 0)
a1 =4ayp—3a_1+1-—3

Mizeme nyni vynéasobit kazdou z téchto rovnosti z* a pak je viechny seéist. Dostaneme

A(r) = 4xA(x) — 322 A(x) + (i xk> — 3z
k=0

Z této rovnosti muzeme dpravami vyjadrit vytvorujici funkei pro A(x).

Az) — 4z A(z) + 322 A(z) = (i xk> — 3z
k=0

Alz) = (P ®) — 3 _ (i ®) — 3 _ >kt _ 3z _
32 —4x +1 (1-2)1-3z) (1-2)(1-3z) (1-2)1-3x)
1 3T

(1—-2)21-3z) (1—2)(1-3x)
Po rozkladu na parcialni zlomky dostaneme

3 1 3 1 1 1
A@) = A sn tia= 302




Pfechodem od parcidlnich zlomku zpét k formdlnim mocninnym faddm (a s vyuzitim nasich
znalosti o vytvotujicich fadach z predchozich cviceni) dostaneme

Ax) = Z (Z(?y:c)k) —I-Z (kz l‘k) - % <Z(/~c + 1)3:’“)
-0

k=0 k=0
Explicitni vyjadfeni pro ¢leny posloupnosti a,, dostaneme porovnanim koeficienti u jednot-
livych mocnin 2™ na obou stranach rovnosti:

3., 3 1 3 1 n
-2 c_z 1) =237+ - — —
G 43 +4 2(n+) 43 +4 5

Piiklad vysel (pochopitelné) stejné obéma zpusoby. Tato metoda je vsak obecnéjsi a dokdzeme
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jdete v Kapitole 12 ucebnice, mezi odstavci 12.42 a 12.43 teorie.



