
Řešený př́ıklad na rekurenćı zadané posloupnosti
(12. týden, Jaroslav Šeděnka)

Zadáńı: Najděte nekonečnou posloupnost (ai)
∞
i=0 zadanou rekurenćı:

an = 4an−1 − 3an−2 + 1

s počátečńımi podmı́nkami a0 = 1, a1 = 2.

Řešeńı (pomoćı charakteristického polynomu): Prvńı vyřeš́ıme homogenńı rekuretńı
rovnici (bez absolutńıho člene)

an = 4an−1 − 3an−2

U lineárńı homogenńı rekurence (tj. bez vyšš́ıch mocnin ak a bez absolutńıho člene) hledáme
řešeńı tvaru an = cλn pro c ∈ R, λ ∈ C. Po dosazeńı λn za an dostaneme rovnici

λn = 4λn−1 − 3λn−2

Charakteristický polynom je tedy
λn−2(λ2 − 4λ+ 3)

Kromě triviálńıho řešeńı λ0 = 0 můžeme ještě vyřešit kvadratickou rovnici λ2 − 4λ + 3 = 0
a źıskáme kořeny λ1 = 3, λ2 = 1. Obecné řešeńı homogenńı rekurence je tedy

an = c1(1
n) + c2(3

n) = c1 + c23
n pro c1, c2 ∈ R libovolné.

Nyńı hledáme partikulárńı řešeńı p̊uvodńı rekurence an = 4an−1−3an−2 +1, zat́ım stále bez
uvážeńı počátečńıch podmı́nek. Budeme hledat partikulárńı řešeńı (tj. libovolnou posloupnost
splňuj́ıćı danou rekurenci) ve tvaru polynomu an = p(n). Začneme s konstantńım polynomem
an = k:

k = 4k − 3k + 1

0 = 1

Žádná konstantńı posloupnost nevyhovuje, pokračujeme s lineárńım polynomem an = ln+k:

ln+ k = 4(l(n− 1) + k)− 3(l(n− 2) + k) + 1

ln+ k = 4ln− 4l + 4k − 3ln+ 6l − 3k + 1

0 = 2l + 1

l = −1

2

Tedy partikulárńım řešeńım je posloupnost an = −n
2 + k pro k ∈ R libovolné. Každé řešeńı

nehomogenńı rekurence je právě součet (libovolného) partikulárńıho řešeńı s nějakým řešeńım
homogenńı soustavy, obecné řešeńı zadané rekurence jsou

an = c1 + c23
n − n

2

(Koeficient k se “schoval” do c1.)
Nyńı zbývá zahrnout počátečńı podmı́nky a0 = 1, a1 = 2. Dosad́ıme obě do obecného řešeńı

a źıskáme soustavu dvou rovnic o dvou neznámých:



1 = a0 = c1 + c23
0 − 0

2
= c1 + c2, tedy c1 = 1− c2

2 = a1 = c1 + c23
1 − 1

2
= c1 + 3c2 −

1

2
, dosad́ıme c1 = 1− c2

2 = (1− c2) + 3c2 −
1

2
= 1− 2c2 −

1

2

3

2
= −2c2, tedy c2 =

3

4
, c1 =

1

4

Posloupnost́ı splňuj́ıćı všechny podmı́nky ze zadáńı je tedy

an =
3

4
3n − n

2
+

1

4

Můžete si dosazeńım za prvńıch několik n sami ověřit, že tato posloupnost splňuje počátečńı
podmı́nky i rekurentńı rovnici.

Tento zp̊usob řešeńı rekurenćı je univerzálńı, jeho popis můžete naj́ıt např́ıklad v učebnici
na v Kapitole 3, podkapitole 2, odstavec 3.9 teorie.

Jiný zp̊usob řešeńı (pomoćı vytvořuj́ıćıch funkćı): Mı́sto posloupnosti (a0, a1, ...an, ...)
budeme hledat funkci odpov́ıdaj́ıćı formálńı mocninné řadě

A(x) =
∞∑
k=0

akx
k = a0 + a1x+ a2x

2 + . . .

Ze zadáńı nav́ıc známe vztah pro koeficienty ak této řady:

ak = 4ak−1 − 3ak−2 + 1 (pro k ≥ 2 nebo k = 0 , vždyt’ al = 0 pro l < 0)

a1 = 4a0 − 3a−1 + 1− 3

Můžeme nyńı vynásobit každou z těchto rovnost́ı xk a pak je všechny seč́ıst. Dostaneme

A(x) = 4xA(x)− 3x2A(x) +

( ∞∑
k=0

xk

)
− 3x

Z této rovnosti můžeme úpravami vyjádřit vytvořuj́ıćı funkci pro A(x).

A(x)− 4xA(x) + 3x2A(x) =

( ∞∑
k=0

xk

)
− 3x

A(x) =
(
∑∞

k=0 x
k)− 3x

3x2 − 4x+ 1
=

(
∑∞

k=0 x
k)− 3x

(1− x)(1− 3x)
=

∑∞
k=0 x

k

(1− x)(1− 3x)
− 3x

(1− x)(1− 3x)
=

=
1

(1− x)2(1− 3x)
− 3x

(1− x)(1− 3x)

Po rozkladu na parciálńı zlomky dostaneme

A(x) =
3

4

1

(1− 3x)
+

3

4

1

(1− x)
− 1

2

1

(1− x)2



Přechodem od parciálńıch zlomk̊u zpět k formálńım mocninným řadám (a s využit́ım našich
znalost́ı o vytvořuj́ıćıch řadách z předchoźıch cvičeńı) dostaneme

A(x) =
3

4

( ∞∑
k=0

(3x)k

)
+

3

4

( ∞∑
k=0

xk

)
− 1

2

( ∞∑
k=0

(k + 1)xk

)
Explicitńı vyjádřeńı pro členy posloupnosti an dostaneme porovnáńım koeficient̊u u jednot-

livých mocnin xn na obou stranach rovnosti:

an =
3

4
3n +

3

4
− 1

2
(n+ 1) =

3

4
3n +

1

4
− n

2

Př́ıklad vyšel (pochopitelně) stejně oběma zp̊usoby. Tato metoda je však obecněǰśı a dokážeme
jej́ı pomoćı explicitně vyjádřit i složitěǰśı rekurence. Návod na použit́ı a podrobněǰśı popis na-
jdete v Kapitole 12 učebnice, mezi odstavci 12.42 a 12.43 teorie.


