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Integralni operatory

V koneénérozmérnych vektorovych prostorech:

@ vektory jsou ddny mnoZinou pevné zvolenych generdtorli a pfislusnymi
soufadnicemi (zobrazeni kone&né mnoZiny generdtori do prostoru
soufadnic)

@ vyb&r jedné soufadnice je linedrni zobrazeni vektorl do skalard (tzv.
linedrni forma), obecn& je kazd4 linedrni forma zadana pomoci
jednotadkovych matic (vektorl v dudlnim prostoru) jako soutet
soutint hodnot formy f = (f1,...,f,) na generatorech se
soufadnicemi vektoru x7 = (xq,...,x,)"

@ SloZit&si linedrni zobrazeni s hodnotami opé&t ve vektorovych
prostorech byla obdobn& zaddna maticemi.

Velice podobné& umime pf¥istoupit k linedrnim operacim na prostorech
funkci.
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Integralni operatory

Pracujme opét s vektorovym prostorem S vSech po &astech spojitych
funkci na intervalu | = [a, b]. Linedrni zobrazeni S — R se nazyvaji
(redlné) linearni funkcionaly. Jednoduché p¥iklady:

e vycisleni funkce (p¥ipadng jejich derivaci) v jednotlivych bodech:
f— L(f) = f(x)

@ pomoci integrace zaddme integralni funkcional s pomoci pevné
zvolené funkce g(x):

b
L(f)_/a f(x)g(x) dx.

Funkce g(x) zde hraje roli vahy, se kterou p¥i definici Riemannova
integrélu bereme jednotlivé hodnoty reprezentujici funkci f(x).

Nejjednodussim p¥ikladem takového funkciondlu je samozfejmé& Riemann(v
integrdl samotny, tj. p¥ipad s g(x) = 1 pro viechny body x.
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Integralni operatory

Dobrou predstavu dava volba

%) 0 je-li [x| > a
g(x) = 1 1
e 27 jeli|x| < a.

To je funkce hladkd na celém R s kompaktnim nosi¢em v intervalu (—a, a).
Integralni funkcional

je mozné vnimat jako ,,rozmlZené zprimérovani* hodnot funkce f kolem
bodu x = y (funkce g ma ve svém stfedu ma hodnotu jedna a hladkym
monotonnim zpisobem se plynule pfimkne k nule ve vzdalenosti a na obé
strany).

Jesté lepsi volbou je z tohoto pohledu libovolna funkce g jejiZ integral ptes
celou redlnou osu je jednicka.

. REEE 3 15



Integralni operatory

Pohled na integrdlni funkcional L, jako na zpriim&rované chovani funkce f
v okoli daného bodu je nazorng&jsi pro p¥ipad nevlastnich mezi integralu
a= —o00, b= oco. Misto prostoru S v8ech po &astech spojitych funkci na R
budeme uvaZovat po &astech spojité a v absolutni hodnoté integrovatelné
funkce f v roli argumentu pro nas funkciondl. Volny parametr y miize byt
vniman jako nova nezdvisld promé&nna a nase operace tedy ve skutenosti
zobrazuje funkce opét na funkce f — f:

Této operaci se fikd konvoluce funkci f a g, znadime ji f x g. Vétsinou se
konvoluce definuje pro redlné nebo komplexni funkce s kompaktnim
nosi¢em na celém R.
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Integralni operatory

Pomoci transformace t = z — x se snadno spo&te

o —0o0

(Fre)e)= [ flgz—x)de=— [ flz-Dg(t)dt = (g F)(z)
—0o0 oo

je tedy konvoluce coby binarni operace na dvojicich funkci s kompaktnimi

nosi¢i komutativni.

Konvoluce je mimoradné uZite¢ny nastroj pro modelovani zplsobu, jak

miZeme pozorovat experiment nebo jak se projevuje prosttedi pfi pfenosu

informaci (nap¥. analogovy audio nebo video signal ovliviiovany Sumy

apod.). Argument f je pfendsenou informaci, funkce g je volena tak, aby

co nejlépe vystihovala vlivy prosttedi &i zvoleného technického postupu.
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Integralni operatory

Konvoluce jsou jednim z mnoha p¥ipadl obecnych integralnich operatori
na prostorech funkci

b
K(F)(y) = / F(x)k(y. x) dx

s jadrem danym funkci dvou proménnych k : R?2 — R. Defini¢ni obor
takovych funkciondli je nutné vzdy volit s ohledem na vlastnosti jadra tak,
aby vZdy existoval pouZity integral.
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Fourierova transformace

Zamé&¥ime se na jeden mimo¥adné dileZity p¥ipad integralnich operatorti,
tzv. Fourierovu transformaci F, kterd tzce souvisi s Fourierovymi
fadami.
P¥ipomeiime si zakladni formuli pro parametrizaci jednotkové kruznice v
komplexni rovin& s rychlosti obihani w =27/ T, kde T je &as jednoho
obéhu:

e/t = coswt + i sinwt.
Zjevné funkce coswnt, sinwnt tvofi ortogonalni systém funkci s periodou
T a jejich velikosti na intervalu délky periody jsou /T /2, (p¥i n > 0)
napf¥.

T/2 1 ™
/ (sinwnt)?dt = / (sin ns)?ds = T /2.

T/2 wJn
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Fourierova transformace

Pro (redlnou nebo komplexni) funkci f(t) zavedeme jeji komplexni
Fourierovy koeficienty jako komplexni &isla

T/2
/ —iwnt dt.
T/2

P¥itom plati vztahy mezi koeficienty Fourierovych ¥ad

o0

f(t) = Z(a,, cos nt + by, sin nt)
n=0

a témito &isly cp:
Ch = %(a,, —ibp), c_p= %(a,7 + ibp).

P¥i redlném f jsou samozfejmé& c, a c_, komplexné konjugované.
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Fourierova transformace

Oznalime-li w, = wn, je ptvodni funkce f(t) s konvergujici Fourierovou
fadou rovna
o0
f(t) = Z cpelent
n=—oo

P¥i pevné zvoleném T vyjadfuje vyraz Aw = 27/ T zmé&nu ve frekvenci
zplsobenou narustem n o jedni¢ku. Je to tedy pravé diskrétni krok, se
kterym p¥i vypoctu koeficienti Fourierovy fady ménime frekvence.

N4&s dalsi postup bude spodivat v limitnim pfechodu T — oo. P¥itom se
spoletna mnoZina hodnot ¢, ,,zahusti* na celé kontinuun realnych hodnot
a ziskdme misto Fourierovych koeficientil ¢, novou funkci f.
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Fourierova transformace

Koeficient 1/ T u formule pro c, je roven Aw/27, takZe mizeme ¥adu pro
f(t) prepsat jako

f _ — i A T/2f —iwnxd iwnt
M= > o | Aw (x)e x et ).

n—=—00 T/2

P¥edstavme si nyni hodnoty w, pro véechna n € Z jako vybrané
reprezentanty pro malé intervaly [wp,wny1] 0 délce Aw. Pak na¥ vyraz ve
vnitfni velké zavorce ve skutenosti vyjadfuje s¢itance Riemannovych
souttll pro nevlastni integral

1 o

Z - g(w) eiUJt dw?

kde g(w) je funkce nabyvajici v bodech w, hodnoty

T/2 ,
g(wn) :/ f(x)e " dx.
~T/2
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Fourierova transformace

P¥edpokladejme, Ze nase funkce f je integrovatelnad v absolutni hodnot&
pres celé R. Pak mdZeme limitn& prejit T — oo a dojde ke zjemriovani
normy Aw naSich intervali. Zaroveii se dostaneme v poslednim vyrazu k
integrdlu

(o9}

g(w) = / F(x) e % d.

—0o0
MuiZeme tedy poloZit pro (kazdou v absolutni hodnot& Riemannovsky
integrovatelnou) funkci £ na R

F(f)(w) = F(w e Wt dt.

= L

Této funkci f ¥ikime Fourierova trasnformace funkce f. Koeficient
1/+/27 souvisi s definici inverzni operace:
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Fourierova transformace

Nase odvozeni totiz ukazuje, Ze pro ,rozumné" funkce f(t) bude platit
(viz dva slidy zpét)

£(t) = F1F)(¢) = \/12? /Oo F(w) et dw.

Tim ¥Fkame, Ze existuje k pravé definované Fourierové transformaci F
inverzni operace F~!, které ¥ikime inverzni Fourierova transformace.
Vsimnéme si, Ze Fourierova transformace a jeji inverze jsou integralni
operatory se skoro shodnym jadrem k(w,t) = e*/wt.
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Vlastnosti Fourierovy transformace

Fourierova transformace zajimavym zpiisobem p¥evraci lokalni a globaln{
chovani funkci. Za&néme jednoduchym p¥ikladem, ve kterém najdeme
funkci f(t), kterd se ztransformuje na charateristickou funkci intervalu
[-Q,Q], tj. f(w) =0 pro |w| >Qaf=1pro |w| <Q. Inverzni
transformace F~1 nam dava

Q
/ iwt dw = 1 1 eiu.;t 2 1 ( iQt —iQt)
\/27r 2w it Q \/27'rt 2i
2
= sin(Qt).

V2t

P¥imym vypo&tem limity v nule (L'Hospitalovo pravidlo) spotteme, Ze
£(0) = 2Q(27) /2, nejbliz&i nulové body jsou v t = £7/Q a funkce
pomérné rychle klesd k nule mimo pocatek x = 0.
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Na obrazku je tato funkce zndzornéna zelenou k¥ivkou pro 2 = 20.
Zarovefli je vynesena Cervenou kFivkou oblast, ve které se s rostoucim Q
nage funkce f(t) stéle rychleji ,vIni".

20
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Vlastnosti Fourierovy transformace

V daldim p¥ikladu spott&me Fourierovu transformaci derivace f'(t) pro
né&jakou funkci f. Pro jednoduchost pfedpokladejme, Ze f ma kompaktni
nosi¢, tj, zejména F(f') i F(f) skutetn& existuji a pocitejme metodou per
partes:

f'(t) e ™t dt

V2r /oo
S [e —iwtf(t)]>,, +

F(f)(w) =

iw >

f(t)e ™t dt

V2r V21 J
= iwF(f)(w)

Transformace derivaci

Vidime tedy, Ze Fourierova transformace prevadi (infinitesimalni) operaci
derivovéani na (algebraickou) operaci prostého nasobeni promé&nnou.
Samoz¥ejm& miZeme tento vzorec iterovat, tj. F(f')(w) = iwF(f)(w),
F(f)(w) = —w?F(f),..., F(FM) = inwn F(f).
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Dalsi mimoradné dilezitou vlastnosti je vztah mezi konvolucemi a
Fourierovou transformaci. Spo¢téme, jak dopadne transformace konvoluce
h = f % g, kde opét pro jednoduchost predpokldddme, Ze funkce maji
kompaktni nosice.

P¥i vypoctu prohodime poradi integrovanani, coZ je krok, ktery ovéfime
teprve v diferencidlnim a integralnim poctu pozdé&ji. V daldim kricku pak
zavedeme substituci t — x = u.

F(h)(w) = \/127 /_Z (/_Z F(x)e(t — x) dx) et gt

_ h f(x) h g(t —x)e 't dt ) dx
(]

= \/% /_Z f(x) (/_O; g(u) e wlutx) du> dx

_ \/12? ( /_ Z F(x) e dx> : < /_ Z g(u)e ) du)

= V2 F(f) - Flg)
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Vlastnosti Fourierovy transformace

Podobny vypolet ukazuje i obracené tvrzeni, Ze Fourierova transformace
soudinu je, aZ na konstantu, konvoluce transformaci.

1
—F(f) *« F(g).
V2r
Jak jsme si uvadéli vyse, konvoluce f * g velice ¢asto modeluje proces
naseho pozorovani néjaké sledované veli¢iny f. Pomoci Fourierovy
transformace a jeji inverze nyni miZeme snadno rozpoznat pivodni
hodnoty této veli¢iny, pokud zndme konvoluéni jadro g. Prosté spolteme
F(f x g) a podé&lime obrazem F(g). Hovofime o dekonvoluci.

F(f-g)=
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