
MB202 – Diferenciálńı a integrálńı počet B
Integrálńı operátory a transformace
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Integrálńı operátory

V konečněrozměrných vektorových prostorech:

vektory jsou dány množinou pevně zvolených generátor̊u a p̌ŕıslušnými
soǔradnicemi (zobrazeńı konečné množiny generátor̊u do prostoru
soǔradnic)

výběr jedné soǔradnice je lineárńı zobrazeńı vektor̊u do skalár̊u (tzv.
lineárńı forma), obecně je každá lineárńı forma zadána pomoćı
jednǒrádkových matic (vektor̊u v duálńım prostoru) jako součet
součinů hodnot formy f = (f1, . . . , fn) na generátorech se
soǔradnicemi vektoru xT = (x1, . . . , xn)T .

Složitěǰśı lineárńı zobrazeńı s hodnotami opět ve vektorových
prostorech byla obdobně zadána maticemi.

Velice podobně uḿıme p̌ristoupit k lineárńım operaćım na prostorech
funkćı.
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Integrálńı operátory

Pracujme opět s vektorovým prostorem S všech po částech spojitých
funkćı na intervalu I = [a, b]. Lineárńı zobrazeńı S → R se nazývaj́ı
(reálné) lineárńı funkcionály. Jednoduché p̌ŕıklady:

vyč́ısleńı funkce (p̌ŕıpadně jej́ıch derivaćı) v jednotlivých bodech:

f 7→ L(f ) = f (x0)

pomoćı integrace zadáme integrálńı funkcionál s pomoćı pevně
zvolené funkce g(x):

L(f ) =

∫ b

a
f (x)g(x) dx .

Funkce g(x) zde hraje roli váhy, se kterou p̌ri definici Riemannova
integrálu bereme jednotlivé hodnoty reprezentuj́ıćı funkci f (x).
Nejjednoduš̌śım p̌ŕıkladem takového funkcionálu je samožrejmě Riemannův
integrál samotný, tj. p̌ŕıpad s g(x) = 1 pro všechny body x .
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Integrálńı operátory

Dobrou p̌redstavu dává volba

g(x) =

{
0 je-li |x | ≥ a

e
1

x2−a2 + 1
a2 je-li |x | < a.

To je funkce hladká na celém R s kompaktńım nosičem v intervalu (−a, a).
Integrálńı funkcionál

Ly (f ) =

∫ b

a
f (x)g(y − x) dx

je možné vńımat jako
”
rozmlžené zpr̊uměrováńı“ hodnot funkce f kolem

bodu x = y (funkce g má ve svém sťredu má hodnotu jedna a hladkým
monotonńım způsobem se plynule p̌rimkne k nule ve vzdálenosti a na obě
strany).
Ještě lepš́ı volbou je z tohoto pohledu libovolná funkce g jej́ıž integrál p̌res
celou reálnou osu je jednička.
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Integrálńı operátory

Pohled na integrálńı funkcionál Ly jako na zpr̊uměrované chováńı funkce f
v okoĺı daného bodu je názorněǰśı pro p̌ŕıpad nevlastńıch meźı integrálu
a = −∞, b =∞. Mı́sto prostoru S všech po částech spojitých funkćı na R
budeme uvažovat po částech spojité a v absolutńı hodnotě integrovatelné
funkce f v roli argumentu pro náš funkcionál. Volný parametr y může být
vńımán jako nová nezávislá proměnná a naše operace tedy ve skutečnosti
zobrazuje funkce opět na funkce f 7→ f̃ :

f̃ (y) = Ly (f ) =

∫ ∞
∞

f (x)g(y − x) dx .

Této operaci se ř́ıká konvoluce funkćı f a g , znač́ıme ji f ∗ g . Věťsinou se
konvoluce definuje pro reálné nebo komplexńı funkce s kompaktńım
nosičem na celém R.

MB202/11 7 / 22



Integrálńı operátory

Pomoćı transformace t = z − x se snadno spočte

(f ∗ g)(z) =

∫ ∞
−∞

f (x)g(z − x) dx = −
∫ −∞
∞

f (z − t)g(t) dt = (g ∗ f )(z),

je tedy konvoluce coby binárńı operace na dvojićıch funkćı s kompaktńımi
nosiči komutativńı.
Konvoluce je mimǒrádně užitečný nástroj pro modelováńı způsobu, jak
můžeme pozorovat experiment nebo jak se projevuje prosťred́ı p̌ri p̌renosu
informaćı (nap̌r. analogový audio nebo video signál ovlivňovaný šumy
apod.). Argument f je p̌renášenou informaćı, funkce g je volena tak, aby
co nejlépe vystihovala vlivy prosťred́ı či zvoleného technického postupu.
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Integrálńı operátory

Konvoluce jsou jedńım z mnoha p̌ŕıpadů obecných integrálńıch operátor̊u
na prostorech funkćı

K (f )(y) =

∫ b

a
f (x)k(y , x) dx

s jádrem daným funkćı dvou proměnných k : R2 → R. Definičńı obor
takových funkcionál̊u je nutné vždy volit s ohledem na vlastnosti jádra tak,
aby vždy existoval použitý integrál.
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Fourierova transformace

Zamě̌ŕıme se na jeden mimǒrádně důležitý p̌ŕıpad integrálńıch operátor̊u,
tzv. Fourierovu transformaci F , která úzce souviśı s Fourierovými
řadami.
Připomeňme si základńı formuli pro parametrizaci jednotkové kružnice v
komplexńı rovině s rychlost́ı ob́ıháńı ω = 2π/T , kde T je čas jednoho
oběhu:

eiωt = cosωt + i sinωt.

Zjevně funkce cosωnt, sinωnt tvǒŕı ortogonálńı systém funkćı s periodou
T a jejich velikosti na intervalu délky periody jsou

√
T/2, (p̌ri n > 0)

nap̌r. ∫ T/2

−T/2
(sinωnt)2dt =

1

ω

∫ π

−π
(sin ns)2ds = T/2.
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Fourierova transformace

Pro (reálnou nebo komplexńı) funkci f (t) zavedeme jej́ı komplexńı
Fourierovy koeficienty jako komplexńı č́ısla

cn =
1

T

∫ T/2

−T/2
f (t) e−iωnt dt.

Přitom plat́ı vztahy mezi koeficienty Fourierových řad

f (t) =
∞∑
n=0

(an cos nt + bn sin nt)

a těmito č́ısly cn:

cn = 1
2 (an − ibn), c−n = 1

2 (an + ibn).

Při reálném f jsou samožrejmě cn a c−n komplexně konjugované.
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Fourierova transformace

Označ́ıme-li ωn = ωn, je původńı funkce f (t) s konverguj́ıćı Fourierovou
řadou rovna

f (t) =
∞∑

n=−∞
cn eiωnt .

Při pevně zvoleném T vyjaďruje výraz ∆ω = 2π/T změnu ve frekvenci
způsobenou nárustem n o jedničku. Je to tedy právě diskrétńı krok, se
kterým p̌ri výpočtu koeficient̊u Fourierovy řady měńıme frekvence.
Náš daľśı postup bude spoč́ıvat v limitńım p̌rechodu T →∞. Přitom se
spočetná množina hodnot cn ”

zahust́ı“ na celé kontinuun reálných hodnot
a źıskáme ḿısto Fourierových koeficient̊u cn novou funkci f̃ .
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Fourierova transformace

Koeficient 1/T u formule pro cn je roven ∆ω/2π, takže můžeme řadu pro
f (t) p̌repsat jako

f (t) =
∞∑

n=−∞

1

2π

(
∆ω

∫ T/2

−T/2
f (x) e−iωnx dx eiωnt

)
.

Představme si nyńı hodnoty ωn pro všechna n ∈ Z jako vybrané
reprezentanty pro malé intervaly [ωn, ωn+1] o délce ∆ω. Pak náš výraz ve
vniťrńı velké závorce ve skutečnosti vyjaďruje sč́ıtance Riemannových
součt̊u pro nevlastńı integrál

1

2π

∫ ∞
−∞

g(ω) eiωt dω,

kde g(ω) je funkce nabývaj́ıćı v bodech ωn hodnoty

g(ωn) =

∫ T/2

−T/2
f (x) e−iωnx dx .
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Fourierova transformace

Předpokládejme, že naše funkce f je integrovatelná v absolutńı hodnotě
p̌res celé R. Pak můžeme limitně p̌rej́ıt T →∞ a dojde ke zjemňováńı
normy ∆ω našich interval̊u. Zároveň se dostaneme v posledńım výrazu k
integrálu

g(ω) =

∫ ∞
−∞

f (x) e−iωx dx .

Můžeme tedy položit pro (každou v absolutńı hodnotě Riemannovsky
integrovatelnou) funkci f na R

F(f )(ω) = f̃ (ω) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f (t) e−iωt dt.

Této funkci f̃ ř́ıkáme Fourierova trasnformace funkce f . Koeficient
1/
√

2π souviśı s definićı inverzńı operace:
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Fourierova transformace

Naše odvozeńı totiž ukazuje, že pro
”
rozumné“ funkce f (t) bude platit

(viz dva slidy zpět)

f (t) = F−1(f̃ )(t) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f̃ (ω) eiωt dω.

T́ım ř́ıkáme, že existuje k právě definované Fourierově transformaci F
inverzńı operace F−1, které ř́ıkáme inverzńı Fourierova transformace.
Všimněme si, že Fourierova transformace a jej́ı inverze jsou integrálńı
operátory se skoro shodným jádrem k(ω, t) = e±iωt .
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Vlastnosti Fourierovy transformace

Fourierova transformace zaj́ımavým způsobem p̌revraćı lokálńı a globálńı
chováńı funkćı. Začněme jednoduchým p̌ŕıkladem, ve kterém najdeme
funkci f (t), která se ztransformuje na charateristickou funkci intervalu
[−Ω,Ω], tj. f̃ (ω) = 0 pro |ω| > Ω a f̃ = 1 pro |ω| ≤ Ω. Inverzńı
transformace F−1 nám dává

f (t) =
1√
2π

∫ Ω

−Ω
eiωt dω =

1√
2π

[
1

it
eiωt

]Ω

−Ω

=
2√
2πt

1

2i
(eiΩt − e−iΩt)

=
2√
2πt

sin(Ωt).

Př́ımým výpočtem limity v nule (L’Hospitalovo pravidlo) spočteme, že
f (0) = 2Ω(2π)−1/2, nejbližš́ı nulové body jsou v t = ±π/Ω a funkce
poměrně rychle klesá k nule mimo počátek x = 0.
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Vlastnosti Fourierovy transformace

Na obrázku je tato funkce znázorněná zelenou ǩrivkou pro Ω = 20.
Zároveň je vynesena červenou ǩrivkou oblast, ve které se s rostoućım Ω
naše funkce f (t) stále rychleji

”
vlńı“.

Literatura Integrální operátory Fourierova transformace Vlastnosti Fourierovy transformace

Na obrázku je tato funkce znázorněná zelenou křivkou pro Ω = 20.
Zároveň je vynesena červenou křivkou oblast, ve které se s
rostoucím Ω naše funkce f (t) stále rychleji „vlní“ .

t

32

y

1

20

0
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10

-1

5

0
-2

-5

-3

Omega = 20.000
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Vlastnosti Fourierovy transformace

V daľśım p̌ŕıkladu spočtěme Fourierovu transformaci derivace f ′(t) pro
nějakou funkci f . Pro jednoduchost p̌redpokládejme, že f má kompaktńı
nosič, tj, zejména F(f ′) i F(f ) skutečně existuj́ı a poč́ıtejme metodou per
partes:

F(f ′)(ω) =
1√
2π

∫ ∞
∞

f ′(t) e−iωt dt

=
1√
2π

[e−iωtf (t)]∞−∞ +
iω√
2π

∫ ∞
−∞

f (t) e−iωt dt

= iωF(f )(ω)

Transformace derivaćı

Vid́ıme tedy, že Fourierova transformace p̌revád́ı (infinitesimálńı) operaci
derivováńı na (algebraickou) operaci prostého násobeńı proměnnou.
Samožrejmě můžeme tento vzorec iterovat, tj. F(f ′)(ω) = iωF(f )(ω),
F(f ′′)(ω) = −ω2F(f ), . . . ,F(f (n)) = inωnF(f ).
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Vlastnosti Fourierovy transformace

Daľśı mimǒrádně důležitou vlastnost́ı je vztah mezi konvolucemi a
Fourierovou transformaćı. Spočtěme, jak dopadne transformace konvoluce
h = f ∗ g , kde opět pro jednoduchost p̌redpokládáme, že funkce maj́ı
kompaktńı nosiče.
Při výpočtu prohod́ıme pǒrad́ı integrovanáńı, což je krok, který ově̌ŕıme
teprve v diferenciálńım a integrálńım počtu později. V daľśım kr̊učku pak
zavedeme substituci t − x = u.

F(h)(ω) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

(∫ ∞
−∞

f (x)g(t − x) dx

)
e−iωt dt

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

f (x)

(∫ ∞
−∞

g(t − x) e−iωt dt

)
dx

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

f (x)

(∫ ∞
−∞

g(u) e−iω(u+x) du

)
dx

=
1√
2π

(∫ ∞
−∞

f (x) e−iωx dx

)
·
(∫ ∞
−∞

g(u) e−iωu) du

)
=
√

2πF(f ) · F(g)
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Vlastnosti Fourierovy transformace

Podobný výpočet ukazuje i obrácené tvrzeńı, že Fourierova transformace
součinu je, až na konstantu, konvoluce transformaćı.

F(f · g) =
1√
2π
F(f ) ∗ F(g).

Jak jsme si uváděli výše, konvoluce f ∗ g velice často modeluje proces
našeho pozorováńı nějaké sledované veličiny f . Pomoćı Fourierovy
transformace a jej́ı inverze nyńı můžeme snadno rozpoznat původńı
hodnoty této veličiny, pokud známe konvolučńı jádro g . Prostě spočteme
F(f ∗ g) a poděĺıme obrazem F(g). Hovǒŕıme o dekonvoluci.
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