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Jak moc poťrebujeme funkćı?

jaké funkce poťrebujeme pro naše modely?
– pǒrádný zvě̌rinec...
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Jak moc poťrebujeme funkćı?

Budeme pracovat s funkcemi R→ R (reálné funkce reálné proměnné)
nebo R→ C (komplexńı funkce reálné proměnné), p̌ŕıpadně s funkcemi
Q→ Q (funkce jedné racionálńı proměnné s racionálńımi hodnotami)
apod. Věťsinou půjdou naše závěry snadno rozš́ı̌rit na p̌ŕıpad s vektorovými
hodnotami nad stejnými skaláry, ve výkladu se ale zpravidla omeźıme jen
na p̌ŕıpad reálných č́ısel, p̌ŕıpadně komplexńıch č́ısel.
Č́ım věťśı ťŕıdu funkćı p̌ripust́ıme, t́ım obt́ıžněǰśı bude vybudovat nástroje
pro naši práci. Ćılem našich prvńıch dvou kapitol matematické analýzy
bude proto explicitně zavést několik typů elementárńıch funkćı, implicitně
popsat v́ıce funkćı a vybudovat standardńı nástroje pro práci s nimi.
Souhrnně se tomu ř́ıká diferenciálńı a integrálńı počet jedné proměnné.
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Interpolace

Polynomy

Polynomem nad okruhem skalár̊u K rozuḿıme zobrazeńı f : K→ K dané
pro každé x ∈ K výrazem

x 7→ f (x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0,

kde ai , i = 0, . . . , n, jsou pevně zadané skaláry, násobeńı je znázorněno
prostým žretězeńım symbol̊u a

”
+“ označuje sč́ıtáńı. Pokud je an 6= 0,

ř́ıkáme, že polynom f je stupně n. Stupeň nulového polynomu neńı
definován.
Skaláry ai označujeme jako koeficienty polynomu f . Polynomy stupně
nula jsou konstantńı nenulová zobrazeńı x 7→ a0. Algebraicky jsou
polynomy definovány jako formálńı výrazy f (x), tj. jako posloupnosti
koeficient̊u a0, a1, . . . s konečně mnoha nenulovými prvky.
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Interpolace

Lemma

Je-li K pole s nekonečně mnoha prvky, pak dva polynomy f a g jsou si
rovny jako zobrazeńı, právě když maj́ı shodné koeficienty.

Uvědomme si, že u konečných poĺı samožrejmě takové tvrzeńı neplat́ı.
Uvažte nap̌r. polynom x2 + x nad Z2.
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Interpolace

Důkaz.

Nad každým polem skalár̊u funguje děleńı polynomů se zbytkem, tj. pro
polynomy f stupně n a g stupně m, existuj́ı jednoznačně určené polynomy
q a r takové, že stupeň r je menš́ı než m nebo je r = 0 a f = q · g + r .
Je-li pro nějaký prvek b ∈ K hodnota f (b) = 0, pak to znamená, že v
pod́ılu f (x) = q(x)(x − b) + r muśı být r = 0. Jinak by totiž nebylo
možné dosáhnout f (b) = q(b) · 0 + r , kde stupeň r je nulový. Ř́ıkáme, že
b je kǒren polynomu f .
Stupeň q je pak právě n − 1. Pokud má q opět kǒren, můžeme pokračovat
a po nejvýše n kroćıch dojdeme ke konstatńımu polynomu. Dokázali jsme
tedy, že každý nenulový polynom nad polem K má nejvýše tolik kǒrenů,
kolik je jeho stupeň. Odtud již snadno dovod́ıme i následuj́ıćı pozorováńı:
Předpokládejme f = g , tj. f − g = 0 jako zobrazeńı. Polynom (f − g)(x)
tedy má nekonečně mnoho kǒrenů, což je možné pouze tehdy, je-li
nulovým polynomem.
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Interpolace

Interpolačńı polynom

Častá praktická úloha zńı
”
zadejte formuli pro funkci, pro kterou máme

zadány hodnoty v p̌redem daných bodech x0, . . . , xn“.
Pokud by šlo o nulové hodnoty, uḿıme p̌ŕımo zadat polynom

f (x) = (x − x0)(x − x1) . . . (x − xn),

který bude ḿıt nulové hodnoty právě v těchto bodech a nikde jinde.
To ale neńı jediná odpověd’, protože požadovanou vlastnost má i nulový
polynom. Ten je p̌ritom jediný s touto vlastnost́ı ve vektorovém prostoru
polynomů stupně nejvýše n. Ve skutečnosti jsme dokázali p̌red chv́ıĺı, že
nenulový polynom stupně n, nemá nikdy v́ıce než n nulových bod̊u.
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Interpolace

Theorem

Necht’ K je nekonečné pole skalár̊u, pak pro každnou množinu po dvou
r̊uzných bod̊u x0, . . . , xn ∈ K a p̌redepsaných hodnot y0, . . . , yn ∈ K
existuje právě jeden polynom f stupně nejvýše n (p̌ŕıpadně nulový
polynom), pro který plat́ı

f (xi ) = yi , i = 0, . . . , n.

Důkaz.

Protož už v́ıme, že existuje nejvýše jeden polynom stupně n s
p̌redepsanými n + 1 hodnotami yi v r̊uzných bodech x0, . . . , xn, stač́ı
sestrojit takový polynom. To ale neńı těžké, stač́ı pracovat s polynomy

`i (x) =

∏
j 6=i (x − xj)∏
j 6=i (xi − xj)

.

Hledaný polynom je f (x) = y0`0(x) + y1`1(x) + · · ·+ yn`n(x).
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Interpolace

Dosazeńım požadovaných hodnot do polynomu s neznámými koeficienty
dostaneme systém n + 1 rovnic pro stejný počet neznámých koeficient̊u ai

a0 + x0a1 + · · ·+ (x0)nan = y0

...

a0 + xna1 + · · ·+ (xn)nan = yn.

Jak je dob̌re známo z lineárńı algebry, tento systém lineárńıch rovnic má
právě jedno řešeńı pokud je determinant jeho matice invertibilńı skalár, tj.
pokud je nenulový. Dokázali jsme proto nenulovost tzv. Vandermondova
determinantu

V (x0, . . . , xn) = det


1 x0 (x0)2 . . . (x0)n

1 x1 (x1)2 . . . (x1)n

...
...

...
. . .

...
1 xn (xn)2 . . . (xn)n

 =
n−1∏

i>k=0

(xi − xk).
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Interpolace

Problémy interpolace

Uvažujme reálné nebo p̌ŕıpadně racionálńı polynomy, tj. polynomiálně
zadané funkce R→ R nebo Q→ Q. Vypadaj́ı jako hezká ťŕıda funkćı
jedné proměnné, kterou můžeme snadno použ́ıt na proložeńı jakékoliv sady
p̌redem zadaných hodnot. Bohužel:

Vyjáďreńı tzv. Lagrangeova interpolačńıho polynomu je velmi
citlivosté na nep̌resnosti výpočtu p̌ri malých rozd́ılech zadaných
hodnot xi , protože se v ńı těmito rozd́ıly děĺı.

Př́ımé řešeńı soustav rovnic by vyžadovalo čas úměrný n3.

Interpolačńı polynomy maj́ı velice špatnou stabilitu hodnot reálných
nebo racionálńıch polynomů p̌ri zvěťsuj́ıćı se hodnotě proměnné.
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Interpolace

Nestabilitu vid́ıme na obrázćıch, kde je proložena funkce sin(x) jedenácti
body.

Literatura Podmínky výuky Jak moc potřebujeme funkcí? Interpolace Derivace Splajny

Nestabilitu vidíme na obrázcích, kde je proložena funkce sin(x)
jedenácti body.
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Zelená je aproximovaná funkce, kolečka jsou malinko posunuté
hodnoty a červený je interpolační polynom. Kolem interpolačních
polynomů existuje bohatá teorie viz text Horová-Zelinka.

Zelená je aproximovaná funkce, kolečka jsou malinko posunuté hodnoty a
červený je interpolačńı polynom. Kolem interpolačńıch polynomů existuje
bohatá teorie viz text Horová-Zelinka.
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Derivace

Hodnoty polynomů s rostoućı proměnnou rychle ḿı̌ŕı k nekonečným
hodnotám. Mohlo by se ale zdát, že podstatně lepš́ı výsledky budeme
alespoň mezi body xi dosahovat, když si budeme kromě hodnot funkce
hĺıdat, jak rychle naše funkce v daných bodech rostou. Zavedeme proto
(prozat́ım sṕı̌se intuitivně) pojem derivace pro reálné, komplexńı nebo
racionálńı polynomy.
Rychlost r̊ustu v bodě x ∈ R pro reálný polynom f (x) dob̌re vyjaďruj́ı
pod́ıly

f (x + ∆x)− f (x)

∆x

a protože uḿıme spoč́ıst (nad libovolným okruhem)

(x + ∆x)k = xk + kxk−1∆x + · · ·+
(

k

l

)
x l(∆x)k−l + · · ·+ (∆x)k ,

uḿıme i spoč́ıst ten pod́ıl pro f (x) = anxn + · · ·+ a0.
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Derivace

f (x + ∆x)− f (x)

∆x
= an

nxn−1∆x + · · ·+ (∆x)n

∆x
+ · · ·+ a1

∆x

∆x
= nanxn−1 + (n − 1)an−1xn−2 + · · ·+ a1 + ∆x(. . . ),

kde výraz v závorce je polynomiálně závislý na ∆x .
Evidentně pro hodnoty ∆x velice bĺızké nule dostaneme hodnotu libovolně
bĺızkou výrazu

f ′(x) = nanxn−1 + (n − 1)an−1xn−2 + · · ·+ a1,

který nazýváme derivace polynomu f (x) podle proměnné x .
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Derivace

Z definice je jasné, že f ′(x0) dává dobré p̌ribĺıžeńı pro chováńı f (x) v okoĺı
bodu x0. Přesněji řečeno, p̌ŕımka

y = f ′(x0)(x − x0) + f (x0)

velice dob̌re aproximuje p̌ŕımky procházej́ıćı body [x0, f (x0)] a
[x0 + ∆x , f (x0 + ∆x)] pro malé hodnoty ∆x . Hovǒŕıme o lineárńım
p̌ribĺıžeńı polynomu f jeho tečnou.
Derivace polynomů je lineárńı zobrazeńı, které p̌rǐrazuje polynomům
stupně nejvýše n polynomy stupně nejvýše n − 1. Iteraćı této operace
dostáváme druhé derivace f ′′, ťret́ı derivace f (3) a obecně po k–násobném
opakováńı polynom f (k) stupně nejvýše n − k. Po n + 1 derivaćıch je
výsledkem nulový polynom.
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Derivace

Hermite̊uv interpolačńı problém

Uvažme m + 1 po dvou r̊uzných x0, . . . , xm a p̌redepǐsme hodnoty a

derivace y
(k)
i pro k = 0 a k = 1. Hledáme f (x) = anxn + . . . a0 s těmito

hodnotami a derivacemi.
Opět obdrž́ıme pro neznámé koeficienty ai systém rovnic

a0 + x0a1 + · · ·+ (x0)nan = y
(0)
0

...

a0 + xma1 + · · ·+ (xm)nan = y
(0)
m

a1 + 2x0a2 + · · ·+ n(x0)n−1an = y
(1)
0

...

a1 + 2xma2 + · · ·+ n(xm)n−1an = y
(1)
m .

Při volbě n = 2m + 1 bude determinant tohoto systému rovnic nenulový.
Opět lze také zkonstruovat takový polynom f p̌ŕımo. Nazýváme jej
Hermite̊uv interpolačńı polynom.
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Derivace

Úplně nejjednoduš̌śı p̌ŕıpad je zadáńı hodnoty a derivace v jediném bodě.
T́ım urč́ıme beze zbytku polynom stupně 1

f (x) = f (x0) + f ′(x0)(x − x0)

tj. právě rovnici p̌ŕımky zadané hodnotou a směrnićı v bodě x0.
Když zadáme hodnotu a derivaci ve dvou bodech, tj. y0 = f (x0),
y ′0 = f ′(x0), y1 = f (x1), y ′1 = f ′(x1) pro dva r̊uzné body xi , dostaneme
ještě pǒrád snadno poč́ıtatelný problém.
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Derivace

Ukažme si jej v zjednodušeném provedeńı, kdy x0 = 0, x1 = 1. Pak matice
systému a jej́ı inverze budou

A =


0 0 0 1
1 1 1 1
0 0 1 0
3 2 1 0

 , A−1 =


2 −2 1 1
−3 3 −2 −1
0 0 1 0
1 0 0 0

 .

Př́ımým vynásobeńım A−1 · (y0, y1, y ′0, y ′1)T pak vyjde vektor
(a3, a2, a1, a0)T koeficient̊u polynomu f , tj.

f (x) = (2y0 − 2y1 + y ′0 + y ′1)x3 + (−3y0 + 3y1 − 2y ′0 − y ′1)x2 + y ′0x + y0.

Formuli lze snadno upravit pro libovolné body x0, x1 a lze tak poč́ıtat
aproximace funkćı

”
po kouskách“.

Obdobně lze p̌redepisovat libovolný konečný počet derivaćı v jednotlivých
bodech a vhodnou volbou stupně polynomu obdrž́ıme vždy jednoznačné
interpolace. Nebudeme zde uvádět podrobnosti, viz opět text
Horová-Zelinka.
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Splajny

I u interpolaćı s derivacemi pǒrád z̊ustávaj́ı problémy zḿıněné už v p̌ŕıpadě
jednoduchých interpolaćı hodnot – složitost výpočt̊u a nestabilita. Nav́ıc
p̌ribývá problém spojený s odhadem derivaćı pokud je zadána pouze
množina hodnot. Použit́ı derivaćı však podb́ıźı jednoduché vylepšeńı
metodiky – splajny.
(Ošklivé české slovo

”
splajn“ vzniklo fonetickým p̌repisem anglického

ekvivalentu
”
spline“, který znamenal tvárné prav́ıtko už́ıvané inženýry pro

kresleńı ǩrivek.)
Nab́ıźı se tedy využit́ı malých polynomiálńıch kousk̊u, které ale muśıme
umět rozumně navazovat.
Nejjednoduš̌śı je propojeńı vždy dvou sousedńıch bodů lineárńım
polynomem. Tak se nejčastěji zobrazuj́ı data. Z pohledu derivaćı to
znamená, že budou na jednotlivých úsećıch konstantńı a pak se skokem
změńı.
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Splajny

O něco sofistikovaněǰśı možnost́ı je p̌redepsat v každém bodě hodnotu a
derivaci, tj. pro dva body budeme ḿıt 4 hodnoty a jednoznačně t́ım urč́ıme
Hermite̊uv polynom 3. stupně, viz výše. Tento polynom pak můžeme
použ́ıt pro všechny hodnoty nezávislé proměnné mezi krajńımi hodnotami
x0 < x1. Hovǒŕıme o intervalu [x0, x1]. Takové polynomiálńı p̌ŕıbĺıžeńı po
kouskách už bude ḿıt tu vlastnost, že derivace na sebe budou navazovat.
V praxi ale neńı pouhé navazováńı prvńı derivace dostatečné (viz ťreba
koleje tramvaj́ı) a nav́ıc p̌ri namě̌rených datech neḿıváme hodnoty derivaćı
k dispozici. Př́ımo se proto vnucuje pokus využ́ıvat pouze zadané hodnoty
ve dvou sousedńıch bodech, ale požadovat zároveň rovnost prvńıch i
druhých derivaćı u sousedńıch kousk̊u polynomů ťret́ıho stupně!
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Splajny

Kubický interpolačńı splajn

Definition

Necht’ x0 < x1 < · · · < xn jsou reálné (nebo racionálńı) hodnoty, ve
kterých jsou zadány požadované hodnoty y0, . . . , yn. Kubickým
interpolačńım splajnem pro toto zadáńı je funkce S : R→ R (nebot’

S : Q→ Q), která splňuje následuj́ıćı podḿınky:

zúžeńı S na interval [xi−1, xi ] je polynom Si ťret́ıho stupně,
i = 1, . . . , n

Si (xi−1) = yi−1 a Si (xi ) = yi pro všechny i = 1, . . . n,

S ′i (xi ) = S ′i+1(xi ) pro všechny i = 1, . . . , n − 1,

S ′′i (xi ) = S ′′i+1(xi ) pro všechny i = 1, . . . , n − 1.
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Splajny

Kubický splajn pro n + 1 bodů sestává z n kubických polynomů, tj. máme
k dispozici 4n volných parametr̊u (prvńı definičńı podḿınka). Daľśı
podḿınky p̌ritom zadávaj́ı 2n + (n − 1) + (n − 1) rovnost́ı, tj. dva
parametry z̊ustávaj́ı volné. Při praktickém použit́ı se dodávaj́ı p̌redpisy pro
derivace v krajńıch bodech, tzv. úplný splajn, nebo jsou tyto zadány jako
nula, tzv. p̌rirozený splajn.
Výpočet celého splajnu už neńı bohužel tak jednoduchý jako u nezávislých
výpočt̊u Hermiteových polynomů ťret́ıho stupně, protože data se proĺınaj́ı
vždy mezi sousedńımi intervaly. Při vhodném uspǒrádáńı se však dosáhne
matice systému, která má nenulové prvky prakticky jen ve ťrech
diagonálách, a pro takové existuj́ı vhodné numerické postupy, které umožńı
splajn poč́ıtat také v čase úměrném počtu bodů. Podrobnosti vynecháme,
lze je dohledat nap̌r. v textu Horová-Zelinka.
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Splajny

Pro srovnáńı se pod́ıvejme na interpolaci stejných dat jako v p̌ŕıpadě
Lagrangeova polynomu, nyńı pomoćı splajnů:

Literatura Podmínky výuky Jak moc potřebujeme funkcí? Interpolace Derivace Splajny

Pro srovnání se podívejme na interpolaci stejných dat jako v
případě Lagrangeova polynomu, nyní pomocí splajnů:
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