MB202 — Diferencidlni a integralni pocet B
Topologie mnoZin redlnych Z&isel,
limity posloupnosti a funkci
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Vlastnosti redlnych &isel

Redlna &isla a raciondlni &isla jsou tzv. pole. UZ jsme ale na nich pouzivali i
relaci uspo¥adani, kterou zna&ime ,<".

P¥ipom&iime si nyni vlastnosti (axiomy) redlnych &isel v&etn& souvislosti
usporadani a ostatnich relaci. Délici &ary v tabulce nazna&uji, jak axiomy
postupné zaru&uji, Ze jsou redlnd &isla komutativni grupou vici s¢itani, ze
R\ {0} je komutativni grupa vici ndsobeni, R je pole, mnoZina R spolu s
operacemi +, - a s relaci usporadani je tzv. uspofadané pole a konelné
poslednimu axiomu miZeme rozumét tak, Zze R je , dostatetné husté”, tj.
nechybi ndm tam body, jako nap¥. druhd odmocnina ze dvou v &islech
raciondlnich. Formalné posledni axiom vysvétlime za chvilku.

Zaroveri si uvédomujme, které z axiomu plati pro Q a C.
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Vlastnosti redlnych &isel

(R1) (a+b)+c=a+(b+c), proviechny a, b, ce R
(R2) a+ b= b+ a, pro vechny a, b € R
(R3) existuje 0 € R takovy, Ze pro viechny a € R plati a4+ 0= a
(R4) pro viechny a € R existuje opa&ny prvek (—a) € R takovy,
Ze platia+(—a)=0
(R5) (a:-b)-c=a-(b-c), proviechny a, b, c € R
(R6) a-b=b-aproviechny a, be R
(R7) existuje 1 € R takovy, Ze pro viechny a€ R plati1-a=a
(R8) pro kazdy a € R, a # 0 existuje inverzni prvek a=! € R
takovy, 7e plati a-a~ 1 =1
(R9) a-(b+c)=a-b+a-c, proviechny a, b, ce R
(R10) relace < je dplné uspo¥adani, tj. reflexivni, antisymetricka,
tranzitivni a Gplna relace na R
(R11) proa,b,ceRplati, Zzeza<bvyplyvd a+c<b+c
(R12) pro v8echny a,b € R, a> 0, b >0, plati také a- b >0
(R13) kazd& neprdzdnd ohrani¢end mnozina A C R ma supremum.
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Vlastnosti redlnych &isel

Horni a dolni zavory, suprema a infima

Pojem suprema ma smysl pro kaZdou uspofadanou mnozinu.

UvaZme podmnoZinu A C B v uspofadané mnoziné B. Horni zavorou
mnoziny A je kazdy prvek b € B, pro ktery plati, Ze b > a pro viechny
a € A. Obdobné definujeme dolni zavory mnoZiny A jako prvky b € A
takové, 7e b < a pro v8echny a € A.

Nejmensi horni zavora podmnoziny A, pokud existuje, se nazyva
supremum této podmnoZiny a zna&ime ji sup A. PYesnéji:

’supA = b, jestlize z ¢ > a pro viechny a € A vyplyva také ¢ > b. ‘

Obdobné&, nejvétsi dolni zavora se nazyva infimum, piSeme inf A, tzn.

‘ian = b, jestlize z ¢ < a pro v8echny a € A vyplyvd také ¢ < b. ‘
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Vlastnosti redlnych &isel

Pro vystavbu teorie potfebujeme védét, zda uvedené vlastnosti redlnych
Cisel Ize realizovat, tj. zda existuje takova mnoZina R s operacemi a
relaci usporadani, které (R1)—(R13) spliiuji. Skute&n& Ize redlna &isla
nejen zkonstruovat, ale jde to, aZ na izomorfismus, jedinym zplsobem.

V textech je naznadena existence, k jednozalnosti se vratime pozdéji.

Pole raciondlnich &isel spliiuje (R1)-(R12), neexistuji v nich ale obecn&
suprema ohrani¢enych podmnoZzin.

Pole komplexnich &isel spliiuje axiomy (R1)—(R9), neni na nich ale Zadnym
rozumnym zplsobem definovano uspofadani, které by naplnilo axiomy
(R10)-R(13). ProtoZe jsou komplexni &isla z = re z + iim z déna jako
dvojice redlnych &isel, je dobrou pfedstavou rovina komplexnich &isel.

U komplexnich &isel je navic tzv. konjugace, tj. zrcadleni podle p¥imky
redlnych &isel. Znatime jiz =rez —iimz. Plati z-z = (x + iy)(x — iy) =
x2 + y?, tj. kvadrat velikosti vektoru. Pi§eme |z|2 = z-Z, hovo¥ime o
absolutni hodnoté.
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Hromadné body a konvergence

UvaZme posloupnost ag, a1, az, ..., Cisel v R nebo Q nebo C a pevné
zvolenou hodnotu a v témZe oboru.

Konvergentni posloupnost

JestliZe pro libovolné pevné zvolené kladné &islo € € R plati pro vSechny
i € N, aZ na konetné mnoho vyjimek,

lai — a| <,
fikdme, Ze posloupnost a;, i = 0,1,... konverguje k hodnoté a.
v
Cauchyovska posloupnost
Posloupnost prvki ag, a1, ... takovou, Ze pro libolné pevné zvolené kladné

redlné &islo € > 0 plati pro v8echny prvky ax aZ na kone¢né mnoho vyjimek

|a,- — aj| <€,
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Vlastnosti redlnych &isel

Jinak FYeteno, u Cauchyovské posloupnosti pro kazdé pevné € > 0 existuje
index N takovy, Ze nerovnost |a; — aj| < € plati pro v8echna i,j > N.
Intuitivn& jist& citime, e bud jsou v takové posloupnosti véechny prvky
stejné aZ na kone&né& mnoho z nich (pak bude od ur&itého indexu N
potinaje vzdy |a; — aj| = 0) nebo se takovd posloupnost ,hromadi* k
néjaké hodnoté.

JestliZze posloupnost a; € K konverguje k a € K, pak pro zvolené € vime,
Ze |aj — a| < € pro vhodné N € N a viechny i > N. Pak pro i,j > N
dostaneme |a; — aj| < |aj — a| + |a — aj| < 2e. Odtud:

Kazda konvergujici posloupnost je Cauchyovska. ]

PouZili jsme tzv. trojuhelnikovou nerovnost: Pro kazda dvé &isla a, b
plati (v R, Q, C)
la+ b| < |a| + |b|.
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Hromadné body mnoZzin

Cauchyovska posloupnost by se (intuitivn& vidéno) méla k n&emu
»hromadit"”, tedy mit svoji limitu. V poli raciondlnich &isel se mize snadno
stat, Ze pro takovéto posloupnosti p¥islusna hodnota a neexistuje. Nap¥.
&islo v/2 miizeme libovoln& p¥esn& pFibliZit racionalnimi &isly a;, ale
samotnd odmocnina racionalni neni. Uspofadana pole skalar(, ve kterém
v8echny Caychyovské posloupnosti konverguji, se nazyvaji uplna.
Nd&sledujici tvrzeni ¥ikd, Ze axiom (R13) takové chovani zaruluje:

Lemma

KaZda Cauchyovskd posloupnost redinych Cisel a; konverguje k redlné
hodnoté a € R.

UvaZme nyni jakoukoliv mnoZinu A C K a posloupnost {a;} vybranou z
prvkil A. Pokud konverguje k hodnot& a a navic je nekone¢né mnoho bodi
aj € A riiznych od a, hovofime o hromadném bodu mnoZiny A.

. ERR YES



Vlastnosti redlnych &isel

Konstrukce redlnych Cisel

Tento vysledek dava jednu z moZznosti, jak vybudovat redlnd &isla.
Postupujeme podobné jako p¥i zlpliiovani p¥irozenych &isel na cela
(abychom pf¥idali opa&né hodnoty) a celych na raciondlni (abychom p¥idali
podily nenulovych &isel). Vhodnym formalnim zplisobem zavedeme
ekvivalenci na mnoziné viech Cauchyovskych posloupnosti racionalnich
¢isel a tak ,pfiddme vSechny chybéjici hromadné body pro podmnoZiny
raciondlnich &isel”. Pak se Ize jiz snadno presvéddit, Ze vSechny
pozadované axiomy skute¢né dojdou naplnéni.
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Topologie redlné p¥imky

Otevfené a uzaviené mnoziny

Uzaviena podmnozina v R je takova, kterd obsahuje i viechny své
hromadné body. Typickou uzavfenou mnoZinou je tzv. uzavieny interval

[a,b] = {x € R, a < x < b}.

Zde a je redlné &islo nebo hrani¢ni hodnota chybi a pi¥eme a = —oo (minus
nekoneno) a podobné& b > a je redlné &islo nebo +o0o. Uzavfenou mnoZinu
bude tvofit i posloupnost redlnych &isel bez hromadného bodu nebo
posloupnost s kone¢nym po¢tem hromadnych bodii spolu s t&mito body.
Zjevné je konecné sjednoceni uzavifenych mnoZin opét uzavifend mnozina.
Oteviena mnozina v R je takovd mnoZina, jejiz dopln&k je uzavfenou
mnoZzinou. Typickou otevfenou mnoZinou je otevFeny interval

(a,b) ={x € R, a < x < b},

kde pro hrani¢ni hodnoty mdme stejné moznosti jako vyse.
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Okoli bodu

Okolim bodu a € R nazyvame libovolny otevieny interval O, ktery a
obsahuje.
Je-li okoli definované jako interval

Os(a) =(a—9d,a+ )

pro kladné &islo 9, hovofime o d-okoli bodu a.
V&imnéme si, Ze pro libovolnou mnoZinu A je a € R hromadnym bodem A,
pravé kdyz v libovolném okoli a leZi také alespoii jeden bod b € A, b # a.

Lemma
MnoZina redlnych ¢&isel A je oteviend, pravé kdyZ kaZdy jeji bod a € A do
ni pat#i i s néakym svym okolim.

. ERR TYES



Topologie redlné p¥imky

Diikaz.

Necht je A otevfend a a € A. Kdyby neexistovalo 7adné okoli bodu a
uvnitf A, musela by existovat posloupnost a, ¢ A, |a — a,| < 1/n. Pak je
oviem a € A hromadnym bodem mnoziny R \ A, coZ neni moZné, protoZe
doplnék A je uzavfeny.

Naopak ptedpokladejme, Ze kazdé a € A lezi v A i s néjakym svym okolim.
To pFirozen& zabrafiuje, aby n&jaky hromadny bod b pro mnozinu R\ A
lezel v A. Je proto R\ A uzav¥end a tedy je A otevfena. O

v

Zjevné je libovolné sjednoceni otevienych mnoZin opét otevienou mnoZinou
a kazdy koneény priinik otevienych mnoZin je opét otevfend mnoZzina.
Mnozina A redlnych &isel se nazyva ohrani€ena, jestlize celd lezi v
n&jakém konetném intervalu [a, b], a, b € R. V opa&ném p¥ipadé je
neohrani¢enda. Ohrani¢end a uzavfend mnoZina se nazyvd kompaktni.
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Topologie redlné p¥imky

Dalsi uZite¢né pojmy:

Vnitfnim bodem mnoZiny A redlnych &isel nazveme takovy bod, ktery do
A pat# i s néjakym svym okolim.

Hrani¢ni bod a € A je takovy, jehoZz kazdé okoli ma neprazdny prinik jak
s A tak s doplitkem R\ A.

Oteviené pokryti mnoZiny A je takovy systém otevfenych intervali U;,

i € 1, Ze jejich sjednoceni obsahuje celé A.

Izolovanym bodem mnoZiny A rozumime bod a € A, ktery ma okoli,
jehoZ priinik s A je pravé jednobodovd mnoZina {a}.
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Topologie redlné p¥imky

Theorem
Pro podmnoZiny A redlnych &isel plati:
@ A je otevrend, pravé kdyZ je sjednocenim nejvyse spocetného systému
otevrenych intervald,
@ kaZdy bod a € A je bud vnitini nebo hraniéni,
@ kaZdy hraniéni bod je bud' izolovanym nebo hromadnym bodem A,
Q A je kompaktni, pravé kdyZ kaZda v ni obsaZend nekone¢nd
posloupnost ma podposloupnost konvergujici k bodu v A,
© A je kompaktni, pravé kdyZ kaZdé jeji otevitené pokryti obsahuje
konelné pokryti.
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Limity posloupnosti a funkei

Pro diskusi limit je vhodné rozsifit mnoZinu redlnych &isel R o dvé
nekonetné hodnoty +o0o. Pro tyto Gcely si zavadime i pravidla pro poditan{
s té&mito formalné p¥idanymi hodnotami pro libovolna ,kone&nad" &isla
aeR:

a+ oo =00
a—00=—00
a-oco=o00, jellia>0
a-co=—o0, jellia<0
Okolim nekone&na rozumime interval (a, c0), resp. (—oo, a) je okoli —oc.
Pojem hromadného bodu mnozin rozsifujeme tak, Ze oo je hromadnym

bodem mnoZiny A C R jestliZze kazdé okoli co s ni ma neprazdny priinik,
tj. jestlize je A zprava neohraniena. Obdobné pro —oo.
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Limity posloupnosti a funkei

Toplogie komplexni roviny

Vystatime si zatim s okolimi bodi (byt vé&t$ina pojmi a vysledki se z
redlné p¥imky do komplexni roviny prendsi):

Pro kladné redlné &islo § rozumime §-okolim komplexniho &isla z € C
mnozinu O5(z) = {w € C, |w — z| < 0}.

P¥ipoménme, Ze konvergence posloupnosti z; komplexnich &isel k jejich
limité z byla definovana tak, Ze kazdé okoli O.(z) obsahuje viechny z;, az
na kone&n& mnoho vyjimek (zavisejicich na ¢).
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Limity posloupnosti a funkei

Definice limity

Definition

Necht A C R je libovolnd podmnoZina a f je redlnd, resp. komplexni,

funkce redlné prom&nné definovand na A a necht xp je hromadny bod

mnoziny A. Rikdme, Ze f ma v xp limitu a € R, resp. a € C a piSeme
XI|_>r‘r)1<0 f(x) = a,

jestlize pro kazdé okoli bodu O(a) bodu a lze najit okoli O(xp) bodu xg

takové, Ze pro viechny x € AN (O(xp) \ {x0}) je f(x) € O(a).

Limita redlné funkce se nazyva nevlastni, jestlize je a = £ o0,

V opaéném pFipadé se nazyva vlastni.
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Limity posloupnosti a funkei

Je dileZité si vdimnout, Ze hodnota f v bod& xg v definici nevystupuje a f
v tomto hromadném bodg& viibec nemusi byt definovanal

Je zFejmé, Ze nevlastni limity komplexnich funkci nemohou byt definovany.
Limity v pFipadnych nevlastnich hromadnych bodech +oo definiéniho
oboru redlnych i komplexnich funkci viak vySe uvedenou definici korektn&
definovany jsou.
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Priklad 1

Jestlize je A= N, tj. funkce f je definovdna pouze pro pfirozena &isla,
hovofime o limitach posloupnosti realnych nebo komplexnich ¢&isel.
Jedinym hromadnym bodem A je pak co a piseme pro f(n) = a,

lim a, = a.

n—oo
Podle definice to pak znamend, Ze pro kazdé okoli O(a) limitni hodnoty a
existuje index N € N takovy, Ze a, € O(a) pro viechny n > N. Ve
skutenosti jsme tedy v tomto specidlnim p¥ipadé preformulovali definici
konvergence posloupnosti. Rikdme také, e posloupnost a, konverguje k
a.
P¥imo z nasi definice pro komplexni hodnoty je také vidét, Zze komplexni
posloupnost ma limitu a, prdvé kdyz redlné &3sti re a; konverguji k rea a
zaroveli imaginarni ¢asti konverguji k im a.
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Ptiklad 2

Jestlize je f definovana na intervalu A = [a, b] a xp je vnitfnim bodem
intervalu, hovofime o limité funkce ve vnitfnim bod€ jejiho defini¢niho
oboru.

Podivejme se, prot je dilezité v definici pozadovat f(x) € O(a) pouze pro
body x # xp i v tomto p¥ipadé. Vezméme jako p¥iklad funkci f : R — R

i
=1 70
1 jellix=0.

Pak zjevné limita v nule je dob¥e definovana a limy_,g = 0, prestoZe
f(0) = 1 do malych okoli limitni hodnoty 0 nepat¥i.
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Ptiklad 3

Je-li A = [a, b] ohranieny interval a xp = a nebo xp = b, hovofime o
limit& v hrani¢nim bodé& defini¢niho oboru funkce f. Jestlize je ale bod xg
vnitfnim bodem, miiZeme pro G&ely vypoltu limity definiéni obor z(zit na
[x0, b] nebo [a, x]. Vyslednym limitam pak ¥ikdme limita zprava, resp.
limita zleva pro funkci f v bod& xg. Oznalujeme ji vyrazem Iimx_mgr f(x),
resp. Iimx_m(; f(x). Jako p¥iklad ndm miZe slouZit limita zprava a zleva v
xo = 0 pro Heavisideovu funkci h (h(x) =0 pro x < 0, h(x) =1 pro

x > 0). Evidentné& je

lim h(x)=1, lim h(x)=0.

x—0t x—0~

Limita limy_,o f(x) p¥fitom neexistuje. Limita ve vnitfnim bodu defini¢niho
oboru libovolné redlné funkce f existuje, pravé kdyZ existuji limity zprava i
zleva a jsou si rovny.
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Priklady 4 a 5

Limita komplexni funkce f : A — C existuje tehdy a jen tehdy, jestlize
existuji limity jeji redlné a imaginarni ¢asti. V takovém pfipadé je pak

lim f(x) = lim (ref(x)) +i lim (im f(x)).

X—X0 X—X0 X—rX0
Necht f je redlny nebo komplexni polynom. Pak pro kazdy bod x € R je

X'L”lo f(x) = f(xo)-
Skuteng, je-li f(x) = apx" + -+ + ap, pak rozndsobenim
(x0 + )k = xk + kéxé‘_l + ...+ 0% a dosazenim pro k =0,. .., n vidime,
Ze volbou dostate¢né malého § se hodnotou libovoln& blizko p¥iblizime
f(Xo).
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P¥iklad 6 a 7

UvaZme nyni obzvldst ogklivou funkci definovanou na celém R

1 jelixe@

) = 0 jestlize x ¢ Q.

Jist& snadno ov&Fite, Ze tato funkce nem3 limitu v Zddném bod& (dokonce

ani zleva nebo zprava).
Ale naSe definice umi byt je$té zaludngjsi: Definujme ndsledujici funkci
f:R—R:

F(x) = {

Tato funkce ma viude limitu nulovou, tj. je ,spojita“ ve v8ech
iraciondlnich bodech a ,,nespojita" ve v8ech raciondlnich realnych bodech.

jestlize x = s € Q, p a g nesoudé&lna
jestlize x ¢ Q

Oal~
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Limity posloupnosti a funkei

Theorem (O t¥ech limitach)

Bud'te f, g, h redlné funkce se shodnym definiénim oborem A a takové, Ze
existuje ryzi okoli hromadného bodu xg € R defini¢niho oboru, kde plati

f(x) < g(x) < h(x).
Potom, pokud existuji limity

lim f(x)=f, lim h(x)=ho

X—rX0 X—rX0

a navic fy = hg, pak také existuje limita

Jim g(x) = o

a plati go = fo = ho.

. ERR YED



Limity posloupnosti a funkei

Theorem

Necht A C R je defini¢ni obor redlnych nebo komplexnich funkci f a g, xo

necht je hromadny bod A a existuji limity limy_,x, f(x) = a € K,
limy_x, g&(x) = b € K.

© /imita a je urcena jednoznacné,

@ limita souctu f + g existuje a plati

lim (f(x) 4+ g(x)) =a+ b,

X—rX0

© limita soucinu f - g existuje a plati

lim (f(x) - g(x)) = a- b,

X—rX0
@ pokud navic b # 0, pak limita podilu f /g existuje a plati

lim M =
o g(x)

ol o
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Limity posloupnosti a funkei

Theorem

UvaZme redlnou nebo komplexni funkci f definovanou na mnoZiné A C R
a hromadny bod xo mnoZiny A. Funkce f ma v bodé& xq limitu y pravé,
kdyZ pro kaZdou posloupnost bodii x, € A konvergujici k xo a riiznych od
Xo md i posloupnost hodnot f(xy) limitu y.

. ERR Ve
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