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Vlastnosti spojitých funkćı, derivace
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2 Př́ır̊ustky do ZOO

3 Derivace

4 Vlastnosti derivaćı
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Spojité funkce

Necht’ f je reálná nebo komplexńı funkce definovaná na intervalu A ⊂ R.
Ř́ıkáme, že f je spojitá v bodě x0 ∈ A, jestliže je

lim
x→x0

f (x) = f (x0).

Funkce f je spojitá na A, jestliže je spojitá ve ve všech bodech x0 ∈ A.

Všiměme si, že pro hraničńı body intervalu A ř́ıká naše definice, že f v
nich má být spojitá zprava, resp. zleva.
Z vět o limitách okamžitě vyplývá věťsina následuj́ıćıch tvrzeńı:
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Spojité funkce

Theorem

Necht’ f a g jsou spojité funkce na intervalu A. Pak

1 součet f + g je spojitá funkce

2 součin f · g je spojitá funkce

3 pokud nav́ıc g(x0) 6= 0, pak pod́ıl f /g je dob̌re definován v nějakém
okoĺı x0 a je spojitý v x0.

4 pokud spojitá funkce h je definována na okoĺı hodnoty f (x0), pak
složená funkce h ◦ f je definována na okoĺı bodu x0 a je v x0 spojitá.
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Spojité funkce

Důkaz.

Tvrzeńı (1) a (2) jsou žrejmá,
(3) Jestliže je g(x0) 6= 0, pak také celé ε–okoĺı č́ısla g(x0) neobsahuje nulu
pro dostatečně malé ε > 0. Ze spojitosti g pak vyplývá, že na dostatečně
malém δ–okoĺı x0 bude g neulové a pod́ıl f /g tam bude tedy dob̌re
definován. Pak bude ovšem i spojitý v x0 podle p̌redchoźı věty.
(4) Zvolme nějaké okoĺı O hodnoty h(f (x0)). Ze spojitosti h k němu
existuje okoĺı O′ bodu f (x0), které je celé zobrazeno funkćı h do O. Do
tohoto okoĺı O′ spojité zobrazeńı f zobraźı dostatečně malé okoĺı bodu x0.
To je ale právě definičńı vlastnost spojitosti a důkaz je ukončen.

Nyńı si vcelku snadno můžeme odvodit zásadńı souvislosti spojitých
zobrazeńı a topologie reálných č́ısel:
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Spojité funkce

Theorem

Necht’ f : R→ R je spojitá funkce. Pak

1 vzor f −1(U) každé otev̌rené množiny je otev̌rená množina,

2 vzor f −1(W ) každé uzav̌rené množiny je uzav̌rená množina,

3 obraz f (K ) každé kompaktńı množiny je kompaktńı množina,

4 na libovolné kompaktńı množině K dosahuje spojité zobrazeńı
maxima a minima.
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Spojité funkce

Důkaz.

(1) Uvažme x0 ∈ f −1(U). Nějaké okoĺı O hodnoty f (x0) je celé v U,
protože je U otev̌rená. Proto existuje okoĺı O′ bodu x0, které se celé
zobraźı do O, paťŕı tedy do vzoru. Každý bod vzoru je tedy vniťrńı a t́ım je
důkaz ukončený.
(2) Uvažme hromadný bod x0 vzoru f −1(W ) a posloupnost xi , f (xi ) ∈W ,
která k němu konverguje. Ze spojitosti f zjevně vyplývá, že f (xi )
konverguje k f (x0), a protože je W uzav̌rená, muśı i f (x0) ∈W . Zřejmě
jsou tedy všechny hromadné body vzoru W ve W také obsaženy.
(3) Zvolme otev̌rené pokryt́ı f (K ). Vzory jednotlivých interval̊u jsou
sjednoceńımi otev̌rených interval̊u a tedy vytvǒŕı pokryt́ı množiny K . Z
něho lze vybrat konečné pokryt́ı a proto stač́ı konečně mnoho
odpov́ıdaj́ıćıch obraz̊u i k pokryt́ı množiny f (K ).
(4) Protože je obrazem kompaktńı množiny opět kompaktńı množina, muśı
být obraz ohraničený a zároveň muśı obsahovat svoje supremum i infimum.
Odtud ale vyplývá, že tyto muśı být zároveň maximem a minimem
hodnot.
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Spojité funkce

Důsledek

Necht’ f : R→ R je spojitá. Potom

1 obraz každého intervalu je opět interval

2 f na uzav̌reném intervalu [a, b] nabývá všech hodnot mezi svou
maximálńı a minimálńı hodnotou.

Důkaz.

(1) Uvažme interval A a p̌redpokládejme, že existuje y ∈ R takový, že f (A)
obsahuje body menš́ı i věťśı než y , ale y /∈ f (A). Pak vzory otev̌rených
množin A1 = f −1((−∞, y)) a A2 = f −1((y ,∞)) pokrývaj́ı A. Tyto
otev̌rené množiny jsou disjunktńı a obě maj́ı neprázdný pr̊unik s A. Nutně
tedy existuje x ∈ A, který nelež́ı v A1, je ale jej́ım hromadným bodem.
Muśı pak ležet v A2 a to u disjunktńıch otev̌rených množin neńı možné.
Proto pokud nějaký bod y nepaťŕı do obrazu intervalu, muśı být zároveň
všechny hodnoty bud’ věťśı nebo menš́ı. Obrazem bude proto opět interval.
Všimněme si, že jeho krajńı body mohou a nemuśı do obrazu paťrit.
Tvrzeńı (2) je p̌ŕımým důsledkem (1).
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Př́ır̊ustky do ZOO

Racionálńı funkce

Necht’ f a g jsou dva polynomy, které mohou ḿıt i komplexńı hodnoty (tj.
p̌ripoušt́ıme výrazy anxn + · · ·+ a0 s komplexńımi ai ∈ C, ale dosazujeme
jen reálné hodnoty za x). Pak funkce h : R \ {x ∈ R, g(x) = 0} → C,

h(x) = f (x)
g(x) je dob̌re definována ve všech reálných bodech kromě kǒrenů

polynomu g . Takové funkce nazýváme racionálńı funkce.
Racionálńı funkce jsou spojité ve všech bodech svého definičńıho oboru. V
bodech, kde definovány nejsou mohou ḿıt

konečnou limitu, když jde o společný kǒren polynomů f i g (a v
tomto p̌ŕıpadě rozš́ı̌reńım jejich definice o limitńı hodnotu v tomto
bodě dostaneme funkci i v tomto bodě spojitou)

nekonečnou limitu, když limity zprava a zleva v tomto bodě jsou
stejné

r̊uzné nekonečné limity zprava a zleva.
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Př́ır̊ustky do ZOO

Literatura Spojité funkce Přírůstky do ZOO Derivace Vlastnosti derivací
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a = 1.6667

h(x) =
(x − 0.05a)(x − 2 − 0.2a)(x − 5)

x(x − 2)(x − 4)

s hodnotami a = 0 a a = 5/3.
Obrázek vlevo tedy zobrazuje racionální funkci (x − 5)/(x − 4).

h(x) =
(x − 0.05a)(x − 2− 0.2a)(x − 5)

x(x − 2)(x − 4)

s hodnotami a = 0 a a = 5/3.
Obrázek vlevo tedy zobrazuje racionálńı funkci (x − 5)/(x − 4).
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Př́ır̊ustky do ZOO

Mocninné funkce

Polynomy jsou seskládány z jednoduchých mocninných funkćı x 7→ xn s
p̌rirozeným č́ıslem n = 0, 1, 2, . . . . Samožrejmý smysl má také funkce
x 7→ x−1 pro všechny x 6= 0. Tuto definici rozš́ı̌ŕıme na obecnou
mocninnou funkci s n ∈ R.
Pro n = −a s a ∈ N definujeme

x−a = (xa)−1 = (x−1)a.

Dále jistě chceme, aby ze vztahu bn = x pro n ∈ N vyplývalo b = x
1
n . Je

ťreba ale ově̌rit, že taková b skutečně existuj́ı pro dané x . Předpokládejme
x > 0 a označme B množinu B = {y ∈ R, y > 0, yn ≤ x}. To je žrejmě
zhora ohraničená množina a lze ově̌rit, že pro b = sup B skutečně plat́ı
požadovaná rovnost.
Zdůvodnili jsme tedy existenci xa pro všechny x > 0 a a ∈ Q.
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Př́ır̊ustky do ZOO

Mocninná funkce – pokračováńı

Konečně, pro a ∈ R, x > 1 klademe

xa = sup{xy , y ∈ Q, y ≤ a}.

Pro 0 < x < 1 bud’ definujeme analogicky (je ťreba si jen pohrát s
nerovńıtky) nebo klademe p̌ŕımo xa = ( 1

x )−a. Pro x = 1 je pak 1a = 1 pro
libovolné a.
Obecnou mocninnou funkci x 7→ xa máme tedy dob̌re definovanou pro
všechny x ∈ [0,∞) a a ∈ R.

Exponenciálńı funkce

Naši konstrukci funkce xa ale můžeme také č́ıst následuj́ıćım způsobem:
Pro každé pevné reálné c > 0 existuje dob̌re definovaná funkce na celém
R, y 7→ cy . Této funkci ř́ıkáme exponenciálńı funkce o základu c .
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Př́ır̊ustky do ZOO

Na obrázćıch vid́ıme funkce x 7→ ax a x 7→ xb pro jednu konkrétńı hodnotu
a = 2.5167 a b = 4.5833.

Literatura Spojité funkce Přírůstky do ZOO Derivace Vlastnosti derivací

Na obrázcích vidíme funkce x 7→ ax a x 7→ xb pro jednu konkrétní
hodnotu a = 2.5167 a b = 4.5833.
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Př́ır̊ustky do ZOO

Mocninné i exponenciálńı funkce jsou spojité na celých svých definičńıch
oborech. Zároveň se ze spojitosti definice pomoćı suprem množin hodnot
zjevně p̌renáš́ı základńı vlastnosti platné pro racionálńı č́ısla, a, x , y :

ax · ay = ax+y , (ax)y = ax ·y .
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Derivace

Definition

Necht’ f je reálná nebo komplexńı funkce s definičńım oborem A ⊂ R a
x0 ∈ A. Jestliže existuje limita

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= a

pak ř́ıdáme, že f má v bodě x0 derivaci a. Ṕı̌seme často a = f ′(x0) nebo
a = df

dx (x0) p̌ŕıpadně a = d
dx f (x0).

Derivace funkce je vlastńı, resp. nevlastńı, když je takovou p̌ŕıslušná
limita.
Jednostranné derivace (tj. derivaci zprava a zleva) definujeme zcela
stejně pomoćı limity zprava a zleva.
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Derivace

Z formulace definice lze očekávat, že f ′(x0) bude opět umožňovat dob̌re
aproximovat danou funkci pomoćı p̌ŕımky

y = f (x0) + f ′(x0)(x − x0).

Takto lze vńımat následuj́ıćı lemma, které ř́ıká, že nahrazeńım
konstantńıho koeficientu f ′(x0) vhodnou spojitou funkćı dostaneme p̌ŕımo
hodnoty f .

Lemma

Reálná nebo komplexńı funkce má v bodě x0 vlastńı derivaci, právě když
existuje na nějakém okoĺı O(x0) funkce ψ spojitá v x0 a taková, že pro
všechny x ∈ O(x0) plat́ı

f (x) = f (x0) + ψ(x)(x − x0).

Nav́ıc pak vždy ψ(x0) = f ′(x0).
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Derivace

Důkaz.

Nejprve p̌redpokládejme, že f ′(x0) je vlastńı derivace. Pokud má ψ
existovat, má jistě tvar ψ(x) = (f (x)− f (x0))/(x − x0) pro všechny
x ∈ O \ {x0}. V bodě x0 naopak definujme hodnotu derivaćı. Pak jistě

lim
x→x0

ψ(x) = f ′(x0) = ψ(x0)

jak je požadováno.
Naopak, jestliže taková funkce ψ existuje, tentýž postup vypočte jej́ı limitu
v x0. Proto existuje i f ′(x0) a je ψ(x0) rovna.
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Derivace

Geometrický význam derivace

Předchoźı lemma lze názorně vysvětlit geometricky a t́ım popsat smysl
derivace. Ř́ıká totiž, že na grafu funkce y = f (x), tj. na p̌ŕıslušné ǩrivce v
rovině se soǔradnicemi x a y , poznáme, zda existuje derivace podle toho,
jestli se spojitě měńı hodnota směrnice sečny procházej́ıćı body [x0, f (x0)]
a [x , f (x)]. Pokud ano, pak limitńı hodnota této směrnice je hodnotou
derivace.

Corollary

Má-li reálná funkce f v bodě x0 ∈ R derivaci f ′(x0) > 0, pak pro nějaké
okoĺı O(x0) plat́ı f (b) > f (a) pro všechny body a, b ∈ O(x0), b > a.
Je-li derivace f ′(x0) < 0, pak naopak pro nějaké okoĺı O(x0) plat́ı
f (b) < f (a) pro všechny body a, b ∈ O(x0), b > a.
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Derivace

Důkaz.

Uvažme prvý p̌ŕıpad. Pak podle p̌redchoźıho lematu plat́ı
f (x) = f (x0) + ψ(x)(x − x0) a ψ(x0) > 0. Protože je ale ψ v x0 spojitá,
muśı existovat okoĺı O(x0), na kterém bude ψ(x) > 0. Pak ale s rostoućım
x nutně poroste i hodnota f (x).
Stejná argumentace ově̌ŕı i tvrzeńı se zápornou derivaćı.

Funkce, které maj́ı vlastnost f (b) > f (a) kdykoliv b > a pro nějaké okoĺı
bodu x0 se nazývaj́ı rostoućı v bodě x0. Funkce rostoućı ve všech bodech
nějakého intervalu se nazývá rostoućı na intervalu. Podobně je funkce
klesaj́ıćı v bodu, resp. klesaj́ıćı na intervalu, jestliže f (b) < f (a)
kdykoliv je a < b.
Funkce která má v bodě nenulovou konečnou derivaci je v tomto bodě
bud’ rostoućı nebo klesaj́ıćı podle znaménka této derivace.
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Vlastnosti derivaćı

Pravidla pro poč́ıtáńı

Theorem

Necht’ f a g jsou reálné nebo komplexńı funkce definované na okoĺı bodu
x0 ∈ R a maj́ıćı v tomto bodě vlastńı derivaci. Potom

1 funkce f je v bodě x0 spojitá,

2 pro každé reálné nebo komplexńı č́ıslo c má funkce x 7→ c · f (x)
derivaci v x0 a plat́ı

(cf )′(x0) = c(f ′(x0)),

3 funkce f + g má v x0 derivaci a plat́ı

(f + g)′(x0) = f ′(x0) + g ′(x0).
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Vlastnosti derivaćı

Pravidla pro poč́ıtáńı

Theorem

Necht’ f a g jsou reálné nebo komplexńı funkce definované na okoĺı bodu
x0 ∈ R a maj́ıćı v tomto bodě vlastńı derivaci. Potom

1 funkce f · g má v x0 derivaci a plat́ı

(f · g)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f (x0)g ′(x0),

2 Je-li dále h funkce definovaná na okoĺı obrazu y0 = f (x0), která má
derivaci v bodě y0, má také složená funkce h ◦ f derivaci v bodě x0 a
plat́ı

(h ◦ f )′(x0) = h′(f (x0)) · f ′(x0).
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Vlastnosti derivaćı

Intuitivně:

f ′ =
∆y

∆x
.

Samožrejmě pak p̌ri y = h(x) = f (x) + g(x) je p̌ŕır̊ustek y dán součtem
p̌ŕır̊ustk̊u f a g a p̌ŕır̊ustek závislé proměnné z̊ustává stejný. Je tedy
derivace součtu součtem derivaćı.
U součinu muśıme být malinko pozorněǰśı. Pro y = h(x) = f (x)g(x) je
p̌ŕır̊ustek

∆y = f (x + ∆x)g(x + ∆x)− f (x)g(x)

= f (x + ∆x)(g(x + ∆x)− g(x)) + (f (x + ∆x)− f (x))g(x)

Nyńı ale když budeme zmenšovat p̌ŕır̊ustek ∆x , jde vlastně o výpočet
limity součtu součinů a o tom už v́ıme, že jej lze poč́ıtat jako součet
součinů limit. Proto z naš́ı formulky lze očkávat pro derivaci součinu fg
výraz fg ′ + f ′g .
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Vlastnosti derivaćı

Pro derivaci složené funkce g = h ◦ f , kde definičńı obor funkce z = h(y)
obsahuje obor hodnot funkce y = f (x), je to podobné.

g ′ =
∆z

∆x
=

∆z

∆y

∆y

∆x
.

Můžeme tedy očekávat, že pravidlo pro výpočet bude
(h ◦ f )′(x) = h′(f (x))f ′(x).

Důsledek

Necht’ f a g jsou reálné funkce, která maj́ı v bodě x0 vlastńı derivace a
g(x0) 6= 0. Pak pro funkci h(x) = f (x)(g(x))−1 plat́ı

h′(x0) =

(
f

g

)′
(x0) =

f ′(x0)g(x0)− f (x0)g ′(x0)

(g(x0))2
.
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Vlastnosti derivaćı

Důkaz.

Nejprve pro h(x) = x−1 p̌ŕımo z definice:

h′(x) = lim
∆x→0

1
x+∆x − 1

x

∆x
= lim

∆x→0

x − x −∆x

∆x(x2 + x∆x)
= lim

∆x→0

−1

x2 + x∆x
.

Z pravidel pro poč́ıtáńı limit okamžitě dostáváme

h′(x0) = −x−2.

Nyńı pravidlo pro derivaci složené funkce ř́ıká, že (g−1)′ = −g 2 · g ′ a
konečně pravidlo pro derivaci součinu nám dává právě kýžený vzorec:

(f /g)′ = (f · g−1)′ = f ′g−1 − fg−2g ′ =
f ′g − gf ′

g 2
.
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Vlastnosti derivaćı

Derivace inverzńıch funkćı

Pokud k dané funkci f : R→ R inverzńı funkce f −1 existuje
(nezaměňujme značeńı s funkćı x 7→ (f (x))−1), pak je dána jednoznačně
kterýmkoliv ze vztahů

f −1 ◦ f = idR, f ◦ f −1 = idR,

a druhý již pak plat́ı také. Pokud je f definováno na podmnožině A ⊂ R a
f (A) = B, je existence f −1 podḿıněna stejnými vztahy s identickými
zobrazeńımi idA resp. idB na pravých stranách.
Pokud bychom věděli, že pro diferencovatelnou funkci f je i f −1

diferencovatelná, pravidlo pro derivaci složené funkce nám ř́ıká

1 = (id)′(x) = (f −1 ◦ f )′(x) = (f −1)′(f (x)) · f ′(x)

a tedy p̌ŕımo v́ıme formuli (zjevně f ′(x) v takovém p̌ŕıpadě nemůže být
nulové)

(f −1)′(f (x)) =
1

f ′(x)
.
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Vlastnosti derivaćı

To dob̌re odpov́ıdá intuitivńı p̌redstavě, že pro y = f (x) je f ′ = ∆y
∆x

zat́ımco pro x = f −1(y) je (f −1)′(y) = ∆x
∆y . Takto skutečně můžeme

derivace inverzńıch funkćı poč́ıtat:

Theorem

Je-li f diferencovatelná funkce na okoĺı bodu x0 a f ′(x0) 6= 0, pak existuje
na nějakém okoĺı bodu y0 = f (x0) funkce f −1 inverzńı k f a plat́ı vztah

(f −1)′(f (x)) =
1

f ′(x)
.

Pokud je f ′(x0) = 0 izolovaným nulovým bodem derivace f ′(x) a inverzńı
funkce k f na okoĺı f (x0) existuje, pak limity zprava i zleva funkce f ′ jsou
v bodě x0 nevlastńı.
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