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Theorem (Rolleova věta)

Necht’ funkce f : R→ R je spojitá na intervalu [a, b] a diferencovatelná
uvniťr tohoto intervalu. Jestliže plat́ı f (a) = f (b), pak existuje c ∈ (a, b)
takové, že f ′(c) = 0.
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Důkaz.

Funkce f je spojitá na uzav̌reném intervalu (tj. kompaktńı množině), proto
má na něm maximum a minimum. Pokud by maximum i minimum mělo
stejnou hodnotu f (a) = f (b), pak by funkce f byla konstantńı a tedy i jej́ı
derivace by byla nulová ve všech bodech intervalu (a, b).
Předpokládejme tedy, že bud’ maximum nebo mimimum je jiné a necht’

nastává jedno z nich ve vniťrńım bodě c. Pak ovšem neńı možné, aby v c
bylo f ′(c) 6= 0, protože to by v tomto bodě byla byla funkce f bud’

rostoućı nebo klesaj́ıćı a jistě by tedy v okoĺı bodu c nabývala věťśıch i
menš́ıch hodnot, než je f (c).
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Z Rolleovy věty snadno vyplývá tzv. věta o sťredńı hodnotě.

Theorem

Necht’ funkce f : R→ R je spojitá na intervalu [a, b] a diferencovatelná
uvniťr tohoto intervalu. Pak existuje c ∈ (a, b) takové, že

f ′(c) =
f (b)− f (a)

b − a
.
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Důkaz.

Důkaz je prostým zápisem geometrického významu tvrzeńı: k sečně mezi
body [a, f (a)] a [b, f (b)] existuje tečna, která je s ńı rovnoběžná (nejĺıp
vidět na obrázku). Rovnice naš́ı sečny je

y = g(x) = f (a) +
f (b)− f (a)

b − a
(x − a).

Rozd́ıl h(x) = f (x)− g(x) udává vzdálenost grafu od sečny (v hodnotách
y). Jistě plat́ı h(a) = h(b) a

h′(x) = f ′(x)− f (b)− f (a)

b − a
.

Podle p̌redchoźı věty existuje bod c , ve kterém je h′(c) = 0.
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Větu o sťredńı hodnotě můžeme také p̌repsat ve tvaru:

f (b) = f (a) + f ′(c)(b − a)

a v p̌ŕıpadě parametricky zadané ǩrivky v rovině, tj. dvojice funkćı
y = f (t), x = g(t), je stejný výsledek o existenci rovnoběžné tečny k
sečně krajńımi body popsán takto:

Corollary

Necht’ funkce y = f (t) a x = g(t) jsou spojité na intervalu [a, b] a
diferencovatelné uvniťr tohoto intervalu a g ′(t) 6= 0 pro všechny t ∈ (a, b).
Pak existuje bod c ∈ (a, b) takový, že plat́ı

f (b)− f (a)

g(b)− g(a)
=

f ′(c)

g ′(c)
.
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Důkaz.

Opět spoléháme na použit́ı Rolleovy věty. Polož́ıme proto

h(t) = (f (b)− f (a))g(t)− (g(b)− g(a))f (t).

Nyńı h(a) = f (b)g(a)− f (a)g(b), h(b) = f (b)g(a)− f (a)g(b), takže
existuje c ∈ (a, b) takový, že h′(c) = 0. Protože je g ′(c) 6= 0, dostáváme
právě požadovaný vztah.
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L’Hospitalovo pravidlo

Podobná úvaha jako v posledńım tvrzeńı vede k mimǒrádně užitečnému
nástroji pro poč́ıtáńı limit funkćı. Je znám jako L’Hospitalovo pravidlo:

Theorem

Předpokládejme, že f a g jsou funkce diferencovatelné v okoĺı bodu
x0 ∈ R, ne však nutně v bodě x0 samotném, a necht’ existuj́ı limity

lim
x→x0

f (x) = 0, lim
x→x0

g(x) = 0.

Jestliže existuje limita

lim
x→x0

f ′(x)

g ′(x)

pak existuje i limita

lim
x→x0

f (x)

g(x)

a jsou si rovny.
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L’Hospitalovo pravidlo

Důkaz

Bez újmy na obecnosti můžeme p̌redpokládat, že v x0 maj́ı funkce f a g
nulovou hodnotu.
Výsledek je opět jednoduše p̌redstavitelný pomoćı obrázku. Uvažujme
body [g(x), f (x)] ∈ R2 parametrizované proměnnou x . Pod́ıl hodnot pak
odpov́ıdá směrnici sečny mezi body [0, 0] a [f (x), g(x)]. Zároveň v́ıme, že
pod́ıl derivaćı odpov́ıdá směrnici tečny v p̌ŕıslušném bodě. Z existence
limity směrnic tečen tedy chceme dovodit existenci limity směrnic sečen.
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L’Hospitalovo pravidlo

Pokračováńı.

Technicky lze využ́ıt věty o sťredńı hodnotě v parametrickém tvaru. Předně
si uvědomme, že v tvrzeńı věty implicitně p̌redpokládáme existenci výrazu
f ′(x)/g ′(x) na nějakém okoĺı x0, zejména tedy pro dostatečně bĺızké body
c k x0 bude g ′(c) 6= 0.

lim
x→x0

f (x)

g(x)
= lim

x→x0

f (x)− f (x0)

g(x)− g(x0)
= lim

x→x0

f ′(cx)

g ′(cx)
,

kde cx je č́ıslo mezi x0 a x . Nyńı si všimněme, že z existence limity

limx→x0

f ′(x)
g ′(x) vyplývá, že stejnou hodnotu bude ḿıt i limita libovolné

posloupnosti vzniklé dosazeńım hodnot x = xn jdoućıch k x0 do
f ′(x)/g ′(x). Zejména tedy můžeme dosadit jakoukoliv posloupnost cxn pro

xn → x0 a proto bude existovat i limita limx→x0

f ′(cx )
g ′(cx ) a posledńı dvě limity

zjevně budou ḿıt stejnou hodnotu. Dokázali jsme tedy, že naše hledaná
limita existuje a má také stejnou hodnotu.
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L’Hospitalovo pravidlo

Jednoduše lze rozš́ı̌rit L’Hospitalovo pravidlo i pro limity v nevlastńıch
bodech ±∞ a v p̌ŕıpadě nevlastńıch hodnot limit. Je-li, nap̌r.

lim
x→∞

f (x) = 0, lim
x→∞

g(x) = 0,

potom je limx→0+ f (1/x) = 0 a limx→0+ g(1/x) = 0. Zároveň z existence
limity pod́ılu derivaćı v nekonečnu dostaneme

lim
x→0+

(f (1/x))′

(g(1/x))′
= lim

x→0+

f ′(1/x)(−1/x2)

g ′(1/x)(−1/x2)
= lim

x→0+

f ′(1/x)

g ′(1/x)
= lim

x→∞

f ′(x)

g ′(x)
.

Použit́ım p̌redchoźı věty tedy dostáváme, že v tomto p̌ŕıpadě bude
existovat i limita pod́ılu

lim
x→∞

f (x)

g(x)
= lim

x→0+

f (1/x)

g(1/x)
= lim

x→∞

f ′(x)

g ′(x)
.

MB202/04 13 / 44



L’Hospitalovo pravidlo

Ještě jednoduš̌śı je postup p̌ri výpočtu limity v p̌ŕıpadě, kdy

lim
x→x0

f (x) = ±∞, lim
x→x0

g(x) = ±∞.

Stač́ı totiž psát

lim
x→x0

f (x)

g(x)
= lim

x→x0

1/g(x)

1/f (x)
,

což je již p̌ŕıpad pro použit́ı L’Hospitalova pravidla z p̌redchoźı věty.

Theorem

Necht’ f a g jsou funkce diferencovatelné v okoĺı bodu x0 ∈ R, ne však
nutně v bodě x0 samotném, a necht’ existuj́ı limity limx→x0 f (x) = ±∞ a

limx→0 g(x) = ±∞. Jestliže existuje limita limx→x0

f ′(x)
g ′(x) pak existuje i

limita limx→x0

f (x)
g(x) a jsou si rovny.
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L’Hospitalovo pravidlo

Důkaz.

Opět lze vyj́ıt z věty o sťredńı hodnotě. Vyjáďŕıme pod́ıl, abychom
”viděli”derivaci:

f (x)

g(x)
=

f (x)

f (x)− f (y)
· f (x)− f (y)

g(x)− g(y)
· g(x)− g(y)

g(x)

kde y voĺıme nějaký pevný ze zvoleného okoĺı x0 a x necháme bĺıžit k x0.
Protože jsou limity f i g v x0 nekonečné, můžeme jistě p̌redpokládat, že
rozd́ıly hodnot v x a y jsou u obou funkćı p̌ri pevném y nenulové.
Nyńı nahrad́ıme prosťredńı zlomek pod́ılem derivaćı

f (x)

g(x)
=

1− g(y)
g(x)

1− f (y)
f (x)

· f
′(c)

g ′(c)
,

kde c záviśı na x i y . Při pevném y a x jdoućım k x0 jde prvńı zlomek
zjevně k jedničce a druhý zlomek se bĺıž́ı k limitńı hodnotě pod́ılu
derivaćı.
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L’Hospitalovo pravidlo

Př́ıklad

Vhodnými úpravami sledovaných výraz̊u lze využ́ıt L’Hospitalova pravidla
také na výrazy typu ∞−∞, 1∞, 0 · ∞ apod. Zpravidla jde o prosté
p̌repsáńı výraz̊u nebo o využit́ı nějaké hladké funkce, nap̌r. exponenciálńı.
Uved’me alespoň dva p̌ŕıklady hned:

lim
x→0

(
1

sin 2x
− 1

2x

)
= lim

x→0

2x − sin 2x

2x sin 2x

= lim
x→0

2− 2 cos 2x

2 sin 2x + 4x cos 2x

= lim
x→0

4 sin 2x

4 cos 2x + 4 cos 2x − 8x sin 2x
= 0,

p̌ričemž źıskané tvrzeńı je ťreba č́ıst od konce. Tj. z existence posledńı
limity (pod́ıl druhých derivaćı) vyplývá existence limity pod́ıl̊u prvńıch
derivaćı a z toho plyne existence i hodnota původńı limity.
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L’Hospitalovo pravidlo

Př́ıklad

Druhý p̌ŕıklad nám ukáže souvislost aritmetického a geometrického
pr̊uměru z n hodnot. Aritmetický pr̊uměr

M1(x1, . . . , xn) =
x1 + · · ·+ xn

n

je speciálńım p̌ŕıpadem tzv. mocninného pr̊uměru stupně r :

M r (x1, . . . , xn) =

(
x r1 + · · ·+ x rn

n

) 1
r

.

Speciálńı hodnota M−1 se nazývá harmonický pr̊uměr.
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L’Hospitalovo pravidlo

Př́ıklad - pokračováńı

Spočtěme si limitńı hodnotu M r pro r jdoućı k nule. Za t́ımto účelem
spočteme limitu pomoćı L’Hospitalova pravidla (jde o výraz 0/0, využit́ı
spojité funkce ln neškod́ı a pozor, derivujeme podle r !):

lim
r→0

ln(M r (x1, . . . , xn)) = lim
r→0

ln( 1
n (x r1 + . . . x rn))

r

= lim
r→0

x r1 ln x1+···+x rn ln xn
n

x r1+···+x rn
n

=
ln x1 + · · ·+ ln xn

n
= ln n

√
x1 · · · · · xn.

Odtud tedy je p̌ŕımo vidět, že

lim
r→0

M r (x1, . . . , xn) = n
√
x1 . . . xn,

což je hodnota známá pod názvem geometrický pr̊uměr.
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Kolik je ex ?

Budeme
”
poč́ıtat“ ex .

Jestliže v posloupnosti am = (1 + 1
m )m dosad́ıme za m hodnoty m = n/x

pro nějaké pevné x ∈ R, dostaneme

bn =
(

1 +
x

n

) n
x
, bxn =

(
1 +

x

n

)n
.

Přitom, je limita bn pro n jdoućı do nekonečna opět e. Odvodili jsme tedy
důležitý vztah platný pro všechna x ∈ R

ex = lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
.
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Kolik je ex ?

n-tý člen posloupnosti un(x) =
(
1 + x

n

)n
vyjáďŕıme pomoćı bionomické

věty:

un(x) = 1 + n
x

n
+

n(n − 1)x2

2!n2
+ · · ·+ n!xn

n!nn

= 1 + x +
x2

2!

(
1− 1

n

)
+

x3

3!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+ . . .

+
xn

n!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− n − 1

n

)
.

Protože jsou všechny závorky v součinech menš́ı než jedna, dostáváme také

un(x) < vn(x) =
n∑

j=0

1

j!
x j .
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Kolik je ex ?

Uvažme formálńı součet
∑∞

j=0 cj =
∑∞

j=0
1
j!x

j , který chápeme jako limitu
našich č́ısel vn (pokud existuje)

un(x) < vn(x) =
n∑

j=0

1

j!
x j .

Pod́ıl dvou po sobě jdoućıch členů v řadě je cj+1/cj = x/(n + 1). Pro
každé pevné x tedy existuje N ∈ N takové, že cj+1/cj < 1/2 pro všechny
j > N. Pro takto velké j je ovšem cj+1 <

1
2cj < 2−(j−N+1)cN . To ale

znamená, že částečné součty prvńıch n členů v našem formálńım součtu
jsou shora ohraničeny součty

vn <
N∑
j=0

1

j!
x j +

1

j!
x j

n−N∑
j=0

1

2j
.
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Kolik je ex ?

Posledńı suma je zvláštńı p̌ŕıpad součtu geometrické řady
∑k

j=0 q
j .

Protože plat́ı pro každé q

(1− q)(1 + q + · · ·+ qk) = 1− qk+1,

existuje limita částečných součt̊u v geometrické řadě
∑∞

j=0 q
j právě když

|q| < 1 a v takovém p̌ŕıpadě plat́ı

∞∑
j=0

qj = lim
k→∞

k∑
j=0

qj =
1

1− q
.

Protože č́ısla vn tvǒŕı rostoućı posloupnost, jistě také tato posloupnost
konverguje. Ř́ıkáme, že řada

∑∞
j=0

1
j!x

j konverguje.

MB202/04 23 / 44



Kolik je ex ?

Č́ısla un, jejichž limitou je ex , uḿıme aproximovat libovolně p̌resně výrazy
vn. S trochou pečlivosti odtud dostaneme:

Theorem

Exponenciálńı funkce je pro každé x ∈ R vyjáďrena jako limita částečných
součt̊u ve výrazu

ex = 1 + x +
1

2!
x2 + · · ·+ 1

n!
xn + · · · =

∞∑
n=0

1

n!
xn.
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Č́ıselné řady

Definition

Nekonečná řada je výraz

∞∑
n=0

an = a0 + a1 + a2 + · · ·+ ak + . . . ,

kde an jsou reálná nebo komplexńı č́ısla. Posloupnost částečných součt̊u
je dána svými členy sk =

∑k
n=0 an a ř́ıkáme, že řada konverguje a je rovna

s, jestliže existuje konečná limita částečných součt̊u

s = lim
k→∞

sn.
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Č́ıselné řady

K tomu, aby posloupnost sn konvergovala, je nutné a stač́ı, aby byla
Cauchyovská. Tzn. že

|sm − sn| = |an+1 + · · ·+ am|

muśı být libovolně malé pro dostatečně velká m > n. Protože je

|an+1|+ · · ·+ |am| > |an+1 + · · ·+ am|,

vyplývá z konvergence řady
∑∞

k=0 |an| i konvergence řady
∑∞

k=0 an.

Definition

Ř́ıkáme, že řada
∑∞

k=0 an konverguje absolutně, jestliže konverguje řada∑∞
n=0 |an|.

Jestliže posloupnost částečných součt̊u řady má nevlastńı limitu, ř́ıkáme že
řada diverguje k ∞ nebo −∞.
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Č́ıselné řady

Theorem

Necht’ S =
∑∞

n=0 an a T =
∑∞

n=0 bn jsou dvě absolutně konvergentńı řady.
Pak

1 jejich součet absolutně konverguje k součtu

S + T =
∞∑
n=0

an +
∞∑
n=0

bn =
∞∑
n=0

(an + bn),

2 jejich rozd́ıl absolutně konverguje k rozd́ılu

S − T =
∞∑
n=0

an −
∞∑
n=0

bn =
∞∑
n=0

(an − bn),

3 jejich součin absolutně konverguje k součinu

S · T =

( ∞∑
n=0

an

)
·

( ∞∑
n=0

bn

)
=
∞∑
n=0

(
n∑

k=0

an−kbk

)
.
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Č́ıselné řady

Theorem

Necht’ S =
∑∞

n=0 an je nekonečná řada reálných nebo komplexńıch č́ısel.

1 Jestliže S konverguje, pak limn→∞ an = 0.

2 Předpokládejme, že existuje limita pod́ıl̊u po sobě jdoućıch člen̊u řady
a plat́ı

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = q.

Pak řada S konverguje absolutně p̌ri |q| < 1 a nekonverguje p̌ri
|q| > 1. Při |q| = 1 může řada konvergovat ale nemuśı.

3 Jestliže existuje limita
lim
n→∞

n
√
|an| = q,

pak p̌ri q < 1 řada konverguje, zat́ımco p̌ri q > 1 diverguje. Je-li
q = 1, může konvergovat i divergovat.
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Č́ıselné řady

Corollary

Necht’ S =
∑∞

n=0 an je nekonečná řada reálných nebo komplexńıch č́ısel.

1 Je-li

q = lim sup
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ ,
pak řada S konverguje absolutně p̌ri q < 1 a nekonverguje p̌ri q > 1.
Při q = 1 může řada konvergovat ale nemuśı.

2 Je-li
q = lim sup

n→∞
n
√
|an|,

pak p̌ri q < 1 řada konverguje, zat́ımco p̌ri q > 1 diverguje. Je-li
q = 1, může konvergovat i divergovat.
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Mocninné řady

Jestliže máme ḿısto posloupnosti č́ısel an k dispozici posloupnost funkćı
fn(x) se stejným definičńım oborem A, můžeme bod po bodu použ́ıt
definici řady a dostáváme pojem součtu řady funkćı

S(x) =
∞∑
n=0

fn(x).

Definition

Mocninná řada je dána výrazem

S(x) =
∞∑
n=0

anx
n.

Řekneme, že S(x) má poloměr konvergence ρ ≥ 0, jestliže S(x)
konverguje pro každé x splňuj́ıćı |x | < ρ a diverguje p̌ri |x | > ρ.
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Mocninné řady

Theorem

Necht’ S(x) =
∑∞

n=0 anx
n je mocninná řada a existuje limita

ρ = lim
n→∞

n
√
an.

Pak je poloměr konvergece řady S roven r = ρ−1.
Mocninná řada S(x) je spojitá na celém svém intervalu konvergence
(včetně krajńıch bod̊u, pokud v nich konverguje) a existuje také jej́ı
derivace S ′(x),

S ′(x) =
∞∑
n=1

nanx
n−1.

Všimněme si, že lze poloměr konvergence r pro každou mocninnou řadu
p̌ŕımo zadat vzorcem

r−1 = lim sup
n→∞

n
√
an.
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Mocninné řady

Example

Pod́ıváme se na mocninnou řadu

S(x) =
∞∑
n=0

xn, .

Je to geometrická řada, kterou jsme se zabývali již ďŕıve, a jej́ı součet je
pro všechny x s |x | < 1

S(x) =
1

1− x
,

zat́ımco |x | > 1 zaručuje divergenci. Pro x = 1 dostáváme také zjevně
divergentńı řadu 1 + 1 + 1 + . . . s nekonečným součtem, p̌ri x = −1 jde o
řadu 1− 1 + 1− . . . , jej́ıž částečné součty nemaj́ı limitu v̊ubec.
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Mocninné řady

Example

Poloměr konvergence řady T (x) =
∑∞

n=1
1
nx

n je také jedna, protože
existuje

lim
n→∞

∣∣∣∣ 1
n+1x

n+1

1
nx

n

∣∣∣∣ = x lim
n→∞

∣∣∣∣ n

n + 1

∣∣∣∣ = x

Pro x = 1 tu dostaneme divergentńı řadu 1 + 1
2 + 1

3 + . . . .
Naopak, řada T (−1) = −1 + 1

2 −
1
3 + . . . konverguje.

O řadě T =
∑∞

n=0 bn s reálnými členy řekneme, že je alternuj́ıćı, jestliže
je znaménko dvou po sobě jdoućıch členů vždy opačné. Pokud je nav́ıc |bn|
klesaj́ıćı posloupnost a pro řadu T plat́ı nutná podḿınka konvergence, tj.
limn→∞ bn = 0, pak řada konverguje (vyplyne z obecněǰśıch výsledk̊u
později).

MB202/04 35 / 44



Př́ıspěvky do zvě̌rince

S mocninnými řadami nám do našeho společenstv́ı p̌ribyla spousta nových
p̌ŕıkladů hladkých funkćı, tj. funkćı libovolněkrát diferencovatelných na
celém svém definičńım oboru. Pohrejme si ještě chv́ıli s nejvýznamněǰśım a
prvńım naš́ım p̌ŕıkladem, exponenciálou

ex = 1 + x +
1

2
x2 + · · ·+ 1

n!
xn + . . . .

Tato mocninnná řada má poloměr konvergence nekonečný a dob̌re proto
definuje funkci pro všechna komplexńı č́ısla x . Jej́ı hodnoty jsou limitami
hodnot (komplexńıch) polynomů s reálnými koeficienty a ze spojitosti tedy
muśı pro ni platit i obvyklé vztahy, které jsme pro reálné hodnoty
proměnné x již odvodili.
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Př́ıspěvky do zvě̌rince

Zejména plat́ı
ex+y = ex · ey , .

Dosad’me si hodnoty x = i · t, kde i ∈ C je imaginárńı jednotka, t ∈ R
libovolné.

eit = 1 + it − 1

2
t2 − i

1

3!
t3 +

1

4!
t4 + i

1

5!
t5 − . . .

a zjevně tedy je komplexně konjugované č́ıslo k z = eit č́ıslo z̄ = e−it .
Proto

|z |2 = z · z̄ = eit · e−it = e0 = 1

a všechny hodnoty z = eit proto lež́ı na jednotkové kružnici v komplexńı
rovině.
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Př́ıspěvky do zvě̌rince

Reálné a imaginárńı složky bodů na jednotkové kružnici p̌ritom bývaj́ı
popisovány pomoćı goniometrických funkćı cos θ a sin θ, kde θ je
paťričný úhel.
Dostáváme p̌ŕımou definici goniometrických funkćı pomoćı mocninných
řad:

cos t = re eit = 1− 1

2
t2 +

1

4!
t4 − 1

6!
t6 + · · ·+ (−1)k

1

(2k)!
t2k + . . .

sin t = im eit = t − 1

3!
t3 +

1

5!
t5 − 1

7!
t7 + · · ·+ (−1)k

1

(2k + 1)!
t2k+1 + . . .
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Př́ıspěvky do zvě̌rince

Ilustraci konvergence řady pro funkci cos je vidět na obrázku. Jde o graf
p̌ŕıslušného polynomu stupně 68. Při postupném vykresleńı částečných
součt̊u je vidět, že aproximace v okoĺı nuly je velice dobrá a prakticky beze
změn. S rostoućım řádem se pak zlepšuje i dále od počátku.
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Ilustraci konvergence řady pro funkci cos je vidět na obrázku. Jde o
graf příslušného polynomu stupně 68. Při postupném vykreslení
částečných součtů je vidět, že aproximace v okolí nuly je velice
dobrá a prakticky beze změn. S rostoucím řádem se pak zlepšuje i
dále od počátku.
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Př́ıspěvky do zvě̌rince

Př́ımo z definice také vyplývá známý vztah

sin2 t + cos2 t = 1

a také z derivace (eit)′ = i eit vid́ıme, že

(sin t)′ = cos t, (cos t)′ = − sin t.

Tentýž výsledek lze samožrejmě ově̌rit p̌ŕımo derivaćı našich řad člen po
členu. (Ově̌ŕıme později, že to tak skutečně lze dělat.)
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Př́ıspěvky do zvě̌rince

Předpokládejme, že t0 je nejmenš́ı kladné č́ıslo, pro které je e−it0 = − eit0 ,
tj. prvńı kladný nulový bod funkce cos t. Podle obvyklé definice Ludolfova
č́ısla je t0 = 1

2π. Pak e−i2t0 = (e−it0)2 = ei2t0 a jde proto o nulový bod
funkce sin t. Samožrejmě pak plat́ı pro libovolné t

ei(4kt0+t) = (eit0)4k · eit = 1 · eit .

Jsou tedy obě funkce goniometrické funkce periodické s periodou 2π. Z
našich definic je p̌ritom vidět, že je to nejmenš́ı jejich perioda.
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Př́ıspěvky do zvě̌rince

Nyńı můžeme snadno odvodit všechny obvyklé vztahy mezi
goniometrickými funkcemi. Uvedeme na ukázku několik z nich. Nejprve si
všimněme, že definice vlastně ř́ıká

cos t =
1

2
(eit + e−it)

sin t =
1

2i
(eit − e−it).

Součin těchto funkćı jde tedy vyjáďrit jako

sin t cos t =
1

4i
(eit − e−it)(eit + e−it) =

1

4i
(ei2t − e−i2t) =

1

2
sin 2t.

Dále můžeme využ́ıt naši znalost derivaćı:

cos 2t = (
1

2
sin 2t)′ = (sin t cos t)′ = cos2 t − sin2 t.
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Př́ıspěvky do zvě̌rince

Vlastnosti daľśıch goniometrických funkćı

tg t =
sin t

cos t
, cotg t = (tg t)−1

se snadno odvod́ı z jejich definice a pravidel pro derivováńı.
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