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Theorem (Rolleova véta)

Necht funkce f : R — R je spojitd na intervalu [a, b] a diferencovatelnd
uvnit¥ tohoto intervalu. Jestlize plati f(a) = f(b), pak existuje c € (a, b)
takové, Ze f'(c) = 0.
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Diikaz.

Funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (tj. kompaktni mnoZin&), proto
ma na ném maximum a minimum. Pokud by maximum i minimum mélo
stejnou hodnotu f(a) = f(b), pak by funkce f byla konstantni a tedy i jeji
derivace by byla nulova ve viech bodech intervalu (a, b).

P¥edpokladejme tedy, e bud maximum nebo mimimum je jiné a necht
nastdva jedno z nich ve vnitfnim bod& c. Pak ov8em neni moZné, aby v ¢
bylo f’(c) # 0, protoZe to by v tomto bod& byla byla funkce f bud
rostouci nebo klesajici a jisté by tedy v okoli bodu ¢ nabyvala vétsich i
menich hodnot, nez je f(c¢). O

v
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Z Rolleovy véty snadno vyplyva tzv. véta o stfedni hodnoté.
Theorem

Necht funkce f : R — R je spojitd na intervalu [a, b] a diferencovatelnd
uvnit¥ tohoto intervalu. Pak existuje ¢ € (a, b) takové, Ze

f(b) — f(a)

file) = b—a

] MB202/04 5/ 44



Diikaz.

Diikaz je prostym zdpisem geometrického vyznamu tvrzeni: k se¢né mezi
body [a, f(a)] a [b, f(b)] existuje te&na, kterd je s ni rovnob&zna (nejlip
vidét na obrazku). Rovnice na¥i se¢ny je

f(b) —f(a
y =800 =f(a) + "1y
—a
Rozdil h(x) = f(x) — g(x) uddva vzdélenost grafu od se¢ny (v hodnotach
y). Jist& plati h(a) = h(b) a

f(b) — f(a)
H(x) = f(x) — 22— 1)
() = F(0) -
Podle p¥edchozi véty existuje bod ¢, ve kterém je h'(c) = 0. O
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VE&tu o stfedni hodnoté mizeme také prepsat ve tvaru:
f(b) = f(a) + f'(c)(b— a)

a v p¥ipad& parametricky zadané k¥ivky v roving, tj. dvojice funkci
y = f(t), x = g(t), je stejny vysledek o existenci rovnob&zné te¢ny k
se¢né krajnimi body popsan takto:

Corollary

Necht funkce y = f(t) a x = g(t) jsou spojité na intervalu [a, b] a
diferencovatelné uvnit¥ tohoto intervalu a g'(t) # 0 pro v3echny t € (a, b).
Pak existuje bod c € (a, b) takovy, Ze plati
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Diikaz.
Opét spoléhame na pouziti Rolleovy véty. PoloZime proto

h(t) = (F(b) — F(a))g(t) — (g(b) — g(a))(2).
Nyn h(a) = F(b)g(a) — F(a)g(b), h(b) = F(b)e(a) — F(a)g(b), takze

existuje ¢ € (a, b) takovy, Ze W' (c) = 0. ProtoZe je g’(c) # 0, dostavdme
pravé poZadovany vztah. []

v
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L'Hospitalovo pravidlo

Podobna tvaha jako v poslednim tvrzeni vede k mimo¥adné uZite¢nému
nastroji pro po&itani limit funkci. Je zndm jako L’Hospitalovo pravidlo:

Theorem

Predpokladejme, Ze f a g jsou funkce diferencovatelné v okoli bodu
xo € R, ne vdak nutn& v bodé& xy samotném, a necht existuji limity

lim f(x) =0, lim g(x)=0.

X—rX0 X—X0

Jestlize existuje limita

pak existuje i limita

a jsou si rovny.
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L'Hospitalovo pravidlo

Dikaz

Bez djmy na obecnosti mizZeme pfedpokladat, Ze v xg maji funkce f a g
nulovou hodnotu.

Vysledek je opét jednoduse predstavitelny pomoci obrdzku. UvaZujme
body [g(x), f(x)] € R? parametrizované promé&nnou x. Podil hodnot pak
odpovida smé&rnici se¢ny mezi body [0, 0] a [f(x), g(x)]. Zarovefi vime, Ze
podil derivaci odpovidd smérnici tecny v pfislusném bodé. Z existence
limity smérnic tecen tedy chceme dovodit existenci limity smé&rnic secen.

v
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L'Hospitalovo pravidlo

Pokracovani.

Technicky Ize vyuZit véty o stfedni hodnoté v parametrickém tvaru. Pfedné
si uvédomme, Ze v tvrzeni véty implicitné pfedpokldaddme existenci vyrazu
f'(x)/g’'(x) na n&akém okoli xg, zejména tedy pro dostatecn& blizké body
¢ k xp bude g’(c) # 0.

_ ) = flxo) _ o (e
X—X0 g(x) X—X0 g(x) — g(Xo) X—Xo g’(cx)

Y

kde ¢y je &islo mezi xg a x. Nyni si v§imnéme, Ze z existence limity

g
posloupnosti vzniklé dosazenim hodnot x = x, jdoucich k xy do
f'(x)/g'(x). Zejména tedy miizeme dosadit jakoukoliv posloupnost ¢, pro
Xn — Xo a proto bude existovat i limita limy_s, % a posledni dvé limity
zjevné budou mit stejnou hodnotu. Dokazali jsme tedy, Ze naSe hledand
limita existuje a ma také stejnou hodnotu. O

!
limy % vyplyva, Ze stejnou hodnotu bude mit i limita libovolné

v
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L'Hospitalovo pravidlo

Jednoduse Ize rozsi¥it L'Hospitalovo pravidlo i pro limity v nevlastnich
bodech 400 a v pFipad& nevlastnich hodnot limit. Je-li, nap¥.

lim f(x)=0, lim g(x)=0,

X—00 X—00
potom je limy_,0, f(1/x) =0 a limy_0, g(1/x) = 0. Zaroveii z existence
limity podilu derivaci v nekone¢nu dostaneme

(FA)y _ o PR L Fx) L F(X)

B E@N) Be gA/X)(1/x) A g(1/x) e g ()

PouZitim pfedchozi véty tedy dostdvame, Ze v tomto pFfipadé bude
existovat i limita podilu

lim fix) _ lim F(1/x) _ im f'(x)

o g(x) 0 g(1/x)  xe gl(x)
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L'Hospitalovo pravidlo

v/

Jesté jednodussi je postup pti vypoltu limity v p¥fipadég, kdy

lim f(x) = +o0, lim g(x) = £oo.

X—+X0 X—rX0
Stadi totiz psat
0 _ . 1/a()

lim ——’ —
o g(x)  xox 1/F(x)’

co? je jiz p¥ipad pro pouziti L'Hospitalova pravidla z pfedchozi véty.
Theorem

Necht f a g jsou funkce diferencovatelné v okoli bodu xy € R, ne v3ak

nutn& v bod& xo samotném, a necht existuji limity limy_,, f(x) = oo a

!
limy_y, g(x) = £oo. JestliZe existuje limita limy_x, ;’EQ pak existuje i

(x)

. f . .
limita limy_,, 2(x) @ Jsou si rovny.
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Dikaz.
Opét Ize vyjit z véty o stfedni hodnot&. Vyjad¥ime podil, abychom
"vidéli" derivaci:

fx)  f(x) f(x)—f(y) g(x)—egly)

g(x)  fx)—f(y) e(x)—gly) &)

kde y volime n&jaky pevny ze zvoleného okoli xg a x nechdme bliZit k xp.
ProtoZe jsou limity f i g v xg nekone¢né, miizeme jisté predpokladat, Ze
rozdily hodnot v x a y jsou u obou funkci p¥i pevném y nenulové.

Nyni nahradime prostfedni zlomek podilem derivaci

_ &y
f(x) _ >~ &t f'c)

_ g ,
g(x) 1—% g'(c)

kde ¢ zavisi na x i y. P¥i pevném y a x jdoucim k xg jde prvni zlomek
zjevné k jedni¢ce a druhy zlomek se bliZi k limitni hodnoté podilu
derivaci.
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L'Hospitalovo pravidlo

Priklad

Vhodnymi tpravami sledovanych vyrazii Ize vyuZit L'Hospitalova pravidla
také na vyrazy typu oo — 0o, 1°°, 0 - 0o apod. Zpravidla jde o prosté
pFepsani vyrazii nebo o vyuZziti néjaké hladké funkce, nap¥. exponencialni.
Uved me alespofi dva ptiklady hned:

. 1 1 2X — sin 2x
lim . —— ) =Ilm —
x—=0 \sin2x  2x x—0 2xsin2x
2 — 2cos2x
= |im
x—0 25sin 2x + 4x cos 2x
4sin2x

=i =0
Al 4 cos 2x + 4 cos 2x — 8xsin 2x ’

pficemz ziskané tvrzeni je tfeba &ist od konce. Tj. z existence posledni
limity (podil druhych derivaci) vyplyva existence limity podild prvnich
derivaci a z toho plyne existence i hodnota piivodni limity.

. BT
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P¥iklad

Druhy ptiklad ndm ukdZe souvislost aritmetického a geometrického
priméru z n hodnot. Aritmeticky primér

X1+ -+ Xp
n

MY(x1,...,x,) =

je specialnim p¥ipadem tzv. mocninného praméru stupné r:

1
XA xE
n

Mf(xl,...,xn)_<

Specialni hodnota M~1 se nazyva harmonicky priimér.
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Ptiklad - pokracovani
Spo&téme si limitni hodnotu M" pro r jdouci k nule. Za timto G&elem

spotteme limitu pomoci L'Hospitalova pravidla (jde o vyraz 0/0, vyuZiti
spojité funkce In neskodi a pozor, derivujeme podle r!):

1cor r
_ . o In(GOd - xp)
lim In(M"(x1,...,xp)) = lim
r—0 r—0 r
X1r|nX1+---+X;|an
— n
- rll_[;% X{ 44X
n
Inxg +---+Inx,

= =Iny/x1 - X

n

Odtud tedy je p¥imo vidét, Ze

lim M"(x1,...,Xn) = /X1 ... Xn,
r—0

coz je hodnota zndm4d pod ndzvem geometricky pramér.
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Kolik je X7

Budeme ,potitat” e*.
JestliZze v posloupnosti a,, = (1 + %)’" dosadime za m hodnoty m = n/x
pro n&jaké pevné x € R, dostaneme

bn:<1+f);, b;:(1+f)n.
n n

P¥itom, je limita b, pro n jdouci do nekonetna opét e. Odvodili jsme tedy
dilezity vztah platny pro vSechna x € R

e = |im (1—|—§>n.
n

n—o0
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Kolik je X7

n-ty &len posloupnosti u,(x) = (1 + %)n vyjadfime pomoci bionomické

véty:

x n(n—1)x? nlx"
) =t et

Protoze jsou vSechny zavorky v souinech mensi nez jedna, dostdvame také

up(x) < vp(x) = Zjll g

Jj=0

21/ 44
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Kolik je X7

Uvazme formalni soutet Y2°° ¢; = Y- 7x/, ktery chapeme jako limitu
nasich &isel v, (pokud existuje)

n
1
up(x) < vp(x) = Z _—IXJ
— J:
j=0
Podil dvou po sob& jdoucich &lenil v ¥adé je ¢j11/c;j = x/(n+ 1). Pro

kazdé pevné x tedy existuje N € N takove Ze ¢jy1/¢j < 1/2 pro viechny
J > N. Pro takto velké j je oviem ¢j1 < CJ < 27U=N+Dey. To ale
znamena, Ze Castecné soulty prvnich n cIenu v nasem formalnim souttu

jsou shora ohraniéeny soutty

V,,<Z XJ+ ?
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Kolik je X7

Posledni suma je zvlastni p¥ipad souctu geometrické fady Zf:o q.
Protoze plati pro kazdé g

(1—q)1+qg+---+q¢)=1— g,

existuje limita ¢aste¢nych soultl v geometrické fadé Zf.io ¢/ pravé kdy?
|g| < 1 a v takovém piipadé plati
00 k 1
= lim =
2= lmd o =1,
Jj=0 Jj=0
Protoze &isla v, tvoFi rostouci posloupnost, jisté také tato posloupnost

konverguje. Rikdme, Ze Yada 32, jl,xf konverguje.
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Kolik je X7

Cisla up, jejichz limitou je €%, umime aproximovat libovolné pfesné vyrazy
Vp. S trochou pedlivosti odtud dostaneme:

Theorem
Exponencialni funkce je pro kaZdé x € R vyjadFena jako limita &astecnych
souctli ve vyrazu

X_1 1 2 1 n _ - 1 n
= 1hx+ x4+ —x +~-—z(:)n!x.
n=
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Ciselné Fady

Definition
Nekoneéna ¥ada je vyraz

S
Zan:ao+al+ag+---+ak+...,

n=0
kde aj, jsou redlnd nebo komplexni &isla. Posloupnost €aste€nych soucta
s PR K o e -
je dana svymi Eleny s, = >, an a fikdme, Ze Ffada konverguje a je rovna
s, jestlize existuje kone¢na limita &aste¢nych souttl

s= lim s,.
k—o0
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Ciselné Fady

K tomu, aby posloupnost s, konvergovala, je nutné a staci, aby byla
Cauchyovska. Tzn. Ze

|Sm — Sn| = |an+1 + -+ + am|
musi byt libovoln& malé pro dostatecné velkd m > n. ProtoZze je
lant1] + -+ lam| > ant1 + -+ aml,
vyplyvd z konvergence Fady D7 o |an| i konvergence fady > ;7 an.

Definition

51 7 V. v o0 . v - .y -y

Rikdme, Ze fada ) ;- , a, konverguje absolutné, jestlize konverguje Yada
o0

> n—o |anl-

Jestlize posloupnost ¢aste¢nych souttii fady md nevlastni limitu, fikdme Ze

Fada diverguje k oo nebo —oo.
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Ciselné Fady

Theorem

Necht S =3 qana T =>.2, bn jsou dvé absolutné konvergentni Fady.
Pak

@ jejich soucet absolutné konverguje k soultu

S+T= Zan+2bn—z an + bn),
n=0

@ jejich rozdil absolutné konverguje k rozdilu

S-T= Zan an—z an — bn),

n=0

© Jejich soucin absolutné konverguje k soucinu

(£ (£)-£(5-)

v
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Ciselné Fady

Theorem
Necht S = >"7° , an je nekoneénd Fada redlnych nebo komplexnich &isel.
Q Jestlize S konverguje, pak lim,_,o a, = 0.

@ Predpokladejme, Ze existuje limita podilii po sobé jdoucich ¢&lend Fady
a plati
an+1
an

lim

n—oo

Pak Fada S konverguje absolutné pfi |q| < 1 a nekonverguje pfi
lg| > 1. P¥i |q| = 1 miiZe Fada konvergovat ale nemusi.

|I_>I'T;o \% |a’7’ =4q,
pak pfi q < 1 Fada konverguje, zatimco pFi g > 1 diverguje. Je-li
q = 1, miiZe konvergovat i divergovat.

© estlize existuje limita

n
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Ciselné Fady

Corollary

Necht S = Y72, an je nekoneénd Fada redlnych nebo komplexnich &isel.
Q Jeli

an+1
an

g = limsup
n—o00

i

pak Fada S konverguje absolutné p¥Fi g < 1 a nekonverguje p¥i g > 1.
PFi g = 1 miiZe Fada konvergovat ale nemusi.

Q Je-li
q = limsup {/|anl,

n—oo

pak pfi q < 1 Fada konverguje, zatimco pri g > 1 diverguje. Je-li
q = 1, miiZe konvergovat i divergovat.
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Jestlize madme misto posloupnosti &isel a, k dispozici posloupnost funkci
fo(x) se stejnym definiénim oborem A, mizZeme bod po bodu pouZit
definici Yady a dostdvdme pojem souttu Fady funkci

S(x) =) fa(x).
n=0

Definition

Mocninna fada je ddna vyrazem

S(x) = i apx".
n=0

Rekneme, e S(x) ma polomér konvergence p > 0, jestlize S(x)
konverguje pro kazdé x spliiujici |x| < p a diverguje p¥i |x| > p.
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Theorem

Necht S(x) = >",7 5 anx" je mocninnd Fada a existuje limita

p= lim V/a,.

n—oo

Pak je polomé&r konvergece fady S roven r = p~1.
Mocninnd Fada S(x) je spojitd na celém svém intervalu konvergence
(v&etné krajnich bodii, pokud v nich konverguje) a existuje také jeji

derivace S'(x),

S'(x) =) napx" .
n=1

Vsimnéme si, Ze Ize polomér konvergence r pro kaZzdou mocninnou ¥adu
p¥imo zadat vzorcem

r~1 = limsup Va,.

n—o0
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Example

Podivdme se na mocninnou ¥fadu

S(x) = ZX”,.
n=0

Je to geometricka Fada, kterou jsme se zabyvali jiz dfive, a jeji soulet je
pro viechny x s |x| < 1

1
S(x) =
()=
zatimco |x| > 1 zaru€uje divergenci. Pro x = 1 dostavame také zjevné&
divergentni fadu 1 + 1414 ... s nekone¢nym souétem, pfi x = —1 jde o
fadul —141—..., jejiz ¢aste¢né soulty nemaji limitu vibec.
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Example
Polom&r konvergence fady T(x) =) 2, %x” je také jedna, protoZze
existuje
1 n+1
—=X
lim % = x lim =
n—o00 Lxn n—ooln—+1

n

Pro x =1 tu dostaneme divergentni fadu 1 + % + % +....

Naopak, fada T(—1) = —1+4 3 — 2 +... konverguje.

O ¥adé T =) 17 by s redlnymi &leny fekneme, Ze je alternujici, jestlize
je znaménko dvou po sobé jdoucich €lenil vzdy opatné. Pokud je navic |bp|
klesajici posloupnost a pro fadu T plati nutnd podminka konvergence, tj.
lim,_ 00 bp = 0, pak ¥ada konverguje (vyplyne z obecng&jsich vysledkd
pozdgji).
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Pt¥isp&vky do zv&Fince

S mocninnymi ¥Yadami ndm do naSeho spolecenstvi p¥ibyla spousta novych
pfikladd hladkych funkci, tj. funkei libovolnékrat diferencovatelnych na
celém svém defini¢nim oboru. Pohrejme si jesté€ chvili s nejvyznamné&jsim a
prvnim nasim pfikladem, exponencidlou

eX:1—|—X+1x2+---—|—iX”+....
2 n!
Tato mocninnna ¥ada ma polomér konvergence nekoneény a dob¥e proto
definuje funkci pro vSechna komplexni &isla x. Jeji hodnoty jsou limitami
hodnot (komplexnich) polynom(i s redlnymi koeficienty a ze spojitosti tedy
musi pro ni platit i obvyklé vztahy, které jsme pro redlné hodnoty
proménné x jiZz odvodili.
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Pt¥isp&vky do zv&Fince

Zejména plati
e =X e,

Dosad' me si hodnoty x = i - t, kde i € C je imaginarni jednotka, t € R
libovolné.

: 1 1 1 1

et =1+4it— -ttt it
2 3! 4! 5!
a zjevn& tedy je komplexn& konjugované &islo k z = e't &islo z = et
Proto . .
zZP=z-z=¢€"et=e"=1

a vdechny hodnoty z = et proto le#i na jednotkové kruznici v komplexni
roviné.
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Pt¥isp&vky do zv&Fince

Redlné a imagindrni slozky bodi na jednotkové kruznici pfitom byvaji
popisovany pomoci goniometrickych funkci cos a sin6, kde 6 je
patfiény uhel.

Dostdvame p¥imou definici goniometrickych funkci pomoci mocninnych
fad:

1

; 1 1
it 1 g2 a6 vkt 12k
cost =ree" =1 2t +4!t 6!t +--+(-1) (2k)!t +
; 1 1 1 1
CoL it 1.3 5_ L7 L (_1\k 2k+1
sint =ime" =t 3!t +5!t 7!1.‘ +---4(-1) 2k 1)!t +...
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Pt¥isp&vky do zv&Fince

llustraci konvergence ¥ady pro funkci cos je vidét na obrazku. Jde o graf
p¥islusného polynomu stupné 68. P¥i postupném vykresleni ¢4ste¢nych
souctl je vidét, Ze aproximace v okoli nuly je velice dobrd a prakticky beze
zmé&n. S rostoucim ¥adem se pak zlep3uje i dile od po&atku.
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Pt¥isp&vky do zv&Fince

P¥imo z definice také vyplyva zndmy vztah
sin t + cos®t = 1
a také z derivace (et) = ie't vidime, ze
(sint) = cost, (cost) = —sint.

Tentyz vysledek lze samozfejmé ovéFit pfimo derivaci nasich ¥ad ¢len po
¢lenu. (Ov&Fime pozdgji, Ze to tak skutelné Ize d&lat.)
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Pt¥isp&vky do zv&Fince

Ptedpokladejme, Ze to je nejmen¥i kladné &islo, pro které je e=/o = —efto,
tj. prvni kladny nulovy bod funkce cos t. Podle obvyklé definice Ludolfova
¢isla je to = 3. Pak e77200 = (e7/0)2 = ¢/20 3 jde proto o nulovy bod
funkce sin t. Samozfejmé& pak plati pro libovolné t

ei(4k1&o-4-1r) _ (eit0)4k Lt — 1.t
Jsou tedy obé funkce goniometrické funkce periodické s periodou 27. Z
nadich definic je pfitom vidét, Ze je to nejmensi jejich perioda.
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Pt¥isp&vky do zv&Fince

Nyni miZeme snadno odvodit viechny obvyklé vztahy mezi
goniometrickymi funkcemi. Uvedeme na ukdzku nékolik z nich. Nejprve si
viimné&me, Ze definice vlastné ¥ika

1 . .
cost = E(e’t +e ')
1 . ,
int = — it —it .
sin 2I,(e e ")

Soucin t&chto funkci jde tedy vyjadfit jako
sintcost = l(e"t —e ) (et et = l(em —e2t) = E sin 2t.
4j 4i 2

Déle mliZzeme vyuZit nasi znalost derivaci:

1
cos2t = (5 sin2t)' = (sin t cos t)’ = cos® t — sin? t.
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Pt¥isp&vky do zv&Fince

Vlastnosti dalSich goniometrickych funkci

sint 1
tgt = , cotgt = (tgt)
cost

se snadno odvodi z jejich definice a pravidel pro derivovani.
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