MB202 — Diferencidlni a integralni potet B
Newtoniv a Riemanniyv integrdl funkci
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Newtontiv integral

P¥edpokladejme, Ze zndme na intervalu [a, b] redlnou nebo komplexni
funkci F(x) redlné prom&nné x a jeji derivaci

JestliZze rozd&lime interval [a, b] na n &3sti volbou bodd
a=xp<x1<---<xp=0>b

a priblizime hodnoty derivaci v bodech x; vyrazy

~ F(xi+1) — F(xi)

Xi+1 — Xj

f(x)

dostavame soutem

n—1 n—1
F(b)—F(a) =Y F(X’iji : f(x') (e —x) = Y F(x0) - (i1 — xi).
i=0 ! ! i=0

Funkci F nazyvame neurdity integral k funkci f.
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Newtontiv integral

Neur&ity integrdl redlné funkce f(x) nejspi¥ bude pro rozumné funkce
vyjad¥ovat plochu vyty&enou grafem funkce f, soufadnou osou x a
pfimkami x = a, x = b (v€etné& znaménka zohlediiujiciho pozici plochy nad
nebo pod osou x!).

D34 se tedy olekavat, Ze takovou plochu skute€né spoéteme jako rozdil
hodnot neurditého integralu v krajnich bodech intervalu. Tomuto postupu
se také ¥ikd Newtoniv integral. PiSeme

b
/ f(x)dx = [F(x)] = F(b) — F(a).

a

V ptipadé komplexni funkce f je i redlnd a imaginarni &ast jejiho integralu
jednozna&né dana redlnou a imagindrni &asti f, proto se v dal§im omezime
na realné funkce.
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Newtontiv integral

Poznamka

V dal$im skute¢né ukdZeme, Ze Ize rozumné definovat pojem plocha v
roviné tak, aby ji bylo moZné poditat pravé uvedenym zpiisobem.
Newtoniv integral ma ale jednu podstatnou vadu — jeho vydisleni
vyZaduje znalost neuréitého integralu. Tu obecné neni snadné spodist i
kdyz ukazeme, Ze ke véem spojitym funkcim f existuje. Proto budeme
napted diskutovat jinou definici integralu.
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Newtontiv integral

st VIV v

Vsimnéme si jesté, Ze neurdity integral je na kaZzdém souvislém intervalu
[a, b] uren jednoznatn& aZ na konstantu. Skutetn&, pokud je

F'(x) = G'(x) = f(x), pak Tayloriiv rozvoj prvniho ¥adu se zbytkem v
bodé a davd

F(x) = G(x) = F(a) - G(a) + (f(c) — f(c))(x — a) = F(a) — G(a)

na néjakém okoli bodu a. Pokud by ale xp < b bylo supremem hodnot, pro
které tento vztah jesté plati, opétovnou volbou tohoto bodu za a
dosdhneme rozsiteni tohoto vztahu i napravo od néj. Musi tedy platit na
celém intervalu.

S poukazem na toto pozorovani budeme neurdity integral také zapisovat
ve tvaru

F(t) :/f(x)dx+ C.
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Integrace , po paméti”

Neur&ity integral ndm formalné dovoluje spocist Riemanniv integral pro
kaZdou spojitou funkci. Nicméné prakticky byva zejména pouZitelny tam,
kde v integrované funkci umime derivaci pfimo uvidét. K tomu v
jednoduchych pfipadech sta&i &ist tabulky pro derivace funkci v nasem
zvéFinci naopak.

Dostdvame tak napf. ndsledujici tvrzeni pro véechna a € R a n € Z,

n+# —1:

/adx:ax—i-C
n a n+1
ax"dx = ——x +C
n+1

/eax dx = 1e"”X—FC
a
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Integrace , po paméti”

dx=alnx+C

x| o

acos bx dx = fsianJr C

b

asin bx dx = —%cosbx—i— C

— e —

atg bxdx = —% In(cos bx) + C

a X
/de:arctg (5) +C

Pozor definiéni obor, na kterém je neurdity integral dob¥e definovan!

. BT

cos™ bx + C

acos bx sin” bx dx = m sin"™ bx + C
asin bx cos” bx dx = —m
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Integrace , po paméti”

K takovymto tabulkovym hodnotdm lze relativné snadno dodavat dalsi
jednoduchymi pozorovanimi vhodné struktury integrovanych funkci. Nap¥.

FIO) g — nf(x
/f(x) dx = In F(x) + C.
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Integrace per partes a substituci

Vypoclet integrdlu pomoci neuréitého integralu, spolu s pravidlem
(F-G)(t)=F'(t)- G(t)+ F(t)- G'(t)
pro derivaci soucinu funkci, dava nasledujici formuli pro neurdity integral
F(x)- G(x) + C = / F/(x)G(x) dx + / F(x)G(x) dx.

Tato formule se vétSinou pouZiva v pfipadé, Ze jeden z integral(i napravo
mdame poditat, zatimco druhy umime poditat Iépe.
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Integrace per partes a substituci

Uved me si n&jaké ptiklady. Nejprve spotteme

| = /xsinxdx.

V tomto p¥ipad& pomiiZe volba F(x) = x, G’(x) = sinx. Odtud
G(x) = — cos x, proto také

| = —xcosx—/—cosxdx: —xcosx +sinx + C.

Obvyklym trikem je také pouZit tento postup s F'(x) = 1:

/Inxdx:/l-lnxdx:xlnx—/1xdx:x|nx—x+ C.
X
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Je-li F'(y) = f(y) a y = ¢(x), potom
dF(o(x)) _ o /
) Fliyy .
20— Fily) o)
atedy F(y) + C = [ f(y)dy lze spotist jako

Fp(x) + C = / F(0(x))¢!(x) dx.

Dosazenim x = ¢~ 1(y) pak dostaneme plivodn& poZzadovany neurity
integral. Castéji zapisujeme tuto skuteénost takto:

[ 10rdy = [ fet)e' ) ox

a hovofime o substituci za promé&nnou y.
Pro Riemannovy soulty je moZné substituci porozumét snadno tak, Ze
ptirGstky v proménné y a v x jsou vzdjemné ve vztahu

dy = ¢'(x) dx

ktery odpovida vztahu % = ¢’(x) a snadno jej spotitdme vypottem
derivace.

B RAEE00)0R YES



Integrace per partes a substituci

Jako ptiklad:

/ / L d
= | —— dx
V1—x2

zvolime substituci x = sin t. Odtud dx = cos t dt a dostdvdme

1 1

/:/costdt:/costdt: /dt: t+ C.

V1 —sin?t Vcos? t
Zpétnym dosazenim t = acrsin x dopoditdme jiZ znamy vzorec
| =arcsinx + C.
P¥i substitucich je tfeba dat pozor na skutecnou existenci inverzni funkce k
y = ¢(x) a pFi vypottu urtitého integrilu je tfeba ¥ddné& prepotitavat i
meze.
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Integrace per partes a substituci

Casto vede pouiti substituci a metody per partes k rekurentnim vztahtim,
ze kterych teprve lze dopodist hledané integraly. Spoctéme si alespofi jeden
ptiklad. Metodou per partes poditame

I = /cosmxdx = /cosm_1 X €cos X dx
= cos" L xsinx —(m—1) / cos™ ™2 x(— sin x) sin x dx
= cos™ L xsinx + (m — 1)/cos”72 xsin? x dx.
Odtud diky vztahu sin? x = 1 — cos® x dostavame
mly, = cos™ ! xsinx + (m—1)pn—2
a pocate¢ni hodnoty jsou

lo=x, I =sinx.
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Integrace per partes a substituci

Integrace raciondlnich funkci lomenych

U racionalnich funkci lomenych si miZeme pf¥i integraci pomoci nékolika
zjednoduSenimi. Zejména v pfipadé, Ze je stupeii polynomu f v Citateli
vétsi nebo roven stupni polynomu g v jmenovateli, je rozumné hned z
kraje délenim se zbytkem pFevést integraci na soucet dvou integrald. Prvni
pak bude integraci polynomu a druhy integraci vyrazu /g se stupném g
ostfe v&tsim, neZ je stupeii f. Toho skute¢né dosdhneme prostym
vydélenim polynomi:

h

f‘
f=q-g+h —=qg+—.
g g

MiZeme tedy zrovna predpokladat, Ze stupen g je ostfe v&tsi neZ stupeii f.
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Dalsi postup si ukaZzme na jednoduchém pfikladé. Zkusme si rozebrat, jak
se dostaneme k vysledku

) _ 4x+2 _ =2 6
g(x) x24+3x+2 x+1 x+2

ktery jiz umime integrovat pfimo:

4 2
/X+dx:—2|n|x+1|+6|n|x+2|—|—C.
x2 4+3x 42

P¥edevsim pFevedenim souttu zlomki na spole¢ného jmenovatele tuto
rovnost snadno ovéfime. Pokud naopak vime, Ze Ize nd$ vyraz rozepsat ve

tvaru
4x + 2 A B

x24+3x+2 x+1 +X—|—2
a jde ndm pouze o vypolet koeficientd A a B, miZeme pro né ziskat
rovnice pomoci roznasobeni obou stran polynomem x2 + 3x + 2 ze
jmenovatele a porovnanim koeficientl u jednotlivych mocnin x ve
vyslednych polynomech napravo i nalevo:

Ax +2=A(x+2)+B(x+1) = 2A+B=2 A+B=4
T . "Mé202¥/6'6' e T T 197029




Riemanniv integral

Pro definici integralu vyuZijeme p¥imo intuitivni dvahy, kterou jsme pravé
odiivodiiovali souvislost Newtonova integralu s velikosti plochy.

UvaZme redlnou funkci f definovanou na intervalu [a, b] a zvolme d&len{

tohoto intervalu, spolu s vybérem reprezentanti &; jednotlivych &asti, tj.

a=xp<x3<-:+<x,=bazdroveli § € [xi_1,x;], i =1,...,n. Normou
takového dé&leni nazyvdme &islo min{x; — x;_1}. Riemanniiv souéet
odpovidajici zvolenému d&leni = = (xp, ..., x,) a reprezentantiim ¢ je dan
vyrazem

Sze= Y (&) (xi—xi1)
i=1
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Riemanniv integral

Rekneme, Ye Riemanniiv integral funkce f na intervalu [a, b] existuje,
jestlize pro kaZdou posloupnost déleni s reprezentanty (=, &k) s normou
déleni jdouci k nule existuje limita

k“—>moo Sz.60 =5,

jejiz hodnota navic nezavisi na volb& posloupnosti déleni a reprezentanta.
Piseme v takovém p¥ipadé opét

S = / ’ F(x)dx.

Tato definice nevypada pfilis prakticky, nicmén& ndm dovoli sformulovat a
dokazat nékteré jednoduché vlastnosti Riemannova integralu.
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Riemanniv integral

Theorem

(1) Je-li f omezend redlna funkce definovana na redlném intervalu [a, b] a
¢ € |a, b] n&jaky vnitini bod, potom integral fab f(x)dx existuje tehdy a
jen tehdy kdyZ existuji oba integraly f; f(x)dx a fcb f(x)dx. V takovém
pFipadé pak také plati

/a  Flx)dx = / " Fx)dx + /  Fx)dx.

(2) Jsou-li f a g dvé& rediné funkce definované na intervalu [a, b], a
existuji-li integraly fab f(x)dx a fab g(x)dx, pak existuje také integral jejich
souctu a plati

/ab(f(x) + g(x))dx = /ab f(x)dx + /abg(x)dx.
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Riemanniv integral

Theorem (pokra&ovani)

(3) Je-li f redind funkce definovand na intervalu [a, b], C € R konstanta a

existuje-li integral [ f(x)dx, pak existuje také integral [ C - f(x)dx a
plati

/ab C-f(x)dx = C- /abf(x)dx.
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Riemanniv integral

Diikaz.

(1) Predpoklddejme nejprve, Ze existuje integral pres cely interval. P¥i jeho
vypoltu se omezime na limity Riemannovych sou¢td, jejichz déleni maji
bod ¢ mezi svymi délicimi body. KaZdy takovy soulet dostaneme jako
soulet dvou dil¢ich Riemannovych souétl. Pokud by tyto diléi souty v
limité zavisely na zvolenych rozdélenich a reprezentantech, pak by celkové
souty nemohly byt v limit& na volbach nezdvislé (sta&i ponechat jednu
posloupnost déleni podintervalu stejnou a druhou ménit tak, aby se limita
zménila).

Naopak, jestliZe existuji oba integraly na podintervalech, jsou libovolné
presné aproximovatelné Riemannovymi soulty a to navic nezdvisle na jejich
volbé. Pokud do libovolné posloupnosti Riemannovych souctil pres cely
interval [a, b] p¥iddme jeden dé&lici bod ¢ navic, zm&nime hodnotu celého
soultu i &astednych souttd pres intervaly pattici do [a, c] a [c, b] nejvyZe o
nasobek normy d&leni a moznych rozdili omezené funkce f na celém [a, b].
To je libovolné blizko k nule p¥i zmen3ujici se normé déleni. O

v
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Riemanniv integral

pokrafovani.

(2) V kazdém Riemannové& souttu se souet funkci projevi jako soutet
hodnot ve vybranych reprezentantech. ProtoZe je ndsobeni redlnych &isel
distributivni, vyplyva odtud pravé dokazované tvrzeni.

(3) Stejna dvaha jako v predchozim ptipadé. O
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Riemanniv integral

Theorem

Pro kaZdou spojitou funkci f na kone¢ném intervalu [a, b] existuje jeji

Riemanndv integral fab f(x)dx. Navic, je funkce F(t) zadand na intervalu
[a, b] pomoci Riemannova integralu

neuréitym integralem funkce f na tomto intervalu.

Diikaz.
Docela slozity. . . O
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Riemanniv integral

Poznamky

(1) Ptedchozi dv& véty ndm ¥ikaji, Ze integrél je linedrni zobrazeni

/:C[a,b]—)]R

vektorového prostoru spojitych funkci na intervalu [a, b] do redlnych &isel
(tj. linedrni forma).

(2) Dokazali jsme, Ze kazda spojitd funkce je derivaci n&jaké funkce.
Newtoniv a Riemanniv integral tedy jako koncepty pro spojité funkce
splyvaji. Riemanndv integral spojitych funkci Ize proto spocist pomoci
rozdilu hodnot F(b) — F(a) neur&itého integrdlu F.

(3) V prvnim pomocném tvrzeni v ditkazu pfedchozi véty jsme dokdzali
dileZité tvrzeni, Ze pro omezenou funkci f na intervalu [a, b] vZdy existuji
limity hornich souttti i dolnich souttii. Rika se jim také horni Riemanniiv
integral a dolni Riemanniiv integral. Takto Ize pro omezené funkce
ekvivalentn& definovat i Riemanniiv integral (jak jsme konen& v dikazu i
&inili).
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Riemanniv integral

Pozndmky — pokraéovani

(4) V daldim tvrzeni v diikazu jsme odvodili diileZitou vlastnost spojitych
funkci, které se ¥ikad stejnomérna spojitost na uzavieném intervalu [a, b].
Zjevné je kazdda stejnomérné& spojitd funkce také spojitd, naopak to ale na
otevfenych intervalech platit nemusi.

(5) Necht f je na [a, b] po Eastech spojita, tj. viude krom& kone&ng
mnoha bodi nespojitosti ¢;, a < ¢; < b, ve kterych vSak existuji
jednostranné limity. Vzhledem k aditivnosti integralu viidi intervalu ptes
ktery se integruje existuje podle posledni véty v takovém p¥ipadé integral
F(t) = fat f(x)dx pro t € [a, b] a derivace funkce F(t) existuje ve vech
bodech t, ve kterych je f spojitd. Ve zbyvajicich bodech je funkce F(t)
spojitd, je to tedy spojitd funkce na celém intervalu [a, b]. Pokud zvolime
neurdity integral tak, aby na sebe funkce navazovaly, pak bude i cely
integral vydislen jako rozdil v krajnich hodnotach.
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